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Abstrakt. Zkoumdny jsou kontaktni problémy s (danym) tfenim, kde
koeficient treni zavisi na fesSeni. V realizaci je uzita metoda prostych
iteraci, s duélni formulaci v kazdém kroku.
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1 Uvod

V poslednich letech nabyva na vyznamu reseni kontaktnich problémt se tie-
nim. Omezime se na 2D tlohy nezavislé na ¢ase (stacionarni). Hleddme vyslednou
deformaci soustavy téles, na niz ptsobi vnéjsi sily. Na kontaktu téles dochazi ke
tfeni. TTeni je nejcastéji popisovano Coulombovym zakonem: , Tieni v misté kon-
taktu je mensi nebo rovno normélové sile ndsobené koeficientem F*. Koeficient
tfeni popisuje materidlové vlastnosti obou téles v kontktu, a zavisi casto pouze
na soufadnicich kontaktniho bodu. V nasem pripadé vSak F zavisi na vysledné
deformaci, presnéji na absolutni hodnoté tec¢né slozky deformace. Pokud se po
sobé télesa ,sklouznou®, bude koeficient tfeni mensi.

Pokud nédm nékdo dopfedu napovi kontaktni normaélovou silu deformace,
jedna se o tlohu s danym tfenim, na kterou se zde omezime. Tuto lohu umime
snadno vyftesit, pokud F nezévisi na feseni. Pfipad, kdy F na Feseni zavisi pak
hleddme pomoci iteraci (jakymsi zpfesiiovanim) tloh s nezavislym koeficientem
tfeni. Omezime se na kontakt jednoho télesa s tuhym podkladem. Umozni mam
to prehlednéjsi formulaci tlohy. Néasledujici postup pak lze rozsifit i na kontakt
vice téles.

2 Formulace problému

Méjme problém linedrni elasticity, kdy na omezenou oblast {2 télesa puisobi
vnitini sily F € (L?(£2))?, a povrchové sily P € (L*(I},))? na &4sti I}, hranice



012. Téleso je upevnéno na hranici I',. Na hranici I'. muze dojit ke kontaktu s
tuhym podlozim S. Pro jednoduchost necht S tvori pfimka osy z;.
Na hranici I'. jsou pfedepsany podminky pro nepronikdni (1) a pro trend (2)

upg >0 , To(u) >0 , wuxTa(u)=0 na I, (1)
T1(u)| < F(|ual)g na I,
Ta(u)(2)] < F(jur(z)))g(z) = wi(z) = zel. @)
Ty (u)(@)| = F(Jur(z))g(x) > 0= IA(x )
ui () = =A(@)T ((ff)) vel,

kde g(z) je dané omezeni na tfeni, (T7(u),T2(u)) je vektor napéti zavisly
na feSeni. Definujme pomocnou tlohu s danym t¥enim, kde koeficient tieni je
z&visly na odhadu ¢ =~ |u;| absolutni hodnoty teéné slozky deformace, tj. F(¢):

. 1 ‘
min J(v) = min a(v,v) — L(v) +j(¢) , (P(»))
kde
V={veH"(2)|v=0nal,}, V=VxV
K={v=(v1,v2) €V|vg >0s.v.nal,.}

a(u,v) = /Qs(u) :Ce(v)dx Jjw) = /F F(le)g dzy

z/dea:+/ Pv dzy
7} I,

Je znamo, ze (P(¢)) ma pravé jedno feseni pro kazdé . Definujme tedy zobrazeni
Wz — tracep [ui(p)] , (3)
a FeSeni nasi tlohy pak definujeme jako u Fesici (P(p)), kde ¢ je pevny bod ¥.



3 Numericka realizace

V clanku, ktery nam vyjde v Casopise Applications of Mathematics bude
dikaz, ze pokud funkce F ,neklesd pfilis rychle“, tak méa tloha pravé jedno
feseni.

A7z do této chvile byla tloha definovana v deformacnich posunutich, (tj. v
proménnych definovanych v§ude v 2). D4 se ale pfeformulovat pomoci Lagran-
geovych multiplikdtort do napéti, tj. dudlnich proménnych definovanych pouze
na kontaktni hranici.

Najdi X := Ap) tak, aby } (D(e))’

S(A) < S(p) = 3b(p, ) — f () Vi € Alp),

Ai(p) ={m € L2(Fc)| |u1] < F(p) s.v.na I.}
AQ - H;l/z(FC) A = (Al, AQ)

Timto se v diskretizaci a numerickém feseni pomoci kone¢nych prvkt radi-
kalné zmensi rozmér ulohy. Po diskretizaci pro tuto minimalizaci kvadratické
funkce s omezenim ve tvaru nerovnosti pouzivame algoritmus zalozeny na me-
todé sdruZenych gradientii popsany v [1]. Dale pak je dokdzano, Ze k vypocétu
tecné slozky posunuti potfebné pro ¢ v pristim kroku iterace nemusime pfepo-
¢itavat posunuti z dudlnich proménnych. Reziduum dudalniho problému piimo
odpovida posunuti na hranici. Prvni slozka rezidua je rovna teénému posunuti
na kontaktni hranici.

Uvedeme zde dva algoritmy pro feseni Signoriniho ilohy s koeficientem tieni
zavislym na feseni. Oba jsou zalozeny na metodé prostych iteraci, kombinované
s dudlni formulaci. Pro prvni z nich mame dikaz o konvergenci k feSeni.

VARIANTA 1.

0 ddno;
pro zndmé o*) vypocti AF) k1) takto:

(1) A% € A(p®)) : S(AR) < S(u) Ve A(p®)) |
t.j. XF) fesi (D(o®)) ;

(i1) D) = |(res A*))1| je absolutni hodnota
x-0v€ sloZky rezidua.

Opakuj dokud neni splnéno kritérium pro zastaveni.

Pii bliz§im nahlédnuti na problém (D(y)) se d& vysledovat, Ze problém lze
rozdélit na dva poloviéni. V nich fixujeme tecné, respektive normalové napéti.
Toho jsme vyuzili ve varianté 2, kde oddélené od sebe fesime tlohu (D(p)) s
pevné danou tecnou, resp. norméalovou slozkou napéti. Varianta 2 je pak podobna
algoritmu pro feSeni tloh s Coulombovym t¥enim (viz [2]).



VARIANTA II.

ga(o), )\go) ddno;
pro zndmé o*) | )\gk) vypocti )\gk), /\gkﬂ), Qk+1)
@) A € 4o SOV AN < SOV o) Vpp € 4y,
(i) A € (™) + SOFTYINY) < S, M) Vi € A ®)

(iii) 1) = |res )\glﬁ_l)\, absolutni hodnota je residua podproblému.

Opakuj dokud neni splnéno kritérium pro zastaveni.

4 Priklady

Algoritmus obou variant je naprogramovan v programu Matlab, zde ho vy-
zkousime na jednom pfikladu. ZatiZeni a geometrie je nacrtnuto na obrazku.
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Sledovali jsme chovéani algoritmu pro rtzné funkce F(t) koeficientu tfeni, a to
konkrétné pro param = 15000, 30000, 45000. Pribéh funkci je znazornén na

obrazku 1
Obé varianty pouzivaly stejného kritéria pro zastaveni:
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Pocty iteraci pti hledani pevného bodu, a pocty iteraci sdruzenych gradienti
jsou uvedeny v tabulce.
Priibéh konvergence obou metod je zndzornén na obrazku 2.
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Obr. 1. Prubéh funkce F pro rizné parametry.

iterace
VARIANTA T [VARIANTA II
param|pevny bod| SG |pevny bod|SG
15000 7 722 20 737
30000 12 1011 20 693
45000 11 835 18 619

5 Shrnuti

Metoda hledani pevného bodu umoznuje tspésné fesit popsany typ tloh. Va-
rianta II. je co se tyc¢e rychlosti lep$i. Pocitd (dvakrat) minimalizaci poloviéni
ulohy, i pocet iteraci sdruzenych gradientti byva mensi. U varianty I. vSak mame
dokézanu konvergenci. Varianta II. je velmi podobna feSeni tilohy s Coulombov-
skym tfenim kde koeficient tfeni nezavisi na feSeni. Na konci kazdé iterace lze
provést tedy také opravu normalového napéti, a mame algoritmus pro feSeni
tlohy s Coulombovskym tfenim, kde koeficient tfeni na feseni zavisi. Zde mame
numerické experimenty (prezentoviny na posteru na konferenci IMAM’03), ale
uz ne dikaz konvergence.

Ponékud slozitéjsi jsou 3D tlohy, kdy teéné napéti tvori vektor, a je popsano
dvémi multiplikatory. Tudy se bude ubirat nase prace dale.
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Obr. 2. Pribéhy konvergenci: varianta I vlevo, varianta II vpravo.

Reference

1. Dostal Z.: Box Constrained Quadratic Programming with Proportioning and Pro-
jections. SIAM Journal on Optimizatopn, 1997, 7(3).

2. Haslinger J., Dostal Z., Kucera R.: On a splittong type algorithm for the numerical
realization of contact problems with Coulomb friction. Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg., 2002

Annotation. Contact problems with given friction and the coefficient of friction de-
pending on their solutions are studied. We prove the existence of at least one solution
eventually its uniqueness under additional assumptions on the coefficient of friction.
The method of successive approximations combined with the dual formulation of each
iterative step is used for the numerical realization. Numerical results of model examples
are shown.



