Cvičení 10

Skládání relací:

RAB, SBC, RSAC; RS={x,z; yB: (x,yR)(y,zS)}

1. Složte následující relace, které jsou definovány takto: A={a1,a2,a3}, B={b1,b2,b3}, RAA, SAB, TBA; R={a1,a2,a2,a3,a1,a3,a3,a2}, S={a1,b2,a2,b3,a1,b3,a3,b2}, T={b1,a2,b2,a3,b1,a3,b2,a2},

a) RR

b) RS

c) RR-1

d) ST

e) TR

Homogenní binární relace R na množině A je:

· Prázdná: = 

· Úplná: =A2

· Identická: idA={x,x, xA}

Binární relace R na množině A je:

· Reflexivní:  x  A: R(x,x)

· Ireflexivní:  x  A:  R(x,x)

· Symetrická:  x,y  A: R(x,y)  R(y,x)

· Antisymetrická:  x,y  A: R(x,y)  R(y,x)  (x=y) 

· Asymetrická: x,y  A: R(x,y)   R(y,x)

· Tranzitivní: x,y,z  A: R(x,y)  R(y,z)  R(x,z)

Typy binárních relací:

· Tolerance – reflexivní, symetrická

· Kvaziuspořádání – reflexivní, tranzitivní

· Ekvivalence – reflexivní, symetrická, tranzitivní

· Neostré uspořádání – reflexivní, antisymetrická, tranzitivní

· Ostré uspořádání – ireflexivní, tranzitivní

2. Rozhodněte o jakou relaci se jedná.

a)  „být podobný“ na množině lidí

b)  „mít odlišný věk nejvýše o jeden rok“ na množině lidí

c) „množiny X a Y jsou v relaci, pokud |X||Y|“ na množině množin

d)  relace dělitelnosti na množině celých čísel

e) „nebýt starší“ na množině lidí

f)  „být stejně starý“ na množině lidí

g)  rovnost na množině přirozených čísel

h) relace inkluze

i) relace dělitelnosti na množině přirozených čísel

j) relace na O,1

Neostré uspořádání R na množině A: reflexivní + antisymetrické + tranzitivní

Ostré uspořádání R na množině A: asymetrické + tranzitivní

3. Dokažte v systému přirozené dedukce :

a) As  Ir

b) Ir  Tr As

c) As An
4. Rozhodněte, o jaké uspořádání se jedná:

a) A=N, relace <

b) A=2A, relace být vlastní podmnožinou

c) A=lidé, relace být předkem

d) A=N, relace 

e) A=2A, relace být vlastní či nevlastní podmnožinou

f) A=N, relace dělitelnosti

5. Pomocí Hasseových diagramů zakreslete následující uspořádání:

a) A={všechny celočíselné dělitelé 12}, a,bR když a dělí b

b) A={všechny celočíselné dělitelé 42}, a,bR když a dělí b

c) A={a1,a2,a3,a4,a5}, R = {a1,a1,a2,a2,a3,a3,a4,a4,a5,a5,a1,a4,a1,a2,a1,a5,a2,a3,a1,a3,a5,a4a2,a5}

Prvek a uspořádané množiny (A, ) se nazývá

· Minimální: pro xA:  (x  a  x = a),

ekvivalentně: pro xA:  (a  x  jsou nesrovnatelné)

· Maximální: pro xA:  (a  x  x = a)
· Nejmenší: pro xA:  a  x

· Největší: pro xA:  x  a

Nechť (A, ) uspořádaná množina, M  A, pak

· LA(M)={x A; mM:  x  m }

· Množina dolních závor (dolní kužel)

· UA(M)={x A; mM:  m  x }

· Množina horních závor (horní kužel)

· InfA(M) – největší prvek množiny LA(M)

· Infimum množiny M

· SupA(M) – nejmenší prvek množiny UA(M)

· Supremum množiny M

6. Určete minM, maxM, nejmenšíM, největšíM, L(M), U(M), inf(M),sup(M). Uspořádání na množině A je dáno stejně jako v příkladu 5.c)

a) M1={a2,a3}

b) M2={a3,a5}

c) M3={a1,a5}

Uspořádaná dvojice X, je svaz  x,yX platí, že  inf{x,y}X a  sup{x,y}X.

Uspořádaná dvojice X, je úplný svaz  MX (M  ( infMX   supMX))

Také můžeme definovat svaz jako algebraickou stukturu s dvěmi binárními operacemi:

L, , 

· Spojení : L  LL,

· Průsek : L  LL

· x, y, z  L platí:

· Komutativita: x  y = y  x,  x  y = y  x

· Asociativita: x (y  z) = (x  y)  z, x (y  z) = (x  y)  z

· Absorpce: x (x  y) = x, x (x  y) = x

· A ještě vyplývá idempotence: x  x = x, x  x = x

7. Pomocí vlastností spojení a průseku dokažte platnost idempotence.

Pak můžeme definovat uspořádání pomocí spojení a průseku:

x  y  x  y = y (nebo také x  y = x)
neostré uspořádání

x  y  x  y x  y



ostré uspořádání

Případně opačně můžeme definovat spojení a průsek pomocí uspořádání:

x  y = sup {x,y}

x  y = inf {x,y}

8. Dokažte: (x  y)  ((x  y = y )  (x  y = x))

9. Ověřte, že pokud (x  y) =df (x  y = y), pak relace  je uspořádání (tj. IR, TR, AN)

Pro distributivní svazy platí distributivní zákony:

(a  b)  (a  c)  =  a  (b  c)

(a  b)  (a  c)  =  a  (b  c)

Distributivní svazy neobsahují pentagon a diamant. Ukažte proč.

Komplementární svaz L, , , 0,1: 

xL, yL tak, že x  y=1 a x  y =0.

Boolovský svaz je distributivní a komplementární.

Řešení:

1. 

a) RR={a1,a3,a2,a3,a1,a2,a3,a3}

b) RS={a1,b1,a2,b2,a1,b2,a3,b3}

c) RR-1={a1,a1,a2,a2,a1,a3,a2,a1,a2,a2,a3,a1,a3,a3}

d) ST={a1,a3,a1,a2,a3,a3,a3,a2}

e) TR={b1,a3,b2,a2,b1,a2,b2,a3}

2. 

a) tolerance

b) tolerance

c) kvaziuspořádání

d) kvaziuspořádání

e) kvazisupořádání

f) ekvivalence

g) ekvivalence

h) neostré uspořádání

i) neostré uspořádání

j) ostré uspořádání

3. 

a) Důkaz As ( Ir
1. (x(y(R(x,y)((R(y,x))
předpoklad

2. ((x(R(x,x)


p.n.d.

3. (x((R(x,x)


N(2

4. ((R(a,a)


E(3

5. R(a,a)



EN4

6. (y(R(a,y)((R(y,a))

E(1

7. (R(a,a)((R(a,a))

E(6

8. (R(a,a)


MP5,7, spor s 5, QED

b) Důkaz Ir ( Tr ( As

1. (x(R(x,x)


předpoklad (ireflexivity)

2. (x(y(z(R(x,y)(R(y,z)(R(x,z)) předpoklad (tranzitivity)

3. (((x(y(R(x,y)((R(y,x)))
p.n.d. (negace asymetrie)

4. (x(((y(R(x,y)((R(y,x)))
N(3

5. ((y(R(a,y)((R(y,a))
E(4

6. (y((R(a,y)((R(y,a))

N(5

7. ((R(a,b)((R(b,a))

E(6

8. R(a,b)(((R(b,a)

NI7

9. R(a,b)



EK8

10. ((R(b,a)


EK9

11. R(b,a)



EN10

12. (R(a,a)


E(1

13. (y(z(R(a,y)(R(z,y)(R(a,z))
E(2

14. (z(R(a,b)(R(b,z)(R(a,z))
E(13

15. R(a,b)(R(b,a)(R(a,a)

E(14

16. ((R(a,b)(R(b,a))

MT15,12

17. (R(a,b)((R(b,a)

NK16

18. (R(b,a)


ED17,9, spor s 11
QED

c) Důkaz As ( An

1. (x(y(R(x,y)((R(y,x))

předpoklad
2. (((x(y((R(x,y)(R(y,x))((x=y)))
p.n.d.
3. (x(((y((R(x,y)(R(y,x))((x=y)))
N(2
4. (((y((R(a,y)(R(y,a))((a=y)))
E(3
5. (y(((R(a,y)(R(y,a))((a=y))

N(4
6. (((R(a,b)(R(b,a))((a=b))

E(5
7. R(a,b)(R(b,a)(((a=b)

NI6 (nutno později dokázat)
8. R(a,b)




EK7

9. R(b,a)




EK7

10. ((a=b)



EK7
11. (y(R(a,y)((R(y,a))


E(1

12. R(a,b)((R(b,a)


E(11
13. (R(b,a)



MP12,8, spor s 9, QED
Důkaz pomocného teorému |- ((A ( B) ( (A ((B) negace implikace (NI):

1. ((A ( B)

předpoklad

2. ( (A ((B)

p.n.d.

3. ( A (((B

NK2 (dříve dokázané pravidlo)

4.1. A


Hypotetický předpoklad

4.2. ((B


ED, 4.1, 2

4.3. B


EN 4.2

5. A ( B


připojení implikace (z hypotetického předpokladu A vyplývá platnost B)
spor s 1, QED
4. 

a) Ostré

b) Ostré

c) Ostré

d) Neostré

e) Neostré

f) Neostré

5.

Obrázky Hasseových diagramů.
6.

	
	M1
	M2
	M3

	minM
	a2
	a3,a5
	a1

	maxM
	a3
	a3,a5
	a5

	Nejm.M
	a2
	-
	a1

	Nejv.M
	a3
	-
	a5

	L(M)
	{a1,a2}
	{a1,a2}
	{a1}

	U(M)
	{a3}
	-
	{a4,a5}

	Inf(M)
	a2
	a2
	a1

	Sup(M)
	a3
	-
	a5


7. 

Idempotence spojení:

1. x(xy)=x

vlastnost absorbce

2. x(x(xx))=x
substituce y/xx

3. xx=x

užito absorbce: x(xx)=x

Idempotence průseku:

1. x (x  y)=x

vlastnost absorbce

2. x (x  (x  x))=x

substituce y/xx

3. xx=x


užito absorbce: x  (x x)=x

8. Dokažte: (x  y)  ((x  y = y )  (x  y = x))

(x  y)  ((x  y = y )  (x  y = x))

1. (x  y)


předpoklad

2. (x  y = y )

předpoklad

3. x  (xy) = xy
substituce y/ xy

4. x= xy


Absorbce na 3, QED

Druhá strana ekvivalence se dokazuje obdobně.

9. Ověřte, že pokud (x  y) =df (x  y = y), pak relace  je uspořádání (tj. IR, TR, AN)

