Cvičení 5
1) Rozhodněte, zda jsou následující relace funkcemi, případně jakými. Budeme pracovat s množinami A={a1,a2,a3,a4}, B={b1,b2,b3} a C={c1,c2,c3} jejichž prvky jsou různé.

a) R ( A×B, R={<a1,b3>,<a2,b2>,<a1,b1>}

b) R ( B×A, R={<b1,a4>,<b2,a4>,<b3,a4>}

c) R ( A×C, R={<a1,c2>,<a2,c3>,<a3,c1>}

d) R ( C×A, R={<c2,a1>,<c3,a2>,<c1,a3>}

e) R ( B×C, R={<b1,c3>,<b2,c2>,<b3,c1> }

f) R ( A×B×C, R={<a1,b1,c1>, <a2,b2,c1>,<a1,b2,c3>}

g) R={<x,y>(( N×N, y=x2}

h) R={<x,y>(N×N, x=y2}

i) R={<x,y>(Z×Z, y=x2}

j) R={<x,y>(Z×Z, x=y2}

2) Vyjádřete slovně následující skutečnosti za předpokladu, že predikát P znamená mít rád (kdo, koho), individuová konstanta m znamená Marie a individuová konstanta k Karel.

a) (x(y P(x,y)

b) (x(y P(x,y)

c) (y(x P(x,y)

d) (x(y P(x,y)

e) (x(y P(x,y)

f) (x P(x,m)

g) (y P(k,y)

3) Dokažte, že následující formule nejsou ekvivalentní (tj. najděte interpretaci, ve které je pravdivá jedna z nich, ale ne druhá). Jaký je mezi těmito formulemi vztah?

(x(y P(x,y)

(y(x P(x,y)

4) Zapište v jazyce PL1 následující výroky a najděte jejich modely a také interpretace, ve kterých nejsou pravdivé:

a) Množiny A a B mají neprázdný průnik. Některá A jsou B.

b) Všechna čísla jsou sudá nebo lichá.

c) Množina A je podmnožinou množiny B. Všechna A jsou B.

d) Žádné A není B. Množina A je podmnožinou komplementu množiny B.

e) Některá A nejsou B.

5) Najděte model pro následující formule

a) (x R(x,f(x))

b) (x R(x,f(x))

c) (x(y [P(x,y) ( Q(f(x),y)]

d) (x(y [P(x,y) ( (Q(f(x),y)]

e) (x(y [V(x,y)]

f) (y(x [(V(x,y)]

Řešení

1. Rozhodněte, zda jsou následující relace funkcemi, případně jakými. Budeme pracovat s množinami A={a1,a2,a3,a4}, B={b1,b2,b3} a C={c1,c2,c3} jejichž prvky jsou různé.

a. R ( A×B, R={<a1,b3>,<a2,b2>,<a1,b1>}
NE
b. R ( B×A, R={<b1,a4>,<b2,a4>,<b3,a4>}
ANO (nejde o surj.,není to zobrazení na celou cílovou množinu)
c. R ( A×C, R={<a1,c2>,<a2,c3>,<a3,c1>}
ANO, surjekce
d. R ( C×A, R={<c2,a1>,<c3,a2>,<c1,a3>}
ANO, injekce
e. R ( B×C, R={<b1,c3>,<b2,c2>,<b3,c1> }
ANO, bijekce
f. R ( A×B×C, R={<a1,b1,c1>, <a2,b2,c1>,<a1,b2,c3>} ANO, lze považovat za funkci z AxB do C.
g. R={<x,y>(N×N, y=x2}


ANO, injekce
h. R={<x,y>(N×N, x=y2}


ANO, surjekce
i. R={<x,y>(Z×Z, y=x2}


ANO
j. R={<x,y>(Z×Z, x=y2}


NE
2. Vyjádřete slovně následující skutečnosti za předpokladu, že predikát P znamená mít rád (kdo, koho), individuová konstanta m znamená Marie a individuová konstanta k Karel.

(Předpokládám, že univerzem jsou lidé.)

a. (x(y P(x,y)
Někdo má někoho rád.

b. (x(y P(x,y)
Někdo má rád všechny.
c. (y(x P(x,y)
Existuje někdo, koho mají všichni rádi.

d. (x(y P(x,y)
Každý má někoho rád.

e. (x(y P(x,y)
Každý má rád každého.

f. (x P(x,m)
Všichni mají rádi Marii.

g. (y P(k,y)
Karel má rád všechny lidi.

3. Dokažte, že následující formule nejsou ekvivalentní (tj. najděte interpretaci, ve které je pravdivá jedna z nich, ale ne druhá). Jaký je mezi těmito formulemi vztah?

(x(y P(x,y)

(y(x P(x,y)

      Universum: Množina přirozených čísel {1..100}

P(x,y): x je beze zbytku dělitelné y

Vztah mezi formulemi je následující:

(x(y P(x,y)  ( (y(x P(x,y)

Naopak implikace neplatí!

(y(x P(x,y)…Ve zvoleném universu pro každé y existuje x takové, že x je tímto y     dělitelné beze zbytku. 

(x(y P(x,y)… ale není pravda, že existuje x, které je beze zbytku dělitelné všemi y.

Tedy antecedent by byl pravdivý a konsekvent nepravdivý, což je nepřípustné.

4. Zapište v jazyce PL1 následující výroky a najděte jejich modely a také interpretace, ve kterých nejsou pravdivé:

a. Množiny A a B mají neprázdný průnik. Některá A jsou B.

(x (A(x) ( B(x)(  (A…náležet množině A,    B…náležet množině B)

Model: 

U…množina lidí, A…být černovlasý, B…být modrooký

N.I.

(interpretace, v níž je formule nepravdivá): 

U…množina lidí, A…být dvounohý, B…vydržet bez vody déle jak 100 dní

b. Všechna čísla jsou sudá nebo lichá.

(x (S(x) ( L(x)(
c. Množina A je podmnožinou množiny B. Všechna A jsou B.

(x (A(x) ( B(x)(
Model: 

U…množina živých bytostí, A…být člověkem, B…být neopeřeným dvounožcem

N.I.:  

U: množina živých bytostí, A…být člověkem, B…být schopen vydržet bez vody déle než 100 dní

d. Žádné A není B. Množina A je podmnožinou komplementu množiny B.

(x (A(x) ( (B(x)(
Model: 

U…množina živých bytostí, A…být starým mládencem, B…být ženatý

N.I.:  

U…množina živých bytostí, A…být starým mládencem, B…být muž

e. Některá A nejsou B

(x (A(x) ( (B(x)(
Model: 

U…množina lidí, A…být černovlasý, B…být modrooký

N.I.:  

U…množina lidí, A…být matkou, B…být ženou
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