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Predmluva

Tato skripta pojednéavaji o logice a jsou urcena studentliim bakalafského i magisterského
studia technickych oborti jako informacni technologie, komputacni lingvistika, ale nejen
jim. Mohou zde Cerpat také studenti filosofickych obor a vSech spfiznénych disciplin.
Ptedlozeny ucebni text vznikl na zaklad¢ dlouhodobych zkuSenosti s vyukou logiky na
Katedie Informatiky Fakulty elektrotechniky a informatiky, VSB-Technicka univerzita
Ostrava, a to vkursech Uvod do logiky, Matematickd logika, Matematické zdklady
informatiky, Uvod do teoretické informatiky, Funkciondlni a logické programovani.

Pokousim se piedstavit logiku jako disciplinu, kterou potfebuje témét kazdy. Proto
uvodni kapitola nejprve pojednava o tom, co je to logika, kde a v ¢em nam muze logika
pomoci, a co je predmétem studia logiky.

Dalsi kapitola je vénovana snad nejsnadnéjsimu logickému systému, a tim je vyrokova
logika. OvSem jiz zde ukazuji, zZe i ve vyrokové logice mizeme najit zajimavé problémy,
pfi jejichZ feSeni nam formalni aparat pomutze. Ackoliv je vyrokova logika rozhodnutelny
systém, nebot’ moznych interpretaci je vzdy kone¢né¢ mnoho, a v podstate sestaveni tabulky
pravdivostnich hodnot jednotlivych formuli a kontrola této tabulky nam umozni dokézat
vSe, co potifebujeme, je takovy dikaz pracny a ¢asto malo efektivni. Proto se jiz zde Ctenar
seznami s riznymi dikazovymi metodami, které jsou efektivnéj$i a navic je mozno je
moznych interpretaci jednotlivych formuli je nekonecné mnoho. Navic, systém vyrokové
logiky je zékladem vSech klasickych logik a bez jeho znalosti pak nelze pochopit napf.
systém predikatové logiky.

Nasledujici kapitola se zabyva vykladem predikatové logiky prvniho fadu, tj. snad
nejrozsitfenéjsiho logického systému, ktery se dnes stal jiz téméf tésnopisem matematiky.
Opcét nejprve ukazuji, kde a jak nam formalizace v systému predikatové logiky pomaha, ale
zaroven poukazuji na meze tohoto systému. Velkd pozornost je vénovéana sémantickému
vykladu predikatové logiky, nebot’ bez dikladného porozuméni tomu, co je to sémantiKa
neboli vyznam formuli, mize ¢tendf jen tézko porozumét dalSimu vykladu. Nasleduje
zobecnéni dikazovych metod, jejichz zaklady jsme poznali pti vykladu vyrokové logiky,
prirozené dedukce a ditkazovy kalkul Hilbertova typu.

Da se tedy fict, ze druhd a tfeti kapitola pfedstavuji klasické logické kalkuly.
V nasledujici zavérecné kapitole pak ukazuji, jak je mozno v rdmci téchto kalkulii budovat
jednotlivé teorie urcitych partikuldrnich problémil. Sezndmime se zde s teorii relaci a
funkci, dale pak s nékterymi algebraickymi teoriemi a na zavér pak s teorii aritmetiky a
kurst pro pokrocilé, pfesto jsem se rozhodla ji zde zaradit, nebot’ pochopeni moznosti a
mezi automatického ¢i mechanického dokazovani je dilezité zejména pro informatiky a
programatory. Pro studenty filosofickych obori pak pfinese zajimavé tivahy o filosofickém
dopadu téchto velikych objevi.

Kazda kapitola je doprovazena cvicenimi tak, aby si ¢tenai mohl ihned ovéfit, Zze vSe
dobfte pochopil a ziskal potfebnou zru¢nost pii feSeni jednotlivych tloh.

Ostrava, 2012
Marie Duzi
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1. Uvod

Intuitivni, neformalni, zivé mySleni vétSiny lidi v naprosté vétsin€¢ pripadd dodrzuje
zakony logiky, aniz by lidé tyto zdkony nutné znali a jejich pouzivani si explicitné
uvédomovali. Podobn¢ se lidé dokéazi gramaticky spravné vyjadiovat ve svém mateiském
jazyce, aniz by nutné¢ znali a uméli formulovat gramatickd pravidla, jimiz se pouzivani
jazyka ftidi. Je vSak proto znalost logiky nebo gramatiky zbyte¢na? Nikoliv, a to
pfinejmensim z téchto divodi:

vvvvvv

se stalo napf. v matematice na prelomu 19. a 20. stoleti. V teorii mnoZin, kterd se méla stat
exaktnim zdkladem celé matematiky, se objevily logické spory (paradoxy, antinomie), se
kterymi si intuitivni logika nevédéla rady. Rada podobnych logickych paradoxi byla
formulovéna jiz ve starém Recku. To vedlo k pozadavku formélné definovat samotny
proces deduktivniho mysleni tak, aby jeho korektnost v konkrétnich ptipadech mohla byt
dobfe ovétovana.

2. Ma-li byt proces deduktivniho mysleni (dokazovani a odvozovani) pfenesen na
nevédomy stroj, jak se o to snazi metody umeélé inteligence, musi byt tento proces nutné
formalizovan. Stroj (pocita) nemilZe byt vybaven zivym intuitivnim mySlenim. Toto
mysleni lze na pocitaci nanejvy$ simulovat. Podobné také komunikace cloveka s
pocitatem muze probihat pouze na zaklad¢ formalniho jazyka s piesné definovanou
formalni gramatikou.

Tento text se zabyva zdklady matematické (formalni, symbolické) logiky a jejim
vyuzitim ve formalnich dikazovych systémech a pfi vytvaieni teorii. Prva ¢ast je vénovana
vyrokové logice (logice 0-tého tadu), ve které primitivni formule (vyrokové proménné)
nemaji zadnou vnitini stavbu a jedinym jejich atributem je pravdivostni hodnota. Druha
cast je vénovéana predikatové logice 1. fadu, kterd pracuje s primitivnimi formulemi
(predikaty) vypovidajicimi o vlastnostech a vztazich mezi pfedméty jistého univerza
diskursu (individui). Logiky 2. fadu (uvazujici vlastnosti vlastnosti, vlastnosti vztaht,
vztahy mezi vlastnostmi a vztahy mezi vztahy) a vysSich fadi se v matematice pouzivaji
méng Casto a neni zde o nich pojednavano. Predikatova logika 1. fadu postacuje v béznych
ptipadech k formalizaci vétSiny matematickych i jinych teorii.

Drive vSak, nez pfistoupime k vlastnimu vykladu, pokusme se odpovédét na
nasledujici otazky:

O ¢em je logika? Cim se tato védeckd disciplina zabyva?
Kde v$ude nam miiZe logika pomoci?

Logika ndm muize pomoci vSude tam, kde vstupuje do hry jazykova komunikace,
ovSem pouze tehdy, pokud se o vysledku sporu ¢i diskuse apod. rozhoduje silou argumentu
a ne argumentem sily. Tato charakteristika nam vSak zatim pfili§ nepomohla k tomu,
abychom odpovédéli na zbylé otazky. Odpovime tedy jinak. Velice pregnantné feceno:

Logika je (ptedevsim) véda o spravném usuzovdni, o uméni spravné argumentace.

Ovsem ani tato odpovéd’ nam prili§ nepomize, pokud nevime, co je to usudek, a co je to
spravny (korektni, platny) logicky usudek, neboli argument.
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Obecné mulzeme usudek charakterizovat nasledujicim schématem: Na zakladé

pravdivosti vyrokt (soudt, tvrzeni) V1, ..., Vy soudim, ze je pravdivy rovnéz vyrok V.
Zapisujeme schematicky: Vi, ..., V,, / V nebo Castéji:

'y T

£

——>  predpoklady neboli premisy

Vn-l

Ve —

Vv —FF7> zavér

V praxi pouzivame rtizné druhy takovychto tisudkli, ovSem ne vSemi se zabyva logika.
Napt. se obecné nezabyva tzv. Pravdépodobnostnimi ¢i induktivnimi Gsudky, napft.:

Slunce doposud vyslo kazdy den.

Tedy
Slunce (pravdépodobné) vyjde i zitra.
Podobné se nezabyva usudky generalizaci:

Vsechny labuté, které jsme dosud vidéli, jsou bilé.
Tedy

Vsechny labuté jsou bilé.

Takovéto metody odvozovani zaveéru (pfipadné metody zobecnéni — indukce,
vysvétleni — abdukce, a jiné) jsou predmétem jinych disciplin, napt. umélé inteligence,
nebo také tzv. nemonotonni logiky, ktera se zabyvd metodami nemonoténniho usuzovani.
V téchto piipadech je zavér spiSe jakasi hypotéza, a jeji pravdivost neni zarucena
pravdivosti premis, nebot’ z nich logicky nevyplyva.

My se zde budeme zabyvat pouze tzv. deduktivnimi usudky, tj. takovymi, kde zavér
z predpokladu logicky vyplyva. Proto definujeme:

Definice 1.1 (deduktivné platny usudek):

Usudek Py, ..., Py / Zje deduktivng platny (spravny), znaéime Py, ..., Py |= Z, jestlize

zaveér Z analyticky vyplhva z ptedpokladu Py, ..., P,, tj. za vSech okolnosti takovych, ze

jsou pravdivé vSechny piedpoklady Py, ..., P,, je (za téchto okolnosti) pravdivy i zavér Z.
Tedy jinymi slovy: Za Zadnych okolnosti, nikdy se nemiize stat, aby byly vSechny

ptedpoklady Py, ..., P, pravdivé a zaroven zavér Z byl nepravdivy. Zavér Z je pravdivy za

vSech okolnosti takovych, za kterych jsou pravdivé vSechny predpoklady.

Deduktivni usuzovani v praktickém Zzivoté vSichni vice ¢i méné pouzivame, tedy
usuzujeme logicky, aniz bychom si uvédomovali, Ze pfitom pouzivame logiku. Tak napft.,
jestlize vime, ze vSechny muchomurky zelené jsou prudce jedovaté a zjistime (napf. za
pomoci atlasu hub), ze houba, kterou jsme nalezli, je muchomurka zelena, pak jisté
nebudeme tuto houbu ochutnavat a spolehneme se na logiku, nebot’ ta ndm zarucuje, ze
houba, kterou jsme nasli, je prudce jedovata.
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Piiklady (jednoduchych, spravnych deduktivnich usudki).

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Vsechny kovy se teplem roztahuji.
Med je kov.

M¢d’ se teplem roztahuje.

V seznamu novodobych fimskych cisaft neni Zddnd Zena.
Marie Terezie byla Zena.

Neni pravda, ze Marie Terezie byla fimska cisafovna.

B. Bolzano zavedl jako prvni pojem mnoZziny do matematiky.
B. Bolzano se narodil v Praze.

Jako prvni zavedl pojem mnoziny do matematiky rodak z Prahy.

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-li doma, pak nés o¢ekava.

Jestlize nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Je-li tento kurs dobry, pak je uzitecny.
Bud’ je pfednésejici shovivavy, nebo je tento kurs neuzitecny.
Ale piednasejici neni shovivavy.

Tento kurs je Spatny.

Vsechny muchomirky zelené jsou prudce jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je prudce jedovata.

Vsichni muzi maji radi fotbal a pivo.

Nekteti milovnici piva nemaji radi fotbal.
Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
Kdo neni muz, je Zena.

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Zadné prvocislo vetsi nez 2 neni sudé.
Cislo 3 je prvocislo vétsi nez 2.

Cislo 3 neni sudé.
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Spravnost usudku ovétujeme bez empirického zkoumani stavu svéta, tedy pouze tzv.
analytickymi metodami, nebot’ spravnost usudku je dana pouze logickou strukturou premis
a zavéru. Jinymi slovy, to, zda jsou ptfedpoklady pravdivé ¢i nikoliv musime zjistovat. At
uz empiricky zkoumanim toho, jaka fakta aktudlné plati, ¢i v pfipadé matematickych
usudkii napt. tak, ze si pravdivost predpokladli dokdazeme nebo se poradime s néjakou
ucebnici matematiky. AvSak jakmile jiz vime, Ze jsou pfedpoklady pravdivé, nemusime a
ziejm¢ nebudeme stejnym zplisobem ovéfovat pravdivost zaveru, nebot’ ta je jiz zaru¢ena
pravdivosti vSech predpokladi.

Neékteré usudky jsou natolik jednoduché a ziejmé, Ze se zda, jako bychom zadnou
logiku ani nepotiebovali. OvSem ne vzdy tomu tak je. Napf. jiZ usudek ad 5) se nemusi
jevit na prvni pohled zfejmy, i kdyz je pomémé jednoduchy, ovéfitelny na zaklade
nejjednodussiho systému vyrokové logiky. Rovnéz jednoduchy naprosto spravny usudek
ad 6) mize nckteré Ctenaie prekvapit. V praxi (napt. v oblasti prava, mediciny, nebo
vyplyva z danych predpokladd?”, apod., a pak jiz Casto nevysta¢ime s pouhou intuici,
potfebujeme se opfit o znalost logiky.

Logika tedy rovnéz zkoumé skladbu — konstrukci jednotlivych slozenych vyrazi
(soudil) z jejich podvyrazi. Jednou z disciplin logiky je proto rovnéz tzv. logickd analyza
jazyka, kterd spociva v nalezeni ptislusné logické konstrukce vyjadiené danym vyrazem.
OvSem ne vSechny deduktivné spravné tisudky mizeme ovéfit pomoci daného logického
systému. Proto hovotime o expresivni sile logického systému, ktera je dana tim, do jaké
miry podrobnosti miizeme analyzovat jednotlivé vyrazy. Idedlni logicky systém by nam
m¢l umoznit analyzovat premisy do takové hloubky, abychom mohli odvodit vSechny
zavéry, které z téchto premis logicky vyplyvaji (provést vSechny adekvatni inference) a
ovéerit vSechny spravné usudky. Pfi nedostatecné jemné a presné (pfipadné nespravné)
analyze premis pak muzeme dojit k riznym paradoxnim zavérim (napf. zndmé jsou
paradox analyzy, paradox lhare a paradox v§evédoucnosti).

Tak napf. nasledujici usudek je evidentné nespravny:

Jan Svejnar kandiduje na prezidenta Ceské republiky.
Prezident Ceské republiky je manzel Livie Klausové.

Jan Svejnar kandiduje na manzela Livie Klausové.

Pfijetim kandidatury na prezidenta jist¢ piisluSny kandidat nepfijima zaroven
kandidaturu na manZela soucasného prezidenta. AvsSak vyuzili jsme zde pouze jeden
z nejzakladnéjSich logickych zakont, a tim je Leibnizliv zdkon substituce identit. Jestlize
je prezident CR identicky s manzelem Livie Klausové, pak by dosazeni druhého za prvni
mélo byt vzdy platné. Avsak zde to nefunguje — paradox? Jistéze ne, pouze je nutno
rozlidit #7ad prezidenta CR od té osoby, ktera jej nahodné zastava. Ovsem v b&znych
logickych systémech predikatové logiky prvniho fadu je pravé takovéto rozliSeni jistym
problémem. Potiebujeme néjaky systém logiky vysSich fadi. OvSem v téchto skriptech se
budeme zabyvat pouze predikatovou logikou prvniho tadu. Silngj§i systémy, napf.
Transparentni intenziondlni logika, jsou pak obsahem nadstavbovych kurst pro pokrocilé.

Uvedeme nyni piiklady logickych systémt podle jejich expresivni sily.

Vyrokova logika (VL) umoziuje analyzovat véty pouze do urovné elementarnich vyrok,
jejichz strukturu jiz dale nezkouma.
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Predikdtovd logika 1. Fddu (PL') umoziiuje navic analyzovat elementarni vyroky do
urovné vlastnosti jednotlivych objekti zdjmu (tzv. individui — prvkl univerza diskursu) a
jejich vztaha.

Predikdtové logiky vy$Sich iadii (PL") umoziiuji navic analyzovat vyroky do urovné
vlastnosti vlastnosti, vlastnosti funkci, atd.

Jednim z nejexpresivnéjSich logickych systémi je tzv. Transparentni intenziondlni logika
(TIL), ktera pracuje s objekty libovolného fadu, umoziuje rozliSovat tzv. intenze a
extenze, presn¢ explikuje pojem logické konstrukce, definuje, co je to pojem, pojmova
analyza, atd. Zejména pak umoziiuje rozliSovat tifi urovné abstrakce, a to uroven
extenziondlni (na které jsou objektem predikace hodnoty funkci, jakoZzto zobrazeni),
intenzionalni (Kde objektem predikace jsou celé¢ funkce) as hyperintensionalni (kde
objektem predikace je pfislusna konstrukce funkce). TIL se nyni stava stale popularnéjsim
logickym systémem u nés 1 ve svéte, a je vyuzivana nejen v oblasti logické analyzy jazyka,
ale také napft. v oblasti konceptudalniho modelovani, tvorby ontologii, komunikace v multi-
agentnich systémech, umélé inteligenci, atd. TIL je pfedmétem samostatného kursu
Inteligentni systémy na katedfe Informatiky FEI, VSB-Technické university Ostrava, a také
kursu Transparentni intenzionalni logika na katedie logiky Filosofické fakulty University
Karlovy, ¢i na fakulté Informatiky MUNI Brno, a 1ze jej zdjemctim viele doporucit.

Vratme se k vySe uvedenym piikladiim platnych tsudkli ad 1) az 8). Z téchto ptikladti
muzeme ovéerit na zakladé vyrokové logiky pouze tsudky 4) a 5). Pro analyzu vSech
ostatnich ptikladl potiebujeme alespon predikatovou logiku 1. fadu.

Vlastnosti deduktivnich usudki

Uvédomme si n€které dulezité vlastnosti deduktivnich sudkd. Predevsim, ovéfime-li
(dokazeme-li) spravnost (platnost) usudku, nedokazeme tim pravdivost zaveru! Zavér je
pravdivy pouze za piredpokladu pravdivosti premis. Tedy:

1) Platny usudek miiZe mit nepravdivy zavér.

V tom ptipad¢ vSak z Definice 1.1 plyne, Ze alespon jedna z premis je nepravdiva.
Toto je evidentné ptipad tisudku ad 6) (ovSem je to logicky platny usudek!). OvSem
rovnéz napi. v piipadé ad 4) spravnost Usudku nedokazuje, Ze doty¢ny je
v kavarng, jestlize nas neocekava, klidn¢ mohl jit tfeba do kina. V tom ptipadé by
ovSem ziejm¢ nebyla pravdiva prvni premisa.
Pozn.: V anglické literatufe se n¢kdy rozliSuje valid argument (platny usudek — dle
nasi definice) a sound argument (fadny argument — platny usudek, jehoz premisy
jsou pravdivé, tedy i zavér pravdivy). Preklad mozna neni vystizny, avSak toto
rozliSeni zachycuje piipad, kdy jsou premisy (a tedy 1 zavér) pravdive.
To ovSem neznamend, Ze platny usudek, jehoz zavér neni pravdivy, by byl
bezcenny. Vzdyt takovyto zplsob argumentace bézné pouzivame, chceme-li
demonstrovat, ze nékdo nefika pravdu. Pfedstavme si dialog:

Vy tedy tvrdite, ze X,...,X,. AvSak z VaSich tvrzeni plyne, ze 4. Z tvrzeni
A dale plyne, Ze B, atd., azZ dostaneme zaveér Z, ktery je evidentné nepravdivy. Tedy
Vy tvrdite Z, coz neni pravda. Proto alespon jedno z VasSich ptivodnich tvrzeni X;
neni pravdivé.

2) Monotonnost. Jestlize Py, ..., P, |= Z, pak Py, ..., Py, Pys1 |= Z, pro libovolnou
dalsi premisu P,+.
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Pozn.: Tuto vlastnost nemaji jiné usudky, které nejsou deduktivni, napt. tsudky
generalizaci, kdy zavér nevyplyva zptedpokladl. Jestlize naptf. na zdkladé
pozorovani 10000 bilych labuti usoudime (generalizujeme), ze vSechny labuté jsou
bilé, a pak ptijedeme do Australie a spatfime ¢ernou labut’ (tedy pfidame premisu,
ze Australska labut’ je ¢erna), nas zavér je evidentné nepravdivy, 1 kdyz premisy
jsou stale pravdivé. Tedy usudky generalizaci nejsou deduktivni a jsou
nemonotoénni. Timto problémem se pak zabyvaji metody umeélé inteligence
(vyuzivajici tzv. nemonotonni usuzovani) a provadéjici tzv. revizi hypotéz
(anglicky belief revision).

3) Tranzitivita.
Jestlize Py, ..., P, |=ZaQl,...,0nZ|= Z,pak Py, ..., Py, OQ1, ..., On |= 2.

4) Reflexivita. Je-li tvrzeni B rovno jedné z premis Py, ..., P,, pak Py, ..., P, |= B.

Na zavér zavedeme jest¢ dva dilezité pojmy a jejich znaceni, a to pojem analytické
pravdivosti, a pojem kontradiktorické (sporné) mnoziny vyrokda.

Definice 1.2. (analyticka pravdivost, kontradikce)
Vyrok Vje analyticky pravdivy, zna¢ime |= V, je-li pravdivy za vSech okolnosti, vzdy.
(Mnozina ptedpokladt je prazdné, V' nemiize byt nepravdivy.)

Mnozina {P, ..., P,} vyroki je sporna (kontradiktoricka, nesplnitelna), jestlize nemuize
nikdy za zadnych okolnosti nastat ptipad, ze by byla vSechna tvrzeni Py, ..., P, pravdiva.
Znacime Py, ..., P,|= .

(Tedy z této mnoziny logicky vyplyva jakykoli vyrok, i nepravdivy, proto musi byt vzdy
alespon jedno P; nepravdivé.)

Priiklady:

Analyticky pravdivé vyroky:

= 1+1=2

|= V Praze prs$i nebo neprsi.

Sporné vyroky:

Py: ”Jestlize A, pak B”. P,: ’A ane B”. Py, P,|= (kde A, B jsou libovolné vyroky).

Pozn.: Vsechny pravdivé matematické vyroky jsou analyticky pravdivé. Bézné vyroky
ptirozeného jazyka nejsou analyticky pravdivé (jsou empirické, vypovidaji o stavu svéta,
mohou byt n€kdy pravdivé, jindy ne).

Nyni mizeme formulovat jesté jednu dulezitou vlastnost deduktivnich tsudki:

5) Ze sporné mnoziny piedpoklada vyplyva jakykoli zavér.

Priklad: Na schizi vyboru byla projednavana zadost pana X o zatazeni do vyssi platové
stupnice. Pan X si ptal, aby ji mzdova komise doporucila. Ale vybor pravé odstupoval a jiz
predtim rozhodl, Ze doporu¢i pana X jako nového ¢lena mzdové komise budouciho
vyboru. Takze by pak pan X byl ¢lenem komise, ktera bude posuzovat jeho vlastni Zadost.
Rozvinula se diskuse a bylo feceno:

1. X presel na kvalifikovangjsi praci.

2. X dobfe rozumi mzdovym otazkam.
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3. Jestlize X pteSel na kvalifikovangj$i praci, pak je spravné, aby jeho zadost byla
projednéna.
4. Jestlize je spravné, aby jeho Zadost byla v komisi projednana, pak by nemél byt
¢lenem komise.
5. Rozumi-li vyte¢né mzdovym otazkdm, mél by byt clenem komise.
Predseda nakonec fekl: ”VSechny prednesené ptispévky jsou pravdivé. Ted’ jde o to, co
z toho vyplyvd.” Po chvili ticha prohlasil mlady zapisovatel (ktery nahodou studoval
logiku na VSB): ”’Z toho vyplyva, Ze mij pes pravé hraje doma na piano.”

Vyplyvani je zakladnim (veledilezitym) pojmem v logice, ale rovnéz také v
matematice. Matematikové formuluji a dokazuji tvrzeni. Vysledkem jejich prace je tedy
zpravidla (ne-li vzdy) nalezeni n&jakého dikazu. AvSak dikazy a jejich analyza je to, co

Obecné teceno, ditkaz tvrzeni A z piedpokladit Pi,...,P, je posloupnost tvrzeni
Bi,...,B, takova, Ze:
= B,=4
= pro kazdé i < m plati, ze B; je bud’

- jeden z pfedpokladi P; nebo

- Bivznikne z ptedchozich By,...,Bi.; uplatnénim néjakého odvozovaciho pravidla.

Pfitom je samoziejmé zadouci, aby odvozovaci pravidla byla volena tak, aby dikazovy
postup zachovaval pravdivost, tedy aby to, co dokdzeme, logicky vyplyvalo z danych
pfedpokladi. Chceme-li charakterizovat urcitou védeckou disciplinu (naptiklad
v matematice teorii pfirozenych ¢isel nebo teorii mnozin ¢i grup apod.), mizeme se
pokusit zvolit jistou mnozinu predpokladd, kterym fikame axiomy a o kterych
predpokladame, ze jsou pro tuto oblast pravdivé, a za pouziti vhodnych odvozovacich
pravidel dokdzat mnoha (nebo dokonce v idedlnim piipad€ vSechna) tvrzeni, pravdiva
v nasi discipliné. (Pokud jsou axiomy analyticky pravdivé, pak tvrzeni, ktera dokdzeme,
jsou rovnéz analyticky pravdiva, tedy vzdy, nejen ve zvolené disciplingé.) Takovato
mnozina axiomu a odvozovacich pravidel (formulovand v jistém formalnim jazyce) se pak
nazyva logicka teorie. Vyhledavani a formulovdni axiéml a pravidel s cilem vytvofit
teorii, kterd by pak mohla slouzit jako piesny zaklad pro dalsi praci, by mohlo trvat velmi
dlouho nebo dokonce donekonec¢na. Tato situace neni vyloucena, ale typické je to, Ze
mnozin, ma prehlednou mnozinu axidémul pozulstavajici ze Ctrnacti tvrzeni. Mlzeme tedy
fict, Ze prave toto je rovnéz jedna z okolnosti, které délaji z logiky pfitazlivou disciplinu, a
logiku v §ir§im slova smyslu mzeme charakterizovat také jako védu o vytvareni teorii.
Formalizovanymi teoriemi a jejich vlastnostmi se budeme zabyvat kapitola 4. tohoto textu.
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Cviceni ke kapitole 1.

Rozhodnéte, které 7 nasledujicich usudki jsou platné.

a) VSechny mysi jsou hranaté.
Vsechno hranaté je modré.

Vsechny mysi jsou modré.

b) Nekteti psi radi pfedndseji basné.
Vsichni psi jsou laviny.

Nékteré laviny rady prednasSeji basné.

¢) Vsichni Zaci jsou ryby.
Nekteti zéaci jsou mloci.

Nékteii mloci jsou ryby.

d) Vsechny zaby jsou modré.
Tento ki je modry.

Tento kun je zaba.

e) Nekteré mraky maji ¢erné puntiky.
Vsechny domy maji ¢erné puntiky.

Neékteré mraky jsou domy.

f) Vsechny ovce jsou sloni.
Nekteti sloni jsou ¢api.

Vsechny ovce jsou ¢api.

g) Nikdo s ¢ervenym nosem nemuze byt premiér.
Vsichni muzi maji ¢ervené nosy.

Zadny muz nemtize byt premiérem.

h) VSichni jezevci jsou sbératelé uméni.
Nékteti sbératelé uméni ziji v norach.

Nekteti jezevci ziji v noréach.
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1) Nikdo s fialovymi vlasy neni mlady.
Néktefti s fialovymi vlasy piji mléko.

Nekteri, ktefi piji mléko, nejsou mladi.

j) Ne&kdo ma rad Alici, ale neni Sachista.
VSichni, kdo maji radi Alici a Roberta, jsou Sachisté.

Nékdo ma rad Alici, ale nema rad Roberta.

Reseni: Pokud jste usoudili, ze platné tsudky jsou a), b), ¢), g), 1), a j), a ostatni jsou
neplatné, pak Vam to vyborné logicky mysli a miiZzete se sméle pustit do studia
nasledujicich kapitol. Z toho ovSem neplyne, Zze pokud jste se v tomto cvic¢eni dopustili
n¢jaké chyby, ¢i s timto feSenim nesouhlasite, nemuzete se pustit do studia nasledujicich
kapitol. Pravé naopak, véfim, Ze poté, co si nasledujici kapitoly prostudujete, snadno si
ovérite platnost ¢i neplatnost téchto usudkl pomoci metod, které se naucime.
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2. Vyrokova logika
2.1. Séemanticky vyklad vyrokové logiky.

Vyrokova logika analyzuje véty az do urovné elementarnich vyroka. Strukturu téchto
elementarnich vyrok jiz dale nezkouma. Pfitom

Vyrok je tvrzeni, o néemz ma smysl prohlasit, zda je pravdivé ¢i nepravdive.

Tato definice” se zd4 byt az bandlni, pokud si neuvédomime, ze ne kazda véta vyjadiuje
vyrok. Napt. véta Francouzsky kral je holohlavy nemuze byt v soucasné dobé (kdy
neexistuje francouzsky kral) ani pravdivé, ani nepravdiva. Pravdiva ziejm¢ neni. Kdyby
byla nepravdiva, pak by bylo pravda, ze francouzsky kral neni holohlavy, coz rovnéZ neni
mozné, protoze francouzsky kral neexistuje. Tedy kdyby nastal jeden z téchto ptipadii
(pravdivost ¢i nepravdivost), vyplyvala by ztéto véty existence francouzského krale!
Klasickd vyrokova logika tedy cti princip dvojhodnotovosti (tercium non datur —
Chrisipos ze Solov).'

Vyroky délime na jednoduché a slozené. Elementarni (jednoduchy) vyrok je takové
tvrzeni, jehoz zadna vlastni ¢ast jiz neni vyrokem. SloZeny vyrok pak ma vlastni casti —
vyroky. Vyrokové logika zkouma strukturu téchto sloZzenych vyrokii v tom smyslu, ze
zkouma zpusob skladdani jednoduchych vyrokti do slozenych pomoci logickych spojek. Je
to tedy teorie logickych spojek. Pfitom ovSem zachovava zadouci princip skladebnosti
(kompozicionality), podle néhoz je pravdivostni hodnota slozeného vyroku jednoznacné
uréena jen pravdivostnimi hodnotami jeho slozek a povahou spojeni téchto slozek (tj.
logickou povahou spojek).

Piiklad. Slozené vyroky.
V Praze prsi a v Brné je hezky.

el. vyrok el. vyrok
spojka

Neni pravda, Ze v Praze prsi.
spojka el. vyrok

Jazyk vyrokové logiky musi proto obsahovat symboly zastupujici jednotlivé
elementarni vyroky, tzv. vyrokové symboly (proménné), které budou nabyvat hodnot
pravda, nepravda, symboly pro logické spojky a pfipadné pomocné symboly. Kazdy jazyk
je nejlépe definovan abecedou a gramatikou. Abeceda urcuje typy symboll, které mohou
byt v jazyce pouzity, gramatika pak zaddva pravidla tvorby (nekone¢né mnoha) dobie
utvorenych vyraza, tj. v tomto poptipadé formuli.

" TIL pracuje s parcialnimi funkcemi, tedy i s vyroky bez pravdivostni hodnoty. Neklasické vicehodnotové a
modalni logiky pracuji s intervalem pravdivostnich hodnot. V tomto textu se v§ak budeme zabyvat pouze
dvouhodnotovou logikou totalnich funkei.
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Definice 2.1.1 (jazyk vyrokové logiky):
Abeceda jazyka vyrokové logiky je mnozina nasledujicich symboli:

e Vyrokové symboly: P, 4,7, ... (pfipadné s indexy)
e Symboly logickych spojek (funktort): —, v, A, D, =
e Pomocné symboly (zavorky): (, ), ptipadné [,],{,}

Symboly —, v, A, D, = nazyvame po tad¢ spojky negace, disjunkce, konjunkce,
implikace, ekvivalence.

Gramatika jazyka vyrokové logiky rekurzivné definuje nekone¢nou mnozinu formuli:
(1) Vyrokové symboly jsou formule (baze definice).
(2) Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou formulemi i vyrazy
(=A), (A A B), (AvB),(A>SB), (A=B) (*)
(induk¢ni krok definice).
(3) Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodu (1), (2) neni (uzavér definice).

Jazyk vyrokové logiky je mnoZina vSech formuli vyrokové logiky.

Formule vzniklé podle bodu (1) nazyvame elementdarnimi (atomdrnimi, primitivnimi)
formulemi, formule vzniklé¢ podle bodu (2) sloZenymi formulemi. Formule 4, B jsou
bezprostiednimi podformulemi formuli (*). Maximalni pocet do sebe wvnofenych
zavorkovych dvojic (,) vyskytujicich se ve formuli udava (hierarchicky) rad formule.

Poznamky 2.1.1:

1. Symboly 4, B pouzité v indukénim kroku definice nejsou formulemi (nevyskytuji se
jako symboly v abecedé¢ jazyka), ale metasymboly slouzici k oznaceni jakékoli
formule.

2. Pouzivani zavorek v zapisu formuli mizeme omezit ptijetim nasledujicich konvenci:

o Slozenou formuli nejvyssiho fadu netfeba zédvorkovat.

e Logické spojky usporadame do prioritni stupnice —, A, Vv, D, =. Ze dvou funktora
vaze silnéji ten, ktery je v uvedené stupnici umistén vice vlevo.

Pozn.: Tuto konvenci vSak doporucujeme pfili§ nezneuzivat a zavorky radéji
pouzijeme vzdy, kdyz chceme vyznacit strukturu formule.

e V pfipadé, ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni
stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava. Tak napt. formulip Dg>r>o s
vyhodnocujeme tak, jakoby byla zapsana ve tvaru ((p D ¢) o r) Os.

e U viceclennych konjunkei nebo disjunkci neni tfeba (vzhledem k jejich asociativité
— viz dale) uvadét zavorky, tj. napf. misto (p v g) v r nebo p v (¢ Vv r) lze psat
pouze p v g v r. Tato konvence souvisi s predchozi konvenci (na potadi
vyhodnocovéani nezalezi a tedy lze standardné vyhodnocovat zleva doprava).

3. Symbolika pro vyrokové spojky neni v literatufe jednotnd. Nasledujici tabulka 2.1.
udava alternativni znaceni spojek:

Symbol pro Alternativni
spojku Symboly
A &
-} —>, =
= >,
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Tab. 2.1.

Priklad 2.1.1:

Nasledujici posloupnost formuli ilustruje postup konstrukce slozené formule podle boda
(1) a (2). V prvém sloupci je zobrazen postup konstrukce slozené formule striktné podle
definice a v druhém s maximalnim vyuzitim konvenci Setficich zavorky. V tfetim sloupci
je uveden hierarchicky fad formuli uvedenych v daném tadku.

Podle definice S vyuzitim konvenci Hier.rad

p-9q p-9q 0

(—=p), (=9), (P A q) —P, =4, P A q 1

(=p) v (=9)), (=(p A q)) =PV =g, —(p Aq) 2

(P vED==@Erg) |—pv—og=—(pArg) 3
Tab. 2.2.

Definice 2.1.2 (pravdivostni vyhodnocovani formuli):

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke kazdému
vyrokovému symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera
kéduje mnozinu {pravda, nepravda}.

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w, ktera ke kazdému
pravdivostnimu ohodnoceni vyrokovych symboll pfifazuje pravdivostni hodnotu celé
formule. Tato hodnota je urcena takto:

(1) Pravdivostni hodnota elementarni formule je rovna valuaci vyrokového symbolu, tj.
w(p), = v(p) pro vSechny vyrokové proménné p.

(2) Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli 4, B, pak pravdivostni funkce formuli —4,
AANB,Av B, A> B, A= B jsou dany nasledujici tabulkou 2.3:

A B —A AANB Av B A>B A=B

1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1
Tab. 2.3.

2.1.1. Pfevod z pfirozeného jazyka do jazyka vyrokové logiky

Analyza na zaklad¢ vyrokové logiky ndm umoziiuje studovat strukturu vét z hlediska
skladani jednoduchych vyroki do slozenych vyrokii pomoci logickych spojek. Elementarni
vyroky zde povazujeme za nestrukturované cihly”, které skladame do strukturovanych
blokii. Elementarni vyroky vstupuji do spojeni jen svou pravdivostni hodnotou a jsou
navzdjem zcela nezavislé. V dané vété proto oznac¢ime jednotlivé elementidrni vyroky
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riznymi vyrokovymi symboly a misto spojek piirozeného jazyka pouzijeme odpovidajici
vyrokové symboly pro spojky.

Vyrokové spojky jsou zptfesnénou analogii ptisluSnych spojek pfirozen¢ho jazyka
(zejména v piipad¢ disjunkce a implikace), a to:

1. Spojka negace, znac¢ime —, odpovida “neni pravda, Ze”
Je to unarni spojka, nespojuje dva vyroky.
Priklad: ”Neni pravda, Ze Praha je velkomésto” (analyzujeme —) —p

2. Spojka konjunkce, znacime A, odpovida ’a”
Je to binarni, komutativni spojka.

Priklad:
”Praha je hlavni mé&sto CR a v Praze je sidlo prezidenta CR” — pag
”Praha je hlavni mésto CR a2 +3 =5" —> pAF

Pozor! Ne kazdé ”a” v pfirozeném jazyce lze analyzovat spojkou konjunkce, napft.:
”Jablka a hrusky se pomichaly”.
’PtiSel jsem domu a zatopil”.

3. Spojka disjunkce, znac¢ime v, odpovida ”nebo” (bindrni, komutativni spojka)
Priklady:

”Osobni auta maji predni nebo zadni ndhon” (nebo oboji) —> pVvyq
”Napoleon diktoval nebo se prochazel” (nebo oboji) —> pvVvgq

Pozor! Spojka “nebo” se Casto pouziva v ptirozeném jazyce ve vylucujicim smyslu
”bud’, anebo”. V tom piipadé bychom méli pti analyze pouzit jinou spojku — alternativu
(neboli nonekvivalenci), viz tabulka vSech binarnich funkci nize.

Priklady: Tento muz je bud’ Zenaty, nebo svobodny” — =(p=9q)
”Zistanu doma, nebo pljdu do skoly” - =(p=9)

4. Spojka implikace, znac¢ime D, odpovida “jestlize, pak”, ”kdyz, tak”, ”je-li, pak”,
apod.
Je to jedina binarni spojka, ktera neni komutativni, proto nazyvame prvni ¢len implikace
antecedent, druhy konsekvent. Implikace neptedpoklada Zddnou obsahovou souvislost
mezi antecedentem a konsekventem, proto byvéa nékdy nazyvana materialova implikace
(sttedovek “suppositio materialis”™).
Implikace tedy (na rozdil od castych ptipadl v pifirozeném jazyce) nezachycuje ani
pfi¢innou ani ¢asovou vazbu.

Priklady:
?Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok) —> p>Dgq
”Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez” —> p>Dgq

Pozn.: Co tim doty¢ny vlastné tvrdi? Jelikoz predpokladame, ze tika pravdu, a
evidentné¢ neni papez (konsekvent je nepravdivy), musi byt nepravdivy rovnéz
antecedent, tedy doty¢ny chce fict, ze ufoni neexistuji.
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5. Spojka ekvivalence, zna¢ime =, odpovida “pravé tehdy, kdyz”, ’tehdy a jen tehdy,

M99

kdyz”, apod. , ale ne "tehdy, kdyz” — to je implikace!

Priklady:

”Recka vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyz o jejich vysledku rozhodovala
fyzické zdatnost” —> p=gq

a) ”Dam ti facku, kdyz mé oklames” — 0kl D facka

b) ”Déam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyZ mé oklame§S — okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Ve kterém piipadé mohu dostat facku?

Ad a) — mazu dostat facku, ad b) — nemtizu dostat facku.

Pozn.: V ptirozeném jazyce se spojka ekvivalence pouziva ziidka, mnohem vétsi
vyznam a Cast¢j$i pouziti ma v exaktnich védach, zejména v matematice.

Pozn.: Ptevod z ptirozeného do symbolické jazyka nemusi byt vzdy jednoznacny. (Proto
také provadime analyzu, abychom pfirozené vyjadieni zpiesnili, vybrali jeden z moznych
vyznamil nejednoznacné véty.)

Priklad:
”Jestlize ma Clovek vysoky tlak a Spatn€ se mu dycha nebo ma zvysenou teplotu, pak je
nemocen”. Ozna¢me jednotlivé vyroky takto:
p — "X mé vysoky tlak”
q — "X se Spatn¢ dycha”
r— "X ma zvysenou teplotu”
s — X je nemocen”
Existuji dvé mozné analyzy.
l.analyza: [(pAg)vr]Ds
2.analyza: [pA(gvr)]>os
Ob¢ formule jsou rizné a nejsou ekvivalentni (tj. nemaji shodnou pravdivostni funkci), ale
ze zadani nepozname, jak bylo tvrzeni mysleno.

Pozn.: Ne vSechny gramaticky slozené véty piirozeného jazyka je mozno jednoduse
analyzovat jako sloZzené vyroky.

Piiklad:

“Hokejisté prohrali kvalifika¢ni zépas, proto se vratili z mistrovstvi svéta predcasné”.
Jelikoz si mizeme strukturu vety zachytit schematicky jako “ProtoZe prohrali (p), tedy se
vratili z mistrovstvi pfed€asné (v)” a toto spojeni evidentné neni komutativni, zdalo by se,
ze vétu mizeme analyzovat pomoci spojky implikace: p > v. Ale pak by véta musela byt
pravdiva i v ptipad¢, Zze —p, tj. v piipadé, kdy hokejisté neprohrali kvalifika¢ni zapas, coz
evidentné neni pravda. Proto si zapamatujeme:

Spojce “protoZe” neodpovida logicka spojka implikace!
Jediny zpiisob, jak by bylo mozno ve vyrokové logice zachytit vySe uvedené tvrzeni, by

bylo pouziti tzv. sémantického modus ponens: p, p o v. Z uvedené dvojice vyrokl pak
vyplyva v.
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Poznamky 2.1.2:

1. Pravdivostni funkce slozenych formuli, definované tabulkou 2.3, lze ekvivalentné
definovat nasledujicimi vzorci (tato definice je vyuzivana v modalnich logikach).
w(—=4)=1-w(A4)

w(4 A B) = min{w(A4), w(B)}
w(A4 v B) = max{w(A4), w(B)}

w(4 D B) = max{l —w(A), w(B)}

w(4 = B) = max{min{w(4), w(B)}, min{l —w(4), 1 —w(B)}}

(Tyto vztahy plati pro libovolné ohodnoceni v vyrokovych proménnych, odkaz na
v proto vynechdvame.)

2. Obor pravdivostnich hodnot nemusi byt nutné¢ dvouprvkovou mnozinou {1, 0}, ale
muze byt také napt. tfiprvkovou mnozinou {0, 1/2, 1}, nebo nekonecnou spojitou
mnozinou danou realnym uzavienym intervalem <0,1>. Pravdivostni funkce mohou
byt i nyni definovany vySe uvedenymi vzorci, ale také né€jakym jinym zplisobem.
Vyrokové logiky s takto definovanymi pravdivostnimi funkcemi nazyvame
vicehodnotovymi, resp. spojitéhodnotovymi. V dalSim se vSak budeme zabyvat pouze
dvouhodnotovou logikou s vyse definovanymi pravdivostnimi funkcemi.

2.1.2. Sémantické dokazovani ve vyrokové logice

V tomto odstavci nejprve definujeme piesné, kdy je dana formule tautologii (tj. logicky
pravdivd), kontradikei ¢i je splnitelnd, a pak si predstavime sémantické metody, jak
sémanticky ovétovat ¢i dokazovat logickou pravdivost a logické vyplyvani ve vyrokové
logice. Jednou z nejjednodussich metod je tabulkova metoda.

Piiklad 2.1.2:
V nasledujici tabulce jsou pocitany pravdivostni funkce formuli:

-, 4, P Nq (sloupce oznacené 1),
(=p Vv —=9), = Aq) (sloupce oznacené 2),
(—pv—=9)=-(Aq) (sloupec 3)

—[(=pv—g)=—(prq)] (sloupec 4).

Sloupce v tabulce vypliujeme v potfadi vyznaCeném pofadovymi &isly uvedenymi ve
druhém tadku tabulky (tj. pfi ur€ovani pravdivostni funkce formule postupujeme ve sméru
rostouciho hierarchického fadu podformuli). Sloupce oznacené 0 obsahuji v§echny mozné
kombinace ohodnoceni vyrokovych symboli, n-t¢ sloupce se pocitaji na zakladé sloupcii

(n-1).

— ((—| P \Y4 — q) = — (p A q))

4 1 0 2 1 0 3 2 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
Tab. 2.4.
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Nyni tedy mizeme definovat model dané¢ formule, kdy je formule splnitelna, tj. kdy ma

vvvvvv

kapitoly, a tou je vyrokove logické vyplyvani.

Definice 2.1.3 (model formule, splnitelnost a nesplnitelnost, tautologie a kontradikce):

Kazdé ohodnoceni v vyrokovych symbolid obsazenych ve formuli 4, pro které je
hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy w(A4), = 1, se nazyva model této formule.

Formule A vyrokové logiky je splnitelnd, je-1i w(A4), = 1 pro n¢jaké ohodnoceni v,
neboli existuje asponi jeden model formule 4.

Formule A vyrokové logiky je tautologii (logickym zdakonem), je-li w(A), = 1 pro
vSechna ohodnoceni v, neboli kazdé¢ ohodnoceni je modelem formule A. Skutecnost, ze
formule A4 je tautologii, oznacujeme zapisem |= A.

Formule A vyrokové logiky je konmtradikci, jestlize neexistuje takové ohodnoceni
vyrokovych symbolil, pro které by hodnota pravdivostni funkce formule 4 byla rovna 1, tj.
w(A), = 0 pro vSechna ohodnoceni v, formule nemé model.

Mnozina formuli M je splnitelna, jestlize existuje valuace v takova, ze w(4), = 1 pro
kazdou formuli 4 € M. Takové ohodnoceni v se pak nazyva model mnoZiny M.

Definice 2.1.4 (vyrokové logické vyplyvani):
Formule 4 vyrokové logicky vyplyva z mnoziny formuli M, znaCime M |= A, jestlize 4 je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.

Poznamka 2.1.3:

Pfipomenime si obecnou definici logického vyplyvani (Definice 1.1.) zuvodni
kapitoly: Za vSech okolnosti takovych, ze jsou pravdivé premisy, musi byt pravdivy i
zaveér. Vidime tedy, ze ty okolnosti mapujeme ve vyrokové logice pouze jako ohodnoceni
vyrokovych proménnych (coz odpovidd pravdivosti ¢i nepravdivosti elementdrnich
vyrokl).

Jestlize je mnozina formuli spornd, pak nema model, a tedy (viz vlastnost 5 — kap. 1) z
ni vyplyva jakakoli formule. Je tomu tak proto, ze sporna mnozina predpokladi nema
zadny model. Tedy at’ uz je zavéer jakykoli, pravdivy ¢i nepravdivy, nemlze to narusit
platnost tsudku. Ta je dana podminkou, ze zavér musi byt pravdivy za vSech okolnosti,
kdy jsou pravdivé vSechny piredpoklady. Jestlize tedy nejsou pravdivé za zadnych
okolnosti, ,,nezavazuje* to zaver k nicemu. Je to mozna trochu neintuitivni, ale dle definice
to plati. Existuji tzv. relevantni logiky, které¢ takovyto tsudek za platny nepovazuji.
Nicméné, v klasickych logikdch opravdu ze sporné mnoziny predpokladi vyplyva
deduktivné jakykoli zavér. Proto se snazime vzdy udrzet konzistenci baze znalosti, tj.
mnoziny zjisténych fakti (predpokladii), ze kterych dale odvozujeme patiicné diasledky.
Jakmile se nam vloudi nekonzistence, diikazovy kalkul prakticky kolabuje.

Jak jsme jiz naznacili v ptikladé 2.1.2, pro zjisténi pravdivostni hodnoty formule
pouzivame tabulkové metody. Musime prozkoumat vSechny mozné valuace v. Je-1i n pocet
vyrokové logickych proménnych v 4, pak pocet valuaci je 2" a pfislusna tabulka ma 2"
radka.

Priklad 2.1.3:

a) Z tabulky pfedchoziho ptikladu 2.1.2 okamzité plyne:
e Formulep, g, —p,—~q,p Aq,—p~V —q,—=(p A q), (—p vV —q) =—(p A q) jsou splnitelné.
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e Napt. formule —(p A ¢) je pravdiva (mé pravdivostni hodnotu 1) pro ohodnoceni (0,1)
vyrokovych symboll p, g. Rovnéz ohodnoceni (1,0), (0,0) jsou jeji modely, ale ne
(1,1).

e Formule (—p v —q) = —(p A g) je tautologii. Pro vSechna moznéd ohodnoceni (0,0),
(0,1), (1,0), (1,1) vyrokovych symboli p, g je tato formule pravdiva. Kazdé
ohodnoceni formuli spliiuje, je jejim modelem, coz snadno ovéiime tabulkovou
metodou

e Formule —[(—p v —q) = —=(p A ¢)] je kontradikci. Neexistuje ohodnoceni vyrokovych
symboltl p, ¢, pro které by byla formule pravdiva. Zadné ohodnoceni formuli
nespliiuje, formule nemé model.

b) Zjistime, zda mnozina formuli M= {p o r,q D r, p Vv q}, je splnitelna:

p g |r |porlgor|pvyg
111 1| 1 1 1
11 ]o] o 0 |
1o 1] 1 1 1
1loJo] o | |
01 1] 1 1 1
0l1]o] 1 0 |
0o 1] 1 | 0
0lo]o] 1 1 0

Dand mnozina M je splnitelnd a jejimi modely jsou ohodnoceni odpovidajici 1., 3. a 5.
fadku. Dale ztabulky vidime, ze z mnoziny M logicky vyplyvéd formule . V kazdém
modelu mnoziny M je formule » pravdiva. Tedy (z&vorky pro mnozinu premis neni nutno
uvadet):

poOr,gqOr,pvqgl=r

Tedy tabulkova metoda je tou nejzdkladnéjsi metodou dokazovani ve vyrokové logice.
Jelikoz je tabulka pravdivostni funkce dané formule vzdy konecna, Ize v konecném poctu
krokii rozhodnout o platnosti visudku, tautologicnosti dané formule, atd. Rikame proto, Ze
vyrokova logika je rozhodnutelna.

Piiklad 2.1.4 (n¢které diilezité tautologie vyrokové logiky).

Nize uvedené tautologie snadno ovéfime tabulkovou metodou. Ty nejpouzivanéjsi a

vvvvvv

Tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:

=p=p

= pv-p zakon vylouceného tietiho
= —(p A—p) zakon sporu

= p=——p zédkon dvoji negace
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Jsou-li 1 a 0 atomické formule s vyznamem 1 = konstanta Pravda a 0 = Nepravda, pak déle

plati:

=pvi

= =~ 0)

=@v0)=p

=@Al=p

. Algebraické zakony:
=@V =(gVvp)
=@Arq)=(qrp)
=@=9)=(@=p)

=@vavr=pvigvr)
=@Arg)Ar=pal(gAar)
=(p=9)=r=@p@=(q=r)
=@V ar=p@arvignr
=@rgvr=@vralgvr)

Zakony pro implikaci:
=p>(g>p)
=Ar-p)Dq
=P>q)=(—¢>-p)
F@>@>N)=(@Arqg)>r)
F@>@>n)=(@>@p@>7)
F@29)>(g>21N>@>7r)
FpogAa@>or))>@E>r)

=@>@omM=((>29>@>7)

I=(p>p)>p
F(@o>29A@P>—9)>—p
=@Arqg)>op
FArq>q
=pr>@vq
=qg>@vVq)

komutativni zakon pro v
komutativni zdkon pro A
komutativni zakon pro =
asociativni zakon pro v
asociativni zadkon pro A
asociativni zakon pro =
distributivni zdkon pro A, v
distributivni zakon pro v, A

zakon simplifikace
zakon Dunse Scota
zakon kontrapozice
spojovani ptedpokladt (pozor na uzavorkovani!)
na poradi predpokladi nezalezi
hypoteticky sylogismus
tranzitivita implikace
Fregiiv zékon
reductio ad absurdum
reductio ad absurdum

Zakony pro vzajemné prevody funktora:

== =@>29) A (@>p)

=p=q)=@Arq) V(=g A—p)

=Fpop=(=rve

Zékony pro negovani:
=-pop=@r—q)
==lpAg)=(pVv—g)
==pVvg)=(=pAr-q)

Negace implikace
De Morganovy zakony
De Morganovy zakony
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Metoda protiprikladu: ovéfovani tautologii a logického vyplyvani sporem.

Tabulkova metoda ovéfovani logického vyplyvani ¢i logickych zakont, splnitelnosti,
atd. je vhodna pouze pro formule s malym poctem vyrokovych proménnych. Vzdyt jiz pti
¢tyfech proménnych ma prislusna tabulka 16 tfadku, pti péti 32 fadki! Slozitost takového
rozhodovani roste exponencialné. Proto jsou pouZzivany jiné, efektivnéjsi metody. Jednou
znich je metoda protipiikladu, ¢ili sporem, kterd je zejména vhodnd pro ovétovani
tautologii ve tvaru implikace a pro ovétovani logického vyplyvani.

a) Dokazovani tautologii sporem. Princip je tento. Chceme-li dokazat logickou pravdivost
formule A4, pak vyuzijeme tento zakon:

|= A4 pravé kdyz —4 |=

Jisté, je-li opravdu formule a tautologie, |= 4, musi byt formule —4 kontradikci, nebot’
je-li 4 pravdiva ptfi kazdém ohodnoceni svych vyrokovych proménnych, pak negovana
formule —4 nemuze byt pravdiva pii Zadném ohodnoceni, tedy je to kontradikce.

Predpoklddame tedy, ze —A4 neni kontradikce, tedy ze mulze byt pfi néjakém
ohodnoceni pravdiva a pokousime se dojit ke sporu, tj. ukazat, ze tato negovana formule
model nema, tedy je to kontradikce.

Priklad 2.1.5

Ovétime sporem zékon simplifikace p o (¢ D p). Predpokladame tedy, Ze tato formule
neni tautologie. Vychéazime z toho, Ze implikace je nepravdiva jen v jednom piipadée (Tab.
2.3), a to tehdy, kdyz je antecedent pravdivy a konsekvent nepravdivy. Provéiime tedy
vSechny valuace, pro né¢z je konsekvent nepravdivy, a jestlize alespoii pro jednu z téchto
valuaci nastane ptipad, ze by byl antecedent pravdivy, nemlze byt dana formule tautologie
a naopak, jestlize pro zadnou z téchto valuaci neni antecedent pravdivy, je uvazovana
formule tautologie. V nasem piipad¢ bude konsekvent nepravdivy pouze pfi jedné valuaci,
atog=1,p=0. Ale vtom ptipadé¢ nemize byt antecedent p = 1, tedy cela formule je
pravdiva 1 pro tuto valuaci. Nyni vS§e nazornéji:

r>(q>p)
1 0
| 1 0
0 ! spor !

b) Dokazovani platnosti usudku sporem.

Chceme-li ovéfit platnost tsudku sporem, predpokladame, Ze usudek platny neni. Dle
definice je usudek neplatny, jestlize existuje ohodnoceni vyrokovych proménnych
vyskytujicich se v predpokladech a zavéru takové, Ze jsou v ném vsSechny predpoklady
pravdivé a zavér nepravdivy. Jinymi slovy, Gsudek je neplatny, jestlize existuje model
mnoziny ptedpokladi ve kterém je zavér nepravdivy.

Priklad.

Nyni ovétime, zda formule —p logicky vyplyva z mnoziny {p > ¢q, r v —q, —r}.
Néazorné tedy provéiime usudkové schéma (vSimnéte si, ze je to formalizace usudku
z kapitoly 1 "o kurzu a piednasejicim”):
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p>q, rv—q, = | —p
1 1 1 0
0 1

1 10 1
l—— 0 spor !

Na zavér téchto tivah uvedeme jesté nékolik uZzitenych poznatkl. Nésledujici véta

vypovida o zcela ziejmé skutecnosti, ze je-li n¢jaka formule tautologie, pak je tautologii
také kazda formule stejné logické formy.

Véta 2.1.1 (o substituci): Necht' 4 je tautologie vyrokové logiky utvofend z vyrokovych
symbold p, p,,....p . Necht' formule B vznikne z tautologie 4 simultannim nahrazenim
vyrokovych symboli p , p,,...,p formulemi 4, 4,,....4 (4. substitucemi 4, za p; pro i =1,
2,...,n). Potom formule B je rovnéz tautologii.

Diikaz: Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symboli obsazenych ve
formuli B a necht’ pfi tomto ohodnoceni maji formule 4,, A»,...,4, pravdivostni hodnoty #;,
ha,....h,. Ud€lime-li tyto hodnoty vyrokovym symbolim pi, ps,...,p, formule 4, budou mit
formule 4 i B stejnou pravdivostni hodnotu. Vzhledem k tomu, Zze A4 je tautologie, bude
tato pravdivostni hodnota vzdy 1.

Poznamka 2.1.4: Véta o substituci umoziuje vytvorit k dané tautologii neomezen¢ mnoho
dalSich tautologii, které maji s danou vychozi tautologii spolecnou logickou formu.
Nahradime-li v tautologii vyrokové symboly p, g, r,... metasymboly 4, B, C,..., dostaneme
z konkrétni vychozi tautologie schéma tautologii dané formy.

Tak napt. z tautologie (p A q) D p ziskame tautologické schéma (4 A B) D 4, pod které
spada nejenom pivodni formule (p A g) D p, ale napt. i formule (¢ A g) D g, (—p A q) D
—p, [(p =r) A —q] D (p = r) a neomezené mnozstvi dal§ich formuli.

Véta 2.1.2 (sémanticka varianta véty o dedukci):
M¢jme formule 4,, A», ..., Ay, B, kde n > 1. Pak plati, ze
Ay, Aa, . Ay |= B prave tehdy, kdyz Ay, Aa, ..., Ap1|= 4,2 B.
Diikaz: Ztejmy (plyne z definice vyplyvani — 2.1.4 a implikace — Tab. 2.3)
Dusledek.: Uplatnime-li vétu 2.1.2 n-krat, dostaneme
Ay, Az, Ay |= B pravé tehdy, kdyz |= 41, o (42 D...2 (4y1 D (4,2 B))...).

Nyni miizeme pouzit n—1 krat zakon o spojovani predpokladi (viz Priklad 2.1.4) a
dostaneme:

Ay, Azy ooy Ay |= B prave tehdy, kdyz |= (A1 A Az AceanA,) DB

Vidime tedy, ze dokazovani platnosti usudku je ekvivalentni dokazovani pfisluSné
tautologie ve tvaru implikace.

Véta 2.1.3 (o implikaci) sémanticka varianta pravidla modus ponens:
Jsou-li formule 4, A © B tautologie, pak je tautologii také formule B, neboli symbolicky
Zapsano:
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Je-li |= A4, |= A o B, pak také |= B.

Dutkaz: Sporem. Jestlize B neni tautologii, pak existuje ohodnoceni vyrokovych symboli
(obsazenych ve formulich 4, B), pfi kterém formule B neni pravdiva. Formule 4 pfi tomto
ohodnoceni pravdiva je, nebot' je tautologii a jako takovd je pravdiva pfi kazdém
ohodnoceni. Pii tomto ohodnoceni v§ak nemize byt pravdiva formule 4 > B, nebot’ podle
definice pravdivostni funkce implikace neni mozné, aby soucasné w(4) =1 a w(B) = 0. To
je v rozporu s predpokladem, podle kterého je formule 4 > B tautologii.

Véta 2.1.4 (o ekvivalenci): Necht formule B vznikne z formule 4 tak, ze podformule C
formule A4 je nahrazena formuli D. Potom plati:

Je-li |= (C = D), pak také |= (4 = B).

Diikaz: Je-li |= (C = D), pak formule C, D maji stejnou pravdivostni funkci a tedy zaménou
D za C vznikne z formule 4 formule se stejnou pravdivostni funkci. Tedy |= (4 = B).

Definice 2.1.5 (dudlni formule): Necht formule F je utvofena z formuli 4, B pouze
pomoci funktordt —, A, v. Formuli F', kterd vznikne z formule F' vzdjemnou zdménou
funktort A a v, nazyvadme dudlni formuli k formuli F. Vzhledem k tomu, Ze (F")' = F, jsou
formule F' a F" dudlnimi navzdajem.

Véta 2.1.5: Necht’ formule F, G jsou utvoreny pouze pomoci funktori —, A, v. Potom plati
nasledujici pravidla o dualit¢:

1. —|(F(p, q,)) = F(_|p, —|q,)

2. |[=F>G pravé tehdy, je-li |=G' o F

3. |=F=G pravé tehdy, je-li |=FG'=F

Diitkaz: Bude uveden v kap. 3.3. pro obecn¢jsi formule predikatové logiky. Viz Véta 3.3.3.

2.1.3 UplIné systémy spojek vyrokové logiky.

Ke kazdé¢ formuli vyrokové logiky je podle definice 2.1.2 jednoznaéné prifazena
pravdivostni funkce. Na druhé strané k dané pravdivostni funkci (obecné skaldrni
dvouhodnotové funkci o n dvouhodnotovych proménnych) existuje mnoho formuli
vyrokové logiky, které ji maji za svou. Jsou to vSechny navzijem ekvivalentni formule.
Abychom tuto nejednoznacnost odstranili, budeme definovat standardni (kanonické) tvary
formuli vyrokové logiky. Kazdd tfida navzajem ekvivalentnich formuli bude
reprezentovana jedinou formuli ve standardnim tvaru.

Definice 2.1.6 (normadlni formy formuli).

o Literdl je vyrokova proménna (tj. atomickéd formule) nebo jeji negace.
e Elementdrni konjunkce (EK) je konjunkce literali.
e Elementdarni disjunkce (ED) je disjunkce literali.
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Upind elementdrni konjunkce (UEK) dané mnoziny vyrokovych proménnych je
elementarni konjunkce, ve které¢ se kazda proménnd z dané mnoziny vyskytuje prave
jednou (bud’to prosté nebo negovanad).

o Uplni elementirni disjunkce (UED) dané mnoziny vyrokovych proménnych je
elementarni disjunkce, ve které se kazdd proménnd z dané mnoziny vyskytuje praveé
jednou (bud’to prosté nebo negovana).

e Disjunktivni normalni forma (DNF) dané¢ formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce elementarnich konjunkci.

e Konjunktivni normadalni forma (KNF) dané¢ formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar konjunkce elementarnich disjunkei.

o Uplnd disjunktivni normdlni forma (UDNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar disjunkce Gplnych elementarnich konjunkci.

e Uplnd konjunktivni normdlni forma (UKNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar konjunkce uplnych elementarnich disjunkci.

« UDNF a UKNF dané formule nazyvame kanonickymi (standardnim) tvary této

formule.

Poznamky 2.1.5:

1. Elementarni konjunkci spliiuje pravé jedno ohodnoceni (model). Je jim ohodnoceni,
které pfifazuje prostym Ccinitelim konjunkce pravdivostni hodnotu 1 a negovanym
¢initeliim pravdivostni hodnotu 0.

2. Elementarni disjunkci spliuji vSechna mozna ohodnoceni s vyjimkou jediného, a sice
toho ohodnoceni, které ptifazuje pravdivostni hodnotu 0 prostym sé¢itancim disjunkce
a pravdivostni hodnotu 1 negovanym s¢itanciim disjunkce.

Véta 2.1.6:
1. Kazdou formuli, kterd neni kontradikci, 1ze vyjadfit ve tvaru UDNF.
2. Kazdou formuli, kterd neni tautologii, 1ze vyjadfit ve tvaru UKNF.

Ditkaz: Dikaz je konstruktivni, tj. ukdZzeme, jak se pozadované tvary naleznou. K dané
formuli nejdiive ur¢ime jeji pravdivostni funkci (zapsanou ve tvaru tabulky) postupem
vysvétlenym v piikladu u definice 2.1.2. Ddle se postup lisi podle toho, zda hledame
UDNF nebo UKNF.

UDNF': Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symboll, pro které ma pravdivostni funkce
hodnotu 1 (takové ohodnoceni existuje alesponi jedno, nebot’ podle piedpokladu formule
neni kontradikci) sestrojime UEK, kterd nabyva hodnoty 1 pro toto (a jen toto)
ohodnoceni. Cili je-li ohodnoceni dané proménné 1, pak proménnou ponechame. Je-li 0,
pak ji negujeme a dostaneme opé¢t 1. Konjunkce 1 a 1 davad hodnotu 1. Disjunkce vSech
téchto UEK pfedstavuje hledanou UDNF.

UKNF': Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symbolii, pro které ma pravdivostni funkce
hodnotu 0 (takové ohodnoceni existuje alespoii jedno, nebot’ podle pfedpokladu formule
neni tautologii) sestrojime UED, ktera nabyva hodnoty 0 pro toto (a jen toto) ohodnoceni.
Konjunkce vSech téchto UED ptedstavuje hledanou UKNF.

Pozn.: Na mnozin€ formuli vyrokové logiky miizeme zavést bindrni relaci ekvivalence <
(. reflexivni, symetrickou a transitivni relaci) definovanou takto: 4 < B pravé kdyz
A |=BaB|=4,tj. formule 4 a B maji stejnou pravdivostni funkci, stejné modely.
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Navic zifejmé plati: |= (4 = B) pravé kdyz A < B. Proto se v literatufe ¢asto nerozliSuje
mezi = a <.

Piiklad 2.1.7: Nalezneme UDNF a UKNF pro formuli —(p o ¢): Provedeme to dvojim
zpusobem. Jednak vyuZijeme postup, popsany v diikkaze piedchozi véty, tj. metodu
pravdivostni tabulky, a za druhé, ukazeme, jak najit normalni formy pomoci
ekvivalentnich uprav dané formule.

1.  Metoda pravdivostni tabulky (podle konstrukce popsané v dikaze):

P poq | -(pog) | UEK UED
010 1 0 - pVq
0|1 1 0 - PV —q
1|10 0 1 pA—q -

I |1 1 0 - —p VvV =g

Jako vysledek dostaneme:

UDNF je disjunkce uplnych elementarnich konjunkci. V naSem pfipad¢ je takovato
konjunkce pouze jedna, a to p A —¢q. Tedy plati:

—(p2g)<= (pA—q).
UKNF je konjunkce Uplnych elementarnich disjunkci. V naSem piipadé jsou to tfi
disjunkce, ato (p v q), (p vV —q), (—p v —q). Tedy plati:

P29 S @VPAPY =g APV —g)
2. Metoda ekvivalentnich uprav (vyuzijeme tautologie z ptikladu 2.1.4):

UDNF: —(p 2 q) © —(—p Vv q9) < (p A —q)

UKNF: —(po¢) & pAr—=9) =@V A(—gVv0)=[pVv(gA—@Inl-gVvpA—p)]
SEVPAPV =G A (=g VP A (=g Vv=p) S PV APV =g APV —q)

Pozn.: Ve tretim kroku jsme pouzili zakon o tautologii |= (p v 0) = p. Ve Etvrtém kroku
pak jsme vyuzili ekvivalenci (¢ A —q) =0, (p A —p) = 0 a véty o substituci. Dalsi krok je
pak uplatnénim distributivniho zdkona, viz ptiklad 2.1.4, algebraické zakony. Nakonec
jsme vyuzili komutativnosti disjunkce ke zjednoduseni vysledku.

Opacnou ulohou k nalezeni normalni formy je tloha, kdy chceme nalézt co nejjednodussi
formuli ekvivalentni dané formuli v normalni formé. Ukazeme si to na priklad¢.

Piiklad 2.1.8:
Alchymista je zavien ve vézeni, protoze se mu stile nedafi pfeména olova ve zlato.
Dostane pét motakd, z nichZ prvni ¢tyfi obsahuji nasledujici vyroky:

p — Podafi se ti preména olova ve zlato
g — 1.4. bude tvlij $vagr jmenovan prokuratorem
r —Po 1.4. bude soud.
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Prvni motak zni:p A g A 7

Druhy motdk zni: p A g A —r

Treti motak zni: —p A —q A 7

Ctvrty motdk zni: —p A —q A —r

Paty motdk zni: Alespon jeden z piedchozich motakt je pravdivy.
Otazka: Co se vlastné nebohy alchymista doveéd¢l?

Reseni: A g AT)V (P AGA=F)V (=p A=g AF)V (=p A =g A —F). Mame tedy nalézt
formuli, k niz je tato UDNF ekvivalentni. Dostaneme:

@AgArYV(PAGA=T)V(EDPA=GAT)V (=P A—=GA—T) <

@ADAGEV =)V (EPA=DATY ) S PAGY (=P A=) < (P=9)

Odpoveéd’. Podaii se ti pfeména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyZ bude 1.4. tvlj Svagr
jmenovan prokuratorem.

Z véty 2.1.6 vyplyva, ze vSechny formule vyrokové logiky mohou byt pfevedeny na
ekvivalentni formule obsahujici pouze spojky —, A, v. Spojky D, = jsou z pohledu véty
2.1.6 nadbytecné. V souvislosti s tim vznikaji otazky:

a) Kolik pravdivostnich funkci (a jimi definovanych logickych funktorti) viibec
existuje ?

b) Nelze mnozinu vychozich pravdivostnich funkci (a tim i mnozinu vychozich
logickych spojek), nezbytnych k vytvoreni libovolné pravdivostni funkce, dale
zredukovat ?

Abychom na tyto otazky odpovédéli, zamysleme se nejprve nad tim, kolik je vSech
jedno- a dvou-argumentovych pravdivostnich funkci. Nasledujici tabulky déavaji odpoved.
Necht' X, Y jsou libovolné formule.

X 0 1
wo(X) 0 0 | jednoargumentova konstanta Nepravda
wi(X) 0 1 | argument X
wa(X) 1 0 | negace argumentu: —X
wi(X) 1 1 | jednoargumentova konstanta Pravda

Seznam vsech pravdivostnich funkci s jednim argumentem

Vidime, ze jiz pro pravdivostni funkce s jednim argumentem existuji Ctyfi moznosti.
Pro pravdivostni funkce se dvéma argumenty je pak téchto moznosti Sestnact.
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X 0 0 1 1

Y 0 1 0 1

wo(X,Y) 0 0 0 0 dvouargumentova konstanta: 0
wi(X,Y) 0 0 0 1 konjunkce: X A Y

wa(X,Y) 0 0 1 0 inhibice: -(X > Y)

w3(X,Y) 0 0 1 1 1. proménna: X

wa(X,Y) 0 1 0 0 inhibice: —(¥Y 2 X)

ws(X,Y) 0 1 0 1 2. proménna: ¥

we(X,Y) 0 1 1 0 nonekvivalence: —~(X=Y)
w1(X,Y) 0 1 1 1 disjunkce: X v Y

ws(X,Y) 1 0 0 0 NOR (Peirce): —=(X v ¥), X3 ¥ ”ani ani”
wo(X,Y) 1 0 0 1 ekvivalence: X=Y

wio(X,Y) 1 0 1 0 negace 2. proménné: —Y
win(X,Y) 1 0 1 1 implikace: Y o X

wi2(X,Y) 1 1 0 0 negace 1. proménné: —X
wiz(X,Y) 1 1 0 1 implikace: X ¥V

wi(X,Y) |1 |1 |1 |0 |NAND (Sheffer): -(X A ¥), XTY
wis(X,Y) 1 1 1 1 dvouargumentova konstanta: 1

Seznam vsech pravdivostnich funkci se dvéma argumenty

Véta 2.1.7: Pocet n-arnich pravdivostnich funkei je 2".

Diikaz: Kazdy argument mize nabyvat dvou hodnot nezavisle na hodnoté ostatnich
argumenti. Pocet vSech moznych argumentovych n-tic je tedy 2". Ke kazdé argumentové
n-tici mize funkce ptifadit jednu ze dvou hodnot a to nezavisle na ptifazeni hodnoty jinym
n-ticim. Funkci je tedy 2 umocnéno na n, tj. 2".

Definice 2.1.7 (funkciondlni uplnost): Soustava pravdivostnich funkci je funkcionalné
uplna, jestlize jejich superpozici (sklddanim) lze vytvofit libovolnou pravdivostni funkei o
libovolném poctu argumentd.

Véta 2.1.8: Nasledujici soustavy pravdivostnich funkci jsou funkcionalné tplné:
1.  pravdivostni funkce pfisluSejici funktorim {—, A, v},

2 pravdivostni funkce pfislusejici funktorim {—, A} nebo {—, v},

3.  pravdivostni funkce ptislusejici funktorim {—, o},

4 pravdivostni funkce prislusejici funktorim {T} nebo {J}.
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Diikaz:
Ad 1.: Vyplyva z véty 2.1.6 o UNDF a UNKF.
Ad 2.: Plyne z tvrzeni 1. a z de Morganovych zékont vyrokové logiky.
Ad 3.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli (4 v B) <> (—=4 D B).
Ad 4.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli
—A4 < ATA4, 4 A B < (ATBT(ATB), kde T znadi NAND,
—A4 < AVA, A v B < (AYB)I (A4 B), kde ¥ znagi NOR.

Na vyrokovou logiku lze tedy pohliZzet jako na algebraickou a relac¢ni strukturu
(Booleova algebra) s nasledujicimi charakteristikami:

Nosi¢em struktury je podmnozina mnoziny vSech formuli vyrokové logiky, které
nepouzivaji spojek o, =.

Na této mnozing jsou definovany operace:
— ... unarni operace,
A, V ... bindrni operace.

Na této mnoziné je dale definovana binarni relace:
S ekvivalence (formuli)

Faktorova algebra indukovana relaci ekvivalence <> je opét Booleovou algebrou a
nazyvd se Lindenbaumova algebra. Jejimi prvky jsou tfidy navzajem ekvivalentnich
formuli. Na této mnozing tfid ekvivalentnich formuli lze definovat binarni relaci
(neostrého) usporadani, tj. reflexivni, antisymetrickou a transitivni relaci na zakladé vztahu
logického vyplyvani.

Pozn.: Algebraické teorie a teorie relaci jsou podrobnéji studovany v Kapitole 4.1.

Shrnuti. V této kapitole jsme se naucili feSit sémantickymi metodami zékladni tkoly
vyrokové logiky, predevsim pak:

e Ovctit (dokazat), zda je dana formule tautologie, kontradikce, nebo splnitelna formule.

e Ov¢fit, zda je dany tsudek spravny (platny), tedy zda zavér vyplyva z danych
predpokladi.

e Ov¢fit, zda je dana mnozina formuli splnitelna ¢i kontradiktoricka.

e Zjistit, co vyplyva z danych ptredpokladu.

Poznali jsme dvé zdkladni sémantické metody vyrokové logiky: Tabulkovou metodu a
metodu sporem. Jelikoz jsou tyto metody pii vétSim poctu vyrokovych proménnych
neefektivni, byly vyvinuty metody, které jsou vyhodné&jsi a efektivnéjsi pro pocitacové

vvvvvv

v nasledujici kapitole.
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Cviceni ke kapitole 2.1.

1) U nasledujicich formuli rozhodnéte, o jakou formuli se jedna (splnitelnd, tautologie,
kontradikce). Pouzijte jak tabulkovou metodu, tak metodu ekvivalentnich uprav

formuli.

a) pA—g)>(=p>(qVvp)
b) (gAp)>[@>9) A(=p V)]
o) [pogpAr(gvp]>(=rVvyg

d) @>9=(—g>—p)

o) [pv—-PAr—=pArg]>(=pVq)
H [pv—-(pArg@)D(pVvevp)] Dp=—q)

Navod:
Ad a)

Metoda ekvivalentnich uprav (vyuzivame logické zakony z ptikladu 2.1.4):

PA=g)D(pD@vp)[-Pr—-gvpvgvple[-pvgvpvgyples

[pvpvgle(lvg <1
Tedy formule je tautologie.

Tabulkova metoda:

p q PA—g | —p>D(gVvp) PA=9)D(=p>(qVvp)
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 0 0 0 1

31

Pravdivostni funkce mé pro vSechny valuace hodnotu Pravda (1), tedy formule je

tautologie.

2) Usudky: Ovéfte spravnost &i nespravnost, v piipadé nespravného tsudku upravte
predpokladu tak, aby tisudek byl spravny, a to a) sporem b) tabulkou:

a) Ma prednasku nebo se toula po Skole.

Jestlize ma prednasku, pak se jedna o vzorného studenta.

Jestlize se nejedna o vzorného studenta, pak se tould po skole.

b) Nefunguje-li program jak ma, je chyba v programu nebo neni v potadku

systém.

Je-li chyba v programu, musim se poradit se svym cvi¢icim.
Program funguje, jak ma.

Nefunguje-li program, musim se poradit se svym cvicicim.
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¢) Neni pravda, ze student umi Javu a C++.
Student neumi Javu.

Student neumi C++.

d) JestliZe se problému vénuji, tak ten problém vyieSim.
Jestlize se problému nevénuji, pak mam na praci néco jiného.

Vyfiesim ten problém nebo mam na praci néco jiného.

e) Jestlize pracuji, potom vydélavam penize, ale jestlize jsem liny, pak si
uzivam.
Bud’ pracuji, nebo jsem liny.
Nicméné, jestlize jsem liny, pak nevydélavam, zatimco jestlize pracuji, pak
si neuzivam.

Proto si uzivam.
Navod:
Ad a) Nejprve si oznacime jednotlivé elementarni vyroky.
p = ma prednasku
¢t = tould se po Skole
v = je vzorny student
Nyni zapiSeme jednotlivé formule, které zachycuji skladbu slozenych vyroki:
pvtLpDOv/—v>Dt
Reseni sporem: Predpokladime, Ze tsudek neni platny, tedy, Ze mize existovat

ohodnoceni vyrokovych proménnych, pii kterém by byly pfedpoklady byly pravdivé a
zaveér nepravdivy.

pvtLpDOvV/—=vDt

1 1 0
1 0

0]00 0 O

0

Spor.

Tedy takové ohodnoceni existovat nemuze, tisudek je platny.
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Ad b) Reseni tabulkou:
Vsimame si pouze sloupctl, ve kterych jsou vSechny predpoklady pravdivé. Jsou to sloupce
1, 3, 5 a 6. Tedy modely pfedpokladu jsou tyto:

p=lLt=1v=1

p=1t=0,v=1

p=0,t=1,v=0

p=0,t=1,v=0

V téchto modelech predpokladi je pravdivy také zavér —v o t.

p t \4 pvt p>Dvy —V —vDI

1 1 1 1 1 1 0 1 &=
2 1 1 0 1 0 1 1
3 1 0 1 1 1 0 1 &=
4 1 0 0 1 0 1 0
5 0 1 1 1 1 0 1 &=
6 0 1 0 1 1 1 1 =
7 0 0 1 0 1 0 1
8 0 0 0 0 1 1 0
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2.2. Rezoluéni metoda ve vyrokové logice
(Automatické dokazovani)

Dalsi dtlezitou metodou ovéfovani tautologii, logického vyplyvani, feSeni ulohy — co
vyplyva z danych ptedpokladl, apod. je tzv. metoda zdkladni rezoluce. Tato metoda je
uplatnitelna na formule v konjunktivni normalni forme (KNF).

Obecng, jak se dovime v kapitole 3, je rezolu¢ni metoda dikaz sporem. OvSem ve
vyrokové logice ji mizeme pouzit také pro piimy dikaz. Je tomu tak proto, Ze rezolu¢ni
pravidlo zachovava pravdivost. Tedy rezolventa, kterou z danych piedpokladi odvodime,
z nich vyplyva. A nyni ptresnéji:

Rezolucni pravidlo odvozovani: Necht' [ je literadl. Z formule (4 v /) A (B v —[) odvod’
formuli (4 v B). Zapisujeme:

AvDABv-D

(4v B)

Toto pravidlo neni pfechodem k ekvivalentni formuli, ale zachovava pravdivost tedy
rezolventa z danych ptedpokladi vyplyva.

Ditkaz: Necht’ je formule (4 v I) A (B v —I[) pravdiva pti néjaké valuaci v. Pak pfi této
valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv. klausule) (4 v /) a (B v —I[). Necht je dale
v([)=0. Pak w(4) =1 a tedy w(4 v B) = 1. Necht’ je naopak v(/) = 1. Pak w(—/) = 0 a musi
byt w(B) =1, a tedy w(4 v B) = 1. V obou pfipadech je tedy formule (4 v B) pravdiva v
modelu ptivodni formule, a tedy je pravdiva v kazdém modelu ptedpokladii, nebot’ jsme
zkoumali /ibovolnou valuaci v:

AvhDAaBvaD|=(Av B).
To nam poskytuje ndvod, jak tesSit ulohu, co vyplyvda z dané formule, resp. mnoziny
formuli.
Postup reseni.

Pozn.: Jednotlivé disjunkty v KNF nazyvame klausule, a proto je KNF také nazyvana
klausularni forma.

a) Neprimy diitkaz, ze formule A je tautologie: Formuli A znegujeme a prevedeme do KNF.
Nyni uplatiujeme pravidlo rezoluce. Pokud pii postupném “vySkrtavani” literala s
opaénym znaménkem dospéjeme k prazdné klausuli, je tato evidentné nesplnitelnd, tedy
také ptivodni —4 je nesplnitelna a 4 je tautologie.

b) Neprimy ditkaz spravnosti usudku P.,...,P, |= Z. Zavér Z znegujeme a dokazujeme, Ze
mnozina {P;,...,P,, =Z} je spornd. Jinymi slovy, dokazujeme, zZe formule

(Pin..AP)DZ
je tautologie (viz véta 2.1.2, ktera nas k tomu opravnuje), tedy ze jeji negace

Py A ... A P, A —Z je kontradikce.
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1) Ovétfime platnost tsudku p o g, r v =g, —r / —p neptimym dikazem. Jednotlivé
klausule zapiSeme pod sebe (s negovanym zavérem) a uplatiiujeme pravidlo rezoluce:

5.
6.
7.

I. .pvg
2. rv—q
3.

4. p

—r

q
p

O

negovany zaver

alternativné:
(1.a4) 5 —pvr (la2)
(2.a5.) 6’ —p (5’a3.)
(3.a6.) 70 (6>a4)

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelnd. Tedy negovany zavér je ve sporu
s predpoklady, proto je usudek platny.

la) Nyni provedeme piimy diikaz platnosti vySe uvedeného tsudku:

1.
2.
3.

Alternativn

(U I AN

W= v N

PVvV{q
v —q

—=r

. p Vg
. rv—q

—=r

.pVvr

rezoluce 2, 3
rezoluce 1, 4

rezoluce 1, 2
rezoluce 3, 4

2) Ovétime platnost usudku €. 4 z kap. 1:

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-1i doma, pak nas ocekava.

Jestlize nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Oznacime jednotlivé elementarni vyroky: d — “je doma”, £ — “odesel do kavarny”,
o —ofekava nas” a formalizujeme:

dvk l.dvk

doo 2. =dvo

------- 3. —o

—0 >k 4. =k (klausule 3. a 4. tvofi negovany zavér —o A —k)
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d (1.a4))
0 (2.a5))
(3.a26.)

Nowm

#

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelna. Tedy negovany zavér je ve sporu
s ptedpoklady, proto je isudek platny.

2a) Nyni provedeme ptimy dikaz.

dvk 1. dvk

doo 2. =dvo

_______ 3. kvo rezoluce 1, 2
0>k

Klauzule 3 je ekvivalentni zavéru, ktery jsme chtéli odvodit: o o k< ovik<kvo

3) Dokazte, ze formule [(p © g) A —g] D —p je tautologie.

Formuli znegujeme a pievedeme do klausularni formy:
[PV @) A—qlAp

Klausule:
I. =pvg
2. —q
3. p
4. —p rezoluce 1.2.
5. #

Negovana formule je nesplnitelnd, proto je ptivodni formule tautologie.

4) Odvodte logické dasledky formule —a ¥ (¢ A (=b v a)), kde ¥ je Pierceova spojka
NOR (negace disjunkce, v pfirozeném jazyce “ani, ani”’). Formuli pfevedeme do KNF:
[—a Y (¢ A(=bVva)]<—[-av(ca(=bva)]<an(=cv(bA—a)]<
[a A (bVv =) A (—a v —c)].

l. a

2. bv —c

3. mav -—c

4. —c (rezoluce 1 a 3)

Z dané formule vyplyvaji vSechny klausule tvotici KNF a klausule obdrzené rezoluci, tedy
plati:

—ad(cAn(=bva) =a

—ad(cAn(=bva) Fbv—c

—a (cA(=bva)) |=—av—c

—ad (crn(=bva) = —c

Pozn.: Pokud bychom chtéli obdrzet vsechny logické dusledky dané formule, museli
bychom vychéazet z UKNF. V nasem ptipad¢ je UKNF tvofena nésledujicimi disjunkty
(ovétte napft. z tabulky pravdivostni funkce):
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1. avbve

2. avbv—c

3. av—=bvec

4. av—-bv —c

5. mavbv-—c

6. —av-—-bv—c

7. avb (rezoluce 1, 2)
8. a (rezoluce 2, 3)

9. av—-b (rezoluce 3, 4)
10. —a v —c (rezoluce 5, 6)
11.bv —c (rezoluce 7, 10)
12. —c (rezoluce 8, 10)

Logickymi disledky nasi formule jsou tedy vSechny formule 1. az 12.

Vidime tedy, Ze na rozdil od sémantické metody pravdivostnich funkci (metody
0-1) popsané v kapitole 2.1, je rezolu¢ni metoda formalni ¢ili syntakticka, tj. nepracuje s
pravdivostnimi modely (s dalSimi syntaktickymi ditkazovymi metodami se sezndmime
v kap. 2.3 a 2.4). Navic je dobfe zobecnitelnd 1 pro teorémy predikatové logiky (jakoz 1
teorémy libovolnych SirSich formalnich teorii, které vzdy obsahuji predikatovou logiku
jako svou cast). Tato metoda — metoda automatického dokazovani — nalezla Siroké
uplatnéni v pocitacovém dokazovani (je na ni, resp. na obecné rezoluci pro predikatovou
logiku, zaloZen napf. programovaci jazyk PROLOG), v expertnich systémech a v dalSich
oblastech um¢l¢ inteligence.

Metoda automatického dokazovani se opira o tfi principy:

Princip vyvrdceni, ptrevad¢jici problém dikazu dané formule na problém dikazu

nesplnitelnosti negace této formule. Viz véta 2.2.1.

Rezolucni odvozovaci pravidlo — jediné odvozovaci pravidlo pouzivané metodou. Viz

véta 2.2.2.

Robinsoniiv rezolucni princip umoznujici vyvodit spor z nesplnitelné formule a tak

dokazat jeji nesplnitelnost (a tim dokazat platnost ptiivodni formule). Viz véta 2.2.3.

Nyni popiSeme tuto metodu presnéji. V nasledujici definici zavedeme nékolik terminii
vétSinou jen noveé oznacujicich jiz diive zavedené pojmy.

Definice 2.2.1 (klauzularni forma):

1. Klauzule je kone¢na disjunkce literalt. Pfipomenme, Ze literdl je vyrokovy symbol
nebo jeho negace. Klauzule je tedy totéz co elementarni disjunkce (ED) — viz definice
2.1.6.

2. Prazdna klauzule je klauzule, kterd neobsahuje ani jeden literdl. Prazdnou klauzuli

oznacujeme symbolem 0.

Hornova klauzule je klauzule s nejvySe jednim pozitivnim (nenegovanym) literdlem.

4. Klauzularni forma dané formule je ekvivalentni formule ve tvaru konjunkce klauzuli.
Klauzularni forma je tedy totéz, co konjunktivni normélni forma /KNF/ dané¢ formule -
viz definice 2.1.6.

(O8]
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Poznamky 2.2.1:

1.

Vzhledem k asociativit¢ a komutativité disjunkce nezéalezi na potadi literala v klauzuli
a klauzuli mizeme také pojimat jako disjunktivni mnoZinu literalii.

Vzhledem k tomu. ze disjunkce je pravdiva, je-li pravdivy alespon jeden jeji ¢len,
predstavuje prazdna klauzule vzdy nepravdivou, nesplnitelnou formuli, tj. spor.

Klauzuli
=G,V G, VN =G NP VP,V D
muzeme piepsat, na zékladé de Morganova zékona, ve tvaru
(g, ANgy Anq )V (D, VP,V D)
a dale, na zakladé ekvivalence —4 v B <> A4 D B, ve tvaru implikace
(G, ANgy~ng ) DD,V P, V.V D).
Casto se pouziva pro zapis klauzule také nasledujici mnoZinova notace
{9, 4y5--9,,} = P> Pyoel )}
kde {q,, 4,,---,q, } Je konjunktivni mnoZina antecedentii a {p, p,,...p } disjunktivni
mnoZina konsekventii klauzule. Klauzule je nepravdiva jeding tehdy, jsou-li vSechny
antecedenty pravdivé a soucasné vSechny konsekventy nepravdivé.
Specialnimi pfipady klauzuli jsou:
Klauzule bez antecedentt (m = 0):
{}=>1{pppy-p }nebolil o>{p,p,, ...p }.
Klauzule bez konsekventi (n = 0), tj. Hornova klauzule se vSemi literdly
negativnimi:
{9, 95q,} = { },neboli(g, Aq,An..nq, ) D 0.
Klauzule s jedinym konsekventem (n = 1), tj. Hornova klauzule s jedinym
pozitivnim literalem:
{9, 9,--q,} = {p,}, neboli (g, A g, A..Aq ) Dp,.
Prazdna klauzule (m = n = 0):
{ } = { },neboli 1 0, neboli #.

Vzhledem k asociativité a komutativit¢ konjunkce nezalezi na potadi klauzuli v
klauzuldrni formé a klauzularni formu mizeme také pojimat jako kenjunktivni
mnoZinu klauzuli.

Podle véty 2.1.3 o normélnim tvaru lze kazdou formuli vyrokové logiky, kterd neni
tautologii, vyjadrit ve tvaru UKNF a tedy také KNF, tj. v klauzularni formé¢.

Véta 2.2.1 (princip vyvraceni — diitkaz sporem):. Formule B vyplyva z predpokladia A4,
As,...,An, Zznacime Ay, Aa,..., A, |= B, pravé tehdy, je-li formule 4 A A, A...A Ay A =B

kontradikci.
Duikaz:
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni (véta 2.1.2):
1. A,4,,...,4 |FB
2. A nAynnA DB je tautologii
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3. =4, v—4,v..v—4 vB je tautologii
4. (A, A4, n..AA N—B) je tautologii
5. A, nNA A NA AN—B je kontradikci

Specialné pron = 1:

1. A=B

2. AoB je tautologii
3. AV B je tautologii
4. —(4A A—B) je tautologii
5. An—=B je kontradikci

Véta 2.2.2 (rezolucni odvozovaci pravidlo): Jsou-li v n¢jaké valuaci v pravdivé klausule
A vA,v.NvA v l B vB,v.vB v =,
pak je v této valuaci pravdiva také klausule
A, vA,v.vA VB VB V.VB
neboli:
AvA,v.vA vILB vB,Nv.vB v=llFA vA,v.vA vB VvB Vv.VvB.

Poznamky 2.2.2:

1. Klauzule na levé stran¢ pravidla nazyvame rodicovskymi klauzulemi a klauzuli na
pravé stran¢ rezolventou rodicovskych klauzuli vzhledem k formuli /.

2. Specialné plati:
m=0,n=0: L -l|- # odvozeni sporu
m=0,n=1:. L—-LvB|-B pravidlo MP
m=1,n=1: [IvA,—-lvB|-Av B zikladni tvar rezolu¢niho pravidla

Definice 2.2.2 (Rezolucni uzaveér): Necht F je formule v klauzularnim tvaru (neboli
konjunktivni mnozina klauzuli). Symbolem R(F) ozna¢me formuli F rozsifenou o vSechny
rezolventy vSech rezoluce schopnych dvojic klauzuli z F. Rezolucnim uzaverem formule F
n-tého radu nazveme formuli R (F) definovanou rekurzivng takto:

Ry(F)=F,
R(F) = RRR_,(F)), i=1,2,...,n

Véta 2.2.3 (Robinsoniiv rezolucni princip): Formule F' v klauzularnim tvaru je kontradikci
(nesplnitelnd) prave tehdy, existuje-li ptirozené Cislo n takové, ze R,(F) obsahuje prazdnou
klauzuli.

Diikaz (néstin): Diikaz se opiréd o nasledujici uvahy:
Je-1i aspon jedna klauzule ve formuli F kontradikci, pak je kontradikci celd formule F.
Prazdna klauzule # = [ A =/ je kontradikci.
Pfi pouziti rezoluéniho pravidla (rozSifeni formule F o rezolventu) se neméni
pravdivostni funkce formule F. Metodou pravdivostnich funkci (metodou 0-1) se
snadno ptesvédcime, Ze konjunkce rodicovskych klauzuli (4 v ) A (B v —/) ma stejnou
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pravdivostni funkci jako konjunkce této konjunkce s rezolventou (4 v I) A (B v —=l) A
(4 v B). Pravdivostni funkce formuli R_(F) a R(F) jsou tedy ekvivalentni a tedy také

jsou pravdivostni funkce formule F' a jejiho rezolu¢niho uzavéru libovolného tadu
ekvivalentni.

Piiklad 2.2.1: Dokazme nesplnitelnost nasledujici konjunktivni mnoziny klauzuli
PN G, pN T, —q N =T Py
neboli néasledujici konjunktivni normdalni formy
@V APV ) A(=g Vv =r) A (=p).

Ditkaz
l. pvyg vychozi klauzule
2. pvr vychozi klauzule
3. —gv-—r vychoziklauzule
4. —p vychozi klauzule
Systematicky: Optimalné:
5. pv-—r rezoluce: 1,3 5'.¢q rezoluce: 1,4
6. ¢ rezoluce: 1,4 6.r rezoluce: 2,4
7. pVv—q rezoluce: 2,3 7. —q rezoluce: 3,6’
8. r rezoluce: 2,4 8. 0O rezoluce: 5°,7° Q.E.D.
9. p rezoluce: 2,5
10. —r rezoluce: 3,6
11. —q rezoluce: 3,8
12. —r rezoluce: 4,5
13. —q rezoluce: 4,7
14. O rezoluce: 4,9 Q.E.D.

Piiklad 2.2.2: Dokazme, ze z platnosti formulip o> g v r, =s D —q, t v —r vyplyva platnost
formule p o (s v ), neboli dokazme platnost tohoto odvozovaciho pravidla:

pOgVr,aSsD—g, tv—rl-p>(svi),
neboli tohoto teorému:
F@ogvrA(=sD=g)A(tv—r)D[(pD(svi
Podle principu vyvraceni budeme dokazovat, Ze formule
Pogvr)A(=sD=ag) AtV —r)A=[pD(svVi)]
je nesplnitelna.
Formuli pfevedeme do klauzularniho tvaru
(—pvgVvrIA(SV—ag)A({V—F)ADPA—SA—L
a z odpovidajici konjunktivni mnoziny klauzuli
{=pvgvr,sv—q,tv—rp,—s,t}

odvodime (rezolvujeme) spor (prazdnou klauzuli):
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1. —pvgvr vychoziklauzule
2. sv—q vychozi klauzule
3. tv-r vychozi klauzule
4. p vychozi klauzule
5. —s vychozi klauzule
6. —t vychozi klauzule
7. qvr rezoluce: 1,4

8. —q rezoluce: 2,5

9. —r rezoluce: 3,6

10. r» rezoluce: 7,8

11. # rezoluce: 9,10 Q.E.D

Poznamky 2.2.4 (strategie generovani rezolvent):

1. Generovani rezolvent striktné podle Robinsonova rezolu¢niho principu, tj. v
posloupnosti F, R (F), R/(F),., mize vést ke kombinatorick¢ explozi a k

zdlouhavému odvozovani prazdné klauzule. Tato strategie generovani rezolvent, tzv.

generovani do §iiky, je znacné neefektivni. Efektivnéjsi byva opacna strategie, tzv.
generovani do hloubky. (Viz nésledujici priklad 2.2.4.)

2.  Rezoluéni metoda se vyrazné zefektivni, je-li vychozi mnozina klauzuli tvofena
vyhradné¢ Hornovymi klauzulemi, tj. klauzulemi s nanejvy$ jednim pozitivnim
literalem.

3. K zvySeni efektivnosti (zkraceni) rezolu¢niho procesu byla navrzena fada strategii,
které stanovi potadi provadéni rezoluci (strategie uspordddni) nebo nékteré klauzule
z rezolu¢niho procesu piimo vylucuji (strategie zjemiiovani). Ma-1i byt zvolena
strategie ekvivalentni Robinsonovu rezolu¢nimu principu, musi platit:

e libovolnd formule dokazana pii pouziti dané strategie je logicky pravdiva
(strategie je korektni),

e libovolna logicky pravdiva formule je pti pouziti dané strategie dokazatelna
(strategie je uplna).

4.  Nejpouzivan¢jSimi strategiemi generovani rezolvent jsou nasledujici dvé metody:

e Linearni metoda. Rezolventy se tadi do linearni posloupnosti (v cele této
posloupnosti jsou vychozi klauzule) a v kazdém kroku je jednim ucastnikem
rezoluce posledni ¢len této posloupnosti, tj. jednou z rodicovskych klauzuli nové
rezoluce je vzdy rezolventa z ptfedchozi rezoluce.

e  Metoda podpiirné mnoZiny. Ptedpoklada se, Ze mnozina vychozich klauzuli X je
rozd€lena na podmnozinu 4, o které a priori vime, ze tvori bezesporny systém
(napf. je tvotfena klauzulemi predstavujici axidémy teorie, v jejimz ramci dikaz
hledame) a z podmnoziny B = K — A4 (tvoiené klauzulemi vzniklymi z formuli,
které chceme z bezesporného systému axiomi dokazat). Strategie podpiirné
mnoziny spo¢iva v tom, ze nikdy nerezolvujeme klauzule z mnoziny 4 navzajem
(je-li predpoklad o jejich bezespornosti spravny, pak z nich spor neodvodime a
zbytecné ztracime Cas).
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Piiklad 2.2.3: Vytesime ulohu zadanou v ptikladé 2.2.2 se soucasnym uzitim linedrni
metody a metody podptirné mnoziny. Mame dokézat

pPOgVFr,asD—q,tv—arl-p>(sVvi),
coz znamena odvodit spor z mnoziny téchto klauzuli:
{=pVvgvr,sv—q,tv—rp,—s,t},
kterou miizeme rozd¢lit na dve casti:

A={—-pvqgvr,sv—q,tv—r}..bezesporny systém piedpokladi,
B= {p, —S, —|t} ... ZAver.

Duikaz (odvozeni sporu):

1 —p Vv g v r vychozi klauzule skupiny 4

2 sV —q vychozi klauzule skupiny 4
3 AVESTS vychozi klauzule skupiny A4
4. p vychozi klauzule skupiny B
5. s vychozi klauzule skupiny B
6. —t vychozi klauzule skupiny B
7 —r rezoluce: 3,6

8 —pVvyq rezoluce: 1,7

9. —pvs rezoluce: 2,8

10. s rezoluce: 4,9

11. # rezoluce: 5,10 Q.E.D

Piiklad 2.2.4: Strategie prohleddvani do hloubky a do Siiky.

Uvazujme “’program” — mnozinu klausuli:

1. D
2. FE
3. Bv—FE
4. Av =D
5. Av—B

Polozime-li dotaz ”Kdy plati 4?” neboli ”Vyplyvd zdané mnoziny A4?, pak vlastné
pfipojime 6. klausuli —4 a provadime rezoluci. Mame zde dv€é moznosti, jak dokazat A4
z predpoklada 1 - 5:

a) 7.-D (rez. 6,4) b) 7 —-B (rez. 6,5)
8. (rez. 7,1) 8 —F (rez. 7°,3)
9 # (rez. 8°,2)

Pozn.: Jak jsme jiz zminili, rezoluéni metoda je zakladem automatického dokazovani, a to
predevsim v programovacim jazyce Prolog. V Prologu zapiSeme uvedené klauzule takto:
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fakt

fakt

pravidlo (B pokud E)

pravidlo (A pokud D)
— pravidlo (A pokud B)

—A. cil (dotaz)

> > WMo
g
w o ™

-~

Strategie prohledavani do hloubky spociva v tom, ze provedeme nejprve vétev a), tj.
zjistime, ze A plati za podminky D (novy podcil), ktera je splnéna, a teprve poté (v procesu
navraceni) provedeme vétev b), zjistime, ze A plati za podminky B (dal$i podcil) a ta plati
za podminky E (podcil), kterd je splnéna. V ptipadé strategie do $itky se pokousime ”splnit
ob¢ vétve paralelné”, tedy vygenerujeme klausule 7 a 7°, poté 8 a 8’, atd. VSe mlizeme
znazornit tzv. vypoctovym stromem programu:

A
yﬁ
T

#

*—m W

Strategie do hloubky ”prohledd nejprve do hloubky” prvni vétev a pak druhou. Je
efektivnéjsi, avsak program mize “uviznout v tautologii” — nekonecné vétvi. Kdybychom
napf. upravili na§ program tak, Ze bychom piehodili 4. a 5. klausuli a druhou bychom
zménili na E v —B, druhd vétev b) by se stala nekone¢nou a provadéla by se jako prvni. I
kdyz nas cil A z programu vyplyva, nikdy bychom se to nedoveédéli:

1. D
2. Ev—=B
3. Bv—E
4. Av —-B
5. Av =D
6. —A4

V programovacim jazyce Prolog bude uvedeny program zapsan takto:

fakt

pravidlo (E pokud B)
pravidlo (B pokud E)
pravidlo (A pokud B)
pravidlo (A pokud D)
cil (dotaz)

> > W m g
T
Swmw

|‘"
>
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B

atd., nekonecna vétev.

Cviceni ke kapitole 2.2.

1.  Ovéite rezoluéni metodou platnost téchto isudka

Jestlize studuji, dosahnu dobrého postaveni.
JestliZe nestuduji, uzivam si.

Dosahnu dobrého postaveni, nebo si uzivam.

Jestlize pracuji, pak vydélavam penize, ale jsem-li liny, pak si uzivam.

Bud’ pracuji nebo jsem liny.

Nicméné, jestlize pracuji, potom si neuzivam, zatimco jestlize jsem liny, potom
nevydélavam penize.

Proto si uzivam.

Neb¢zi-1i motor, je vada v motoru nebo nejde proud.
Je-li vada v motoru, je tfeba volat opravare.
Proud jde.

Nebézi-1i motor, je tieba volat opravare.

Neni pravda, Ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.
Uchaze¢ neumi anglicky.

Uchaze¢ neumi némecky.
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Navod: Uvazme prvni usudek. Nejprve jej formalizujeme a pak provedeme dikaz
rezolu¢ni metodou:

Jestlize studuji (s), dosahnu dobrého postaveni (p).
Jestlize nestuduji, uzivam si (u).

Dosahnu dobrého postaveni, nebo si uzivam.

sDOp
—SDu

pvu

Ptevedeme nyni uvedené formule do klauzulérni formy a provedeme ptimy dikaz:

1) —svp

2) svu

3) pvu rezoluce 1, 2
Tedy usudek je platny.

2. Co vyplyva z nésledujicich predpokladi?

Karel pojede autobusem nebo vlakem.
Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem, pak pfijede pozdé a zmeska schizku.
Karel neptisel pozdé.

Je-1i utery, je prednaska, ale neni cviceni.
Dnes je prednaska i cviceni.
Je-1i cviceni, pak nepotifebujeme projektor.

Je-1i Karel v Praze, je Helena v Brné.
Je-1i utery, neni Helena v Brné.
Je utery nebo streda.

Navod: Vytesime prvni ulohu takto:

1) Karel pojede autobusem (@) nebo vlakem (v).

2) Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem (s), pak pfijede pozdé (p) a zmeska
schtuzku (2).

3) Karel nepfisel pozdé.

l.avv
2. [(avs)D(pAz)

Nyni pifevedeme uvedené formule do klauzularni formy. Nejprve upravime druhou
formuli:
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[(avs)viprz)l<[(man—s)viprz)le[-avpAr)|Aal(—=sv(pAaz)]e
[(avp)A(=av2)A[(=sVp)A(=svz)

l.avv

2. mavp

3. mavz

3. =svp

4, —svz

5. —p

6. vvp rezoluce 1, 2 Karel jel vlakem nebo pfisel pozdé
7. vvz rezoluce 1, 3 Karel jel vlakem nebo zmeskal schiizku
8. —a rezoluce 2, 5 Karel nejel autobusem

9. —s rezoluce 3, 5 Karel nejel svym vozem

10. v rezoluce 5, 6 Karel jel vlakem

3. Najdéte chybéjici predpoklad v néasledujicich usudcich tak, aby usudek byl platny:
pv—rg>D(@Ar),? | —qgv—r
por,—qV—r,ro(qvs), ? |=pAs

pvr)o(@nrs),go—r, ? |=p>D—s

Ndavod na teseni prvni ulohy sporem:

l.pv—=r

2.—qVp

3.-qvr

4.¢q negovany zaver
S.r negovany zaver
6.p rezoluce 1, 5
7.r rezoluce 3, 4

8. —r (chybgjici predpoklad)

9.# rezoluce 7, 8
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2.3. System prirozené dedukce vyrokoveé logiky

Pfirozena dedukce je jednou z metod vystavby formalniho systému c¢ili dikazového
kalkulu logiky (podrobné¢ o formalnich systémech viz 2.4). Formalni systémy logiky
mizeme v zasad¢ rozdélit na systémy axiomatické a ptredpokladové. Axiomatickymi
systtmy se budeme zabyvat vkap. 2.4. a z predpokladovych probereme pravé jen
piirozenou dedukci v alternativé polské, nikoliv gentzenovské. Formalni systém je
postaven vyhradné na syntaktické bazi, podobné jako rezolu¢ni metoda. To znamena, ze
jazyk logiky uvazujeme neinterpretovany a vSechny manipulace s nim jsou vyhradné
syntaktické, na zakladé¢ odvozovacich pravidel. Takovy souhrn nazyvame téz logicky
kalkul.

Tedy formdlni systém v tomto ptipad¢ sestava ze dvou slozek, a to

" jazyk — zjeho symbolid vytvafime konecné posloupnosti — formule (jimz zde

nepfisuzujeme zadny smysl)

» odvozovaci pravidla — operace na formulich, které umoziuji ovéfovani “’platnosti

vyrokl” prostfednictvim konstrukce dikazu.

Cilem tohoto postupu je ziskat v ramci formalniho systému jistou jeho ¢ast — formalni
teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — feorémii. Interpretace formalni teorie (ktera
neni soucasti formalniho systému) dodava teorii vyzram a €ini ji vhodnou pro aplikace
V usuzovani.

Systém piirozené dedukce vychazi z nékolika jednoduchych dedukénich
(odvozovacich) pravidel, kterd se povazuji za vychozi a ktera se proto nedokazuji. Na
Deduk¢ni pravidla s nulovym poctem piedpokladil jsou tzv. axiomy formalniho systému
(obdoby tautologii ze sémantického pojeti vyrokové logiky). Jako axidémy zde pouzivame
formule tvaru 4 v —4, popi. 4 > A. Pro dobie definovany korektni formalni systém
(vyrokové) logiky plati, Ze mnozina teorémt je totoznd s mnozinou tautologii, tedy ze
axiomy jsou logicky pravdivé a odvozovaci pravidla zachovavaji pravdivost.

Zavedeme nyni piesné pojmy. Zakladnim pojmem je pojem formule vyrokové logiky,
ktery ziistavad beze zmény tak, jak byl zaveden v definici 2.1.1. Dedukcni pravidlo ma
obecné nasledujici tvar:

Fi, FsyFy |- G, GG

Pravidlo “interpretujeme” takto: ze soucasné platnosti vSech formuli Fi, F,....Fy
(ptedpokladi) plyne platnost libovolné z formuli G, Gy,...,G,. Byly-li dokazany vSechny
formule z levé strany dedukéniho pravidla, pak mizeme povaZovat za dokdzanu i
libovolnou formuli z pravé strany pravidla.

Definice 2.3.1 (pFirozena dedukce pro VL):
Vychozimi (nedokazovanymi) dedukénimi pravidly jsou:

Axiomy: FAv—A4,|-AD A4

Zavedeni konjunkce: A,Bl-AAB 7K
Eliminace konjunkce: AANB|-A4,B EK
Zavedeni disjunkce: A|-Av B nebo B|-4v B ZD
Eliminace disjunkce: AV B,—A|-B nebo Av B,-B|-4 ED

(disjunktivni sylogismus)
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Zavedeni implikace: Bl-4oB Z1
Eliminace implikace: ADB,A-B EI modus ponens MP
Zavedeni ekvivalence: ADB,BDA|-A=B ZE
Eliminace ekvivalence: A=B|-A>B,BoA EE

Uvedena pravidla ve svém souhrnu charakterizuji vyznam funktorii —, A, v, D, =.
Pravidlo zavedeni implikace se pouziva zvlastnim zplisobem, ktery nazyvame podminény
ditkaz (nebo také dikaz z hypotézy), o némz bude fec¢ dale.

Definice 2.3.2 (primy ditkaz): Primy dikaz formule B z ptedpokladt Ay, 4,, ..., A, je
posloupnost formuli By, Ba,...,Bn, kde
»  kazdé B; (i=1, 2,...,m-1) je:

— rovno 4; pro nékteré j € {1, 2,...,n} (pfedpoklad) nebo

— axiom tvaru (4 D A4) ¢i (-4 v A)

— formule vznikla uzitim odvozovacich pravidel na ptedchazejici ¢leny posloupnosti,
= B =B.

Pozn.:

1. Jako ¢leny dikazové posloupnosti mizeme pouzit rovnéz takové formule, o kterych
vime, Ze jsou to teorémy (byly jiz dokdzany). Dikaz tim zkratime a zptehlednime,
nebot’ jiz neopakujeme znovu celou diukazovou sekvenci diive dokdzaného teorému.

2. Je-li n =0, pak hovoiime o (obycejném) primém ditkazu bez piedpokladii, kdy nelze
stanovit predpoklady. Takovy dikaz musi zfejm¢ zacinat néjakym vhodnym
axiomem (napt. p D p).

3.  Ma-li dokazovana formule 4 tvar implikace, t;.
A D{4,D[A3D...0A, D B)...]}, *)

pak dle véty o dedukci (viz déale véta 2.3.1) mizeme provést piimy dikaz formule 4
tak, ze dokazeme formuli B z ptedpokladii 4, 4>, A4s, ..., A,.

4. Ma-li dokazovana formule 4 tvar implikace (*), pak mizeme provést nepiimy ditkaz
(sporem) formule A: Neptimy diikaz je posloupnost formuli B, B,....,.B , kde
*  Bj=Ajproi=l1,2,...,n (pfedpoklady),
* B, =—-BajeliB==C, pak B = C (predpoklad nepfimého dikazu),
* Bjproi=nt2, nt3,.. m-1jsou:
— dfive dokéazané formule,
— formule vzniklé uzitim odvozovacich pravidel na piedchéazejici cleny
posloupnosti,
* B =B, prongjaké k <m (spor).

Teorém (dokazatelnd formule) vyrokové logiky je formule vyrokové logiky k niz
existuje dukaz bez predpokladil (tedy pouze z axiomu 4 v —A4, popi. 4 D A). Skutecnost,
ze formule 4 je teorémem oznacujeme zapisem |— 4.

Skute¢nost, ze formule A4 je dokazatelna z predpokladii A, A, ..., Ay, 0znacujeme
zapisem Ay, Ay, ..., A, |- A.
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Piiklad 2.3.1:
R ENISELEVEL
Ditkaz (ptimy):

. @og)Ar(g>or) predpoklad
2. p predpoklad
3. p>ogq EK:1
4. gor EK:1
5. ¢ MP: 3,2
6. r MP: 4,5 Q.E.D.

Tedy: -[(p2g9)A(gDN]2(@>7)
b) (P29 >[(q>1)>(p>1)]

Diikaz (ptimy):
1. p>og predpoklad
2. ¢g>or predpoklad
3. p predpoklad
4. ¢ MP: 1,3
5. r MP: 2,4 Q.E.D.
Tedy: |-(p2¢g)2[(¢g>r) > (o)
) F@>9)>(=¢>-p)
Diikaz (neptimy):
1. p>og predpoklad
2. —q predpoklad
3. p predpoklad nepfimého dikazu
4. ¢ MP: 1,3  spors?2

Tedy: |- (p 2 ¢9) 2 (=g > —p)

d) Slovni priklad: Jsou znama nasledujici fakta:

(1) A(dam), B(edtich) a C(yril) jsou p(rogramator), t(etnik) a v(yzkumnik), ale nikoliv
nutn¢ v uvedeném potradi. Kazdy ma pravé jednu profesi.

(2) Adam je starsi nez vyzkumnik.

(3) Technik je Adamutv nejlepsi pfitel.

(4) Vyzkumnik dluzi Bedfichovi 100K¢.

Kdo je kym?
Resent:
1. (A jev) piedpoklad: (2)
2. —(Ajet) predpoklad: (3)
3. —-(Bjev) piedpoklad: (4)
4. —(Ajev)A—(Ajet) ZK: 1,2
5. —(Ajev) A—=(Bjev) ZK: 1,3
6. —(Ajev)A—=(Ajet)D(Ajep) predpoklad: (1)+5
7. —(Ajev) A—=(Bjev)>(Cjev) predpoklad: (1)+6
8. (Ajep) MP: 6,4
9. (Cjev) MP: 7,5
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10. (Ajep) A (Cjev) ZK: 8,9
11. (Ajep) A(Cjev)D(Bjet) predpoklad: (1)
12.  (Bjet) MP: 11,10
Véta 2.3.1 (o dedukci):
A4,4,,...4 |-B /%]
prave tehdy, je-li
A,4,..,4 -4, B /%/

Aplikujeme-li vétu o dedukci n-krat, dostaneme, Ze /*/ plati pravé tehdy, kdyz
-4, 2{4,>[4;,2..2(4, D B)]} /**¥/
Diikaz:
Kwvili nazornosti zapiSeme dikaz pro n = 2. Zobecnéni dikazu pro libovolné n je

nasnad¢. Dokazujeme tedy:
-4, > (4, > B) prave tehdy, je-li 41,4, |-B

1. Necht plati |- 4, > (4, > B) /*/, dokazeme, ze 4, 4> |- B /**/:

(1) 4, 1. ptedpoklad /##/

(2) 4, 2. ptedpoklad /#x*/

(3)4,>(4,>B) teorém /#/, jehoZ platnost se piepoklada

(4)4,>B pouziti MP na (3) a (1)

(5) B pouziti MP na (4) a (2), /**/ dokazano
2. Necht plati /**/, dokazeme /*/:

(1) 4, 1. ptedpoklad /*/

(2) 4, 2. predpoklad /*/

3) B pouziti /**/ na (1) a (2), /*/ dokdzano
Pozndamka 2.3.1:

Z teorému tvaru /***/ véty 2.3.1 Ize formulovat n odvozovacich pravidel:
Ay |- A4; 2 [43 D... © (4, D B)]
AL, A2 |- A3 ..o (4,2 B)
Al; AZ’ A37 ) An-l |_ An > B
Ala A2, A35 ey An-la An ‘_ B

Priklad 2.3.2:

Z teorému |- (p D q) D [(g o2 r) D (p D r)] dokézaného v piikladu 2.3.1 plyne platnost
nasledujicich odvozovacich pravidel:

pPo4ql-(@g>n>@>r)

p>q,gqOrl-p>or pravidlo tranzitivity implikace
Z teorému |- (p D ¢q) D (—g D —p) dokdzan¢ho v ptikladu 2.3.1 plyne platnost
nasledujicich odvozovacich pravidel:

pOqgl-—g>—p pravidlo transpozice

p>q,—q|—-—p pravidlo modus tollens
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Véta 2.3.2:
Nasledujici odvozovaci pravidla jsou platna:
Zavedeni negace: A|l-——4 ZN
Eliminace negace: —A4 |- A4 EN
Negace disjunkce: —(Av B)|-—4 A—-B ND (de Morgantv zakon)
Negace konjunkce: —(AAB)|-—4v —-B NK (de Morgantv zékon)
Negace implikace: —(A>B)|-AA—-B NI
Tranzitivita implikace: A>DB,Bo>C|-4>oC TI
Transpozice: ADB|-—-B>—4 TR
Modus tollens: A>DB,-B|-—-4 MT
Duikaz:

Pravidla TI, TR, MT byla jiz dokazana v ptikladech 2.3.1 a 2.3.2.
Na ukazku dokazeme jesté pravidlo ND (negace disjunkce). Dokéazat pravidlo ND je
podle véty 2.3.1 totéz jako dokazat teorém
—(A v B) D —A4 A —B.
Tento teorém dokdzeme pomoci teorémii: —(4 v B) D -4, —~(4 v B) D —B.

=  Teorém: —(Av B) D -4

Ditkaz: 1. —(4 v B) predpoklad
2.4 predpoklad neptimého dukazu
3.AV B ZD: 2 spors1  Q.E.D.

* Teorém —(4 v B) > —B se dokaze obdobné.

= Teorém: (4 v B) D> —4 A —B

Diikaz: 1. —(A4 v B) predpoklad
2.—~(4v B)>—-4 diive dokézany teorém
3.-(4vB)>—-B diive dokéazany teorém
4. -4 MP:2,1
5.-B MP:3,1
6. -4 A =B ZK:4,5 Q.E.D.

Véta 2.3.3 (véta o korektnosti a aplnosti systému prirozené dedukce):
Kazdd formule dokazatelnd v systému pfirozené¢ dedukce je tautologii a obracené
kazda tautologie je dokazatelnou formuli (teorémem) systému pfirozené dedukce. Neboli:

|= A pravée tehdy, je-li |- A

Diikaz: Je tieba dokazat
1. Je-li |- A, pak také |= A. (korektnost)
2. Je-li|= A, pak také |- A. (Gplnost)

Platnost prvého tvrzeni vyplyva ze snadno provéfitelné skutecnosti, ze vSechna
zékladni odvozovaci pravidla (viz definice 2.3.1) maji tuto vlastnost: jsou-li vSechny
formule na levé strané tautologiemi, pak také kazda formule na pravé strané je tautologii —
tedy pravidla zachovdvaji pravdivost.

vvvvvv
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Priklad 2.3.3:
* Teorém: (p Dr)D(—pVvr)
1. poOr ptedpoklad
2. —(—=pvVvr) predpoklad nepfimého Dk.
3. —(—pvr)D(——pA-—r) Teorém ND (de Morgan)
4. ——p A —F MP: 2.3.
5. pA—F EN: 4.
6. p EK:5
7. —r EK:5
8. r MP: 1.6. — spor, tedy predpoklad neptimého ditkazu je nepravdivy
9. —pVvr Q.E.D.
Piiklad 2.3.4:
* Teorém: [(po>r)A(gDr)]D[(pvg) Dr]
1. o> A(g>or) ptedpoklad
2. (p>ovr) EK: 1
3. (gor) EK: 1
4. pvVq predpoklad
5. @por)>(—=pvr) Teorém  (Priklad 2.3.4)
6. —pVvr MP: 2.5.
7. —r ptedpoklad neptimého Dk.
8. —p ED: 6.7.
9. q ED: 4.8.
10. r MP: 3.9. —spor s 7., tedy
11. r Q.E.D

Technika hypotetickych predpokladi (podminény diikaz):

V posloupnosti formuli tvoficich dikaz muize byt za pocatecni skupinou fadnych
ptedpokladi A, A4», ..., A, uveden dalsi hypoteticky ptredpoklad H. Jestlize na zéklad¢
hypotetického a ptipadné¢ nékterych tfadnych piedpokladi lze odvodit formuli D, pak
formule # > D mulZe byt pfipojena k faddnému dikazu jako teorém. Jestlize odvozena
formule D je ve sporu s n¢kterym fadnym predpokladem (je jeho negaci), pak formuli —H
muzeme v dikaze pouzit jako teorém.

Piiklad 2.3.5:

" Fleveorolpor)algor)]
Primy diikaz technikou hypotetickych piedpokladi:

I. (vgor predpoklad
21. p hypotéza
22. pvg ZD: 2.1
23. r MP: 1,2.2

3. por Z1:2.1 023
4.1. ¢ hypotéza
42. pvg ZD:4.1
43. r MP:1,4.2
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5. gor Z1: 41043
6. @E>dr)A(@g>or) ZK:3,5 Q.E.D

" v (=pr—g
Neprimy diikaz technikou hypotetickych predpokladui:

I. =(pvg predpoklad
21. p hypotéza
22. pvg ZD: 2.1 spor s 1
3. —p nebot’ p vede ke sporu
4.1. ¢ hypotéza
42. pvg ZD:4.1  spors 1
4. —q nebot’ g vede ke sporu
5. —wpA—q ZK:3,4 Q.E.D.

Technika vétveného ditkazu 7 hypotéz:

53

Necht’ v posloupnosti formuli tvoficich dikaz dané formule se nachazi formule ve tvaru
disjunkce C, v C; v..v Cg. Jestlize lze danou formuli dokadzat na zaklad¢ kazdého
dodate¢ného hypotetického ptedpokladu C,, C»,...,Ci, pak je dand formule dokazéana.
Vyskytuje-li se disjunkce dodateénych predpokladii v nepiimém dikaze a vede-li kazdy
dodatecny predpoklad ke sporu, pak je dana formule dokazana (nepiimy dikaz dokoncen).

Piiklad 2.3.6:
" F@>9>[vno(g V)]

Primy ditkaz technikou vétveného dukazu:

. pog ptedpoklad
2. pvr predpoklad, disjunkce piipadii
3.1. p hypotéza 1.ptipadu
32. ¢q MP: 1, 3.1
33. gvr ZD: 3.2
3. p>ogqvr 71
4.1. r hypotéza 2.ptipadu
42. qgvr ZD: 4.1
4. rogqvr Z1
5. (pogvra(rogvr) ZK: 3.4.
6. (vr)o(@vr) Teorém: Priklad 2.3.6 Q.E.D.

" o A(ros)A=(gvs))Da(pvr)
Neprimy diikaz technikou vétveného dikazu:

I. p>og predpoklad

2. r>os predpoklad

3. —(qvys) predpoklad

4. pvr predpoklad nepiimého dikazu ve tvaru disjunkce
5. p 1. hypotéza
52. ¢q MP: 1, 5.1
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53. gvs ZD: 5.2, spors 3
6.1. r 2. hypotéza

6.2. s MP: 2, 6.1

63. gvs ZD: 6.2, spor 3

» Provedeme dikaz pravidla rezoluce (viz 2.2) technikou vétveného dikazu. Bez Gjmy
na obecnosti staci dokazat pravidlo v zakladnim tvaru [(/ v A) A (—[ Vv B)] D (4 v B):

1. IvA predpoklad
2. =lvB predpoklad
3. vl teorém, disjunkce ptipadi
4.1. 1 hypotéza, 1. piipad
42, ——l ZN: 4.1
43. B ED: 2,4.2
44. AvB ZD: 4.3
4. IoDAVvB 71
5.1. =l hypotéza, 2. ptipad
52. 4 ED: 1,5.1
53. AvB ZD:5.2
5. mloAVB Z1
6. [DAVBYA(RlDAVB) ZK
7. (Iv—=l)> (4 v B) teorém
8. (AvB) MP 3,7

(Srovnej se sémantickym dikazem v uvodu kap. 2.2.)

Poznamka 2.3.2:

Gentzenity systém piirozené dedukce (Gentzenovsky vyrokovy kalkul) vychazi
z jediné¢ho axiomu, a to A D A (resp. —=A v A). Pravidla jsou pak obdobna jako v polském
systému pfirozené dedukce. Gentzenliv diikaz tautologie ziskdme pomérné snadno tak, Ze
formuli pfevedeme do KNF, zobrazime tento pievod ve formé stromu a diikaz pak zac¢ina
od ”listt” stromu.

Priklad 2.3.7: Dokazme tautologii [(p © ¢) A —q] 2 —p

a) Metodou ekvivalentnich uprav:

—pog A—ql>—p ©S[pAr—gVvyglv—pSp@PAarl)v—p < (Vv -—p)cozje
tautologie.

b) Diikaz dle Gentzenova systému:

l.pv—p axiom
2.pv—pvVvyqg 1.ZD
3.9V —q axiom
4.qv —qv —p 3.ZD

S5.ov—pvgnr(gv—gv—-p) 2,47ZK
6. 1vg) A(lv—p)

7.(1 A1)

8.1 tautologie
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Cviceni ke kapitole 2.3.

Oveérte prirozenou dedukci platnost téchto usudki:

Jestlize studuji, dosdhnu dobrého postaveni.
Jestlize nestuduji, uzivam si.

Dosahnu dobrého postaveni, nebo si uzivam.

Jestlize pracuji, pak vydélavam penize, ale jsem-li liny, pak si uzivam.

Bud’ pracuji nebo jsem liny.

Nicméné, jestlize pracuji, potom si neuzivam, zatimco jestlize jsem liny, potom
nevydélavam penize.

Proto si uzivam.

Nebézi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud.
Je-1i vada v motoru, je tfeba volat opravare.
Proud jde.

Nebézi-li motor, je tfeba volat opravarie.

Neni pravda, Ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.
Uchaze¢ neumi anglicky.

Uchaze¢ neumi némecky.

Je-1i pan X otcem Jirky a mé krevni skupinu A a také Jirkova matka ma krevni skupinu A,
pak Jirka ma nékterou z krevnich skupin A nebo 0.

Pan X i Jirkova matka maji krevni skupinu A.

Jirka nema krevni skupinu A.

Jirka nema krevni skupinu 0.

Pan X neni otcem Jirky.

Je-1i Karel v Praze, je Helena v Brné.
Je-li utery, neni Helena v Brng.
Je utery nebo stieda.

Je-1i Karel v Praze, je stfeda. (Avsak ne, ze ,,ve stfedu je Karel v Praze!)
V utery neni Karel v Praze.
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2.4. Axiomaticky systém vyrokové logiky

2.4.a. Obecna charakteristika formalnich systému.

Formalni axiomaticky systém libovolné teorie (a specidlné také vyrokové logiky) je
zadan trojici udaji:
* jazykem,
=  mnozinou axiomu,
* mnozinou odvozovacich pravidel.

Jazyk teorie je mnozina vsech (dobie utvorenych) formuli jazyka. MnoZina axiomii
teorie je vybrana podmnozina mnoziny vsSech formuli. Axiomy piedstavuji zakladni
teorémy teorie, které jsou povazovany za vychozi. Odvozovaci pravidla umoziuji
odvozovat (dokazovat) nové teorémy na zakladé axiému a teorému jiz dokazanych.
Formalni teorie (v $irSim slova smyslu) je tvofena axiomy a vSemi formulemi, které lze z
nich pomoci odvozovacich pravidel odvodit. Formalni teorie je deduktivnim uzdavérem
mnoziny axiomu, kterou proto nékdy nazyvame teorii v uzsim slova smyslu. Oznacime-li
jednotlivé zminované mnoziny jako 4 — mnozina axiému (teorie v uzsim slova smyslu, v
kostce™), T'— mnozina teorému (teorie v SirSim slova smyslu), DUF — mnozina vSech dobfe
utvorenych formuli (tj. jazyk) a S — mnozina vSech slov v abeced¢ jazyka, pak plati
nasledujici vztahy:

AcTcDUFcS.

Postup budovani axiomatické teorie (formalniho systému ¢i logického kalkulu) tedy
sestava z téchto krokt:
1) Vymezeni jazyka teorie, ktery je dan
a. abecedou
b. gramatikou — pravidla, jak tvorit DUF
2) Vybér jisté (vlastni) podmnoziny formuli jako axiomu
3) Stanoveni pravidel odvozovani
4) Demonstrace bezespornosti (korektnosti) teorie, tj. axiomu a pravidel
5) Interpretace formuli

ad 2) MnoZina axiomi je vzdy neprazdnd a musi byt rozhodnutelna v mnozin¢ DUF
(jinak bychom nemohli v takovém systému nic dokazovat). To znamend, Ze existuje
algoritmus, ktery pro kazdou DUF ur¢i, zda je to axidém nebo ne. Mize byt kone¢na nebo
nekonec¢nd. Konecnd mnozina axiému je trividlné rozhodnutelna. Nekonecné mnoziny
axiomi musi byt charakterizovany algoritmem vytvareni axiémt, nebo Castéji konecnou
mnozinou tzv. axiomovych schémat. Axidémy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v kazdé
interpretaci — fautologie. Navic stanovujeme tzv. specidlni axiomy, které¢ charakterizuji
pfimo danou teorii (napf. aritmetiku ptirozenych cisel — viz kap. 4), a ty volime tak, aby
byly pravdivé v zamyslené interpretaci teorie. (Vyrokova logika ¢i predikatova logika 1.
fadu — viz kap.3.4. — mohou byt tedy povazovany za teorie bez specidlnich axioml —
logické diikazové kalkuly.)
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ad 3) MnoZina odvozovacich pravidel je tvotena nckolika nebo dokonce jen jednim
pravidlem (jsou-li axiomy reprezentovany schématy). Jak jsme vidé€li v predchozi kapitole,
systém pfirozené dedukce pracuje pouze se dvéma axidomy, ale zato s podstatné vétSim
poc¢tem dedukénich pravidel. Odvozovaci pravidla pievadéji DUF na DUF a jsou volena
tak, aby byla sémanticky korektni, tj. aby “zachovévala pravdivost” (jinak bychom
obdrzeli nekorektni systém, ve kterém je mozno dokazat vSe, a takovy systém jist€¢ neni
z praktického hlediska uzitecny). Odvozovaci pravidla tedy umoziiuji vytvaret teorémy, tj.
dokazatelné formule. Diikaz je kone¢na posloupnost krokit — DUF, z nichz kazda je bud’
axiom nebo vznikne z pfedchozich DUF pomoci odvozovaciho pravidla. Poslednim
krokem je dokazovand formule — teorém.

Neékdy byva stanoven jesté jeden ptfirozeny “kosmeticky” pozadavek na mnozinu
axiomi: Mnozina axiomit ma byt nezavisld, tj. minimalni v tom smyslu, Zze zadny axiom
neni dokazatelny z ostatnich axiémt.

ad 4) Ptirozenym pozadavkem je syntaktickda bezespornost (konzistence), tj. alespon jedna
formule neni dokazatelnd (ve sporném systému dokédzeme vse). (Ekvivalentnim
pozadavkem v systémech obsahujicich —, A je to, Ze neni dokazatelna formule typu
A A —A, pfipadné v systémech s —, o formule typu —(A > A).) S timto souvisi rovnéz
semanticka bezespornost, neboli korektnost systému: Kazdy teorém je logicky pravdiva
formule (v pfipad¢€ teorie bez specidlnich axiomil), nebo logicky vyplyvéa ze specialnich
axiomi (ptfedpokladll). Tedy to, co dokdzeme, je pravdivé”. Oznacime-li mnoZinu
specialnich axiomi jako S4, mizeme pozadavek korektnosti zapsat schematicky:

Jestlize |- T pak |= T, resp. jestlize SA |- T pak S4 |=T.

Problém. Je dokazatelnost teorému v diikazovém kalkulu totéz co (logickd) pravdivost?
Jinymi slovy, jsou dokazatelné piesné ty vyroky, které jsou (logicky) pravdivé? Timto
problémem se budeme podrobné zabyvat v kapitole 4, nyni jen stru¢né¢ naznacime. D.
Hilbert (vyznatny matematik pocatku 20. stoleti) ocekaval kladnou odpovéd na vyse
uvedené otazky a vytyCil tzv. program axiomatizace matematiky. Kurt Gédel (nejvétsi
logik 20. stoleti) dokazal véty o uplnosti, které davaji pozitivni odpovéd’ na tyto otazky
(pro vyrokovou logiku a) pro predikatovou logiku 1. fadu (viz kap. 3), tedy “obracené”
tvrzeni ke korektnosti:

Jestlize |= T pak |- T, resp. jestlize S4 |= T pak SA |- T (tzv. silna véta o uplnosti).

Hilbert vSak ocekaval jeSté vice, a to Ze vSechny “matematické pravdy” Ilze
“mechanicky” finitn¢ dokéazat (z vhodnych axiomu), tedy ze takové bezesporné teorie,
které charakterizuji aritmetiku piirozenych Cisel (napf. Peanova aritmetika), jsou uplné
v tom smyslu, Ze kazda formule je v dané teorii rozhodnutelnd, tj. na zaklad¢ axiomil
teorie mizeme dokazat bud’'to danou formuli nebo jeji negaci. Tedy Ze vSechny formule,
které jsou pravdivé v zamyslené interpretaci nad mnozinou pfirozenych cisel jsou v této
teorii dokazatelné.

Godelovy véty o neuplnosti davaji velice prekvapivou odpoveéd — existuji pravdivé le¢
nedokazatelné vyroky aritmetiky ptirozenych cCisel. Tedy Hilberttiv program neni (v plné
§if1) uskutecnitelny. Témito problémy se vSak budeme podrobné zabyvat az v kap. 4.
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S (ne)uplnosti uzce souvisi problém (ne)rozhodnutelnosti: Existuje algoritmus, ktery o
libovolné dobie utvoiené formuli urci, zda je to teorém (dokazatelnda DUF) cili (v
korektnim diikazovém kalkulu bez specidlnich axiomi) logicky pravdiva formule?

D4 se dokazat a v dalgich kapitolach ukdzeme pro VL a PL', Ze

= pro vyrokovou logiku lze vyvinout kalkuly, které jsou
- bezesporné
- uplné
- rozhodnutelné

= pro predikdtovou logiku 1. fadu Ize vyvinout kalkuly, které jsou

- bezesporné

- uplné

- jen parcidlné¢ rozhodnutelné (tj. pokud dana DUF je tautologie, pak
algoritmus po konecném poctu kroki odpovi ANO, jinak nemusi vydat
zadnou odpoveéd’ — miize ’cyklovat” ¢i odpovi NE)

- nelze vyvinout rozhodnutelny kalkul pro PL' (problém logické pravdivosti
jev PL’ nerozhodnutelny)

= pro predikatovou logiku 2. fadu (a vyssich) lze vyvinout
- bezesporné kalkuly, ale kazdy takovy je:
- neuplny
- nerozhodnutelny (ani parcialn¢)

Axiomatickych systéma neboli dikazovych kalkulii vyrokové a predikatové logiky
bylo vytvofeno velké mnozstvi. LiSi se navzdjem jazykem, mnozinou axioml i
odvozovacimi pravidly. VSechny vSak pifedstavuji jenom riizné formalizace “intuitivni
logiky”. VSechny formalizace maji spole¢nou vlastnost: Jsou korektni (kazda dokazatelna
formule, tj. logicky teorém dikazového kalkulu musi byt tautologii). V tomto smyslu jsou
vSechny formalizace ekvivalentni.

K charakteristice dokazatelnosti byly vytvoteny dva hlavni typy formélnich systémui:
a) Gentzenova typu
b) Hilbertova typu

Nyni (a v kap. 3.7) se budeme zabyvat systémem Hilbertova typu.
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2.4.b. Formalni systém Hilbertova typu pro vyrokovou logiku

Definice 2.4.1 (definice ditkazového kalkulu Hilbertova typu):

Jazyk:
0 Abeceda:
Vyrokové symboly: p, g, 7,... (pfipadné s indexy)
Logické funktory: —, ©
Zéavorky: (,) (/ptipadné [,],{,})
0 Gramatika (DUF):
)  p,q,r,..jsou formule.
2)  Je-li 4 formule, pak (—A4) je formule.
3)  Jsou-li 4, B formule, pak (4 o B) je formule.
4)  Jinych formuli nez podle (1), (2), (3) neni.
0 Jazyk: mnozina vSech (dobfe utvorenych) formuli.

Axiomovd schémata:

Al: A (B> A)
A2: Ao>B20C)>(A4>B)>A>C))
A3: (-Bo>—-4)D>(A4>B)

Odvozovaci pravidlo: Modus ponens (MP): A,A>B|-B

Poznamky 2.4.1:

1.

A, B nejsou formulemi, ale metasymboly slouzicimi k oznaceni formuli. Kazdé
axiomové schéma oznacuje nekonecnou tfidu axiomii daného tvaru. Kdybychom
axiomova schémata nahradili axiomy

l.po(g>p)

2.(p>(@>M>(p>9)>(p>1)

3.(+q>—p)>(P>9)
museli bychom rozs§itfit mnozinu odvozovacich pravidel o dalsi pravidlo, tzv. pravidlo
substituce, abychom ziskali ekvivalentni diikazovy kalkul. Pravidlo substituce zni:

Dosadime-li v dokazané formuli za jednotlivé vyrokové symboly jakékoliv jiné
formule (za kazdy vyskyt téhoz vyrokového symbolu vzdy tutéz formuli), pak
ziskame opét dokézanou formuli (teorém).

Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, >. Vzhledem k tomu, Ze
pravdivostni funkce pfislusné k t€émto funktorim tvoii funkciondln€ Gplny systém (viz
véta 2.1.8), postaci tyto funktory k vytvofeni sémanticky uplné logiky. Ostatni
vyrokotvorné funktory muzeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zptehlediujici
zapis formuli) definované takto:

AAB :df —|(A :)—|B)

AvB =, -~4DB

A=B=, (ADB)A(BDA)
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Symboly A, v, = nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k ozna¢ovani slozenych formuli jistého typu.

3. Pii psani formuli Ize vyzivat konvenci Setiicich zavorky — viz poznamka k definici
2.1.1.

Definice 2.4.2 (diikaz 7 piedpokladii):

Diikaz formule A z pFedpokladii A, A,, ..., A, (k > 0) je kone¢na posloupnost formuli B,
B,,...,B takova, Ze:
" Proi=1,2,..,n-1jeB.
1. bud pfedpoklad 4; (j € {1,....k})
2. nebo axidom
3. nebo formule, ktera vznikla aplikaci pravidla MP na nékteré¢ dvé formule z
mnoziny {Bl, BZ""’Bi-l}'
. B je dokazovana formule 4.
Skutecnost, Ze formule 4 je dokazatelna za piedpokladi 4, 4,, ..., 4, oznaCujeme zapisem

Ap Ay ey A, |- A,

Diikaz formule A je dikaz s prazdnou mnozinou piedpokladt (kK = 0). Neboli, dikaz
formule A je dikaz pouze z (logickych) axiomt daného systému.

Teorém je formule, pro kterou existuje diikkaz (s prazdnou mnoZzinou ptedpokladit).
Skute¢nost, Ze formule 4 je teorémem oznacujeme zapisem |- A.

Poznamky 2.4.2:
1.  Hilbertv systém je korektni, tedy sémanticky bezesporny.
a)  Pfedev$im, snadno ovéfime, Ze vSechny axiomy systému jsou tautologie.
b)  Jediné pravidlo systému (MP) zachovdva pravdivost v tom smyslu, Ze formule
B, ktera vznikne aplikaci pravidla na formule 4;, 4, z téchto formuli logicky
vyplyva. Tedy plati: Pokud 4;, 4, |- B, pak 4,, 4, |= B.
2. Vsimnéme si, ze z definice dikazu vyplyva, ze i axidom je teorémem. Jeho dikaz je
trividlni: dikazem axiému je axidém sam.
3. Dikazovy postup B, B,,...B formule 4 z pfedpokladld 4, 4,, ..., 4, je nejenom
dukazem formule 4 = B, ale obsahuje i dikazy B, B,,....B. vSech formuli B. pro 1=
1,2, ..., n-1.
4.  Pro zkraceni dikazu mizeme pouzit jako kroky dikazu rovnéz (krom¢ axiomu)
diive dokazané teorémy.

Piiklady 2.4.1:
1. Dtkaz formule (schématu formuli) 4 o 4:

) A>(ADA)>A))>(A>ADA)>(A>A) ax.A2  B/A>A, C/A

b) A>((A4>2A)>A) ax. Al B/A> A
) (A>DUADA)D(ADA) MP: b), a)

d A>5A>2A) ax. Al B/A

e) A>oA4 MP: d), ¢) Q.E.D.
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Dtikaz formule 4 > C za ptedpokladi 4 > B, B > C:

1.A>B 1. ptedpoklad

2.BoC 2. ptedpoklad
33.A>(B2(C)>((A>B)>(A4>0)) ax. A2

4. BoC)o(A>(B>20) Al Al(B> C), B/A
50.A>(B>0) MP:2.4
6.A>B)>A4>0) MP:5,3

7.4oC MP:1,6  Q.E.D.

Tedy: A>B,Bo>C|-4>C.

Z uvedenych ptikladl je ziejmé, Ze nalezeni dikazi, a to 1 velmi jednoduchych

teorémull a dedukénich pravidel, nemusi byt pfimocaré. To souvisi s tim, zZe v axiomatickém
systému jsou zpravidla minimalizovany pocet axiomil a pocet odvozovacich pravidel na
pocty nezbytné nutné. S pribyvajicim mnozstvim dokazanych teorémii a odvozenych
odvozovacich pravidel se vSak neustale zlepSuji moznosti pro hledani dikazi.

Véta 2.4.1 (o dedukci):

A, 4,,...,4,|-4> B prave tehdy, kdyz 4, 4,,...,4,, 4 |- B.
(Specialné pro k= 0: |- 4 o B prave tehdy, kdyz 4 |- B.)

Dukaz:

1.

Necht’ 4;, Aa,...,Ar |- A o B. Tedy existuje posloupnost formuli By, B,...,B,, které je
dikazem formule 4 > B z predpokladi 4,, A, ..., Ar. Dikazem formule B z
predpokladii 4;, A»,...,Ax, A bude pak posloupnost formuli By, Bs,...,B,, 4, B, kde B, =
A D B a B je vysledkem aplikace pravidla MP na formule B, a 4.

Necht’ 4, Aa,...,Ar, A |- B. Tedy existuje posloupnost formuli C,,C5,...,C, = B, ktera je
dikazem formule B z ptedpokladi A, A4z, .., Ay, A. Dokazeme, Ze formule
A D Cj je platnd pro vSechna i = 1, 2,...,r. Tim bude specidlné dokazéano také 4 > C,,
coz chceme dokézat. Dukaz provedeme matematickou indukci podle délky dukazu.

a) Je-li délka dikazu 1, pak pro jedinou formuli C; dikazu mohou nastat tfi
ptipady: C; je pfedpokladem 4;, C; je axiomem, C; je formuli 4. V prvych dvou
pripadech dikazem formule 4 > C je posloupnost formuli:

1. G predpoklad nebo axiom
2. Cio4d> Cl) Al
3. A>oC MP: 1,2

V tfetim piipad¢ je tfeba dokdzat 4 o A. Dikaz této formule je uveden v ptiklade
24.1.

b) Dokazeme, Ze z pfedpokladané platnosti formule 4 > C, pron =1, 2,...,i-1 plyne
jeji platnost také pro n = i. Pro C; mohou nastat ¢tyfi ptipady: C; je ptfedpokladem
4;, C; je axiomem, C; je formuli 4, C; je bezprostiednim disledkem formuli Cj a Cy
= (C; o (), kde j, k < 1. V prvych tfech pfipadech probihd diikaz formule 4 > C;
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stejnym zpusobem jako v bodé 1. V poslednim c¢tvrtém piipadé je dikazem

posloupnost formuli:

. 455G induk¢ni predpoklad
2. A>(G>o ) indukéni predpoklad
3. @Ao(CoC)o((A>C)DAd>Cy)) A2

4. 4> Cj) >A>C) MP: 2,3

5. A4o0) MP:14 Q.ED

Poznamka 2.4.3:

Podle véty o dedukci kazdému teorému (a specialné také axiomu) ve tvaru implikace
odpovidéa odvozovaci pravidlo (pfip. nékolik odvozovacich pravidel) a naopak. Tak napft.:

Teorém: Pravidlo
-4>((A4>B)>B) A, ADB|-B (pravidlo MP)
4> (B>A4) (ax.schéma Al) Al-BoA,aA,B|-4
Ao A /ptikl. 2.4.1/ Al-A
FAD>B)D2(Bo(C)oA>20)) ADB|-(Bo(C)o(A4>20)

/ptikl. 2.4.1/ A>B, B> C|-4A>C (pravidlo TI)

Priklad 2.4.2:

N¢ékolik jednoduchych teorému a jim odpovidajicich odvozovacich pravidel:

l. |F4>(—=4>B) |-—4>(4>B) A,—A|-B
2. |FA>AvB, -B>AVvB Al-AvB, B-AvB 7D
3. |44 ——A -4 EN
4. |FA>—A4 Al-——4 ZN
5. |FA>B)D(—B>—-4) ADB|--B>—-4 TR
6. |[FAAB>A, -AAB>B AANB|-A4,B EK
7. |FA>(B2>24AAB),-B>(A>AAB) A,B|-AAB ZK
8. |F4o>B>O)>(AAB>C) A>DB>C)|-AABDC
Nékolik ditkazi:
Ad1l.|-4> (=4 > B), resp. 4, -4 |- B.

Dtkaz:

1. A4 predpoklad

2. -4 predpoklad

3. (=Bo>-A)>(A>B) ax. A3

4, —A>(—B>—-4) ax. Al

5. -B>o-4 MP: 2,4

6. A>DB MP: 5,3

7. B MP: 1,6 Q.E.D.

Pozn.: Tento dlkaz ilustruje skutecnost, Ze ze spornych predpokladui 1ze dokazat

libovolnou formuli.
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Po eliminaci zkratky v podle definice 4 v B =4 —A4 D B, dostdvame teorém
|- A > (=4 D B) (resp. pravidlo 4, —4 |- B), ktery jiz byl dokdzan.

Ad3. |- ——A4 D A4, resp. —A4 |- A.

Diitkaz:

1. ——4

2. (—Ao>——A)D(——A4DA)
3. 4> (—4>—-—--4)

4, —-A>o>——A

5. ——A4A>4

6. A

Ad4.|-A4> -4, resp. A |-——A.
Dutkaz:
1. 4
2. (=——A4>-4)>(A4>D—--4)

predpoklad
axiom.schéma A3
teorém 1. tohoto ptikladu
MP: 1,3

MP: 4,2

MP: 1,5 Q.E.D.

predpoklad
axiom.schéma A3
teorém 3. tohoto ptikladu
MP:3,2 Q.E.D.

AdS5.|-(A4>B)>(—B>—4), resp. ADB|--B>—A.

Diikaz:

A>B

——A DA

——A4A DB

B> —B

A>——B

——A4 D ——B

(——A4 > ——B)>—-B>—-4
—B > -4

PN B DD =

Ad6.-AAB>DA, resp. ANB|-A.

predpoklad

teorém 3. tohoto ptikladu
TI: 2,1

teorém 4. tohoto prikladu
TI: 1,4

TI: 2,5

axiom.schéma A3

MP: 6,7 Q.E.D.

Po eliminaci zkratky A podle definice 4 A B =4 —(4 > —B) dokazujeme teorém
|- —(4 o =B) D 4, resp. pravidlo —(4 > —B) |- 4.

Diikaz:

1. —(4>-B) predpoklad

2. (w4>A>-B))>(—(4>-B)>——A4) teorém 5. tohoto piikladu
3. —A4>5(4>-B) teorém 1. tohoto ptikladu
4, —(4>-B)>——A4 MP: 3,2

5. ——A4 MP: 1,4

6. —A>DA teorém 3. tohoto piikladu
7. A MP:5,6 Q.E.D.
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Véta 2.4.2 (o metapravidlech):

Necht' 7' znaci libovolnou kone¢nou mnozinu formuli 7= {4, 4,,.., 4 }. Potom plati:

29
(a) Je-li T, A |- B a4 jelogicky teorém, pak T |- B.
Neboli: v mnozin€ predpokladi neni tfeba uvadet logické teorémy.
(b) Je-li 4|-B,pak T, A4 |-B.
Neboli: pfidani predpokladit nemlize zménit platnost platného pravidla. (Obdoba
monotdnnosti vyplyvani, viz Kap. 1)
(c)Je-li T-4 a T,A-B,pak T|-B.
Neboli: disledek predpokladi neni tfeba uvadét mezi predpoklady.
(d)Je-li T|-4 a A|-B,pak T|-B.
Neboli: disledek disledku mnoziny predpokladi je také disledkem mnoziny
predpokladi.
(e)Je-i T|-4,T|-B, 4,B|-C,pak T|-C.
Neboli: disledek disledki mnoziny piedpokladi je také diisledkem mnoZziny
predpokladi.
(f) Je-li T|-4 a T|-B,pak T|-A4 A B.
Neboli: konjunkce disledkti mnoziny predpokladi je také disledkem mnoziny
predpokladi.
(g T|-4A>(B>C) pravé tehdy, kdyz T|-B> (4> O).
Neboli: na potadi pfedpokladi nezalezi.
(h) T, A v B |- C prave tehdy, kdyz soucasné¢ 7,4 |-C a T,B |- C.
Véta o ditkazu rozborem pripadu.
(1) Je-li T, A|-B asoucasn¢ T,—4|-B,pak T|-B.
Veta o neutralni formuli (formule A je neutralni vzhledem k B).

Poznamky 2.4.4:

1) (Odvozovaci) pravidla predstavuji vztah mezi formulemi, meta-pravidla piedstavuji
vztah mezi pravidly.

2) Dikaz pravidla je (podle véty o dedukci) totéz co dikaz odpovidajici formule (viz
definice 2.4.2), tj. jistd posloupnost formuli. Dikaz metapravidla je naproti tomu
posloupnosti pravidel (viz dale ukazky dikazi).

3)  MnoZinu pfedpokladii T = {4,,4,,..,

mnozinu mimologickych (specialnich) axiomt definujicich obsahovou napln
konkrétni teorie.

A } z véty 2.4.2 interpretujeme nejcastéji jako

Nekteré Ditkazy:
Ad (h): Necht' 7, 4 v B |- C, dokdzeme T,A|-C a T,B|-C.
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Diikaz:

Al-AvB
T,A-AvB
T,AvB|-C
T,A-C

5. T,B|-C

LD =

pravidlo ZD

metapravidlo (b): 1

predpoklad

metapravidlo (d): 2,3 Q.E.D.
dokaze se obdobné jako 4. Q.E.D.

Necht 7,4 |- C a T, B |- C, dokdzeme T, A v B |- C.

Diikaz:

T,A-C
T-A>C
Tl--C>—-4
T,-C|-—4
T,-C|-—-B
T,-C|-—-4,-B
—A4, B |-—(4 v B)
T,-C|-—(AvVvB)
. T—-C>—=(A4vB)
0. T-4A4vB>C

. TJAvB|-C

— =00 N LW

predpoklad

véta o dedukei: 1

metapravidlo (d): 2, pravidlo TR
véta o dedukei: 3

odvodi se obdobn¢ jako 4.
metapravidlo (f): 4,5

pravidlo ekviv. teorému de Morgana
metapravidlo (d): 6,7

véta o dedukei: 8

metapravidlo (d): 9. pravidlo TR
véta o dedukei: 10 Q.E.D.

Ad (i): Necht T,4|-B aT,—A4 |- B, dokdzeme T |- B.

Diikaz:

T,A|-B
T,—A|-B
T,Av—-A|-B
T|-B

b

predpoklad
predpoklad
metapravidlo (h): 1,2
metapravidlo (a): 3

Véta 2.4.3 (pomocnda véta pro ditkaz nasledujici Postovy véty):
Necht formule 4 je sestavena z vyrokovych symboli p, p,,...,p,. V souladu s definici 2.1.2
ozna¢me pismenem v pravdivostni ohodnoceni (valuaci) téchto proménnych a zapisem
w(A) pravdivostni ohodnoceni formule 4, jez je timto ohodnocenim indukovano. Potom

plati:

P’ Dy D,V = A

65

/*/

kde zapis A" zna&i bud’ formuli —4 (je-1i w(4) = 0 pii ohodnoceni v), nebo formuli 4 (je-li

w(A4) = 1 pti ohodnoceni v).

Ditkaz: Dukaz provedeme matematickou indukci podle stupné syntaktické slozitosti
formule 4. Ve formélnim systému zadaném v definici 2.4.1 mize mit formule 4 pravé

jeden z nasledujicich tfech tvart:

1. A=p elementarni formule
2. A=-B slozena formule ve tvaru negace
3. A=B>oC sloZzena formule ve tvaru implikace
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Badze indukce. Vztah /+/ ma v ptipadé elementarni formule tvar p” |- p" a je tedy evidentné
platny.

Indukcni krok. Dokazeme, ze z predpokladu platnosti vztahu /#/ pro komponenty B, C
slozené formule vyplyva platnost vztahu /*/ také pro sloZzené formule —B a B o> C.

a)

b)

SlozZena formule ma tvar —B. Podle induk¢niho pfedpokladu plati

P PyYsp,” |- B'. Mame dokazat p ¥, p,V,...,p, " |- (—=B)".
K tomu, abychom to dokazali, sta¢i dokazat B” |- (—B)". Jsou dvé moznosti: bud’ w(B)
=0 a pak —B |- —B a nebo w(B) = 1 a pak B |- ——B. Vztah B" |- (—B)" je dokazany.

Slozené formule ma tvar B o C. Podle indukéniho pfedpokladu plati
P Dysp,Y =B apy, p,r,..p =B |- C".

Mame nyni dokazat, ze p,", p,",...p," |- (B > C)".
K tomu, abychom to dokézali, sta¢i dokazat B', C' |- (B o C)". Ctyfem rliznym
ohodnocenim formuli B, C odpovidaji nasledujici Ctyfi pravidla, jejichz platnost tieba
ovérit:

a) —|B, -C |— BoC

b) —-B,C|-B>oC

C) B, -C ’— _l(B ) C)

d B,C-BoC

Diikaz a),b): 1. —B predpoklad
2 —-B>(B>0C) teorém (viz ptiklad 2.4.2)
3 BoC MP: 1,2 Q.E.D.
Duikaz c): 1 B predpoklad
2 —-C predpoklad
3. ((Bo(O)>o2CO)o(=Co>=(B20) ax.schéma A3
4, Bo>(Bo(C)o0) teorém /ekvivalent MP/
5 Bo>C)oC MP: 1,4
6 —Co>—=(B>20) MP: 5,3
7 —(B>C) MP: 2,6 Q.E.D.
Diikaz d): 1 C predpoklad
2 Co(B20 ax. schéma A1
3 BoC MP: 1,2 Q.E.D.

Véta 2.4.4 (Postova): Uplnost a korektnost logického kalkulu vyrokové logiky

Kazda dokazatelna formule je tautologii a kazd4 tautologie je dokazatelna, t;.

|- A pravé tehdy, kdyz |= A.

Obecné;ji plati:

A1’ AZ""An |- B pravé tehdy, kdyz Av AZ,_,,A” |=B.
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Duikaz:

l.

Necht' |- 4, dokazeme |= A. (Korektnost)

Formule A4 je bud’ axiom a nebo je dokazatelnd z axiomii pomoci opakovaného
pouzivani odvozovaciho pravidla MP. Je-li axiomem, pak je tautologii — o tom se
pfesvédéime pro vSechna tfi axiomova schémata metodou pravdivostnich funkci
(metodou 0-1). Pouziti pravidla MP zachovava tautologicnost: jsou-li formule B,
B o C tautologiemi, pak také formule C musi byt tautologii, nebot’ kdyby pro n¢jaké
pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symbolt bylo w(B) = 1 a pfi tom w(C)=0, pak by
pro toto ohodnoceni bylo w(B > C) = 0 a formule B > C by nebyla tautologii, coZ je
spor. Protoze vSechny teorémy lze odvodit z axidéml pomoci opakovaného uziti
pravidla MP, jsou vSechny teorémy tautologiemi.

Necht' |= 4, dokazeme |- A. (Uplnost)

Protoze formule A4 je tautologii, je 4Y = 4 pro vSechna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symbolu v. Je tedy

p1v7 pzva"'ﬂpnv |_ A
pro vSechna ohodnoceni v. Plati tedy specidln¢ také
plv’ pzva"'ﬁl)nv |_ A7
2D Pyl | A
Odtud podle véty o neutrdlni formuli dostadvame
p1v7 pzva"'ﬂpnv |_ A
pro vSechna ohodnoceni v. Specialné opét plati
pza seey pnv |_ A7
=D,y D, -4

a pocet predpokladil lze opét snizit o jeden. Timto zpilisobem lze pokraCovat az
nakonec po n krocich nalezneme |- 4. Tautologie 4 je tedy dokazatelnou formuli.

Cviceni ke kapitole 2.4.

Dokazte zbylé teorémy z ptikladu 2.4.2., tj. teorémy ad 7 a 8.

Dokazte metapravidla a) — g) z Veéty 2.4.2 (o metapravidlech).
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3. Predikatova logika 1. radu

3.1. Sémanticky vyklad predikatové logiky

Uvodni pozndmky:

1. Pouze jen mala Cast usudkii mize byt formalizovana a dokézéna v rdmci vyrokové
logiky. Pokusme se napt. ovéfit typ (zjevné spravného) usudku charakterizovany
nasledujicim piikladem:

Kazdy ¢lovek je omylny.
Jan je Clovek.

Jan je omylny.

Oznacdime-li uvedené tii véty symboly p, ¢, r, pak pokus o formalizaci v ramci
vyrokové logiky je dan nasledujicim asudkem: p, ¢ / r, coz odpovida formuli:

pnrqg)Dr.
Tato formalizace je vSak ziejmé nedostacujici, a to z téchto divodu:

e Uvedené tfi vyroky jsou z hlediska VL elementarni a navzéjem nezavislé, avsak ve
skutecnosti maji vnitini komponenty, jsou strukturované, a existuje mezi nimi
prostfednictvim téchto komponent vazba. Termin "Cloveék" se vyskytuje ve
vyrocich p 1 g, termin "omylny" ve vyrocich p 1 r, a termin "Jan" ve vyrocich g i r.

e Formule (p A g) D r neni tautologii, tedy dle VL usudek p, ¢ / » neni platny, i kdyz
usudek demonstrovany ptikladem evidentné platny je.

V predikatové logice, kterd je zobecnénim vyrokové logiky, je uvedeny tusudek

formalizovan takto:

v [P() > 001, PG) = ¢()

kde,

e x je pfedmétova (individuovd) proménnd probihajici uréitou pfedmétnou oblast —
universum diskursu,

e j je individuova konstanta z dané predmétné oblasti (v uvedeném priklade
konkrétni ¢lovek Jan),

e P, QO jsou urcité vlastnosti predmét z universa diskursu (v uvedeném ptikladée je
interpretujeme jako vlastnosti myslicich bytosti "byt ¢lovékem" a "byt omylny"),
P(x), O(x) resp. P(j), O(j) znaci, Ze x resp. ] ma vlastnost P resp. O .

e 7zapis Vx [ ] znaCi, ze pro vSechna individua z pfedmétné oblasti plati to, co je
uvedeno v hranatych zavorkach.

Tedy uvedenou formalizaci mizeme ¢ist takto:
Pro vSechna individua x takova, ze ma-li x vlastnost P, pak ma také vlastnost Q.
Individuum j ma vlastnost P. Tedy j ma také vlastnost Q.

2. Predikatova logika 1.fadu. V dalsim se budeme zabyvat pouze tzv. predikdtovou
logikou 1. iddu (PL"), ktera formalizuje Gsudky o vlastnostech predmét a vztazich
mezi predméty pevné dané predmétné oblasti (univerza). Nebudeme se zabyvat
formalizaci usudka, které navic vypovidaji 1 o vlastnostech vlastnosti a vztahti a o
vztazich mezi vlastnostmi a vztahy. Tim se zabyvaji predikdtové logiky druhého a
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vy§Sich Fadi. Predikatova logika 1. fadu je zobecnénim vyrokové logiky, kterou
muzeme povazovat za logiku nultého tadu. Predikatova logika 1. fadu je postacujici
pro formalizaci mnohych matematickych i jinych teorii.

Jako obvykle, definujeme nejprve jazyk predikatové logiky 1. fadu. Tento jazyk bude

obsahovat jazyk vyrokové logiky, avSak navic potfebujeme oznacovat individua z dané¢ho
universa diskursu, k tomu nam slouzi tzv. termy (konstanty, proménné a funkcni termy) a
dale vlastnosti individui a vztahy mezi individui, k tomu nam slouzi tzv. predikatové
symboly jako P, O, atd. Abychom pak mohli mluvit o v§ech individuich nebo o nékterych
individuich, zavedeme také tzv. kvantifikatory, a to vSeobecny V (pro vSechna) a
existen¢ni 3 (pro nckterd).

Definice 3.1.1 (jazyk predikdtové logiky):

L.

II.

Abeceda predikatové logiky je tvoiena nasledujicimi skupinami symboli:
a) Logické symboly

1)  predmétové (individuové) proménné: x, y, z,... (pfip. s indexy)

i1)  symboly pro spojky: —, A, v, D, =

iii) symboly pro kvantifikatory V, 3

iv) pfipadné binarni predikatovy symbol = (predikatova logika s rovnosti)
b) Specialni symboly (urcuji specifiku jazyka)

1)  predikatové symboly: P, O, R, ... (pfip. s indexy)

i1)  funk¢ni symboly: 1, g, h, ... (ptip. s indexy)

Ke kazdému funkénimu a predikatovému symbolu je pfifazeno
nezaporné¢ ¢islo n (n > 0), tzv. arita, udavajici pocet individuovych
proménnych, které jsou argumenty funkéniho symbolu nebo predikétu.

¢) Pomocné symboly (zavorky): (,) (pfipadnéil[,],{,})

Gramatika, ktera udava, jak tvofit:
a) termy:
1)  kazdy symbol proménné je atomicky term
il) jsou-li¢,,...,t,(n 2 0) termy a je-li f n-arni funk&ni symbol, pak vyraz
At,....t,) je term; pro n = 0 se jednd o nularni funkéni symbol, neboli
individuovou konstantu (znacime a, b, c, ...); pro n > 0 se jedna o sloZeny
term.
ii1) jen vyrazy dle i. a ii. jsou termy
b) atomické formule:
1)  je-li P n-arni predikatovy symbol a jsou-li ¢,,...,¢, termy, pak vyraz P(t,,...,t,)
je atomicka formule
i1)  jsou-li #; a ¢, termy, pak vyraz (¢; = t2) je atomickad formule
c) (sloené) formule:
1)  kazda atomicka formule je formule
i1) je-li vyraz 4 formule, pak —4 je formule
i11) jsou-li vyrazy 4 a B formule, pak vyrazy (4 v B), (4 A B), (4 © B),
(4 = B) jsou formule
iv) je-li x proménné a 4 formule, pak vyrazy Vx 4 a Ix A jsou formule
v) jen vyrazy dle i. —iv. jsou formule
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Poznamky 3.1.1

1. Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vyse, je jazyk logiky 1. fadu, pro niz je
charakteristické to, ze jediny pripustny typ proménnych jsou individuové promenné.
Pouze individuové proménné lze vazat kvantifikatory. (V logice 2. fadu jsou
povoleny i predikatové proménné.)

2. Definice jazyka umoziiuje formulaci speciadlniho jazyka (urcité teorie) konkrétni
volbou prvki (predikatovych a funkénich konstant) dle bodu I)b. definice. Pro takovy
konkrétni jazyk budou platit obecné principy logické a mimo to — v zavislosti na
specifickych vlastnostech (interpretacich) téchto prvkii — i1 principy mimologické,
které zada tvlirce tohoto specialniho jazyka pomoci specidlnich axidémi (dané teorie).
Je-li arita funk¢éniho symbolu n = 0, pak se jedna o individuovou konstantu (znac¢ime
a, b, ...), ktera vsak neni pravou (logickou) konstantou, nebot’ podléha (jako kazdy
funkéni symbol) interpretaci (viz Definici 3.3.1)

3. Zépis formuli mizeme zjednodusit na zaklad¢ nésledujicich konvenci o vynechavani

zavorek:
. Elementéarni formule a formuli nejvyssiho fadu netieba zavorkovat (vnéjsi zavorky
vynechdvame).

. Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nésledujici prioritni stupnici funktorti:
(¥, 3), =, A, v, D, =. Kazdy funktor vlevo od vybrané¢ho funktoru vaze silnéji nez
vybrany funktor.

. V piipadé, ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zévorky ani prioritni
stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava.

. Specialn¢ vzhledem k asociativit¢ konjunkce a disjunkce, netfeba pii zapisu
viceclennych konjunkci a disjunkei uzivat zddné zavorky.

. Vedle zavorek (,) 1ze uzivat i zavorky [,],{,}.

Piiklad: Jazyk elementarni aritmetiky je pfipadem jazyka predikatové logiky 1. tadu
s rovnosti. Ma tyto (specialni) funkéni symboly:
nularni symbol: 0 (konstanta nula)
unarni symbol: s (funkce naslednik)
binarni symboly: + a x (s¢itdni a ndsobeni)

Ptikladem termt jsou (pouZzivame infixni notaci pro + a x):

0, s(x), s(s(x)), (x +y) x s5(s(0)), atd.
Formulemi jsou napt. vyrazy:

s(0)=0xx)+s(0),Ix(y=xx2), Vx[(x=y) DIy (x=s5())]

Definice 3.1.2 (volné a vazané proménné)

Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti né¢jaké podformule Vx
B(x) nebo Ix B(x) formule 4.

Proménna x je vazana ve formuli A, mé-li v A vazany vyskyt. Vyskyt proménné x ve
formuli 4, ktery neni vazany, nazyvame volny.

Promeénna x je volna ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazda proménnd ma bud’ vSechny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty
vazané, se nazyva formuli s cistymi promeénnymi.

Formule se nazyva uzavienou, neobsahuje-li Zadnou volnou proménnou. Formule,
ktera obsahuje aspon jednu volnou proménnou se nazyva otevienou.
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X1, X2, ..., Xn JSOU VS volné énné u . uzavienou uli
Necht’ sou vSechny volné proménné formule 4. Potom uzavienou formul
YA =4t VxIsz...Van resp. 14 =de|xlEIx2...EIan,
nazyvame obecnym resp. existencnim uzaverem formule A.

Symbolem A(x/f) oznaujeme formuli, kterd vznikne z formule A korektni substituci termu
t za proménnou x. Ma-li byt substituce korektni musi splilovat nasledujici dvé pravidla:

e Substituovat lze pouze za volné vyskyty proménné x ve formuli 4 a pfi substituci
nahrazujeme vsechny volné vyskyty proménné x ve formuli 4.

e Zadna individuova proménna vystupujici v termu ¢ se po provedeni substituce x/
nesmi stat ve formuli 4 vazanou (v takovém pfipad€ je term ¢ za proménnou x ve
formuli A nesubstituovatelny).

Symbolem A(xl, XypeusX [ L1y byprist ) oznacujeme formuli, ktera vznikne z formule 4
n 1’ 72 n

korektnimi substitucemi xi/ t. pro i=1,2,..n.

VSechny formule tvaru 4(x , XypeeesX, [ 1) tz,...,tn) nazyvame instancemi formule A.

Piiklad: Necht formuli A(x) je: P(x) o Vy QO(x, y) a term ¢ necht’ je f(y). Provedeme-li
substituci A(x/f(y)), dostaneme: P(f(y)) > Vy O(f(y), v). Vidime, ze druhy (zvyraznény)
vyskyt proménné y neni volny (pfitom pivodné zde byla volna proménnd x, takze jsme
zménili ’smysl vyrazu™). Tedy term f{(y) neni substituovatelny za x v dané formuli 4.

Prevod z pfirozeného jazyka do symbolického jazyka PL'.

Jde o analyzu vyrazd piirozeného jazyka v ramci PL'. Volba predikatovych (a funkénich)
konstant je libovolna potud, Ze nesmi dojit ke ’kolizi vlastnosti, funkei ¢i vztahi”. Vyrazy
jako ’vSichni”, “kazdy”, “nikdo”, apod. piekladame vSeobecnym kvantifikdtorem V,

2 2.

vyrazy jako “n€kdo”, “nékteti”, apod. prekladame existencnim kvantifikdtorem 3. Dale
budeme piedpokladat, ze jde o jazyk nad homogennim universem, proto v nasledujicich
ptikladech povazujeme za universum diskursu (obor proménnosti proménnych) mnoZinu
vSech individui.
Piiklad 3.1.1: Analyzujte v jazyce PL' nasledujici vyroky:

1) Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).

2) Ne kazdy talentovany (7) spisovatel (Sp) je slavny (S7).

3) Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

4) Vsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

5) Ne kazdy ¢lovek (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).

6) Né&kdo je spokojen (Sn) a n€kdo neni spokojen.

7) Nekteti chytii lidé (Ch) jsou lini (L).
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ReSeni:

Pozn.: Jako pomiticka k feSeni mize slouzit tato zasada: Po vSeobecném kvantifikatoru V
nasleduje (vétSinou) formule ve tvaru implikace (o), kdezto po existencnim kvantifikatoru
(vétsinou) formule ve tvaru konjunkce (A). Vysvétleni podame nize.

1) Vx[—=P(x) D -S(x)]

2) =Vx {[T(x) A Sp(x)] o Sl(x)}
3) Vx[Vx)>Z(x)]

4) Vx [Z(x) D V(x)]

5) =Vx {[C(x) A M(x)] D =R(x)}
6) dx Sn(x) A Ix —=Sn(x)

7) 3x [Ch(x) A L(x)]

Sémantika PL" - interpretace formuli.

Sémantika, neboli vyznam formuli predikatové logiky 1. fadu, je dana jejich interpretaci.
Nez tento pojem piesné definujeme, uvedeme nékolik neformalnich motivaci a vysvétleni.
Polozime-li si otizku, zda dana formule PL' je pravdiva ¢&i ne, pak takova otazka je v
podstaté nesmyslnd, pokud nevime, co formule znamen4, tedy jak je interpretovana, nebot’
formule je pouze posloupnost symbolii. Tak napt. formule

Vx P(f(x), x)

muze “tikat”, Zze pro vSechna pfirozena Cisla x plati, Ze jejich druha mocnina je vétsi nez
toto Cislo x, nebo ze pro vSechny lidi plati, ze jejich otec je starSi nez doty¢ny ¢lovek, pak
je samoziejm¢ v takovych interpretacich pravdivd. Mize ale také znamenat, ze pro
vSechna pfirozena ¢isla x plati, Ze jejich druhd mocnina je mensi nez toto ¢islo x, nebo ze
pro vsechny lidi plati, Ze jejich otec je mladsi nez doty¢ny clovek, pak je samoziejmé (v
takové interpretaci) nepravdiva.

Podobné napt. formule, kterymi jsme analyzovali véty 1. - 7. pfirozeného jazyka v
uvodnim piikladu 3.1.1, mohou byt interpretovany tak, aby zachycovaly vyznam téchto vét
("zamysSlend” interpretace), ale mohou byt interpretovany uplné jinak. Napi. formule, ktera
je analyzou véty Nekteri chytri lidé jsou lini, tedy

Ix [Ch(x) A L(x)],

muze byt interpretovdna jako zachycujici vyznam véty Neéekterd licha cisla jsou délitelna
dvema, a pak je evidentné (v této interpretaci) nepravdiva.

V ¢em tedy spociva interpretace formule? Nejprve musime stanovit, ”o ¢em mluvime”,
tedy jaka je predmétna oblast — obor proménnosti (individuovych) proménnych, tj. zvolime
jistou neprazdnou mnozinu — universum diskursu, jejiz prvky jsou individua. Jelikoz
predikatové symboly maji vyjadfovat vztahy mezi témito predméty, tj. prvky universa,
pritadime kazdému n-arnimu predikdtovému symbolu jistou n-arni relaci (tj. podmnozinu
Kartézského soucinu) nad universem. Specielné, jedna-li se o unarni predikatovy symbol
(n = 1), pak pfitadime podmnoZinu universa. Podobné funkcni symboly budou vyjadiovat
n-arni funkce nad universem. Teprve poté, co je dand formule interpretovana, mizeme
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vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci. Je zde vsak jesté jeden
problém, a to jsou proménné. Proménnym jazyka PL' piitazujeme valuaci individua, t.
prvky universa. (Proménnym jazyka PL* mohou byt piifazeny také vlastnosti &i funkce.)
Jak uvidime déale z definice sémantiky kvantifikatori, pravdivostni hodnota formule
nezavisi na hodnoté vazanych proménnych (pouze volné proménné jsou “skute¢né”
proménné). Obsahuje-li v§ak formule néjaké volné proménné, miZzeme vyhodnotit jeji
pravdivost v dané interpretaci pouze v zdvislosti na ohodnoceni (valuaci) volnych
proménnych. Pii nékteré valuaci mize byt formule v dané interpretaci pravdiva, pii jiné
nepravdiva. Tak napt. formule

Vx P(f(x), y)

muze byt interpretovana nad mnozinou celych ¢isel tak, ze symbolu P je piifazena relace
vétsi nebo rovno (=), symbolu f funkce druha mocnina (tedy f{x) pak znamena x°). Pak
formule k4", Ze pro kazdé celé &islo x plati, ze x* je v&tsi neZ nebo rovno jistému Eislu y.
Tedy pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni (valuaci) proménné y.
Prifadime-li napi. valuaci proménné y cCislo 5, je formule nepravdiva, pfifadime-li tfeba
¢islo -3 nebo 0, je formule pravdiva. Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci)
pro kazdou valuaci proménné y, ktera ptifadi proménné y zdporné c¢islo nebo nulu,
nepravdiva pro vSechny valuace, které¢ pfifadi proménné y ¢islo kladné.

Cviceni ke kapitole 3.1.

Pieved’te nasledujici véty 7 prirozeného jazyka do jazyka PL1. Poté je znegujte a opét
formalizujte. Proved’te kontrolu spravnosti pomoci de Morganovych zakonii.

1) Nékteti studenti nemaji hudebni nadani

2) Nekteti studenti nejsou ani nadani ani pilni
3) Kazdé cislo délitelné 8 je délitelné 4

4) Kdo seje vitr, ten sklizi boufi

5) Psi, kteti stékaji, nekouSou

6) Zadny tyran neni spravedlivy

7) Kazdy ¢lovek ma otce 1 matku

8) Kazdy, kdo mé otce, ma i matku

9) Kazdy ¢lovek je mladsi nez jeho rodice

10) Zadny dobry ugitel nikoho zbytedn& nepotrestal
11) Nékdo ma rad kazdého

12) Neni vSechno zlato, co se tipyti

13) Nutnou podminkou toho, aby rovnice y = 2653 / x méla feSeni y, je nenulové x.
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Navod:

e Vyrazy jako ,,vSichni, ,,zadny*, ,,nikdo®, apod. formalizujeme pomoci vS§eobecného
kvantifikatoru: V

e Vyrazy jako ,,nékdo®, ,,néco®, , nékteti, ,,existuje, apod. formalizujeme pomoci
existencniho kvantifikatoru: 3

e Casto je uzitetné vétu nejprve preformulovat tak, aby méla stejné pravdivostni
podminky, tedy aby byla ekvivalentni s ptivodni vétou, ale jeji formalizace pak bude
snazsi. PouZijeme ptitom de Morganovy zdakony (podrobné viz kapitola 3.3):

—Vx A(x) < Ix —4(x)
Neni pravda, Ze vSechna x jsou 4 < Existuje x, které neni 4

—3dx A(x) < Vx —4(x)
Neni pravda, Ze existuje x, které je 4 <> Zadné x neni 4

e Pozor: v cestiné mame ponékud ,,nelogicky* dvoji zapor.
— Tedy napf. vétu
,Zadny ¢lovék neni dokonaly*
formalizujeme takto:
Vx [C(x) D =D(x)].
Pouzili jsme tedy pouze jednu negaci.
— Kdybychom ptedchozi formuli Cetli s jednim zaporem
,» V8ichni lidé nejsou dokonali®,
dostavame jinou, neekvivalentni vétu s timto vyznamem:
,»INe v8ichni lidé jsou dokonali®,
jejiz formalizaci bude formule
—Vx [C(x) © D(x)] < 3Ix [C(x) A =D(x)],
kterou lze interpretovat jako
,»Nektefi lidé nejsou dokonali®.

e  Pomocné pravidlo: ¥ +>, 3+ A (vetSinou), cozZ je snadno odiivodnitelné prave
pouzitim de Morganovych zakond.

» —Vx [P(x) 2 Q(x)] < Ix [P(x) A —Q(x)]
Neni pravda, Ze vSechna P jsou Q <> Néktera P nejsou Q

» —dx [P(x) A Q(x)] < Vx [P(x) D —Q(x)]
Neni pravda, ze néktera P jsou Q <> Zadné P neni Q

e Vzpomenme si pfitom na pravidla vyrokové logiky:
e Po9)=(wvy
e oo (rveeSpPar—g)
Tedy:
» —Vx [P(x) 2 Q(x)] © Jx —[P(x) o Q(x)] < Ix [P(x) A =Q(x)]
» —3x [P(x) A Q(x)] & Vx [-P(x) v =Q(x)] < Vx [P(x) D =Q(x)]
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Priklady:

a)

Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytah (V): Vx [V(x) D Z(x)]

Pokud nékdo pouziva vytah, pak je to zaméstnanec: Vx [V(x) D Z(x)]

Neni pravda, Ze nékdo pouziva vytah a neni to zaméstnanec:
—3x [V(x) A =Z(x)] & Vx [-V(x) v Z(x)] & Vx [V(x) D Z(x)]

b)
VSichni zaméstnanci pouzivaji vytah: Vx [Z(x) D V(x)]

Neni pravda, Ze néktery zaméstnanec vytah nepouziva:
—3x [Z(x) A =V(x)] & Vx [-Z(x) v V(x)] & Vx [Z(x) D V(x)]

¢)
Marie (m) ma rada (R) pouze vitéze (V): Vx [R(m, x) D V(x)]
Pokud ma Marie nékoho rada, pak je to vitéz: Vx [R(m, x) D V(x)]

Neexistuje n€kdo, koho by méla Marie rada a nebyl to vitéz:
—3x [R(m, x) A =V (x)] & Vx [-R(m, x) v V(x)] & Vx [R(m, x) D V(x)]

Pozn.: ,mit rad* je binarni vztah, ne vlastnost

d)

Nutnou podminkou toho, aby rovnice y = 2653/x méla feSeni y, je nenulové x.
Vx [y (v = Podil (2653, x)) D —(x=0)]

Je-li x = 0, pak neexistuje y takové, ze y = 2653/x.

Vx [(x=0) o =3y (y = Podil (2653, x))] &
Vx [—(x=0) v =3y (y = Podil (2653, x))] <
Vx [—3y (y = Podil (2653, x)) v =(x=0)] <

Vx [y (v = Podil (2653, x)) D —(x=0)]
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3.2. Zakladni pojmy teorie mnozin, relaci a funkci.

Diive, nez definujeme piesné interpretaci (sémantiku €ili vyznam) formuli predikatové
logiky 1. fadu, uvedeme na tomto misté podkapitolu, ve které zopakujeme zakladni pojmy
tzv. naivni (Cantorovy) teorie mnozin, funkci a relaci. Dlivod je ten, Ze ne vSichni ¢tenafi
jsou s timto obeznameni a pfitom je znalost téchto teorii nesmirné dllezitd pravé pro
pochopeni zptlisobu, jakym provadime interpretaci formuli predikatové logiky 1. fadu, tedy
jak jim rozumét.

3.2.1. Teorie mnozin

Nejprve si polozime otazku: Co je to mnoZina?

e Mnozina je soubor prvkl a je svymi prvky plné urCena; mnozinu s prvky a, b, ¢
znacime: {a, b, c¢}. To, ze napt. a je prvkem mnoziny {a, b, c}, zna¢ime a € {a, b, c}.

e Prvkem mnoziny mize byt opét mnozina a mnozina nemusi mit Zadné prvky. Mnozina,
ktera neméa zadné prvky, se nazyva prazdna mnozina, zna¢ime @ nebo také { }.

e Mnoziny jsou identické, pravé kdyz maji ptesné stejné prvky (princip extenzionality)

Priklady:
1. mnozZiny: @, {a, b}, {b, a}, {a, b, a}, {{a, b}}, {a, {b, a}}, { O, {D}, {{O}}}

2. bytprvkem:a € {a, b}, a ¢ {{a b}}, {a, b} € {{a b}}, D € {0, {9}, ({9} }},
0 € {0,195, 119;} € {9, {9}, {{19}})

3. x ¢ @ pro zadné x.
4. identita mnozin: {a, b} = {b, a} = {a, b, a}, ale: {a, b} # {{a, b}} # {a, {b, a}}

MnoZinové operace vytvateji z mnozin nové mnoziny:

e Sjednoceni: A U B={x|x € A nebo x € B}
¢teme: ,,Mnozina vSech x takovych, Ze x je prvkem A nebo x je prvkem B.*
- {a, b cyuia d=1{a b, c d}
— {sudé cisla} U {licha ¢isla} = {pfirozena ¢isla} — zna¢ime vétSinou N
Operaci sjednoceni lze zobecnit takto: Necht 7 je n¢jaka (spoCetnd) mnozina. Pak
U., 4 = {x| x € 4; pro néjaké i € I}
Cteme: Sjednoceni mnozin 4; je mnozina viech x takovych, Ze x patii do 4; pro n&jaké
iel.
Priklad: Necht I=N, A4; = {x | x=2.i}. Pak U, 4 = mnozina sudych cisel

o Priunik: AnNB={x|xeAax e B}
¢teme: ,,Mnozina vSech x takovych, ze x je prvkem 4 a soucasné x je prvkem B.*
- {a, b, c} n{a d} ={a}
— {suda cisla} n {licha cisla} = O
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Operaci priniku lze zobecnit takto: Necht’ / je n¢jaka (spocetnd) mnozina. Pak

N, 4 = {x|x € A, pro kazdé i € I}

Cteme: Priinik mnoZin 4; je mnoZina viech x takovych, Ze x patii do 4; pro kazdé i e I.
Priklad: Necht I=N, A; = {x | x>i}.Pak (_ 4 =0

Vztahy mezi mnozinami:

Mnozina 4 je podmnoZinou mnoziny B, zna¢ime 4 — B, pravé kdyz kazdy prvek 4 je
také prvkem B.

Mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B, zna¢ime A — B, pravé kdyz kazdy
prvek 4 je také prvkem B, ale ne naopak.

Priklad: {a} c {a} < {a, b} & {{a, b}}

Tvrzeni: AcB,pravéekdyzAcBaAd+#B

Ac B,pravékdyzA U B=BneboANB=4

Dalsi mnoZinové operace:

Rozdil: A\B={x|xe Aax ¢ B}
Priklady: {a, b, ¢} \ {a, b} = {c};
{a, b, c,d} \ {a, b, e} = {c, d}

Doplnék (komplement):
Necht' 4 € M. Doplnék A vzhledem k M je mnozina A= M\A
Priklad: MnozZina {c} je doplitkem mnoziny {a, b} vzhledem k {a, b, c}.

Kartézsky soucin: A x B = {{a,b) | acA, beB}, kde {a,b) je uspoiddanda dvojice, t.
mnozina dvou prvki, ve které zdleZi na poradi.
Priklady:  {(a,b) ={c,d)ypravé kdyza =c, b =d

(a,b) # {b,a), ackoliv {a,b} = {b,a}

Opét mizeme ucinit zobecnéni: Kartézsky soufin mnozin 4; x ... X 4, je mnoZina
usporadanych n-tic: {{a,az, ..., a,) | a1€A1, ax€A>, ..., a,€Ay,}.

Jedna-li se o Kartézsky soucin jedné a téZze mnoZiny, tj. 4 X ... X A, pak uzivame také
znaCeni A".

Potenéni mnofina: 2* = {B | B < A}, tj. mnozina viech podmnoZin mnoZiny A.
Znacime je nékdy také P(A4).
Priklady: 2" = (@, {a}, {b}, {a,b}}

21424 = 4@, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {ac}, {bc}, {ab,c}}

2110 = 4@, (a,a)}, (b.ay}, {(a.a), (b.a)}}

Kolik prvkéi ma mnozina 27
Je-li |4| poéet prvka (kardinalita) mnozZiny 4, pak 2% ma 2 prvki (proto uzivame
takové znaceni pro potencni mnozinu).
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Nyni vylozime (zatim na intuitivni Grovni), jaka je souvislost mezi teorii mnoZzin a
predikatovou logikou 1. fadu. Zptesnéni pak provedeme poté, co v nasledujici kapitole
definujeme, co je to interpretace formuli PL' a vyloZime zpiisob vyhodnocovani jejich
pravdivosti.

V kapitole 3.1. jsme uvedli, Ze predikatové symboly jazyka slouzi k oznaceni
vlastnosti individui (nebo vztahl mezi individui) a proménné k oznaceni individui
v zé&vislosti na jejich valuaci. Vlastnosti individui zde povazujeme pravé za mnoziny.
Pozn.: V ptipadé jazyka matematiky je to uspokojivé, avSak v pfipad¢ ,,normalniho*
empirického jazyka je to jisté zjednoduSeni. Je vSak mimo ramec tohoto kurzu provést
zptesnéni.

Tak naptiklad vlastnost c¢isla byt prvocislem je prost¢ mnoZzina prvocisel, tj.
podmnozina mnoziny vSech pfirozenych ¢isel. Vlastnost individua ,,byt studentem™
muzeme povazovat prosté za mnozinu studenti, tj. podmnoZzinu vSech individui.

Necht’ tedy P je néjakd mnozina, a jisty prvek. Nejprve si ukdzeme, jak muzeme
vjazyce PL' zapsat skuteGnost, e prvek a € P. Symbol P miZeme povaZovat za
jednoargumentovy predikatovy symbol a skute¢nost, ze prvek a patii do mnoziny P,
zapiseme v jazyce PL' prosté takto: P(a). Tedy prvek a spliiuje podminku (&ili ma
vlastnost) P.

Sjednoceni mnozin 4 a B, které jsme v jazyce teorie mnozin definovali jako

AUB={x|x € Anebox e B}
definujeme v jazyce PL' takto:
A(x) v B(x).

Tato formule bude pravdivd pro vSechna ohodnoceni proménné x takova, kterda maji
vlastnost 4 nebo B, tedy patii do mnoziny 4 nebo do mnoziny B.
Podobné prinik

ANB={x|xeAax e B}
definujeme v PL' formuli
A(x) A B(x).
Rozdil
A\B={x|xedax ¢ B}
definujeme v PL' formuli

A(x) A =B(x).
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Piiklad 3.2.1: Definici mnozin v jazyce PL' nyni ilustrujeme nasledujicim obrazkem:

Cely obdélnik na obrazku
necht’ je n¢jaké universum
diskursu U.

Dale jsme znéazornili ti
podmnoziny universa,
P,Qas.

Vznikly ndm tedy dalsi
podmnoziny universa, a to
A,B,C,D,E, F,GaH.

Nyni definujeme tyto mnoZziny
jak v jazyce teorie mnozin, tak
v jazyce PL':

A)  mnozinove:P\(Q U S) = (P\Q) N (P\S)

v jazyce PL: P(x) A =(Q(x) v S(x)) < P(x) A =Q(x) A =S(x)
B)  mnozinové:(P N S)\ QO

vjazyce PL':  P(x) A S(x) A =O(x)
() mnozinové:S\(P L Q) = (S\P) N (S\Q)

vijazyce PL':  S(x) A =(P(x) v O(x)) & S(x) A =P(x) A =O(x)
D) mnozinové&: (PN Q)\S

vijazyce PL':  P(x) A O(x) A —S(x)
E)  mnozinové:(P N O NYS)

vijazyce PL':  P(x) A O(x) A S(x)
F)  mnozinové:(Q N S)\ P

vjazyce PL':  O(x) A S(x) A —P(x)
G) mnozinové:Q\(P U S) = (Q\P) N (Q\S)

v jazyce PL: O(x) A =(P(x) v S(x)) © O(x) A =P(x) A —S(x)
H) mnoZinove: U\(PUQuUS)=UPNUQNUS)

v jazyce PL: —(P(x) v O(x) v S(x)) & —P(x) A =0(x) A =S5(x)

Nyni si ukdzeme, jak vyjadiime v jazyce PL' vy3e uvedené vztahy mezi mnoZinami:
e Mnozina 4 je podmnozinou mnoziny B, zna¢ime 4 < B, prave kdyz kazdy prvek 4 je
také prvkem B. Tedy 4 < B zapiSeme v jazyce PL' takto: Vx [4(x) D B(x)]

e Mnozina A4 je vlastni podmnozinou mnoziny B, znatime 4 — B, pravé kdyz kazdy
prvek 4 je také prvkem B, ale ne naopak. V jazyce PL' zapiseme tento vztah takto:
Vx [A(x) D B(x)] A =Vx [B(x) D A(x)] & Vx [A(x) D B(x)] A Ix [B(x) A —A4(x)]

Pozn.: Rekli jsme, Ze mnozina je soubor (jakychkoli) prvki. V piipadé koneéného podtu
prvki mizeme zapsat danou mnozinu prosté¢ vyctem jejich prvkd, napt. {a, b, ¢, d}.
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V ptipadé nekonecného poctu prvki vSak nekonecny vycet takto zapsat nelze. Musime

zadat mnozinu néjakym pravidlem, jak ji vytvofit z jiz znamych prvki. Napt. nekone¢nou

mnozinu kladnych celych ¢isel zapiSeme takto: {x | x € N a x> 0}. Pfitom ptedpokladame,

ze vime, co je to mnozina ptirozenych ¢isel, ¢islo 0 a relace byt vétsi >. Tedy neni pravda,

ze kazdy (j. libovolnym zplisobem zadany) soubor prvki lze povazovat za mnoZinu.
Souvisi to se znamym Rusellovym paradoxem.

Sir Bertrand Arthur William Russell (1872 — 1970) byl
vyznamny britsky matematik, filosof, logik a spisovatel,
nositel Nobelovy ceny za literaturu za rok 1950. V
matematice je znam svym paradoxem Vv naivni teorii
mnozin.

Paradox se da zjednodusené vylozit takto:
Normalni je, Ze mnozina a jeji prvky jsou objekty riznych typt. Tedy ,,normalni mnozina“
neni prvkem sebe sama. Necht’ tedy 7 je mnoZzina v§ech normalnich mnozin:

n={M|Me M;}.

Nyni si vSak Russell polozil otazku: Je 7 € n?
Pokud zni odpovéd’ Ano, tj. n € n, pak dle zadani plati, Ze 7 je normalni, tj. n & 7.
Pokud zni odpovéd’ Ne, tj. 7 ¢ 7, pak 77 je normalni a patti do 7, tj. n € n.
Obé& odpovédi vedou ke sporu, jedna se o ,,Spatné zadani®, které nezadava takovy soubor
prvki, jenz bychom mohli povazovat za mnozinu.

Cviceni ke kapitole 3.2.1.

Dokazte vyse uvedena tvrzeni:
a) AcB,pravékdyzAcBaAd#B
b) AcB,pravekdyzA U B=BneboAdNB=4

Navod: Vyjadrete tyto vztahy v jazyce PL' a proved'te ditkaz pomoci ekvivalentnich tprav
s vyuzitim de Morganovych zakont a zdkont pro vyrokovou logiku.
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3.2.2. Zaklady teorie relaci a funkci

Opét zasadni otazka: Co je to relace? Studenti vétSinou odpovi, “no, néjaky vztah”. Takova
odpovéd’ ndm vsSak nepostaCuje, protoze pak nasleduje otdzka “a co je to vztah?”
Potfebujeme piesnou definici. Je pravda, Ze v predikatové logice 1. fadu pojmy relace a
vztah v podstaté ztotozitujeme, coz je opét jisté zjednoduseni ¢i neptesnost. OvSem vyklad
rozdilu mezi relaci a vztahem je nad ramec moznosti predikatové logiky (i vyssich radu).
Potiebovali bychom k tomu logiku intenzionalni, a to je jiz jina kapitola. Spokojime se
tedy s tim, Ze pojmy vztah a relace budeme ztotoznovat. Piesnéji, budeme mluvit pouze o
relacich.

Binarni relace R mezi mnozZinami A, B je podmnozina kartézského soucinu 4 x B:
RcAxB

Jak jsme jiz uvedli, kartézsky souc¢in 4 x B je mnozina vSech usporadanych dvojic {a, b),
kde aeA, beB.

Binarni relace S na mnoziné M je pak podmnozina Kartézského soucinu M x M:

ScMxM.
Priklady:
a) Binarni relace na mnoziné€ pfirozenych ¢isel N byt ostfe mensi (<) je mnoZzina dvojic:
{<O91>9<092>9<093>9'"5<]‘52>5<]‘53>5 <]‘54>9 M <253>5<254>5"'9<394>9'"5<557>5"'9<1 159]‘]‘9>9
en}

Tedy napt. dvojice (5,7) € <, dvojice (8,3) ¢ <.

Pfitom jsme pouZili zapis v jazyce teorie mnoZzin. Obvykle vSak piSeme 5<7, —(8<3).
Pouzivame tedy jazyk predikatové logiky v infixni notaci. Obecné¢ vSak muzeme zapsat
skute¢nost, ze napt. dvojice {a, b) patii do relace R prefixnim zplisobem, tedy R(a,b).

b) Binarni relace mezi mnozinami {a,b,c,d} a {1,2,3} muize byt napf. mnozZina téchto
dvojic: {(a,1),(c,2).{d.3)}.

¢) Binarni relace R (mit rdd) mezi mnozinami {Petr, Marie, Jan, Tom} a {Alik, Minka,
Milka} je napf. mnozina {(Marie, Minka), (Tom, Alik), (Jan, Alik)}. Tedy Marie ma
rada (kocicku) Minku, Tom a Jan maji radi (pejska) Alika, Petr nema rad nic z druhé
mnoziny a (¢okoladu) Milku nema rad nikdo z prvni mnoziny.

Definici miizeme snadno zobecnit na Kartézsky soucin » mnozin, dostaneme n-arni relaci
P’ mezi mnozinami 4,...,4,:
P'c A x.xA4,
n-arni relace R” na mnoZziné M:
R'cMx.xM
Je to mnoZina n-tic prvkli mnoZiny M.
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Priklad:

a) Ternarni relace na V:
{(0,0,0),(1,0,1)(1,1,0),...,  (2,0,2),  (2,1,1),(2,2,0), . (3,0,3), (3,1,2),
(3,2,1),(3,3,0),...,(115,110,5), ....}
Je to mnozina trojic ptirozenych Cisel takovych, ze 1. ¢islo je vétsi nez druhé a 3. Cislo
je rozdil 1. ¢islo minus 2. ¢islo.

b) Relace ,,adresa osoby*: {(Jan Novak, Praha 5, Bellusova 1831), (Marie Duzi, Praha 5,
BelluSova 1827),...,}

Funkce je také relace. Avsak ne kazda relace je funkce. Aby dana relace byla funkci, musi
byt ,,zprava jednoznacna®.
Ptesnéji: n-drni funkce F je (n+1)-arni relace mezi mnozinami A4y,...,4,, B, tedy

FcA x.xA4,xB

takova, ze plati
Yay ...a,Vb Ve [((Flay,...,amb) A (Fla,...,a,c)) D b=c]
kdea; € Ay,...,a, € A4,, b,c € B.

Tedy ke kazdé n-tici prvkl ay,...,a, existuje nanejvys jeden prvek b € B takovy, ze
(F(ai,...,anb). Rikame také, Ze takovato funkce je zobrazeni z A x...x A, do b. Znaime

F: A4, x..xA4,—> B.

Mnozinu A4, x...x A, nazyvame definicni obor (doména) funkce F, mnozinu B pak obor
hodnot (range). Misto F(ay,...,a,,b) piSeme F(ay,...,a,) = b.

VSimnéme si, ze nyni jsme definovali funkci, kterd kazdému prvku ze svého
definicniho oboru pfitfazuje nanejvys jeden prvek z oboru hodnot. MiiZe se tedy stat, ze
néjaky prvek dané domény nemd Zadny obraz v oboru hodnot funkce. Takovéto funkce
nazyvame parcialni.

Priklad:

Funkce Minus (odecitani) je na mnoziné€ prirozenych cisel parcialni. Toto zobrazeni
typu N x N — N nékterym dvojicim pfirozenych cisel nepfifadi zadné ptirozené ¢islo.
Budou to ty dvojice, ve kterych je prvni prvek mensi nez druhy, nebot’ jejich rozdil je Cislo
zaporng, tedy to neni Cislo ptirozené.

Funkce Minus je vSak totalni na mnozin¢ C celych Cisel. Zobrazeni Minus: C x C— C
piitadi kazdé dvojici {(m,n) obraz v C, totiz Cislo Minus((m,n)), zna¢ime m — n. Napf.
dvojici (3,5) ptitadi funkce ¢islo —2, nebot’ 3 — 5 = -2.

Funkce Déleni je na mnoziné C celych ¢&isel parcialni. Zobrazeni Déleni: C x C— C
nékterym dvojicim (m,n) nepfiradi zadné Cislo z C, nebot’ napt. 2:5 = 0,4 a Cislo 0,4 neni
celé Cislo, je to ¢islo racionalni.

Funkce Deéleni je vSak fotalni na mnozin€ R Cisel raciondlnich. Zobrazeni Déleni:
R x R — R pfitadi kazdé dvojici racionalnich Cisel (m,n) néjaké racionalni Cislo z R, totiz
podil m:n.

Jak uvidime v dalsi kapitole, predikatova logika pracuje pouze s totdlnimi funkcemi. Proto
definujeme:
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Funkce F: A; x..x A, = B je totalni, jestlize toto zobrazeni ptitadi kazdému
prvku z A, x...x A, pravé jeden prvek z B. Formalng,
Yay...a,Vb Ve {[(F(ai,...,anb) A (F(ai,...,a,c)) D b=c] A
Va...a,3b F(ay,...,a,b)}

Casto také potfebujeme rozlisit réizné typy (totalnich) funkci, tj. zobrazeni. Proto
definujeme:

— Zobrazeni f A — B je surjekce (neboli zobrazeni A na B), jestlize k libovolnému
prvku b € B existuje vzor a € A takovy, Ze fla) = b. Formalné:
Vb [B(b) o Ja (A(a) A fla)=b)]

—  Zobrazeni i A — B je injekce (neboli prosté zobrazeni A do B), jestlize pro vSechny
prvky a € A, b € B takové, ze a # b plati, Ze fla) # f(b). Formalné:
Vavb [(A(D) A A(a) A (a #b)) D (fla) #f(b))]

—  Zobrazeni fi A — B je bijekce (neboli prosté zobrazeni A na B), jestlize f je surjekce
a injekce.

Bijekce, neboli také vzdjemné jednoznacné zobrazeni je dilezity typ zobrazeni, nebot
pomoci bijekce 1ze jednak definovat izomorfismus mezi dvéma strukturami (jak ukdzeme
v Kap. 4) a navic stejnou kardinalitu dvou mnozin.

3.2.2.1. Spocetné a nespocetné mnoZiny

Kardinalita konecnych mnozin je pocet jejich prvka. Jak je to vSak v pripadé nekonecnych
mnozin? Zde nemizeme mluvit prosté o poctu prvka. Nejprve vSak definujeme, kdy je
mnoZina nekonec¢na:

Mnozina A je nekonecna, jestlize existuje bijekce na jeji vlastni podmnoZinu.

Tak napt. mnozina pfirozenych Cisel NV je nekonecnd, nebot existuje bijekce na jeji vlastni
podmnozinu § sudych &isel: f(n) = 2n. Jedna se o jeden z malych paradoxi teorie mnoZin,
nebot’ mnozina sudych ¢isel je vlastni podmnozinou mnoziny piirozenych ¢isel, § < V.

V ptipadé nekonecnych mnoZzin sice nemizeme hovoftit o po¢tu prvkl, mizeme vSak
porovnavat jejich kardinalitu (neboli mohutnost) pravé pomoci bijekce. Jisté, existuje-li
bijekce, neboli vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B (a obracené,
nebot’ ke kazdé bijekci existuje inverzni zobrazeni, které je také bijekce), pak fekneme, Ze
mnoziny A, B maji stejnou kardinalitu neboli mohutnost: Card(A) = Card (B).

Jelikoz zékladni a jistym zplsobem nejjednodussi nekonecnd mnoZina je mnoZina
ptirozenych cisel N, porovnavame kardinalitu nekone¢nych mnozin s touto mnozinou, a
definujeme:

Mnozina 4, pro kterou existuje bijekce 4 — N (tedy 4 ma stejnou kardinalitu
jako mnoZina N), se nazyva nekonecné spocetnd.
Pozn.: Kone¢né mnoziny se rovnéz povazuji za (trividln¢) spocetné.

Spocetna mnozina je tedy takova mnozina, jejiz prvky lze ocislovat, tj. sefadit do prosté
posloupnosti (ve které se prvky neopakuji). Specielné, kazda nekonend podmnozina
spocetné mnoziny je spocetnd. Ditkaz téchto dvou tvrzeni ponechdvame na Ctenafi.
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Priiklad.:

—  Mnozina § sudych prirozenych ¢isel je spocetna: Card(S) = Card(N).
Bijekce /* N na S je definovana predpisem f{n) = 2n. Inverzni bijekce f': S na N je
definovéna jako f'(n) = n/2.

—  Mnozina Z celych ¢isel je spocetna: Card(Z) = Card(N).

Mnozinu Z oc€islujeme napft. takto:

J0)=0, f{i1)=~1, f(2)= 1, fi3)==2, f(4)= 2, f(5)= -3, f(6) =3, ...
Tedy bijekce /1 Z — N je dana timto predpisem: f{n) = (—1")[(n+1)/2], kde [x] znaci
celou ¢ast (racionalniho) Cisla x.
— Kartézsky soucin N x N je rovnéZ spocetna mnozina. Jeji prvky ocislujeme napf.
takto:
1 2 3 4 5 6

(1,1)(2,1)(1,2) (3,1) (2,2)(1.3) ...
Totiz Kartézsky soulin, tj. mnozinu vSech moznych uspotfddanych dvojic
ptirozenych ¢isel, si mizeme znézornit dvourozmérnou tabulkou:

1,1y | 1,2y | (1,3) | (14
2,1) | 2,2) | 23) | 24
3,1) | 32 | 33 | 34
4,1 | 42 | 43 | 44

Prvky tabulky ¢islujeme ,,cik-cak*

— Obecné, jsou-li 4 a B spocetné mnoziny, pak 4 x B je rovnéZ spocetna mnozina.
Duikaz: jelikoz A, B jsou spocetné, mizeme jejich prvky setadit do posloupnosti
A= {al, anry ..., a,,}, b= {b], bz, ceey bn}
Nyni je snadné sestrojit bijekci f: 4 x B — N x N, a to takto:
Rabr) =(1,1), Raz,br) = (2,1), Rar,b2) =(1,2), Raz,br) = (3,1), ...
Obecné tedy Ka,,bpm) = (n,m).
Jelikoz je N x N, spocetnd, existuje bijekce g: N x NV — N. Slozeni gf obou bijekei je
pak bijekce 4 x B — N.

—  Mnozina racionalnich ¢isel Q je (ptekvapive) rovnéz spocetna: Card(Q) = Card(N).
Dukaz tohoto tvrzeni neni jiz tak trividlni jako v piedchozich piikladech. Nejprve
potfebujeme definovat, kdy je kardinalita jedné mnoziny mensi nebo rovna
kardinalité¢ druhé mnoziny.

Definice je jednoducha:

M¢éjme mnoZiny A4, B. Pak Card (4) < Card (B) pravé kdyz existuje injekce
(¢ili prosté zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B.

Dale budeme potiebovat Cantor-Bernsteinovu vétu, ktera tika, ze jestlize |4| < |B| a
|B| < |A|, pak |4] = |B|. Jinymi slovy, jestlize existuje injekce f: 4 — B a zaroven
injekce g: B — A, pak existuje bijekce h: A — B.
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Ackoliv se toto tvrzeni zd4 byt zcela ziejmé, jeho dikaz je pomérné slozity a
nebudeme jej zde prezentovat. Zajemci vSak mohou najit pomérné prehlednou verzi
diikazu zde: http://www.cut-the-knot.org/Whatls/Infinity/Bernstein.shtml.*

Nyni mizeme podat diikaz tvrzeni, ze Card(Q) = Card(N).

a) |IM<|0
b) Nyni chceme dokazat, ze |Q] < |V]. Ud¢€lame to opét v nekolika krocich:

, nebot’ kazdé ptirozené ¢islo je raciondlni, tedy existuje injekce N do Q.

— Predevsim, jelikoz mnozina celych Cisel Zje spocetnd, je spocetnd také
mnozina Z x N. Injekci Q do Z x N dostaneme tak, Ze kazdému racionalnimu
¢islu a/b priradime dvojici (a,b).

— Tedy |Q[<|ZxN|=IN 1. |0 <M
¢) Dle Cantor-Bernsteinovy véty je |Q| = |V]

Existuji vSak nespocetné mnoziny, které nelze bijektivné zobrazit na mnozinu ptirozenych
Cisel. VSeobecné pfijimand hypotéza je, ze nejmensi nespocetnd mnoZina je mnoZina
redlnych cisel. Da se ukézat, Ze jiz v intervalu (0,1) je redlnych Cisel ,,vice nez* je vSech
ptirozenych, ale ,,stejné mnoho* jako vSech redlnych cisel!

Cantoriy diagonalni ditkaz:
Jedna se o dikaz sporem. Pfedpokladejme tedy, ze existuje bijekce f z mnoziny N na
mnozinu vsech realnych Cisel v intervalu (0,1), tedy ze realnych ¢isel je v tomto intervalu

spoc¢etné mnoho. Kazdé z téchto Cisel je tvaru 0,ijizis..., kde ijizi3... je desetinny rozvoj
¢isla. Mzeme tedy tato Cisla usporadat do tabulky, ktera bude vypadat napt. takto:

n f(n)

1{0, 3 1 4159 /10
210, 373 7 37 37/99
310, 1 42 8 5 7 1/7
410,707 106 \2/2
510, 3333 33 13

Vezméme nyni cifry, které lezi v diagonale (v tabulce jsou zvyraznény tucéné) a ke kazdé
pricteme 1. Pokud je touto cifrou 9, nahradime ji nulou. Napt. v naSem ptipad¢ jsme z Cisla
0,37213... ziskali ¢islo 0,48324... Muze se toto ¢islo nachazet v tabulce? Nemuze. Jeho
prvni desetinnd cifra je riizna od prvni desetinné cifry cisla f(7), druha je razna od druhé
desetinné cifry &isla £{2), atd. Cili toto nové &islo se nemtize rovnat zadnému f{n) pro zadné
n, tedy v tabulce se nenachédzi. To je ovSem spor s ptredpokladem, Ze f je bijekce, tj.
zobrazeni na mnozinu vsech Cisel z intervalu {0,1).

* A. Bogomolny: 4 short "about” (from Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles). http://www.cut-
the-knot.org/wanted.shtml, Accessed 03 September 2015

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



86

Dtkaz, ktery jsme zde ilustrovali je aplikaci obecnéjSiho Cantorova diagondlniho
argumentu, pomoci kterého Cantor dokazal jednu z nejvyznamnéjSich vét Cantorovy
teorie mnozin. Abychom ji formulovali, musime definovat:

Kardinalita mnoZziny M je ostfe mensi neZ kardinalita mnoZiny N, Card (M) <
Card(N), pravé kdyz existuje injekce fz M do N a neexistuje bijekce M na N.

Cantority teorém: Mnozina vSech podmnozin P(M) mnoziny M ma kardinalitu ostfe vétsi
nez M, tj. Card (M) < Card P(M).

Diikaz:

Necht' f: M — P(M) je injekce a definujeme X={a € M | a ¢ f(a)}. Zteijm& X < M, tedy X
e P(M). Kdyby fbyla bijekce, musel by existovat prvek b € M takovy, ze X = f(b). Pak ale
bud b € X nebo b ¢ X. Pokud b € X, pak dle definice X plati, Ze b ¢ X. Naopak, jestlize
b ¢ X, pak dle definice X plati, ze b € X. V obou ptipadech dojdeme ke sporu, tedy takovy
prvek b neexistuje, tj. zobrazeni f nemtize byt bijekce na P(M).

Pozn.: V dikazu zminénou injekci zkonstruujeme snadno. Sta¢i zobrazit kazdy prvek m
mnoziny M na jednoprvkovou mnozinu {m}.

Z tohoto teorému pak plyne jako disledek jiny diikaz nespocetnosti mnoziny R realnych
¢isel, nebot’ R se da ztotoznit s mnozinou vSech podmnozin mnoziny pfirozenych ¢isel V.

Dalsim disledkem je pak to, Ze dostavame vzriistajici nekonecnou posloupnost kardinalit
mnozin: N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < ...
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Cviceni ke kapitole 3.2.2.

1) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici relace funkcemi, ptipadné jakymi. Budeme pracovat
s mnozinami A={a,az,as,as}, B={b1,b»,b3} a C={c},c2,c3} jejichz prvky jsou rizné.
a) RcA4xB, R = {{a1,b3), (a2,D2), {a1,b1)}
b) Rc B x A, R = {(b1,a4), (b2,a4), (b3,a4)}
¢) RcAxC, R = {{a1,¢2), {a2,c3), {as,c1)}
d) Rc4xB, R = {{a1,b1), (a2,b2), {a3,b3), {as,b3)}
e) RcCBxA, R = {(b1,a3), (b2,a2), (b3,a1)}
f) Rc AxBxC, R={ai,bi,c1), {az,br,c1), {a1,b2,c3)}

2)
a) Je funkce druhd mocnina (x*) na mnozing ptirozenych &isel totalni?
b) Na jaké mnoziné je funkce druhd odmocnina («/; ) totalni?

3) Vyjadrete slovné nasledujici skute¢nosti za predpokladu, Ze predikat P znamena ,,mit
rad* (kdo, koho), individuova konstanta m znamena Marie a individuova konstanta k
Karel.

a) dxdy P(x,y)
b) IxVy P(x,p)
¢) JyVx P(x,y)
d) Vx3dy P(x,y)
e) VxVyP(x,)
f) Vx P(x,m)
g) Vy P(ky)
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3.3. Interpretace a modely

Po téchto neformalnich uvodnich kapitolach nyni budeme definovat vSechny pojmy
potfebné pro sémanticky vyklad predikatové logiky 1. fddu, o kterych jsme az dosud
mluvili na intuitivni Girovni, formaln¢ a presné.

Definice 3.3.1 (Interpretace): Interpretace jazyka predikatové logiky 1. Fadu je tato trojice
objektt (kterd je n€kdy nazyvana interpretacni struktura):

A) Neprazdna mnozina U, kterd se nazyva umiversum diskursu a jeji prvky jsou

individua.

B) Interpretace funkcnich symbolii jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-arnimu

funk&nimu symbolu furéité zobrazeni (totdlni funkci) f*: U" — U.

C) Interpretace predikatovych symbolu jazyka, ktera ptifazuje kazdému n-arnimu

predikatovému symbolu P jistou n-arni relaci PY nad U, tj. PV  U".

Poznamky:

1.

Kazdy n-arni funkéni symbol je tedy interpretovan jako funkce, kterd ptitazuje n-tici
individui pravé jedno individuum, tj. zobrazeni z U x...x U do U. Specieln¢:

je-li n =0, pak se jedna o nuldrni funkéni symbol, tedy o individuovou konstantu,
které je interpretaci pfifazen prvek universa — individuum.

je-li n =1, pak se jedna o unarni funk¢ni symbol, kterému je ptifazena funkce o
jednom argumentu (napf. nad mnoZinou ¢&isel funkce druhd mocnina x*, funkce
naslednik x + 1, nad mnozinou zivych individui funkce (biologicky) otec,
(biologicka) matka, atd.)

je-li n = 2, pak se jedna o binarni funkéni symbol, kterému je pfifazena bindrni
funkce se dvéma argumenty (napf. nad mnozinou c¢isel funkce scitani x+y,
funkce néasobeni x . y, atd.)

Kazdy n-arni predikatovy symbol P je interpretovan jako n-arni relace PY. Tato
relace PV se nazyva obor pravdivosti predikatu P. Specielng:

je-li n = 0, pak se jednd o nularni predikatovy symbol, kterému je pfifazena
hodnota 1 nebo 0 (pravda, nepravda) tak, jak to jiz zndme z vyrokové logiky.
je-li m = 1, pak se jedna o unarni predikdtovy symbol, kterému je pfifazena
podmnozina universa U. (Jak jsme jiz zminili, vlastnosti v PL' vyjadiujeme —
ponékud nepfesné — jako podmnoziny universa.)

je-li n = 2, pak se jednd o binarni predikatovy symbol, kterému je ptifazena
binarni relace nad universem (napf. relace vEtsi, mensi, mit rad, apod.)

Vyrokova logika je tedy specielnim (nejjednodussim) piipadem predikatové logiky, a
to 0. fadu, ve které pracujeme pouze s nularnimi predikaty a nepotiebujeme proto
termy, funkéni symboly, individuové proménné ani universum diskursu (obor
proménnosti proménnych). Nuldrnim predikatim ptifazujeme pouze hodnoty pravda,
nepravda.
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Piiklad 3.3.1:
Uvazujme jazyk predikatové logiky s nasledujicimi konstantami:

fo, fi — nularni funkéni symboly, g — undrni funkéni symbol, 4, k — binarni funkéni
symboly,

P, O binarni predikatové symboly.

Pro tento jazyk definujme interpretaci nasledujicim zpisobem:
Universum diskursu U je mnozina vSech nezapornych celych ¢isel {0, 1, 2,...}.
Interpretace funkcnich symboli jsou definovany takto:

/o ... konstanta: ¢islo 0 (nikoliv pravdivostni hodnota)

/i ... individuové konstanta: ¢islo 1 (nikoliv pravdivostni hodnota)

g ... zobrazeni U — U definované¢ takto: g(x) =x + 1 (1. funkce naslednik)

h ... zobrazeni U x U — U definované takto: A(x, y) = x + y (tj. funkce s¢itani)
k ... zobrazeni U x U — U definované takto: k(x, y) = x. y (tj. funkce nasobeni)

Interpretace predikatovych symbolil jsou definovany takto:

P ... podmnozina mnoziny U x U definovana jako mnozina vSech dvojic (x,y), pro které
platix =y

0 ... podmnozina mnoziny U x U definovand jako mnozina vSech dvojic (x,y), pro
které plati x <y

Skutecnost, ze napt. (x+y).z = x.z + y.z pro vSechna x, y, z zapiSeme standardni formuli

predikatové logiky takto:
VxVyVz [P(k(h(x,y),z), h(k(x,z), k(y,2)))].
Muzeme pfirozené pouzit i obvyklého zapisu
VxVyVz [(x+y).z = x.z+y.z],

ktery vyuziva specidlni infixovovou notaci binarnich funkci a dal$i konvence jazyka
matematiky (napf. priorita nasobeni pred s¢itanim).

Poznatek, ze ke kazdym dvéma ¢isliim x, y existuje ¢islo z takové, Zze bud’ x+z = y nebo
y+z = x zapiSeme formuli

VxVy3z [P(h(x, z), y) v P(h(y, 2), x))]
neboli standardné s vyuzitim konvenci jazyka matematiky
VxVyz[(x+z=y)v(y+tz=x)]

Definice 3.3.2 (ohodnoceni termii):
Ohodnoceni (valuace) individuovych proménnych je zobrazeni e, které kazdé
proménné x piifazuje hodnotu e(x) € U (prvek univerza).

Ohodnoceni termii e* indukované ohodnocenim proménnych e je induktivng
definovano takto:

e*(x) = e(x)

e*(ft1, b, ..., 1)) =1 (e*(t1), €*(t),....e* (1)),

kde /¥ je funkce piitazend v dané interpretaci funkénimu symbolu .

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



90

Pozn.: Hodnotou (realizaci) termu ¢ v interpretaci / je tedy vzdy jisty prvek universa.
Tedy funkéni symboly jsou “jména funkci — zobrazeni”, termy jsou “jména prvkia
universa”, zatimco predikatové symboly jsou “jména relaci” a formule jsou “jména
pravdivostnich hodnot”.

Definice 3.3.3 (vyhodnoceni pravdivosti formule):

Pravdivost formule A v interpretaci I pro ohodnoceni e individuovych proménnych (coz
znacime |=1 A[e] a Cteme formule A4 je splnéna v interpretaci / ohodnocenim e), je
definovéana v zévislosti na tvaru formule:

1. Je-li A atomicka formule tvaru
a) P(t, ..., t,), kde P je predikatovy symbol (rizny od =) a #,, ..., t, jsou termy, pak
=1 A[e], jestlize plati (e*(t)), e*(t2).....e*(t,)) € PV, kde P je relace ptifazena
interpretaci I symbolu P, tj. obor pravdivosti P. Tedy individua, kterd jsou
hodnotou termti ¢4, ..., t,, jsou v relaci PY.
b) (1 = 1), pak |=1 4[e], jestlize plati e*(#;) = (%), tj. oba termy jsou realizovany
tymz individuem.
2. Je-li 4 sloZena formule dle bodu II. ¢) definice 3.3.1, tj. je-1i tvaru
a)  —B, pak |=| 4[e] jestlize neplati |=; B[e]
b) B A C,pak |=1 A[e], jestlize plati |=; Ble] a |=1 C[e]
c) Bv C,pak|= A[e], jestlize plati |=; B[e] nebo |=; C[e]
d) B>, pak |51 A[e], jestlize neplati |=; B[e] nebo plati |=; C[e]
e) B=C, pak |5 Ale], jestlize plati |=; B[e] a |=; C[e], nebo neplati |=; B[e] a neplati
=1 Cle]

3. je-li A formule tvaru
a)  Vx B, pak |=1 A[e], jestlize pro libovolné individuum i1 € U plati |=; B[e(x/1)], kde
e(x/1) je valuace stejna jako e az na to, Ze ptifazuje proménné x individuum i.
b)  3dx B, pak |5 A[e], jestlize pro alespor jedno individuum i € U plati |=; Ble(x/1)],
kde e(x/1) je valuace stejna jako e az na to, ze ptifazuje promeénné x individuum i.

Pozn.:
1) Je-li universum diskursu kone¢nd mnozina M = {ay,...,a,}, pak plati nasledujici
ekvivalence formuli:
Vx A(x) < A(a) A ... A A(ay)
dx A(x) < A(ay) v... v A(ay).
Tedy vSeobecny kvantifikator je zobecnénim konjunkce pro nekone¢né universum a
existen¢ni kvantifikator je zobecnénim disjunkce pro nekonecné universum diskursu.
2) Z definice kvantifikatorQ je navic zfejmé, Ze plati de Morganovy zdkony tak, jak jsme
je poznali v kapitole 3.1:
Vx A(x) < —3x =A4(x),
dx A(x) & —=Vx —=A(x).
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Definice 3.3.4 (splnitelnost a pravdivost):

o Formule A je splnitelnd v interpretaci I, jestlize existuje ohodnoceni e proménnych
takové, ze plati |=; 4[e].

o Formule A je splnitelnd, jestlize existuje interpretace I a ohodnoceni proménnych e
takové, ze |=; A[e].

o Formule A je pravdiva v interpretaci I, znaCime |=; A4, jestlize pro vSechna mozna
ohodnoceni e individuovych proménnych plati, ze |[=; A[e].

o Formule A je tautologii (logicky pravdiva), znaCime |= A, jestlize je pravdiva v kazdé
interpretaci I (tj. pro vSechna ohodnoceni e).

o Formule A je kontradikci, jestlize neexistuje interpretace I ani ohodnoceni
proménnych e, pro které by byla formule A pravdiva, tj. formule 4 neni splnitelna
v zadné interpretaci I, je nesplnitelna.

e  Model formule A je interpretace I, ve které je A pravdiva.

e  Model mnoziny formuli {A,,...,A,} je takova interpretace I, ve které jsou pravdivé
v§echny formule A41,...,4,,.

Dusledek.: Zjevné plati, ze 4 je kontradikce, pravé kdyz negace A4 je tautologie, |= —4.

Definice 3.3.5 (logické vyplyvani):
Formule B logicky vyplyva z formuli A, ...,A,, znaCime 4,,...,4, |= B, jestliZze B je pravdiva
v kazdém modelu mnoziny formuli 4,...,4,.

Dusledek: Tedy pro kazdou interpretaci I, ve které¢ jsou pravdivé formule A4,...,4, (4.
|=1 A1,..., |71 4An) plati, Ze je v ni pravdiva také formule B (|=; B).

Pozn.: Kdyby byl model formule definovan jako interpretace I a valuace e, pro kterou je
tato formule splnéna (tedy |=; 4[e]), pak také definice logického vyplyvdni v ramei PL' by
musela byt pfislusné upravena:

Ai,...,Ay |= B, jestlize pro kazdou interpretaci I a valuaci e, ktera splituje vSechny
ptedpoklady A4,...,4, (tj. plati |=1 4i[e], ..., |=1 4.[e]), plati soucasné, ze je splnén i
zaver B (). |=1 Ble)).

Jestlize B vyplyva z {4,...,4,} podle této ”siln¢j$i” definice, pak vyplyva i podle definice
3.3.5, ale ne naopak! Uvedené definice nejsou ekvivalentni. Napt. podle definice 3.3.5
plati, Ze

P(x) |= Vx Px),

avSak podle této silnéjsi definice to neplati. Tedy takovato silnéjsi definice je jistym
zpusobem presnéjsi, nebot’ formule P(x) o Vx P(x) neni tautologii. Historicky se vSak
vzila definice v podobé¢ 3.3.5, a také my ji budeme pouzivat. Musime si vSak byt védomi
rozdilu mezi obéma definicemi.

Pro oteviené formule s volnymi proménnymi tedy neplati semanticka véta o dedukci:
A,.., AyFB<|=Ai1A...AA4,) DB

Pro uzaviené formule vSak obé definice splyvaji, nebot’ pravdivost uzaviené¢ formule 4
v interpretaci I nezavisi dle bodu 3 definice 3.3.3 na valuaci proménnych. (Proto také
byvaji specidlni axiomy teorie voleny pouze jako uzaviené formule, tzv. sentence, viz
kapitola 4.)
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Piiklad 3.3.2: Uvazujme jazyk predikatové logiky a jeho interpretaci, tak jak byly popsany
v ptikladu 3.3.1.

Formule P(A(x,y), x)), neboli x+y = x je splnéna v uvedené interpretaci napt. ohodnocenim
proménnych e(x)=3, e(y)=0 a nepravdiva napt. pro ohodnoceni e(x)=3, e(y)=2. Formule je
splnitelnd v dané interpretaci, neni vSak v této interpretaci pravdiva.

Formule P(h(x,y), h(y,x)), neboli x+y = y+x je v uvedené interpretaci splnéna kazdym
ohodnocenim a je tedy v této interpretaci pravdiva. Neni to vSak logicky pravdiva formule:
interpretujeme-li napt. binarni predikéat P jako ostrou nerovnost, pak uvedend formule neni
v takové interpretaci pravdiva.

Totéz plati pro formuli VxVy [P(h(x,y), h(y,x))], neboli VxVy (x+y = y+x). Formule je
pravdiva v této interpretaci. Neni vSak to vSak logicky pravdiva formule: interpretujeme-li
napf. binarni predikdt P jako ostrou nerovnost, pak uvedend formule neni v této
interpretaci nepravdiva.

Formule Vx3y Q(x,y), neboli Vx3y (x < y) je pravdiva v dané interpretaci.

Formule Vy3x Q(x,y), neboli Vydx (x < y) je nesplnitelnd v dané interpretaci jazyka
predikatové logiky, nebot valuace e(y) = 0 formuli nespliiuje.

Formule P(x,y) v O(x,y) v O(y,x), VxVy [P(x,y) v O(x,y) v O(y,x)] jsou pravdivé v dané
interpretaci, nejsou vsak logicky pravdivé (o tom se presvéd¢ime napft. tak, Ze prohodime
interpretaci predikatd P a Q).

Formule P(x, g(v)) v —=P(x, g(»)), VxVy [P(x, g(y)) v =P(x, g(»))] jsou logicky pravdivé.
Jejich pravdivost nezavisi na tom, jakou mnozinu probihaji individuové promeénné (Cili
jaké volime universum U), jak je interpretovan funkéni symbol g a jak je interpretovan
predikatovy symbol P. Formule ,,ma tvar® tautologie vyrokové logiky p v —p.

Naproti tomu formule P(x, g(v)) A =P(x, g(v)), VxVy [P(x, g(v)) A —P(x, g(»))] nejsou
splnitelné v zadné interpretaci, jsou to kontradikce.

Definice 3.3.6 (ekvivalence formuli):

Formule A, B jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize pro vSechny interpretace I a vSechny
valuace e maji stejnd pravdivostni ohodnoceni. Skutecnost, ze formule A4, B jsou
ekvivalentni zapisujeme: 4 < B.

Poznamka: Dvé formule jsou ekvivalentni pravée tehdy, je-li formule 4 = B tautologii, tj.:
A < B préave tehdy, kdyz |= (4 = B).

Nasledujici dvé véty umoznuji nalézat nové tautologie predikatové logiky na zakladé¢ jiz
znamych tautologii vyrokové logiky.

Véta 3.3.1: Necht' 4 je formule vyrokové logiky sestavena z vyrokovych symboli py,..., p,
a necht By,...,B, jsou libovolné¢ formule predikatové logiky. Necht dale formule A'
vznikne z formule 4 ndhradami proménnych p;,..., p, po fad¢ formulemi By,...,B,. Potom
plati: je-li 4 tautologii vyrokové logiky, je A4' tautologii (logicky pravdivou formuli)
predikatové logiky.
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Ditkaz: Pravdivostni hodnota formule 4 nezéavisi na pravdivostnich hodnotach formuli
P1,---, Pn (nebot’ 4 je pravdiva pro vSechny pravdivostni hodnoty téchto formuli). Proto ani
pravdivostni hodnota formule 4' nezavisi na pravdivostnich hodnotach formuli B,,...,B, (v
libovolné interpretaci).

Véta 3.3.2: Necht plati, ze

— formule 4 obsahuje podformule By,...,B,

— formule By,...,B, jsou po fad¢ ekvivalentni s formulemi B'y,...,B", (tj. Bi < BY)

_  formule A' vznikne z formule 4 ndhradami formuli By,...,B, po tfadé formulemi
BII:---oB'n

Potom plati: je-li 4 logicky pravdivéa formule predikatové logiky, je 1 A' logicky pravdiva

formule.

Diikaz: Ve formuli A nahrazujeme podformule formulemi se stejnym pravdivostnim
ohodnocenim (pro vSechny interpretace 1 a valuace e). Tedy pravdivostni ohodnoceni
formule A' musi byt pro vSechny interpretace I a valuace e stejné jako pravdivostni
ohodnoceni formule 4. Je-li tedy 4 logicky pravdiva, je také 4' logicky pravdiva.

Piiklad 3.3.3 (nékteré dileZité tautologie predikatové logiky):

Vsechny formule predikatové logiky majici tvar tautologii vyrokové logiky (viz véta
3.1.1) jsou logicky pravdivé. Napt. formule Vx p(x) > (q(y) o Vx p(x)) je logicky
pravdiva, protoze ma tvar formule vyrokové logiky r o (s O r), ktera je tautologii vyrokové
logiky.

Déle necht A, B jsou libovolné formule predikatové logiky a necht' term ¢ je
substituovatelny za proménnou x. Pak

l. |=VxA(x) D A®y) dictum de omni  specielné
|= VxA(x) D A(x/?) pravidlo konkretizace
2. = A(y) o IxA(x)

De Morganovy zdkony:
3. |= =VxA(x) = Ix—A(x)
4. |= —3xA(x) = Vx—-A(x)

Zakony distribuce kvantifikatorii:

. = Vx[A(x) o B(x)] o [VxA(x) D VxB(x)]
. = Vx [A(x) D B(x)] © [3xA(x) D IxB(x)]
. = Vx[A®) A B(x)] = [VxA(x) A VxB(x)]

. |F 3Ix [A(x) A B(x)] © [FxA(x) A IxB(x)]

. = [VxA(x) v VxB(x)] © Vx [A(x) v B(x)]
0. ]= 3Ix [A(x) v B(x)] = [3xA(x) v IxB(x)]

— O 0 3 O\ Wn

Zdkony prenexnich operaci

(ptedpokladame, Ze formule A neobsahuje volnou proménnou x):
11. |= Vx [A 2 B(x)] =[A D VxB(x)]

12. |=3x [A > B(x)] =[A D IxB(x)]

13. |= Vx [B(x) o Al =[3xB(x) o A]
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14. |=3x [B(x) o Al =[VxB(x) o A]
15. |= Vx [A ABx)]=[A A VxB(x)]
16. |=3x [A ABX)]=[A A IxB(x)]
17. |= Vx[A v Bx)]=[A Vv VxB(x)]
18. |=3x[A v BX)]=[A v IxB(x)]

Zakony komutace kvantifikatori:
19. |= VxVyA(x,y) = VyVxA(x,y)
20. = IxIyA(x,y) = IyIxA(x,y)
21. = 3IxVyA(x,y) o VyaxA(x,y)

Poznamenejme, ze obracend implikace k implikaci 21. neplati. O tom se muzeme
presvédCit na nasledujicim piikladé. Necht x, y jsou proménné probihajici mnozinu
redlnych cCisel a predikat P je interpretovan jako relace <. V této interpretaci je formule
VyaxP(x,y) pravdiva (ke kazdému y existuje x mensi nez y) a formule IxVyP(x,y)
nepravdiva (existuje x, které je mensSi nez vSechna y). Tedy formule Vy3xP(x,y) D
IxVyP(x,y) je v dané interpretaci nepravdiva a tedy to neni tautologie.

Necht term 7 je substituovatelny za proménnou x:

22. |= VxA(x) o A(x/f) zdkon konkretizace

23. |= A(x/t) o IxA(x) zakon existencni generalizace
24, |= VxA(x) D IxA(x) zakon partikularizace

Poznamky:

1) Tautologie 3. a 4. vysvétluji, jak chapeme v PL' vieobecnost a existenci. Tvrdime-li,
ze né&jakou vlastnost maji vSechna individua, znamend to, Ze neexistuje zadné
individuum, které by tu vlastnost nemélo. A tvrdime-li, ze existuje alespon jedno
individuum s urc¢itou vlastnosti, znamena to, Ze ne vSechna individua této vlastnosti
nevyhovuji. Stim souvisi pozadavek stanoveny pro interpretaci — totiz Ze obor
interpretace (universum diskursu) musi byt neprazdny.

Pfedstavme si interpretaci formuli VxP(x) a JxP(x) nad prazdnym universem
(U = ). Formule VxP(x) bude v této interpretaci pravdiva (neexistuje zadné
individuum, které nema vlastnost P), ovSem stejné tak formule Vx—P(x) bude pravdiva
(neexistuje z4dné individuum, které ma vlastnost P). Kdyz nyni budeme interpretovat
formuli 3xP(x), dospéjeme k zavéru, ze je nepravdiva (nenajdeme individuum
s vlastnosti P) a podobné je nepravdiva i formule Ix—P(x) (nebot’ zddné individuum,
které by nemélo vlastnost P, neexistuje). Tedy zdkon partikularizace (tautologie 24) by
byl nepravdivy. Tim se vSak dostavame do rozporu s intuici, protoze tvrzeni “co plati
pro vSechny, plati i pro nckteré” lze povazovat za pravdivy “axiom”. Jak vidime,
neplatilo by pro ”pusty svét”.

2) Kazdé logicky pravdivé formuli predikatové logiky ve tvaru ekvivalence odpovida
ekvivalence formuli a obracené. Tak napft. ekvivalenci
—Vx A(x) < 3x —A(x)
odpovida tautologie
= [—Vx A(x) = dx -AX)].
Na zékladé téchto ekvivalenci mulzeme provadét ekvivalentni upravy formuli
predikatové logiky.
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3) Kazdy jazyk predikatové logiky ma nekonecné mnoho moznych interpretaci (uz jenom
universum diskursu lze stanovit nekone¢né mnoha zptisoby). Tim se 1i$i od jazyka
vyrokové logiky, ktery mé vzdy jen konecny pocet interpretaci, tj. valuaci 0, 1
vyrokovych symboll (jazyk vyrokové logiky pracujici s n vyrokovymi symboly ma
tedy 2" interpretaci). Tautologi¢nost formuli predikatové logiky nelze proto sémanticky
dokazovat tak, ze ukdzeme, Ze kazdd moznd interpretace jazyka je 1 modelem dané
formule. Timto zpisobem jsme postupovali ve vyrokové logice, kdyz jsme zjist'ovali
pravdivostni hodnotu formule pro kazdou kombinaci pravdivostnich hodnot
vyrokovych symbold.

4) Chceme-li nalézt sémantické zdiivodnéni, zda je dand formule logicky pravdiva, ¢i zda
je dany usudek platny, vyuzivame ¢asto tyto dvé metody:

Ovéreni pirevodem na vyrokovou logiku za predpokladu kone¢ného univerza. Napft. za
predpokladu, Zze U={a,b}, pak tautologii
|= =Vx A(x) = Ix —A(x)
1ze ovéfit takto:
—Vx A(x) < —[A(a) A A(b)] & —A(a) v —A(b) & TIx —A(x)

MnoZinovy ditkaz Gvahou o oborech pravdivosti predikati. Plati totiz:
Je-li |=; Vx P(x), pak PY=U
Je-li |5 3x P(x), pak PV # @
Je-li |51 Vx [P(x) © O(x)], pak PY = QY
Je-li |5 3x [P(x) A O(0)], pak (PY n QY) = @
Na ukdzku ovéime 5. schéma tautologii z pfedchoziho ptikladu:
|= Vx [A(x) D B(x)] © [VxA(x) D VxB(x)]

1. Vx [A(x) D B(x)] predpoklad
tj. obor pravdivosti A < obor pravdivosti B

2. VxA(x) predpoklad
tj. obor pravdivosti A = celé univerzum U
3. VxB(x) zl.a2.

tj. obor pravdivosti B musi byt také celé¢ univerzum U

vvvvvv

VL. Podle definice je usudek spravny, tj. platny, pokud je zavér pravdivy ve vSech
modelech ptfedpokladl. Problémem v PL" je ovSem to, Ze takovychto modelil je obecné
nekonecné mnoho. Piesto je mozno sémanticky ovéfit platnost tisudku, a to pfimo nebo
sporem (tj. predpokladame, ze mize nastat pripad, kdy v né&jaké interpretaci budou
predpoklady pravdivé a zavér nepravdivy a ukazeme, ze to mozné neni). Provedem to
mnozinovymi uvahami o oborech pravdivosti jednotlivych predikétii. Nejprve znazornime
mnoziny, které jsou modelem ptedpokladi. Pak ovéfime, Ze je v téchto modelech pravdivy
1 Zaver.
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Piiklad 3.3.4 (Sémantické ovéreni spravnosti usudku):

a)  Marie ma rada pouze vitéze. Vx [R(m,x) D V(x)]
Karel je vitéz. V(k)
Marie ma rada Karla. R(m,k)

Aby byly ptedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou D individui i,
i»,..., Marie, Karel, ..., i,, ... musi mit tvar:

1. Interpretace termil: m” = Marie, k” = Karel (Pozor! realizaci t&chto konstant mohou byt
kterékoli jiné prvky D, tfeba a, B, avSak celkova ivaha se tim nijak neméni.)
2. Interpretace predikatovych symboli:

RPc D x D: {... (Marie, i), (Marie, o), ..., (Marie, i), ...}
VP = D: {...01, I, ..., Karel,..., iy,...}

Vidime, ze zavér z uvedenych predpokladi logicky nevyplyva, nebot’ neni zaruceno,
7e relace R® bude obsahovat dvojici (Marie, Karel). To, e nékdo je vitéz, neni postacujici
podminkou toho, aby jej Marie méla rada, pouze podminkou nutnou. Usudek je neplatny.

Nyni zménime druhy piedpoklad a dostaneme tak platny usudek:

b)  Marie ma rada pouze vitéze. Vx [R(m,x) D V(x)]
Karel neni vitéz. —V(k)
Marie nema rada Karla. —R(m,k)

Aby byly piedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou D individui 7y,
ir,..., Marie, Karel, ..., i,, ... musi mit tvar:

1. Interpretace termi: m” = Marie, k” = Karel
2. Interpretace predikatovych symboli:

RPc D x D: {... (Marie, i), (Marie, o), ..., (Marie, i), ...}
VP < D: {01, 0o, ..., Karel ..., iy,...}

Individuum Karel neleZi v mnozing V', tedy Karel se nerovna zadnému z individui
i1,ia,...,in, které jsou vrelaci R” s individuem Marie. Dle prvniho piedpokladu je totiz
nutnou podminkou toho, aby Karel byl v relaci R” s Marii, pravé to, ze Karel musi byt
v mnozing vitéza V7.

Vidime, Ze zavér z piedpokladi vyplyvé, nebot’ je zaruGeno, e relace R” nemize
obsahovat dvojici (Marie, Karel). Tedy usudek je platny.

¢) Kdo zna Marii i Pavla, ten Marii lituje. Vx ([Z(x,m) A Z(x,p)] © L(x,m))
Nekteii nelituji Marii, ackoliv ji znaji. Ax [—L(x,m) A Z(x,m)]
Nékdo zné Marii, ale ne Pavla. dx [Z(x,m) A =Z(x,p)]

Provedeme dlikaz sporem, tedy budeme predpokladat, ze nastane v n¢jaké interpretaci
ptipad, kdy jsou piedpoklady pravdivé a zavér nepravdivy, tedy je v takové interpretaci
pravdiva formule Vx [Z(x,m) D Z(x,p)], tj. negace zaveéru:

—3x [Z(x,m) A =Z(x,p)] & Vx [~Z(x,m) v Z(x,p)] < Vx [Z(x,m) D Z(x,p)]
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Aby byly ptedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tento tvar:

7’ D x D: {... (i;,Marie), (i,,Marie), ..., (i,,Marie), ...,(a,Marie), ...,
(i1,Pavel), (i,Pavel), ..., (i,,Pavel)...}
LP= D x D: {... (i1,Marie), (i,,Marie), ..., (i,,Marie), ... {e;Marie), ...}

Prvni ptedpoklad tvrdi, Ze viechna individua, ktera jsou v relaci Z” s individui Marie a
Pavel, necht’ to jsou iy, ia,...,in, jsou také v relaci L s individuem Marie.

Dle druhého predpokladu existuje néjaké individuum, necht’ je to a, které je v relaci
Z" spolu s Marii, ale tato dvojice neni v relaci L”. Tedy o nemiize byt jedno z individui
i1y esln.

Je-li nyni pravdiva formule Vx [Z(x,m) D Z(x,p)], pak to znamena, ze vSechna takova
individua i, ktera tvoii dvojici (ij,Marie) v z° (. také individuum o), musi tvofit dvojici
(ij,Pavel), kterd rovnéz lezi v 7" To viak neni mozné, protoze (a.,Pavel) nelezi v 7"

Poznamka:

Usudek ad a) ilustruje pomérné Gastou chybu, které se miizeme v argumentaci dopustit.
Z platnosti nutné podminky néjakého tvrzeni usuzujeme na pravdivost tohoto tvrzeni.
V nasem piikladé je podminka byt vit€ézem” pouze nutnd, ne vSak dostatecnd pro to, aby
Marie méla dané individuum rada (vitézové tedy mohou byt i takova individua, ktera
Marie nema rada). Uvazme nésledujici dva usudky:

Je-li ¢islo prvocislem, pak ma piesné dva délitele.
Cislo 5 ma presné€ dva d¢litele.

neplatny usudek
Cislo 5 je prvocislo.

Vx [P(x) D D(x)] (zamyslena interpretace predikatu D je
D(5) ‘mit pesn¢ dva délitele’)
P(5)

Pouze prvocisla maji ptesné dva délitele.
Cislo 5 ma presné€ dva d¢litele.
platny usudek

Cislo 5 je prvogislo.

Vx [D(x) D P(x)]
D(5)

P(5)

Pokud bychom chtéli pomoci poctu délitelit mnoZzinu prvocisel definovat, pak musime
stanovit nutnou a dostatecnou podminku:

Prvocisla jsou pouze a prave ta Cisla, kterd maji presné dva délitele.
Vx [D(x) = P(x)]

V definicich stanovujeme vzdy nutnou a dostate¢nou podminku, zejména v matematice.
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Priklad 3.3.5 (ekvivalence a tautologie):
a)  Ovérime sémanticky, ze nésledujici véta je analyticky pravdiva:
»~Existuje nékdo takovy, Ze je-li génius, pak jsou vsichni géniové.*

(Véta pochopitelné netika, ze jestlize existuji géniové, pak jsou vSichni géniové.)
Analyza: 3x [G(x) D Vy G(y)]
Uvazujme nyni mozné interpretace. At’ je universum U jakékoli, mame dvé moznosti:

1.  GY<c U(GYje vlastni podmnozinou U\ G # U). V této interpretaci je formule
pravdivé, nebot existuje valuace x takova, Ze e(x) ¢ G. Pak je antecedent
implikace nepravdivy, a tedy cela formule je pravdiva.

2. GY=U.V této interpretaci je formule ziejm& rovnéz pravdiva.
Tedy formule je pravdiva v kazdé interpretaci, je logicky pravdiva.
Pozn.: Ptiklad demonstruje, jak je podminka vyjadiend implikaci za existencnim
kvantifikatorem “’slaba”. Aby byla formule pravdiva, staci za x zvolit kterykoli
prvek universa, ktery nesplituje antecedent implikace.

b)  Ovéfime, Ze nésledujici véty jsou ekvivalentni (tedy maji naprosto stejné
pravdivostni podminky):

Jana obdivuje pouze vitéze.
~Jana neobdivuje nikoho, kdo neni vitez.*
»Neexistuje nikdo, kdo by nebyl vitéz a Jana jej obdivovala.*

Analyza (zamyslend interpretace je ziejma):

Vx [O(j,x) D V(x)] & Vx [-0(j.x) v V(x)]
Vx [-V(x) D =0(x)] & Vx [V(x) v =0 x)]
—3x [ V(x) A OF,x)] & Vx [V(x) v =0(j,x)]

Tedy analyzou a pomoci ekvivalentnich uprav jsme ovéfili, Ze nase véty “tikaji
totéz”, jsou ekvivalentni.

Priiklad 3.3.6 (specialni kvantifikatory):

Vedle standardnich kvantifikatort (A, B libovolné formule)
VxA(x) ... vSechny prvky universa maji vlastnost A (obor pravdivosti A = celé universum)
JxA(x) ...existuje (asponn jeden) prvek universa s vlastnosti A (obor pravdivosti A je
neprazdny)

Jsou nékdy uzivany nésledujici nestandardni kvantifikace (zejména napf. v tzv.
deskrip¢ni logice):
(VB(x))A(x): vSechny prvky s vlastnosti B maji vlastnost A
(B(x))A(x): existuje prvek s vlastnosti B, ktery ma vlastnost A
FIxA(x): existuje prave jeden prvek s vlastnosti A (“existuje to jediné x, ze A”)
Nestandardni kvantifikatory mohou byt definovany pomoci standardnich
kvantifikatora takto:
(VB(x))A(x) =4 Vx [B(x) > A(x)] ohrani¢eny obecny kvantifikator
(3B(x))A(x) =¢r 3x [B(x) A A(x)] ohranieny existencni kvantifikator
AlxA(x) =g IxAx) A [VY AQY) D (y=x)]
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Ptiklady uziti nestandardnich kvantifikatori v matematice:
Reélnd funkce f(x) je na intervalu (a,b) spojita:
(Ve>0) (Vx € (a,b)) (Vy € (a,0)) (38> 0) [[x - y| < 8 2 [fix) - fy)| <e]
Realna funkce f(x) je na intervalu (a,b) stejnomérné spojita:
(Ve>0) (38> 0) (Vx € (a,0)) (Vy € (a,b)) [Ix - ¥ <8 2 [fix) - )] < €]
Rovnice a . x + b =0 ma pro a # 0 jediné feSeni:
(Va#0)(Vb)3!x)[a.x+b=0]

Definice 3.3.7 (dudlni formule):

Necht’ formule F je utvotfena z elementarnich formuli 4, B,... pouze pomoci funktori —, A,
v, V¥, 3. Formuli F*, ktera vznikne z formule F vzijemnymi zam&nami funktorii A a v a
vzajemnymi zdménami funktorti V a 3, nazyvame dudlni formuli k formuli F. Vzhledem k
tomu, Ze F=F , jsou formule F a F* dudinimi navzdjem.

Véta 3.3.3 (dualitg):
1. |=—=F(4, B,..) = F(=A, —B,...), neboli: =F(4, B,...) < F(—4, —B,...),
2. |=F> G pravé tehdy, kdyz |= G > F,
3. |=F=G pravé tehdy, kdyz |= F'= G°.

Duikaz:

Ad 1:
Diikaz provedeme matematickou indukci podle struktury formule F. Nejdiive
dokézeme platnost tvrzeni v piipade, ze F je elementarni formuli (baze indukce).
Potom z predpokladané platnosti tvrzeni pro formule H, G dokdzeme platnost tvrzeni
pro slozenou formuli F tvaru —H, H A G, H v G, VH, 3H (indukéni krok).

. Necht F(4, B,...) = A. Potom
—F(4, B,...) & -4 < (=A4)" < F{(—4, —B,...)
a tvrzeni je dokdzéno.

Necht’ F(4, B,...) = —H(4, B,...). Potom plati:

—F(4, B,...) & ——H(A, B,...) & podle piedpokladu F = —-H

& —H (=4, -B,..) = podle indukéniho predpokladu

& (—H(—4, —.B,...))d & podle definice dudlni formule

< F(—4, -B,..) podle ptedpokladu F = —-H, Q.E.D.

Necht F(4, B,...)= H(4, B,...) A G(4, B,...).  Potom plati:
—F(4, B,...)=—=(H(4, B,...) A G(4, B,...)) < podle ptedpokladu F=H A G

& —H(A, B,...) v =G4, B,...) & podle de Morganova zdkona

& H(—A4, —B,..) v GY(=4, —B,..) & podle indukéniho pfedpokladu

& (H(—4, —B,...) A G(—4, —|B,...))d = podle definice dudlni formule

& F{(—4,-B,...) podle piedpokladu F = H A G,
Q.E.D.

Necht F(4, B,...)= H(4, B,...) v G(4, B,...).
Dtikaz probiha obdobné jako v ptfedchozim bode¢.

Necht' F(4, B,...) = Vx H(A4, B,...). Potom plati:
—F(A, B,..)=—=Vx H(4, B,...) & podle ptedpokladu F' = VxH
&< dx —H(4, B,...) & podle de Morganova zakona
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< 3x HY (=4, —B,...) < podle indukéniho predpokladu
< (Vx H(—4, —B.,..)) = podle definice dualni formule
& Fi(—4,-B,..) podle ptedpokladu F = VxH, Q.E.D.

Necht' F(4, B,...)=3x H(4, B,...).
Duikaz probiha obdobné jako v ptfedchozim bod¢.

Ad 2:
1. F(4, B,...) o G(4, B,...) predpoklad
2. =G4, B,...) > =F(4, B,...) podle pravidla: F > G <& -G D —F
3. GY—A4, —B,..) > F*(—4,—B,..) podle 1.véty o dualité
4.G%4, B,...) > F'(4, B,...) substitucemi —A4/A4, —B/B, ...
Ad 3:
1.F=G predpoklad
2.FoG EE: 1
3.GOF EE: 1
4.6 F podle 2.véty o dualité: 2
5.F' 56 podle 2.véty o dualité: 3
6. F'=G* ZE: 4,5

Priklad 3.3.7 (k principtim duality):

Ad 1:
= =(Vx P(x) v p(y)) = Ix=P(x) A =P(y)
|= —=3xVy P(x,y) = Vx Jy—P(x,y)
Ad 2:
|= Vx P(x) o P(y)
|= P(y) o 3x P(x)
= [Vx P(x) v Vx Q(x)] © Vx [P(x) v O(x)]
|=3x [P(x) A O(x)] D [Ix P(x) A Tx Ox)]
Ad 3:

= Vx [P(x) A O(x)] = [Vx P(x) A Vx O(x)],
= 3x [P(x) v O(x)] = [3x P(x) v 3x O(x)]
|=Vx[A ABX)]=[4 A Vx B(x)]

|=3x [4 v B(x)] = [4¢ v 3x B (x)]
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Cviceni ke kapitole 3.3.

1) Ukazte, ze formule Ix P(x) o P(a), kde a je individuovd konstanta, neni logicky
pravdiva, ale je splnitelna.

Navod: Jelikoz formule nemda volné proménné, staci nalézt interpretaci, ve které je
pravdiva, a interpretaci, ve které neni pravdiva.

2) Dokazte, ze neplati Ax P(x) |= P(a), tedy ze formule P(a) nevyplyva za formule 3x P(x).
Vyuzijte pfitom feSeni ulohy 1).

3) Zapiste v jazyce PL' nasledujici vyroky a najdéte jejich modely a také interpretace, ve
kterych nejsou pravdivé:
a)  Mnoziny 4 a B maji neprazdny prinik. Néktera 4 jsou B.
b)  Vsechna cisla jsou suda nebo licha.
¢)  Mnozina 4 je podmnozinou mnoziny B. VSechna A4 jsou B.
d)  Zadné 4 neni B. Mnozina 4 je podmnoZinou komplementu mnoZiny B.
e)  Nekterd 4 nejsou B.

4) Najdéte modely nasledujicich formuli:
a)  dx R(x,f(x))
b)  Vx R(x,f(x))
¢)  VxVy[P(xy) 2 O(f(x).y)]
d)  VxVy [P(xy) D =0(fx).y)]
e)  IxXVy[Px.py)]
f)  VyIx[=P(xy)]

5) Preved'te nasledujici véty do formuli jazyka PL' a ovéite jejich ekvivalenci pomoci de
Morganovych zékoni:

a) VSechna prvocisla vétsi nez 2 jsou licha.
Je-li prvocislo vétsi nez 2, pak je liché.
Neexistuje prvocislo vétsi nez 2, které by nebylo liché.
Neni-li ¢islo liché, pak to neni prvocislo vétsi nez 2.

b) Nektera prvocisla nejsou licha.
Neni pravda, Ze vSechna prvocisla jsou licha.

c) N&kteti studenti nejsou lini.
Ne vSichni studenti jsou lini.

d) Zadné prvocislo neni sudé.
Je-li ¢islo sudé, pak to neni prvocislo.
Neexistuje sudé¢ prvocislo.

e) Zadny ueny z nebe nespadl.
Kdo spadl z nebe, neni uceny.
Neexistuje uc¢eny spadly z nebe.
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f) Nektera ¢isla jsou mensi nez jejich druha mocnina.
Neni pravda, Ze zadné ¢islo neni mensi nez jeho druhd mocnina.

g) Nekteii maji radi svou matku.
Neni pravda, Ze nikdo nema rad svou matku.

h) Neexistuje nejvetsi prirozené Cislo.
Neexistuje pfirozené x takove, ze je vetsi nebo rovno nez vsechna y.
Ke kazdému cislu x existuje Cislo y takové, Ze je-li x ptirozené, pak neni vétsi nebo
rovno y.

6) Urcete, pro které interpretace jsou pravdivé formule (tedy charakterizujte jejich
modely):

a)  IVy[P() D (=p)]
Fx [P(x) A Vy [P(y) D (x=p)]]
Vx3y3z {[(x=y) v (x=2)] A (y72)}

b) Sémanticky ovéite, Ze nasledujici formule jsou logicky pravdive:
Vx [P(x) A Q(x)] = [Vx P(x) A Vx O(x)]
Fx [P(x) v O(x)] =[x P(x) v Fx O(x)]
VxVy R(x,y) = VyVx R(x,y)
IxJy R(x,y) = JyIx R(x,y)
[Vx P(x) v Vx O(x)] D Vx [P(x) v O(x)]
Ix [P(x) A O(x)] D [Ix P(x) A Tx O(x)]
Vx [P(x) 2 O(x)] o [Vx P(x) D Vx O(x)]
[Fx P(x) D 3x O(x)] © Ix [P(x) D O(x)]

c) Zduavodnéte, proc nejsou logicky pravdivé formule:
Vx [P(x) v O(x)] D [Vx P(x) v Vx O(x)]
[Fx P(x) A 3x O(x)] 2 3x [P(x) A O(x)]
Vx [P(x) D Vx P(x)]
[Vx P(x) D Vx Q(x)] © Vx [P(x) D O(x)]
Ix [P(x) D O(x)] 2 [3x P(x) D Ix O(x)]
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3.4. Tradiéni Aristotelova logika

Aristotelés ze Stageiry byl tecky filozof, jeden z nejvyznamnéjsich
mysliteld ve starovéku, zak (a pozd¢ji odptirce) Platontiv. Narodil se
v roce 384 pi. n. 1. ve Stageife v Thrakii (v dne$nim severnim Recku)
v roding lékafe. Byl dvacet let zdkem Platonovy Akademie, pozdéji
zalozil v Aténach svoji vlastni filosofickou Skolu, zvanou Lykeion
(Lyceum). Aristotelovo dilo je velice rozsdhlé a mnohostranné.
Zachovalo se né€kolik stovek Aristotelovych spist, které obsahuji spisy
filosofické, prirodovédné, metafyzické, etické, o literatufe a rétorice, a
v neposledni tadé spisy o logice, tj. Organon, neboli ,néstroj* ke spravnému,
filosofickému uvazovani, mysleni.

Aristotelova logika zkouma tzv. subjekt — predikatové vyroky (S-P vyroky), kde Si P
jsou néjaké vlastnosti (formalizované jako predikaty). Tyto vyroky déli na obecné a
castecné, kladné a zéporné. VSechny moznosti a jejich vzajemny vztah jsou zndzornény
logickym ctvercem:

v8echna S jsou P kontrarnost zadné S neni P
< >

A A
- -
wn w0
o] o]
c c
[0} O
N N
© ©
P b
© ©
o o
Q. o

néktera Sjsou P Subkontramost | auters S nejsou P

Tradi¢ni Aristotelova logika je dnes povazovéna za fragment predikatové logiky 1.
fadu, ktery je omezen pouze na jednomistné predikaty jejichz interpretaci (oborem
pravdivosti) je vzdy neprazdnd podmnozina universa. Tato logika byla (v podstaté jako
jedind) vyucovana jesté¢ v 19. stoleti. UmoZiuje kontrolovat spravnost zvlastniho typu
jednoduchého usudku, ktery se nazyva kategoricky sylogismus. Aristotelova logika
vznikla kupodivu diive nez vyrokova logika, kterou zkoumali stoici. Stoici byli v jisté
opozici vuc¢i Aristotelovi a z jejich dila se zachovaly jen fragmenty, ze kterych je vSak
zjevné, ze pouzivali rozvinuty systém vyrokové logiky a v podstaté (i kdyz ponékud v jiné
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form&) i systém predikatové logiky 1. fadu.® Pro subjekt—predikatové vyroky jsou &asto
uzivany zkratky, které jsou odvozeny z latinského affirmo (tvrdim) a nego (popiram):

SaP — VSechna S jsou P
SeP — Zadné S neni P

SiP — N¢ktera S jsou P
SoP — N¢ktera S nejsou P

Logicky ¢tverec znazoriiuje jednoduché usudky platné mezi témito vyroky.

1))

2)

3)

Kontradiktorické (protikladné, jeden je vzdy ekvivalentni negaci druhého):
SaP = —SoP SeP = —SiP

Dukazy téchto vztahii provedeme snadno tak, ze si jednotlivé usudky zapiSeme
v jazyce PL' a pouzijeme de Morganovy zékony:

Vsechna S jsou P <> Neni pravda, ze néktera S nejsou P
Duikaz (de Morgan): Vx [S(x) D P(x)] < —3x [S(x) A =P(x)]
Zadné S neni P < Neni pravda, Ze néktera S jsou P

Duikaz (de Morgan): Vx [S(x) D =P(x)] < —3x [S(x) A P(x)]

Kontrarni (z jednoho vyplyva negace druhého):

SaP |= —SeP SeP |= —SaP

(Muze vsak byt zarovei nepravda jak SaP tak SeP (tedy ani Sap ani Sep nemusi byt
pravda): VSechny houby jsou jedlé, vSechny houby jsou nejedlé.)

Opét, zapideme-li tyto Gsudky v jazyce PL', snadno ovéiime jejich platnost. Nyni
to provedeme na zékladé mnozinovych tvah:

Vsechna S jsou P |= Neni pravda, Ze zadné S neni P

Vx [S(x) o P(x)] |= =Vx [S(x) D =P(x)]

Diikaz (sémanticky): Je-li SY = PY, pak SY nemtize byt podmnozinou komplementu
PU, tedy nent §Y «-prPY

Z4dné S neni P |= Neni pravda, e viechna S jsou P
Vx [S(x) © =P(x)] |= =Vx [S(x) D P(x)]

Diikaz (sémanticky): Je-li S¥ < —PY (komplementu PY), pak SY nemize byt
podmnozinou PV, tedy neni S" < PY

Subkontrarni (podprotivné):

—SiP |= SoP —SoP |= SiP

(Muze vsak byt SiP i SoP pravdivé: Nékteré labuté jsou erné, nékteré labuté
nejsou cerné.)

Zapiseme tyto usudky v jazyce PL' a ov&fime jejich platnost:

Neni pravda, Ze nékterad S jsou P |= Néktera S nejsou P

—3x [S(x) A P(x)] |= 3x [S(x) A =P(x)]

Jelikoz plati ekvivalence —3x [S(x) A P(x)] < Vx [S(x) D —P(x)], oveéfime platnost

tohoto tsudku:
Vx [S(x) © =P(x)] |= Ix [S(x) A =P(x)]

} Viz Gahér (2006).
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Diikaz: Je-li ¥ ¢ —PY (komplementu PY) a SV # @ (ptedpoklad neprizdnosti
oborii pravdivosti), pak je neprazdny také pronik SY a komplementu PV, tj.
Ax [S(x) A =P(x)].

4) Subalterni (podiazené):
SaP |= SiP SeP |= SoP
Dtikaz platnosti druhého subkontrarniho tsudku a subalternich Gsudkl je zcela
analogicky.

Dale plati tzv. obraty:

5) Obraty.
SiP |= PiS SeP |= PeS
Nekteti studenti jsou Zenati |= Nékteti Zenati jsou studenti
Zadny ¢lovek neni strom |= Zadny strom neni ¢lovék

SaP |=PiS SeP |= PoS
VSsichni ucitelé jsou statni zaméstnanci |= Né&kteii statni zaméestnanci jsou ucitelé

Z4dné jedovaté houby nejsou jedlé |= N&které jedlé houby nejsou jedovaté

(Kategorické) Sylogismy jsou usudky, které sestavaji ze tfi S-P vyrokt tvaru (4 figury):

M P P M M P P M
S M S M M S M S
I. — . — . ——- vV, —
S P S P S P S P

Kombinaci a, e, i, 0 1ze nyni vytvofit 64 tzv. modi, z nichZ jen nékteré jsou platné.

Pro platné mody existuji mnemotechnické pomiicky, které se nasi otcové ucili nazpameét”:
L. aaa, eae, aii, eio (barbara, celarent, darii, ferio)

II.  aoo, aee, eae, eio (baroco, camestres, cesare, festino)

II. oao, aai, aii, iai, eao, eio (bocardo, darapti, datisi, disamis, felapton, ferison)

IV. aai, aee, iai, eao, eio (bamalip, calemes, dimatis, fesapo, fresison)

My se je pochopitelné¢ nemusime ucit nazpamét', nebot’ jejich platnost miizeme snadno
dokazat nebo ovérit sémanticky, na zdkladé mnozinovych uvah. Za tim tucelem je
nejcastéji pouzivana metoda tzv. Vennovych diagramii.

John Venn (1834 — 1923), anglicky matematik, logik a filosof.
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Metoda Vennovych diagramu

Obory pravdivosti predikata S, P, M zakreslime jako (vzajemné se protinajici) krouzky
(viz Priklad 3.2.1, kapitola 3.2). Poté zndzornime situaci, kdy jsou premisy pravdivé, a to
v tomto poradi:
1) Vysrafujeme plochy, které odpovidaji prazdnym tfiddm objekti
2) Oznacime kiizkem plochy, které jsou jist¢ neprazdné (kiizek pfitom klademe jen
tehdy, kdyz jeho umisténi je jednoznacné, tj. neexistuje jina plocha, kam by mohl
byt umistén)
Nakonec ovétime, zda vznikla situace znazornuje pravdivost zaveru.

Priklad 3.4.1:

a)  Vsechny velryby (V) jsou savci ().
Nékteti vodni Zivo¢ichové (Z) jsou velryby.
Spravny tsudek

Nekteti vodni zivocichové jsou savci.

b)  Vsechna auta (4) jsou dopravni prostiedky (D)

Vsechna auta maji volant (V)
Nespravny usudek

Nékteré dopravni prostiedky maji volant
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Pozn.: Neplatnost tohoto tisudku mozna nékterého Ctenare prekvapi. Jak je mozné, ze je
tento usudek neplatny? Vzdyt ptece za predpokladu pravdivosti premis musi platit, ze
nékteré dopravni prostiedky maji volant, a to alesponl ta auta! Pokud si vSak situaci
znazornime Vennovymi krouzky, zjistime, Ze tomu tak neni. Premisy nas opraviiuji pouze
k vysrafovani ploch odpovidajicich t¢émto formulim:

—3x [A(x) A =V(x)]
—3x [A(x) A =D(x)]

(“neexistuji auta bez volantu” a “neexistuji auta, kterd by nebyla dopravnim
prostfedkem”). AvSak kiizek na plose odpovidajici formuli 3x [D(x) A V(x)], tedy praniku
“ volantli a dopravnich prostfedk” se nenachézi! Jisté, vzdyt pravdivost premis ndm
nezarucuje existenci aut. V dob¢, kdy zadnd auta neexistovala, byly premisy trividlné
pravdivé, ale zavér byt pravdivy nemusel.

Obdobny ptiklad zjevné nespravného usudku je znam od Bertranda Russella:

Vsechny sklenéné hory jsou hory
Vsechny sklenéné hory jsou sklenéné

Nespravny usudek
Nékteré hory jsou sklenéné

Jde o béznou a pomérné Castou chybu, kdy ze vSeobecnych premis usuzujeme na
existenci. R. M. Smullyan uvadi ve své velmi zdatilé knize “Jak se jmenuje tato knizka?”
ptiklad uplatnéni takovéhoto argumentu, pomoci kterého “dokaze” existenci jednoroZce.

Poznamenejme jesté, Ze v tradi¢ni Aristotelové logice je tento mdd (tedy tsudkové
schéma) povazovan za platny. Je to proto, ze jak jsme jiz zminili, Aristoteles pracuje pouze
s neprazdnymi pojmy. Dodame-li dal$i pfedpoklad, a to Zze existuji sklenéné hory, bude
usudek platny. Podobné, doddme-li v usudku ad b) ptikladu 3.4.1 predpoklad existence
aut, bude poté usudek platny.
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Cviceni ke kapitole 3.4.

Ovéite metodou Vennovych diagrami platnost usudki z uvodni kapitoly 1:

Zadny uéeny z nebe nespadl
Vsechno co spadlo z nebe je voda

U
Z4dna voda neni udena
Vsechny mysi jsou hranaté
Vsechno hranaté je modré
U,
Vsechny mysi jsou modré
Nikdo s fialovymi vlasy neni stary
Nékteti lidé, kteti maji fialové vlasy, piji mléko
Us
Nekteti lidé, kteti piji mléko nejsou staii
Vsichni jezevci jsou sbératelé uméni
Nekteti sbératelé umeni Ziji v norach
Uy

cey

Nékteti jezevci ziji v nordch
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3.5. Automatické dokazovani v predikatové logice (obecna rezoluéni metoda)

Jak jsme demonstrovali v ptedchozich kapitolach, sémanticky dikaz logické pravdivosti, a
tedy 1 logického wvyplyvani, platnosti tsudku apod., zkouméanim vSech moznych
interpretaci, je v predikatové logice Casto obtiZzny ne-li nemozny. Jednou z efektivnich
metod je viak rezoluéni metoda, ktera je pro PL' zobecnénim zakladni rezoluéni metody
vyrokové logiky, kterou jsme se zabyvali v kap. 2.2. Tato obecna rezolu¢ni metoda se stala
zdkladem pro logické programovani, zejména programovaci jazyk PROLOG
(Programming in Logic).

Rezolu¢ni metoda je jedna z procedur (algoritmi), které parciadlné rozhoduji, zda dana
formule PL' je nesplnitelnd. Pro piedlozenou formuli A, kterd nesplnitelna je, tedy
procedura v konecném case tuto skutecnost zjisti a zastavi se. V piipadé, ze A je pouze
splnitelnd (ale ne logicky pravdivd), algoritmus nemusi nikdy skoncit svou cinnost.
Chceme-li tedy rozhodnout, zda dand formule A je logicky pravdiva, pouzijeme rezolu¢ni
metodu na formuli —A a zjiStujeme, zda je nesplnitelna. Je-1i tomu tak, procedura to zjisti
a po kone¢ném poctu krokt vyda kladnou odpoveéd. V ptipadé€, ze A je pouze splnitelna,
proces nemusi nikdy skoncit. Specielné, chceme-li zjistit, zda {Aj,...,A,} |= B, aplikujeme
rezolu¢ni metodu na formuli A; A ...A Ay A =B, nebot’ pokud je tato formule nesplnitelna,
pak je formule (A; A ...A A,) D B tautologie a vztah vyplyvani plati. Jinymi slovy,
v piipadé¢ dokazovéani platnosti usudku {A,,...,A,} |= B sta¢i dokazat nesplnitelnost
mnoziny formuli {A,...,A,, —B}.

Pozn.: Musime mit ovSem na paméti, ze uvedené ekvivalence, tj. {Ay,...,An} |= B praveé
kdyz |= (A1 A ...A Ay) D B, praveé kdyz (A; A ...A Ay A —B) je kontradikce, plati pouze
pro uzaviené formule bez volnych proménnych.

Rezoluéni metodu Ize aplikovat pouze na formule ve specidlnim tvaru, v tzv.
klauzularni (Skolemove) formé. Nejprve proto ukdzeme, Ze kazdou formuli je moZno
ptevést do klauzuldrni formy tak, ze vysledna formule je splnitelnd, pravé kdyz vychozi
formule je splnitelnd. Potom uvedeme Herbrandovu vétu, o niz se opiraji prvni zndmé
rozhodovaci procedury pro dokazovani nesplnitelnosti v predikatové logice 1. tadu.
Uplatnéni rezoluéniho pravidla vyrokové logiky je totiz v PL' komplikovano tim, Ze
v literdlech se vyskytuji termy obecné rGzného tvaru, které je nutno néjak unifikovat.
Popigeme tzv. zakladni rezoludni metodu pro PL', ktera je znatné neefektivni. Prilomem
v téchto metodach se vSak stal Robinsonuv objev unifikacniho algoritmu, ktery umoznil
zobecnéni zdkladni rezoluéni metody na mnohem ucinngj$i obecnou rezolu¢ni metodu,
ktera se pak stala zakladem logického programovani.

Automatické dokazovani v predikatové logice zobecitiuje postupy automatického
dokazovani ve vyrokové logice. Oproti situaci ve vyrokové logice je situace v predikatoveé

vvvvvv

v

» Komplikovangjsi je procedura pievedeni formule na klauzuldrni tvar, tj. do Skolemovy
klauzularni formy. Skolemova klauzularni forma je formule v konjunktivni normalni
form¢, kterda ma v prefixu pouze vSeobecné kvantifikdtory a matice formule je
konjunkce klauzuli, kde klauzule je disjunkce literalii. Proto oproti vyrokové logice je
vSeobecné kvantifikatory byly v prefixu a existencni se nevyskytovaly viibec. Musime
tedy provést
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— prevod formule do konjunktivni norméalni formy
— eliminaci existen¢nich kvantifikatorti z formule (tzv. Skolemizace).

= Slozit&jsi je tvar rezoluéniho odvozovaciho pravidla. Jeho pouziti vyzaduje simultanni
upravu literalt, tzv. unifikaci.

Nez uvedeme piesné definice, ukdzeme si postup nejprve na jednoduchych piikladech.
Ptipomenime si sémantickd ovéfeni platnosti sudkt v Piikladu 3.3.4. Takovéto ovétovani
je pon€kud slozité a nedd se automatizovat. UkaZzeme nyni, jak elegantnim zplsobem
dokazat platnost isudkll ad b) a c) tohoto piikladu za pomoci rezolu¢ni metody:

Marie ma rada pouze vitéze. Vx [R(m,x) 2 V(x)]
Karel neni vitéz. —V(k)
Marie nema rada Karla. —R(m,k)

Nejprve negujeme zavér usudku: R(m,k). Pak pievedeme jednotlivé formule do
klauzularni formy. Je to takova formule, ktera ma v prefixu pouze vSeobecné
kvantifikadtory a matice formule je v konjunktivni normalni forme, tedy je to konjunkce
disjunkci literald (klauzuli). Pfipomenme, ze literal je atomicka formule nebo jeji negace.
Formule R(m,k) je jiz v klauzularni formé¢ (t¢ nejjednodussi): obsahuje pouze jeden literal
R(m.k). Druhy predpoklad —V(k) je rovnéz v klauzularni formé. Jedna se opét o jeden
literal, tentokrat je to negace atomické formule V(k). Zbyva upravit prvni predpoklad.
Formule neobsahuje zadné existencni kvantifikatory, proto je nase situace jednoducha.
Staci prevést formuli [R(m,x) © V(x)] do konjunktivni formy [—R(m,x) v V(x)]. Je to opét
velice jednoducha konjunktivni forma, ktera obsahuje jedinou klauzuli, tj. disjunkci dvou
literal —R(m.x) a V(x). Nyni sepiSeme klauzule pod sebe a snazime se aplikovat rezolucni
pravidlo ,,vyskrtavani literala s opanym znaménkem®.

1. —=R(mx)v V(x)
2. =Wk
3. R(m)k)

Nyni bychom mohli uplatnit rezolu¢ni pravidlo napt. na klauzule 1 a 2, nebot’ literaly V(x)
a —V(k) maji ,,opatna znaménka“. AvSak atomické formule V(x) a V(k) nejsou identické.
Pomoc je jednoducha. Uvédomme si, ze proménnd x je v prvnim piedpokladu vazana
vSeobecnym kvantifikatorem. Miizeme tedy uplatnit pravidlo konkretizace ,,co plati pro
vSechny, plati i pro n&které* (viz Piiklad 3.3.3 pravidlo 1) a dosadit za proménnou x
konstantu k. Tim provedeme unifikaci termti V(x) a =V(k). Vysledkem bude nova klausule:

4. —=R(m,k) 1,2, substituce x/k
5. # 3,4

Dosli jsme k prazdné klausuli, kterd je nesplnitelnd. Tedy negovany zavér je ve sporu
s ptedpoklady, usudek je platny.

¢) Kdo zna Marii i Pavla, ten Marii lituje. Vx ([Z(x,m) A Z(x,p)] D L(x,m))
Nekteti nelituji Marii, ackoliv ji znaji. dx [—L(x,m) A Z(x,m)]
Nékdo zna Marii, ale ne Pavla. Ax [Z(x,m) A —=Z(x,p)]
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Provedeme dikaz sporem, tedy budeme ptfedpoklddat, ze nastane v néjaké interpretaci
ptipad, kdy jsou ptedpoklady pravdivé a zavér nepravdivy, tedy je pravdiva jeho negace:
Vx [Z(x,m) D Z(x,p)]. Nyni pievedeme jednotlivé formule do klauzuldrni formy
(vSeobecny kvantifikator vynechavame, protoze vime, Ze zistanou pouze proménné vazané
vSeobecnym kvantifikdtorem, na které pak mulzeme uplatiiovat substituci za Ucelem
unifikace literalt).

1. predpoklad: ([Z(x,m) A Z(x,p)] D L(x,m)) < —[Z(x,m) A Z(x,p)] v L(x,m) &
—Z(x,m) v —Z(x,p) v L(x,m). Obdrzeli jsme jednu klausuli.

2. predpoklad: Nyni mame problém. Formule je uzaviena existencnim kvantifikatorem,
ktery potiebujeme odstranit. Jedind moznost, kterd se nabizi, je tato: Pokud existuje n¢jaké
individuum x, pfedpokladejme, Ze je to napt. néjaké individuum a. Pozor! Musime vSak
pouzit takovou konstantu, kterd dosud jesté nebyla pouzita, nebot’ toto individuum a jisté
nemusi byt totozné s individuem p nebo m. Pfevedeme tedy tento piredpoklad na formuli

[—-L(a,m) A Z(a,m)]

Obdrzeli jsme dve jednoduché klausule, literaly —L(a,m) a Z(a,m). Pozor, jsou to opravdu
dv¢ klausule, nebot’ klausularni forma je konjunkce disjunkci literalt.

3. negovany zaver: —Z(y,m) v Z(y,p). Pfitom jsme vazanou proménnou x pfejmenovali na
v, nebot’ tato proménna je jiste jina, nez to x v prvnim piedpokladu.

Opct sepiSeme klausule pod sebe a budeme se pokouSet generovat resolventy za pomoci
unifikace literald (substituce vhodnych termt za (vSeobecné kvantifikované) proménné):

1 —Z(x,m) v =Z(x,p) v L(x,m)

2 —L(a,m)

3 Z(a,m)

4. —=Z(y,m) v Z(y,p)

5. —Zam)v —Z(a,p) 1, 2, substituce x/a

6 —Z(a,p) 3,5

7 —Z(a,m) 4,6, substituce y/a

8 # 3, 7 prazdna klausule

Tedy negovany zaver je ve sporu s predpoklady, usudek je platny.

Pozn.:

a) Unifikace je vzdy dosazovani termti za proménné (ne naopak!)

b) Pifi unifikaci musime vzdy dosadit substituovany term za vsechny vyskyty dané
proménné ve formuli, do které substituujeme.

¢) Odstranéni existen¢niho kvantifikatoru (tj. Uprava druhého piedpokladu) jisté neni
prechod k ekvivalentni formuli (viz cviceni 3.3, tlohy 1 a 2). Situace vSak neni tak
Spatna, nebot’ provadime dukaz sporem, a tento prechod sice nezachovava pravdivost,
zachovava vsak splnitelnost, coz pro dliikaz sporem postacuje. Jisté, je-1i napt. formule
dx A(x) splnitelna, pak alesponn jeden prvek universa spliiuje podminku A, tedy
formule A(a) bude také splnitelna, protoze existuje takova interpretace konstanty a,
pro kterou nabude formule A(a) hodnoty pravda. Musime vSak volit pokazdé novou
konstantu, ktera dosud nebyla v jazyce pouzita.
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Po téchto uvodnich ptikladech piejdeme k presnym definicim. Prvni definice je spise
pomocnou, pro ilustraci dal§iho postupu.

Definice 3.5.1 (prenexni tvar formule): Formule A predikatové logiky je v prenexnim
tvaru, ma-li tvar Qix; O ... Oux, B, kde n > 0 a pro kazdé 1 = 1, 2,...,n je Q; bud
vSeobecny kvantifikator V nebo existencni 3, xi, x2,...,x, jsou navzajem razné individuové
proménng, B je formule utvotrena z elementarnich formuli pouze uzitim vyrokovych spojek
—, A, V. Vyraz Qix; Oxx, ... Opx, se nazyva prefix (charakteristika) a B otevienym jadrem
(matici) formule A v prenexnim tvaru.

Véta 3.5.1: Kazdou formuli lze ekvivalentné prepsat do prenexniho tvaru, tj. ke kazdé
formuli predikatové logiky A existuje formule A* v prenexnim tvaru, kterd je s formuli A
ekvivalentni, tj. A < Ax*.

Diikaz: Matematickou indukei podle hierarchického fadu formule A.

1. Baze indukce. Formule fadu 0 (elementarni formule) neobsahuji zadné spojky ani
kvantifikatory a jsou tedy automaticky v prenexnim tvaru. Tvrzeni véty tedy plati.

2. Indukcni krok. Ukazeme, ze plati-li tvrzeni véty pro formule B, C, pak plati také pro
formule VxB, 3xB, =B, B A C, B v C, B © C, B = C (4. platnost véty se pfenasi z formuli
niz§iho fadu na formule fadu vyssiho).

Je-li A = VxB nebo A = 3xB, pak vzhledem k tomu, Ze B je v prenexnim tvaru
(induk¢ni predpoklad), je i A v prenexnim tvaru, tj. A <> A,

Necht’ A = —B. Formule B je podle induk¢niho ptfedpokladu v prenexnim tvaru, tj. B =
Oix1 Ox; ... Owxy D, kde Qi jsou V nebo 3 a D je formule bez kvantifikatord. Potom n-
nasobnym pouzitim de Morganova zdkona —OxF = Q'x —F (Q' je dudlni kvantifikator ke
0), dostavame A = —Qx; Oxx3 ... Ox, D & O1'x) O0'x ... O)'x,, =D < A* a formule A je
ptevedena do ekvivalentniho prenexniho tvaru A.

Necht A =B A C. Formule B, C jsou podle indukéniho pfedpokladu v prenexnim tvaru,
. B= 0w Oz ... Owxm F, C = 01 Oz ... Owyn G, kde F, G jsou formule bez
kvantifikatord. Mame dokdézat, Ze existuje formule A* ekvivalentni s formuli A. To zajisté
plati, je-li k= n + m = 0. Tvrzeni bude dokézéano, jestlize z ptedpokladané platnosti pro k =
n+ m — 1 dokdzeme platnost pro k = n + m. Dikazem je nasledujici fetéz ekvivalenci:
A=BA Q1y1 G e Q1y1 BAG & Q1y1 (B AN Gl)* < Ax,

Formule B A G; obsahuje totiz jen n + m — 1 kvantifikatord a 1ze tedy na ni pouzit
indukéni predpoklad.

Pro slozené formule B v C, B o C, B = C Ize indukéni krok dokdzat podobnym
zpisobem jako v pfedchozim bodé.

Vzhledem k tomu, Ze
BvCs <(—-BA-(C),Bo>C«s ~(BA-(),B=C< —(BA-C)A—-(CA—-B),
je vSak dikaz induk¢niho kroku pro v, D, = nadbytecny.

Algoritmus (pievod formule do prenexniho tvaru):
(1) Eliminace funktorti © a =. PouZijeme ekvivalence:

Ao>B< —-A VB,

A=sBo (A>B)A(B2A)< (-AVvB)A(—=BVA).
(2) Prevedeni formule na tvar s ¢istymi proménnymi.
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a) Pouzijeme nésledujici ekvivalence (ndhrady levé strany pravou):
(VxA A VxB) & Vx (A A B) (3xA v IxB) < Ix (A v B)

b) Piejmenovani vazanych proménnych tak, aby zadna proménna nebyla ve formuli
soucasn¢ volnd 1 vazana a tak, aby vSechny proménné vazané raznymi
kvantifikatory byly navzajem rizné. To plati nejenom pro celou formuli, ale i pro
kazdou jeji podformuli.

(3) Vypusténi nadbytecnych kvantifikatord, tj. kvantifikatori jejichz dosah plisobnosti
neobsahuje zadny vyskyt kvantifikované proménné.

(4) Pteneseni vSech vyskytl spojky negace bezprostiedné pred elementdrni formule. Toho
1ze dosahnout opakovanym uZzitim nésledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé strany
pravou stranou):

—A S A,

—(AAB)< -A v B, (de Morgan)
—(A v B) < —A A =B, (de Morgan)
—Vx A(x) < 3x -A(x), (de Morgan)
—dx A(x) < Vx —A(x). (de Morgan)

(5) Preneseni vSech kvantifikatorti na zacatek formule. Toho lze dosdhnout opakovanym
uzitim nasledujicich ekvivalenci (nédhrady jejich levé strany pravou stranou):

VxA A B < Vx (A AB) dxA v B < 3dx (A v B) B neobsahuje volnou x
A AVxB & Vx (A AB) A v 3IxB < 3x (A v B) A neobsahuje volnou x
IxA AB < 3dx (A AB) VxA v B << Vx (A v B) B neobsahuje volnou x
A AJxB < 3x (A AB) A v VxB & Vx (A v B) A neobsahuje volnou x

Piiklad 3.5.1: Nalezneme prenexni formu formule na fadku 1:

1.  Vx[P(x)A Vydx (=0(x,y) D Vz R(ax,)))] vychozi formule

2. Vx[P(x)AVyax (Ox,y) v Vz R(ax,y))] eliminace o

3. Vx[P(x) A Vyadx; (O(x1,y) v Vz R(a,x1,y))] pfejmenovani proménné

4.  Vx[Px) A Vydx; (O(x1,y) v R(ax1,y))] vypusténi nadb. kvantifikatoru
5. VxVy [P(x) A 3x; (O(x1,y) v R(ax1,y))] pfesun kvantifikatoru doleva
6. VxVydx; [P(x) A (O(x1,y) Vv R(ax1,)))] presun kvantifikatoru doleva

Pozn.: Prenexni tvar formule neni uren jednozna¢né. Konecnd podoba prenexni formule
zavisi na pofadi provadéni uprav a na zplsobu piejmenovani vazanych proménnych.
Vsechny prenexni tvary jsou vSak ekvivalentni.

Definice 3.5.2 (Skolemova klauzuldarni forma):

1) Literal je atomicka formule nebo negace atomické formule (napt. P(f(x)), =O()).

2) Klausule je disjunkce literalti (napt. [P(f(x)) v =O()]).

3) Konjunktivni normalni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule, jejiz
matice je konjunkce disjunkei literdlt (tj. konjunkce klauzuli).

4) Skolemova klauzularni forma uzaviené formule je prenexni tvar této formule, ktera
neobsahuje zadné existencni kvantifikatory a matice formule je konjunkce klausuli.

Skolemovu formu formule A ozna¢ime zapisem AS.
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Eliminace existencnich kvantifikatori (Skolemizace).
Skolemova forma vznikne z formule opakovanym pouZitim nésledujicich dvou operaci
(skolemizaci):

a) IxVy1..Vy, AQx, YiseesVin) = V1.V A(C, YiseaasVin),
kde ¢ je nova (v jazyce dosud nepouzitd) individuova konstanta, tzv. Skolemova
konstanta

b) VxiVx,...Vx, Iy A(x1, X2,....X0, V) = VX1 VX2... VX0 AQX1, X240 Xns X1, X25eees X)),
kde f je novy (v jazyce dosud nepouzity) n-arni funkéni symbol, tzv. Skolemova
funkcni konstanta.

Thoralf Albert Skolem (23.5.1887 — 23.3. 1963) byl norsky matematik
a logic. Publikoval vice nez 180 ¢lank (matematika — teorie grup,
svazl, matematicka logika, atd.).

Pozn.: Kazdému eliminovanému existenénimu kvantifikatoru odpovidd jind Skolemova
konstanta.

1. Skolemovy konstanty ptedstavuji individua, o jejichz existenci vypovidaji pivodni
formule. Tak napft.

JxVy P(x,y) —> Vy P(c, y)
Je-1i univerzem mnoZina vSech pfirozenych ¢isel a realizaci (interpretaci) predikéatu
P je relace < (tedy P(x,y) chapeme jako x < y), pak konstantu c lze interpretovat
jako ¢islo 0. Tedy, je-li formule na levé strané v této interpretaci pravdiva, pak je i
formule na pravé strané pravdiva v této interpretaci. V tomto modelu je konstanta ¢
jedind, ale v jinych modelech tomu tak byt nemusi. OvSem toto pravidlo
nezachovava pravdivost. Kdybychom interpretovali konstantu ¢ napt. ¢islem 3, pak
formule na levé stran¢ je v této interpretaci pravdiva, kdezto formule na pravé
stran€ je nepravdiva.
Vx3y P(x,y) = Vx P(x,f(x))
Dulezité: jestlize je existenéné vazana proménna y v dosahu néjakych vSeobecnych
kvantifikator vazajicich proménné xi, x»,...,x,, pak musime volit funkcni symbol f
arity n a za proménnou y dosadime term f(x;, xz,..., X,), nebot’ hodnoty y zavisi na
X1, X24.005Xp.
Je-1i napf. univerzem mnozZina realnych ¢isel a oborem pravdivosti predikatu P je
relace <, pak interpretaci funkéniho symbolu f miZze byt napt. funkce F, ktera je
zadana piedpisem: F(x) = x + V3. V tomto modelu jsou ob& formule pravdivé.
V jiné interpretaci tomu tak byt nemusi, pravidlo nezachovavad pravdivost, neni ve
shod¢ s vyplyvanim. AvSak zachovava splnitelnost. Je-li formule na levé strané
pravdiva v n&jaké interpretaci, pak lze vzdy volit interpretaci symbolu £, tedy nalézt
funkci F(x), takovou, aby byla pravdiva i formule vpravo.
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Tedy Skolemova klausuldarni forma formule ma tento tvar:
‘v’x1 sz ...Vx,, [C] VAN Cz A eee Ck],

kde C; jsou klausule (disjunkce literalt). Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pouze uzaviené
formule, neni nutné vSeobecné kvantifikatory explicitné uvadeét.

Véta 3.5.2. Skolemova forma A’ uzaviené formule A neni ekvivalentni s formuli A, ale
plati:

= A% > A, neboli A® |= A.
Diikaz:
Necht ma formule Vx; Vx;...Vx, P(xi1, X2,....xn, f(X1, X2,..., X,)) libovolny model 1. To
znamena, ze pro libovolnou n-tici dy, da,...,d, prvkl universa plati, ze (n+1)-tice prvkl
universa

(dy, da,....dyn, 2(dy, do,...,dy)) € PP

(lezi v oboru pravdivosti P), kde / je funkce pfifazena interpretaci I symbolu fa P je
relace — obor pravdivosti P v interpretaci I. Pak je ovSem interpretace I rovnéz modelem
formule Vx; Vx,...Vxy 3y P(x1, x2,...xn, ¥). Kazdy model formule A® je tedy i modelem
formule A. Je-li tedy formule A nesplnitelnd (kontradikce — neméa model), pak je
nesplnitelna i formule A, coz pro ditkaz sporem postaluje.

Véta 3.5.3 (Skolem).
Kazd4 formule A miize byt prevedena na formuli AS v klauzuldrni (Skolemové) formé
takovou, Ze A je splnitelna, pravé kdyz A® je splnitelna.

Z piedchozi véty vyplyva, 7e je-li A® splnitelna, pak je splnitelna i A. Obraceng, je-li
formule A splnitelna (ma aspon jeden model) je splnitelna i formule A®, nebot pak lze
vzdy nalézt takovou interpretaci symbolu f; aby v ni byla A® pravdiva. Ob& formule A®, A
jsou soucasné splnitelné nebo nesplnitelné, nemusi vSak byt ekvivalentni (tj. nemizZeme
psat AS < A nebo |= (AS= A)).

Algoritmus pirevodu A — AS,
Krok 1. Utvoreni existencniho uzaveru formule A. (Krok zachovava splnitelnost.)

Krok 2. Eliminace nadbytecnych kvantifikatori. (ekvivalentni krok)
Z formule A vypustime vSechny kvantifikatory Vx; 3x;, v jejichz dosahu se
nevyskytuje proménna x;

Krok 3. Prejmenovani proménnych. (ekvivalentni krok)

Piejmenujeme vSechny proménné, které jsou v A kvantifikovany vice nez jednou
tak, aby vSechny kvantifikatory mély ve svém dosahu navzajem rtizné promeénné.

Krok 4. Eliminace spojek o, = podle téchto vztahli (ekvivalentni krok):
(AoB)<(-AVB),(A=B)< (-AVvB)A(—=BVA)

Krok 5. Presun spojek — dovniti dle de Morganovych zakonti. (ekvivalentni krok)

Krok 6. Presun kvantifikatori doprava. (ekvivalentni krok)
Provadime nahrady podle téchto ekvivalenci (Q je kvantifikator V nebo 3; © je
symbol A nebo v; A, B neobsahuji volnou proménnou x):
Ox(AOB(x) < AO©OxB(x), Ox (A(x) ©B) < Ox A(x) OB
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Pozn.: Pred provedenim kroku 7. je vhodné provést ekvivalentni zjednoduSujici upravy
formule.

Krok 7. Eliminace existencnich kvantifikatorii (krok zachovava splnitelnost.)
Provadime postupné Skolemizaci podformuli Ox B(x), Ox A(x), které jsme obdrzeli
v ptedchozim kroku 6, tedy nahradu existen¢né kvantifikovanych formuli
formulemi bez existen¢niho kvantifikatoru dle Definice 3.5.2 (¢ast Skolemizace).

Krok 8. Presun vSeobecnych kvantifikatorii doleva. (Ekvivalentni krok, nebot jsme jiz
provedli krok 3. a plati ekvivalence dle 6.)

Krok 9. Pouziti distributivnich zakonu. (ekvivalentni krok)
Provedeme postupné nédhrady vlevo formulemi vpravo:
AAB)VCeAVOABVO), Av(BACO < (AVvB)A(AVO)

Rezolu¢ni metoda je tedy metoda neptimého dikazu, sporem:

a) Dukaz logické pravdivosti formule A: dokazujeme nesplnitelnost negované
formule —A.

b) Dikaz platnosti usudku Aj,...,A, |= Z: dokazujeme nesplnitelnost mnoziny
formuli {Ai,...,Ay,—Z }

Piiklad 3.5.2:

1) Uvazujme formuli A = Vx3yVz3v [P(z,y) A O(x,v)].
Pokud bychom aplikovali Skolemizaci bez kroku 6, dostali bychom formuli:
A’ = VxVz [P(z, fx)) A O, h(x,2))], kde £, h jsou zavedené Skolemovy funkéni
konstanty. Pouzijeme-li v§ak nejprve krok 6, dostaneme
A’ =3YVz P(z,y) A Vx v O(x,v) a z ni eliminaci existen¢nich kvantifikatort
A’ =Vz P(z, a) A Vx Q(x, h(x)). Odtud pak pfesunem kvantifikator doleva:
AS =VzVx [P(z, a) A O(x, h(x))], v niz zavedené Skolemovy konstanty a, 4 jsou
mnohem jednodussi.

2) Krok 6 vsak je dulezity nejen proto, ze vyslednd klauzularni forma je jednodussi. Na
tomto misté chceme upozornit na diileZitost kroku 6 algoritmu prevodu do klauzuldrni
formy. Castym omylem je domnénka, Ze je moZno provést pievod tak, ze formuli
nejprve pievedeme do prenexni konjunktivni formy, a pak provedeme Skolemizaci. Na
jednoduchém piikladé¢ ukdzeme, Ze takovyto postup by nebyl uplnym dikazovym
kalkulem (nedokazali bychom viechny tautologie PL'):

Uvazme jednoduchou tautologii:

—Vx P(x) v Vy P(y).

Negaci ziskame formuli
Vx P(x) A dy —=P(y),

kterd je nesplnitelnd, coz snadno dokazeme: Skolemizaci obdrzime formuli
VxP(x) A —P(a), a substituci {x/a} pak kontradikci P(a) A —P(a), tedy spor, prazdnou
klausuli #.
Provedeme-li (chybné) nejprve pievod do prenexni formy a pak Skolemizaci,
dostaneme:
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[VXP(x) A 3y=P(y)] |- Vx [P(x) A Jy=P(»)] |- Vx3y [P(x) A ~P()] |-
Vx [P(x) A =P(f(x))].

Nesplnitelnost této formule uvedenymi dikazovymi postupy nedokdzeme, nebot
literaly P(x) a —P(f(x)) nejsou unifikovatelné: nelze nalézt takovou substituci termu
f(x) za proménnou x, ktera by tyto literaly unifikovala.

Pievedeme formuli A na formuli v klausularni (Skolemove) form& A®:

A = Vx{P(x) 2 Iz{=Vy[0x.y) D P(flx1)] A V¥[Q(xy) D P(X)]}}.

Kroky 1. a 2. Utvoieni existencniho uzavéru a eliminace 3z:

31 Vx {P(x) D {=Vy[O(x,p) D P(f(x1))] A Vy[O(x,y) D P(x)]} }.
Krok 3. Pfejmenovani proménné y:
TV {P(R) D {~V[0) D PIE))] A V2[0(x,2) S P13
Krok 4. Eliminace >:
Fx; Vx{—=P(x) v {=Vy[=0(x,y) v P(f(x1))] A Vz[-0(x,z) v P(x)]}}.
Krok 5. Pfesun negace dovniti:
Jx 1 Vx{—=P(x) v {Iy[O(x,y) A =P(f(x1))] A Vz[=0(x,2) v P(x)]}}.
Krok 6. Piesun kvantifikatorti 3y a Vz doprava:
1 Vx{—=P(x) v {[Ty O(x,y) A =P(f(x1))] A [Vz =0(x,z) v P(x)]}}.
Krok 7. Eliminace existen¢nich kvantifikatoru:
Va{=P() v IO X)) A ~P(Ra)] A [Vz =0(x2) v PR
Krok 8. Pfesun Vz doleva:
VxVz{=P(x) v {[Q(x,h(x)) A =P(la))] A [-0(x,2) v P(X)]} }.
Krok 9. Pouziti distributivniho zakona:
VxVz{[—P(x) v O(x,h(x))] A [-P(x) v =P(f(a))] A [-P(x) v =0(x,z) v P(x)]}.

Nyni mtzeme jest¢ formuli zjednodusit:
1) Vypustime tfeti klausuli, protoze je to tautologie
i1)  Odstranime kvantifikator Vz (stal se zbyte¢nym)
ii1) Ve druhé klausuli odstranime —P(x), neovlivnime tim splnitelnost

Vysledna Skolemova klauzularni forma je:

A= Vx{[=P(x) v O(x,h(x))] A =P(fla))}.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



118

Piiklad 3.5.3: Uvazujme formuli A v klausularni formé:

VxVyVzVv [P(x, f(x)) A OO, h(y)) A (—P(a, z) v =0(z, v))].

Dokazeme, ze tato formule je nesplnitelnd. VypiSme jednotlivé klausule pod sebe a
pokusme se uplatiiovat pravidlo rezoluce:

1. P(x, f(x))
2.0, h(y))
3. =P(a, z) v =0Q(z,v)

Klausule 1 a 3 obsahuji literaly s opacnym znaménkem, avSak uplatnéni rezoluce brani to,
ze P(x, fix)) # P(a, z). Uvédomime-li si vSak, ze vSechny proménné jsou univerzalné
kvantifikovany a ze plati zdkon konkretizace (viz Priklad 3.3.3, pravidlo 1: Je-li term ¢
substituovatelny za proménnou x ve formuli A(x), pak VxA(x) |= A(x/t), ’co plati pro
vSechny, plati 1 pro #’°), mizeme se pokusit najit vhodnou substituci termii za proménné
tak, abychom dostali shodné, tj. unifikované literaly. V nasem ptiklad¢ takova substituce
existuje:

xla, z/f(a).
Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
1’. P(a, fla))
2. 0@y, h(y))

3". =P(a, fla)) v =Q(fa), v)

kde na 1’ a 3’ jiz lze uplatnit pravidlo rezoluce:

4. =0(f(a), v)

Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2 a 4, zvolime opét substituci:

vifla), vih(fia).

Dostaneme

2’. O(fta), h(f(a)))
4. =0(fa), h(fla)))

a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli #. Tedy formule A je nesplnitelna.

V naSem piikladu jsme se opteli o zdkon konkretizace, tedy postup byl korektni.
Problémem ovsem je to, ze pfislusné substituce jsme hledali zkusmo, intuitivné. Aby mohl
byt cely proces automatizovan (a mohl tak slouzit jako zaklad pro logické programovani),
musime najit néjaky algoritmus, jak provadét ptislusné unifikace. Takové algoritmy
existuji. Uvedeme zde dva z nich, a to Herbrandovu proceduru a Robinsontiv unifikacni
algoritmus. Herbrandova procedura byl historicky prvni takovy algoritmus, avSak neni
ptilis efektivni. Teprve objev Robinsoniiv umoznil prudky rozvoj automatického
dokazovani teorému a logického programovani.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



119

Jacques Herbrand (12.2.1908 — 27.7.1931) byl velice nadany
francouzsky matematik a logik. Jiz v 17 letech absolvoval Ecole
Normale Superiore. Doktorandskou praci obhdjil v 21 letech, poté
musel narukovat do armady. V r. 1931 publikoval vyznamnou
studii na téma obecnych rekurzivnich funkci a odjel na dovolenou
jako horolezec do Alp. Zde vsak mél smrtelnou nehodu.

3.5.1 Herbrandova procedura

Podle definice je dana formule A nesplnitelna, pravé kdyz nabyvéa hodnoty nepravda ve
v§ech interpretacich nad vsemi moznymi obory interpretace. Dikaz toho, ze A je
nesplnitelnd, by samoziejmé usnadnilo, kdybychom nasli jisty pevny obor interpretace D
takovy, ze A je nesplnitelnd, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve vSech interpretacich
nad timto pevnym oborem D. Takovy obor ke kazdé formuli A existuje a nazyva se
Herbrandovo universum formule A (budeme znacit H,). Je tvofeno mnozinou vSech termi,
které mohou byt sestrojeny z individuovych konstant a; a funkénich konstant f;, které se
vyskytuji v A. (Pokud ve formuli A neni zadna individuovd konstanta, pouzijeme
libovolnou, napft. a.)

Piiklad 3.5.4:
a) Pro formuli A = Vx [P(a) v OQ(b) D P(f(x))]
je Hy={a, b, fla), f(b), fi(f(@)), f(D)). ...}
b) Pro formuli B = VxVy P((f(x), v, g(x,y))
je Hy= {a, fla), g(a,a), f(f(a)), g(a.f(a), g(f(a).a). ...}

Definice 3.5.3 (Zakladni instance).

Bud’ A formule v klausularni formé: Vx;Vx; ... Vy, [Ci A ...A Ci]. Zdkladni instanci
klausule C; (1 <1 < k) rozumime klausuli, kterd vznikne z C; tim, Ze vSechny individuové
proménné v C; nahradime néjakymi prvky z H,.

Véta 3.5.4 (Herbrand)
Formule A v klausuldrni form¢ je nesplnitelnd, pravé kdyz existuje kone¢na konjunkce
zékladnich instanci jejich klausuli, ktera je nesplnitelna.

Priklad 3.5.5: Uvazujme opét formuli A z piikladu 3.5.3:
VxVyVzVv [P(x, fix)) A O, h(y)) A (=P(a, z) v =0(z, v))]

DokaZzeme pomoci Herbrandovy véty, ze tato formule je nesplnitelnd. VypiSeme jednotlivé
klausule pod sebe a budeme postupné generovat jejich zékladni instance:

1. P(x, f(x))

2. 00y, h(y))

3. =P(a, z) v =Q(z, v)
V nasem ptipad¢ je Hy= {a, fla), h(a), f(a)), (h(a)), h(f(a)), h(h(a)), ...}. Nyni budeme
po tad¢€ dosazovat prvky Herbrandova universa za proménné x, y, z, v tak dlouho, dokud
nenalezneme “protiptiklad”, ¢ili spor.
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Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}
P(a, a)) n O(a, h(a)) A [-P(a, a) v —Q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/fla)}
P(a, a)) A Oa, h(a)) A [=P(a, a) v =Q(a, fla))]
atd., az
Substituce n: {x/a, y/f(a), z/f(a), v/h(f(a))}

P(a, fla)) A O(fla), h(fla)) ) A [=P(a, la)) v —=O(fla), h(fa)))]

Rezolu¢ni metodou vyrokové logiky nyni snadno ovétime, ze tato konjunkce je
nesplnitelnd. Tedy jsme nalezli protiptiklad splnitelnosti formule A (matice formule
nemiiZze byt pravdivd pro vSechna x, y, z, v, nebot’ neni splnéna valuaci, kterd témto
proménnym pftifadi individua z H4 dle substituce n), a proto je tato formule nesplnitelna.

Herbrandova procedura parcidlné rozhoduje, zda je dand formule A nesplnitelna.
K dané formuli postupné generujeme zakladni instance jejich klausuli a resolu¢ni metodou
vzdy testujeme, zda je jejich konjunkce nesplnitelnd. Jestlize tomu tak je, pak A je
nesplnitelnd a tato procedura to po kone¢ném poctu kroki zjisti. V ptipad¢ splnitelnosti A
mize procedura generovat donekonecna nové a nové zakladni instance a testovat jejich
konjunkce.

Podstatnym problémem této metody je skutecnost, ze generovani zdkladnich klausuli je
neefektivni. Pocet zékladnich instanci, které musi byt generovany, dokud nenarazime na
protiptiklad, tj. nesplnitelnou konjunkci, mize byt ¢asto tak velky, ze ndm pteplni pamét
pocitace, nehled¢ na ¢asovou slozitost takového algoritmu. J. 4. Robinson navrhl v r. 1965
metodu, kterd na rozdil od Herbrandovy procedury nevyzaduje generovani zakladnich
instanci, ale rozhodne piimo, zda k /ibovolné konjunkci klausuli existuje substituce takova,
ktera unifikuje nékteré literaly a umozni dokazat nesplnitelnost (pokud tato konjunkce
nesplnitelna je).

3.5.2 Robinsonuv unifikacni algoritmus.

Pozn.: John Alan Robinson (narozen v r. 1928) je vzdélanim filosof, ddle matematik a
zabyva se teoretickou informatikou. Je emeritnim profesorem na Syracuse universit¢ v
USA. Jeho nejdilezitéjsi vysledky se tykaji automatizovaného dokazovani teorémil,
logického programovani zalozeného na rezolu¢nim principu a unifikaci termi (r. 1965).
Robinson obdrzel v r. 1996 Herbrandovu cenu za vyznamny piinos k automatickému
usuzovani a dokazovani.

Definice 3.5.3 (substituce a instance formule):
Necht’ A je formule obsahujici individuové proménné x;, i=1,2,...,n, a to bud’ ptfimo (jako
bezprostiedni argumenty) nebo zprostiedkované (jako argumenty funkci). Ozna¢me
(o] ={x1/t1, X2/t2,...,xn/tn}

simultanni substituci term t; za (vSechny vyskyty) individuové proménné xj pro i=1,2,...,n.
Potom zapisem

Ac
oznac¢ime formuli, kterd vznikne z formule A provedenim substituce o. Poznamenejme, ze

substituce se mtize tykat vSech, nebo jen nckterych, nebo dokonce zadné individuové
proménné obsazené v A (v tomto piipadé pro n€kterd nebo vSechna i substituujeme xi/x;).
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Formule B je instanci formule A, jestliZe existuje substituce o takova, ze B = Ac.

Pozn.: Substituce lze skladat. Pro skladani (superpozici) substituci plati:
(op)t = o(pt) = opT, tj. skladani substituci je asociativni.
Pro identickou substituci (tj. xi/x; pro vSechna i) ¢ plati e = o¢ = o, tj. identickd
substituce hraje v algebfte substituci ulohu jednotkového prvku.
Gp # po, tj. skladani substituci neni obecné komutativni.

Definice 3.5.4 (unifikace):
Unifikace (unifika¢ni substituce, unifikator) formuli A, B je substituce o takova, ze

Ac =Bo.

Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace o takova, Ze pro kazdou jinou unifikaci p
formuli A, B plati p = o1, kde 1 # ¢, tj. kazda unifikace vznikne z nejobecné&jsi unifikace
provedenim dalsi dodate¢né substituce.

Pozn.:

1. Unifikace atomickych formuli (literalti) A, B nemusi existovat, napf-.:
literaly P(x,y), O(z,a) nelze unifikovat, protoZe se jedna o dva riizné predikaty (byt
se stejnou aritou)
literaly P(x), P(f(x)) nelze unifikovat, pfestoze se jednd o stejné predikaty
(neexistuje zadna unifikujici substituce).

2. K danym dvéma formulim mutize existovat vice riznych unifikaci. Necht’ napft.

A =P, y), B=P(u,?2).
Potom:
6 = {x/u, y/2} je unifika¢ni substituce, nebot’ Ac = Bc = P(u,2),
p = {x/3,y/2, u/3} je unifikacni substituce, nebot’ Ap = Bp = P(3,2),
={x/f(y), y/2, u/f(y)} je unifikaéni substituce, nebot’ At = Bt = P(f(y), 2).
Ac, Ap, At jsou riznymi instancemi formule A, pfitom formule Ap je zakladni
instanci (podobné Bt, Bp, Bc jsou riznymi instancemi formule B a Bp je zakladni
instanci).
G, P, T jsou riznymi unifikacemi formuli A, B. Unifikace ¢ je nejobecnéjsi unifikace
téchto formuli. Kazdou jinou unifikaci ziskame z této dodate¢nou substituci, napf-.:
p=o0c.{u/3},
T=0c.{u/f(y)}.

(Tedy nejobecnéjsi unifikace je ta “nejjednodussi”, ktera ponechava co nejvice
proménnych volnych.)

Robinsoniiv algoritmus nalezeni nejobecnéjsi unifikace:

Formulace zcela obecného algoritmu je pomérné slozita (patii do vypocetnich metod
um¢lé inteligence) a jeho ,,rucni* simulace znacné nepiehlednd. Omezime se proto pouze
na pfipad, kdy unifikované elementdrni formule nemaji na obou mistech stejnolehlych
argumentll soucasn¢ néjaké slozené termy (v tomto ptipad¢ by bylo tfeba rekurzivnim
algoritmem postupné tyto struktury rozkryvat).
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Ptredpokladejme tedy
A= P(tla t25"'5tn)’ B= P(Sla S2)"')Sl’l),

kde 11, ta,....tn, S1, $2,...,Sy jsou termy takové, Ze f, si nejsou soucasné slozené termy (dle
Def. 3.1.1, bod II a), tedy alespoini jeden z téchto termi je proménnd. Potom nejobecné;si
unifikaci ziskame takto:

1. Proi=1,2,...n provadgj:
Je-li t; = si, pak poloz o; = €.

Neni-li 4 = s, pak zjisti, zda jeden z terml t;, s; predstavuje néjakou
individuovou proménnou x a druhy né&jaky term r, ktery proménnou x
neobsahuje.

Jestlize ano, pak poloz c; = {x/r}.
Jestlize ne, pak ukon¢i praci s tim, ze formule A, B nejsou unifikovatelné.

2. Po tadném dokonceni cyklu ur¢i ¢ = ©16...0,. Substituce o je nejobecngjsi
unifikaci formuli A, B.

Piiklad 3.5.6:
1. Necht’ A = P(x, f(x), u), B=P(y, z, g(x,»))

o1 = {X/y}a AGl = P(V’f(y)a l/l), BG] = P(ya Z, g(y’y))
G2 = {Z/f()/)}, Acioy = P(yaf(y)a u)a Boio, = P()/,f()/), g(y’y))
o3 = {u/gy.y)}, Ac16263 = P(y, ), g(1.y)), Bo16203 = P(y, Ay), g(.y))-

Slozena substituce 6=6,0,03 je unifikaci formuli A, B (Ac = P(y, f(v), g(»,y)) = Bo), a
to nejobecnéjsi unifikaci.

2. Necht’ A = P(x, f(x), z), B=P(y, z, g(x,y))

G| = {X/y}v AGI = P(yoj(y): Z)o BGI = P(yo Z, g(y’y))
62:{200)}’ Acioy = P(y’ﬂy):f(y)), Boio, = P(y,f()/), g(y’y))

Termy f(y) a g(v,y) unifikovat nelze, nebot se jedné o dva riizné funkéni symboly.
Formule A, B nelze tedy unifikovat.

Véta 3.5.5 (Robinsonovo zobecnéné rezolucni odvozovaci pravidlo):
Necht' A;, Bi, Li jsou atomické formule predikatové logiky. Potom plati nasledujici
odvozovaci pravidlo:

Ayv.vA,vL,B v.vB,v-lL, - Aicv..vA,cVvBov..vB,o,

kde & je unifikace formuli L, Ly, tj. L1o = L)G.

Klauzule na levé strané odvozovaciho pravidla nazyvame rodicovskymi klauzulemi a
klauzuli na pravé strané rezolventou.

Formule A’ vklausularni form& je nesplnitelnd, pravé kdyz zni lze opakovanym
pouzitim obecného pravidla rezoluce odvodit prazdnou klausuli #.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



123

Poznamky:

1. Specialni pfipady rezolu¢niho odvozovaciho pravidla (pfedpokladame L;c = L,o):
m=0, n=0: Ly, Ly |- # odvozeni sporu
m=0, n=1: L;,—-L,vB|-Bo pravidlo MP
m=1, n=1: LivA -L,vB|-Ac v Bo zékladni tvar rez. pravidla

2. Unifikace ¢ formuli L;, L, mtze byt jakdkoliv; chceme-li v§ak vyvodit z pfedpokladii
(rodi¢ovskych klauzuli) nejobecnéjsi zaver (rezolventu) je tfeba pouzit nejobecné;si
unifikaci.

Diitkaz (zékladniho tvaru):

Predpoklady L; v A, —L, v B se transformuji na tvar Ljc v Ac, —L,c v Bo, kde c je
unifikace formuli L;, —L,. S témito pfedpoklady se dale pracuje stejnym zplisobem jako s
puvodnimi pfedpoklady L, v A, —L; v B v diikazu véty 2.2.3.

Piiklad 3.5.7 (rezolucni metoda v predikatové logice):

I. Dokdzeme analytickou pravdivost véty:
,Jisty filosof odporuje vSem filosofiim, tedy odporuje sam sobé.*

Vétu analyzujeme jako (zamyslend interpretace je nad mnozinou individui, P —
podmnozina filosofli, Q — relace, ve které budou ty dvojice, kde prvni odporuje
druhému)

I {[P(x) A Vy (P(y) 2 O(x.))] 2 O(x.x)}

Formuli znegujeme a pfevedeme na klausularni tvar:
VxVy {P(x) A [=P() v O(x,»)] A =0(x,x)}. K jednotlivym klausulim

1. P(x)
2.=P(y) v O(x.y)
3. =0(x,x)
je nejobecnéj$im unifikatorem substituce {y/x}:
4. O(x,x) l.a?2.
5. # 3.a4.

Negovana formule je nesplnitelna (kontradikce), proto je piivodni formule logicky
pravdiva.

Il. Dokazme spravnost usudku.

Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny Clen vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionaf.
VSsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Z4dny majitel obligaci neni akcioné.
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Vx [V(x) 2 (O(x) v A(x))]
Vx [V(x) o —(O(x) A A(x))]
Vx [O(x) o V(x)]

Vx [O(x) D —A(x)]
Klausule: 1. =V(x) v O(x) v A(x) 1. ptedpoklad
2. =V (x) v =0(x) v —A(x) 2. predpoklad
3. =0(x) v V (x) 3. ptedpoklad
4. O(k) negovany zaver
5. A(k) (po Skolemizaci)
6. =0(x) v —A(x) rezoluce 2., 3.
7. —A(k) rezoluce 4., 6., substituce x/k
8. # rezoluce 5., 7.

Negovany zavér je ve sporu s piedpoklady, proto zaver z predpokladi vyplyva, usudek
Jje platny.

Pozn.: V§imnéme si, Ze jsme prvni klausuli pfi dikazu nepouzili. Tedy zavér vyplyva
jiz z druhého a tietiho predpokladu (prvni je pro odvozeni disledku nadbyteény).

II. Dokazme spravnost usudku:

Kazdy, kdo méa rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Lad’ou, pak Petr nema rad Jitiho.
Vx [R(x, j) © S(x, m)]

Vx [K(x, [) D —=K(m, x)]

Vx [S(p, x) o K(x, kr)

K(kr, ) o> —R(p, j)

Klausule:
1. =R(x,j) v S(x, m) 1. ptedpoklad
2. =Ky, ) v =K(m, y) 2. ptedpoklad
3. =S(p, z) v K(z, kr) 3. ptedpoklad
4. K(kr, 1) negovany
5. R(p,)) Zaver
6. —K(m, kr) rezoluce 4., 2., substituce y/kr
7. =S(p, m) rezoluce 3., 6., substituce z/m
8. =R(p,)) rezoluce 1., 7., substituce x/p
9. # rezoluce 5., 8.

Negovany zavér je ve sporu s piedpoklady, proto zévér z predpokladi vyplyva, usudek je
platny.
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IV. Dokazme spravnost usudku:

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.

Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.

N¢ékteti milovnici fotbalu nemaji radi pivo.

Kdo neni muz, je Zena. (musime explicitné stanovit vSechny pfedpoklady)

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Konstanty: f~fotbal, p-pivo, a-Xaver; Predikaty: M-muz, R-mit rad, Z-Zena

Vx [M(x) D (R(x,f) A R(x,p))] 1. ptedpoklad
Vx [R(a,x) D (R(x,f) A R(x,p))] 2. predpoklad
Jx [R(x,f) A =R (x,p)] 3. pfedpoklad
Vx [~M(x) D Z(x)] 4. predpoklad
Vx [—Z(x) v R(ax)] negovany zaver: —3x [Z(x) A —R(a,x)]
Klausule:
1 —M(x) v R(x.f) 1. premisa
2 —M(x) v R(x,p) 1. premisa
3 —R(a,y) v R(y,f) 2. premisa
4. —R(a,y) v R(y,p) 2. premisa
5. R(k,f) 3. premisa po Skolemizaci x/k
6 —R(k,p) 3. premisa po Skolemizaci x/k
7 M(z) v Z(2) 4. premisa
8 —Z(u) v R(a,u) negovany zaver
9. —R(a,k) rezoluce 4., 6. (y/k)
10. —Z(k) rezoluce 8., 9. (u/k)
11. M(k) rezoluce 7., 10. (z/k)
12. R(k,p) rezoluce 2., 11. (x/k)
13. # rezoluce 6., 12.
V. Dokazme:

VxVy (D(x,y) © P(x,y)), VXV W(D(x,y) A P(y,z) D P(x,2)), D(a,b), D(b,c) |= P(a,c)

Jedna z moznych interpretaci nad universem lidi je tato:

. a, b, c jsou individuové konstanty oznacujici konkrétni lidi
D(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je ditétem )",
P(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je potomkem »"

Klausule:

1. =D(x,y) v P(x,y) 1. ptedpoklad
2. =D(x,y) v —p(»,2) v p(x,z) 2. ptedpoklad
3. D(a,b) 3. predpoklad
4. D(b,c) 4. ptedpoklad
5. —=P(a,c) negace zaveéru
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Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskdme po provedeni potifebnych unifikaci nésledujici

rezolventy:

6. =D(a,c) rezoluce: 5,1 {x/a,y/c}
7. =D(a,y) v —=P(y,c) rezoluce: 5,2 {x/a,z/c}
8. —P(b,c) rezoluce: 7,3 {y/b}

9. =D(b,c) rezoluce: 8,1 {x/b,y/c}
10. # rezoluce: 9,4

Odvodili jsme spor — zavér z predpokladi vyplyva.

VI. Dokazme: P(a), Yy [P(y) 2 P(f(y))] |= p(fifia)))

Jedna z moznych interpretaci pouZzitého jazyka predikatové logiky je tato:
proménnd y probiha mnozinu vsech celych cisel,
a je konstanta oznacujici konkrétni celé Cislo (napf. 4),
P(y) je unérni predikat s vyznamem "y je sud¢ ¢islo",
f(¥) je unéarni funkéni symbol s vyznamem "druhd mocnina Cisla y".

Klauzule:

1. P(a) predpoklad

2.-P@y) v P(f(y)) predpoklad

3.—P(f(f(a)) negace zaveéru
rezolventy:

4. =P(f(a)) rezoluce: 3,2  {y/fla)}
5.—P(a) rezoluce: 4, 2 {via}
6. # rezoluce: 5, 1

Spor byl odvozen, tj. zavér z predpokladi vyplyva.
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3.5.3 Zakladni principy logického programovani

Definice 3.5.5 (metoda

logického programovani):

Metoda logického programovani (v Prologu) je specidlnim piipadem obecné rezolucni

metody. Oproti obecné

rezolu¢ni metod¢ spliiuje néasledujici omezeni:

pracuje pouze s Hornovymi klauzulemi (které maji nanejvys jeden pozitivni literal),
pouziva linedrni strategii generovani rezolvent (viz kapitola 2.2) spolu s tzv.
navracenim (backtrackingem).

Poznamky: Necht’ Q;,..

..xOu, P jsou klausule.

1. Logické programy pouzivaji nasledujici notaci pro zapis klauzuli:

Hornovy klauzule Ekvivalentni logicky Zapis v logickém programu
tvar (Prolog)

—01v—=0s V..v=0OnVP OnNOn..NQ, D P P -0, 0,..,0,. 1.

—|Q1 Vv —|Q2 v P Ql/\Qz DP P— Ql: Qz. 2.

—|Q1VP Q] oP P— Ql- 3.

P P P. 4.

—01Vv-0rv..v =0, —(01 A Oy A.hO)) - 01, 02,..,0n. 5.

=01V =0, —(O1 A O) =01, O 6.

_'Ql —|Q1 7— Ql- 7.

# # # 8.

2. 'V logickém programovani pouzivame nasledujici terminologii:

Zapisy 1.,2.,3.: podminéné ptikazy (pravidla)
Zapis 4. nepodminény piikaz (fakt)
Zapisy 5.,6.,7.: cile /cilové klauzule/
Zapis 8.: # spor /prazdna klauzule/
P:— 01, 05,..,0,. podminény ptikaz (deklarace procedury)
P=R(t, tr,....tr) hlava procedury
P jméno procedury
4 formalni parametry procedury
01, 0s,..,0. télo (ptikazy) procedury
- 01, 02,..,0,. mnozina cilii (volani podprocedur)
O =38(s1, $25-.-55m) hlava cile
0 jméno volané procedury
Si skute¢né parametry volani
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Definice 3.5.6 (logicky program):

Logicky program je posloupnost piikazii (procedur) podminénych (tj. pravidel) i
nepodminénych (tj. fakt). Cilova klauzule zadava otdzky, na které ma program nalézt
odpovedi.

Pozn.: Pojem ptikazu chapeme ve smyslu predchozi pozndmky. Logicky program je tedy
deklarativni (ne imperativni). Specifikujeme, ’co se ma provést” a neurCujeme, “jak se to
ma proveést”.

V logickych programech plati navic tyto nota¢ni konvence a zasady:

— Proménné zacinaji Velkym pismenem

— Jména predikati, funkci a konstanty za¢inaji malym pismenem

— Klausule ukoncujeme teckou nebo stiednikem;

— Stiednik vyvolava proces navraceni a program se pokousi odvodit dalsi dusledky

— Je-li ve vstupnim dotazu volna proménna, pak program vypise ty hodnoty proménné,
pro které dany dotaz vyplyva, tedy odpovéd’ je Ano.

Algoritmus (interpretace logického programu):
(1) Za aktualni cilovou klauzuli vezmi vychozi cilovou klauzuli (dotaz).

(2) Je-1i aktudlni cilova klauzule prazdna, ukonéi vypocet s odpovédi "ano" na otazky
polozené vychozi cilovou klauzuli. (Byly-li ve vychozi cilové klausuli volné
proménné, pak posledni substituce terml za tyto proménné je feSenim — soucast
odpovédi.) Neni-li aktudlni cilova klauzule prazdna, piejdi k bodu (3).

(3) Vezmi nejlevéjsi cil v aktudlni cilové klauzuli a hledej v programu piikaz se stejnym
jménem, ktery dosud nebyl s timto cilem konfrontovan (neuspésn¢). Pti hledani tohoto
cile postupuj v programu shora doli (podle potadi piikaz(i). Nenaleznes-li takovy
ptikaz, ukonci vypocet s odpovédi "ne" na otdzku polozenou aktudlni cilovou klauzuli.
Naleznes-li, ptejdi k bodu (4).

(4) Pokus se unifikovat hlavu vybraného cile s hlavou nalezeného stejnojmenného piikazu.
Jestlize unifikace neexistuje, vrat’ se k bodu (3). Jestlize existuje, vezmi za novou
aktualni cilovou klauzuli rezolventu dosavadni cilové klauzule s télem nalezeného
ptikazu (pfi uZziti nejobecnéjsi unifikace hlavy cile a hlavy piikazu). Ptejdi k bodu (2).

Piiklad 3.5.8: PtepiSeme diikaz platnosti sudku z ptedchozi kapitoly, ptiklad V, do
logického programu s tim, Ze pridame jesté jeden fakt — d(f.c).

Program 1.:
L. p(X,Y):—d(X,Y).
2. p(X,2)—d(X,Y), p(Y,Z2).
3. d(a,b).
4. d(b,c).
5. d(f,c)

Uloha 1.:
6. 7p(a,c). cil / dotaz
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Vypocet ulohy 1 programem 1:

7. 7—d(a,c). rezoluce: 6.,1.
6. 7—p(a,c). backtracking — navraceni, nebot’ cil 7. nelze splnit
7. 7-d(a,Y), p(Y,c). rezoluce: 6.,2. (X/a, Z/c)
8. 7—p(b,c). rezoluce: 7.,3. (Y/b)
9. ?7—d(b,c). rezoluce: 8.,1. (X/b, Y/c)
10. ano rezoluce: 9..4.
Uloha 2.
6. 7—p(f,a). zadani — cil
Vypocet ulohy 2 programem 1:
7. 7—d(f,a). rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(fa). backtracking
7. 7—d(f)Y), p(Y,a). rezoluce: 6.,2.
8. 7—p(c,a). rezoluce: 7.,5.
9. 7—d(c,a). rezoluce: 8.,1.
8. 7—p(c,a). backtracking
9. ?7-d(c,Y), p(Y,a). rezoluce: 8.,2.
10. ne d(c,Y) nelze rezolvovat s Zzadnym piikazem, pro

splnéni cile p(c,a) byly vyzkouseny vSechny (ob¢) moznosti programu

Program 2.:
L. p(X,Y):—d(X,Y).
2. p(XaY)_p(Xaz)a d(Z,Y)

3. d(a,b).
4. d(b,c).
5. d(f,c).
6. 7p(a,c). cil / dotaz
Vypocet uilohy 1 programem 2.
7. 7—d(a,c). rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(a,c). backtracking
7. 7p(a,Z), d(Z,c). rezoluce: 6.,2.
8. 7—d(a,Z2), d(Z,c). rezoluce: 7.,1.
9. ?7—d(b,c). rezoluce: 8.,3.
10. ano rezoluce: 9.,4.
Vypocet ulohy 2 programem 2:
7. 7—d(f,a). rezoluce: 6.,1.
6. 7—p(f,a). backtracking
7. 7-p(f,2), d(Z,a). rezoluce: 6.,2.
8. 7—d(f,Z), d(Z,a). rezoluce: 7.,1.
9. 7—d(c,a). rezoluce: 8.,5.
7. 7p(f,Z2), d(Z,a). backtracking,
10. ?—p(f,U), d(U,Z2), d(Z,a) rezoluce: 7.,2., ... nekonecny vypocet
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Poznamky k vypoctu ulohy 2 programem 2:

— Kdybychom generovali rezolventy do Sitky misto do hloubky, skoncil by vypocet po
kone¢ném poctu krokti. Druhy cil cilové klauzule 8. je ziejmé nesplnitelny a tedy cela
klauzule 8. je nesplnitelna a odpovéd’ na otazku 2.ulohy je tedy zadporna.

— Potfebnd pfejmenovavani vazanych proménnych tak, aby nedochdzelo ke kolizim (viz
napt. vznik posledni 10. klauzule rezoluci z klauzuli 7.a 2.) provadi automaticky
interpret Prologu.

Dalsi typy moznych uloh, dotazii:
?-p(a,c), p(b,a). plati soucasné p(a,c), p(b,a) ?

?7-p(X,c). existuje X takové, ze p(X,c) ?

?7-p(a,X). existuje X takové, ze p(a,X) ?

?2-p(X,Y). existuji X,Y takova, ze p(X,Y) ?
Vypocet druhého dotazu programem 2.

6. 7-p(X,c).

7. 7-d(X,c). rezoluce 6, 1 (Y/c)

8.ano X=Db rezoluce 7, 4 (X/b)

Program vyda jako odpoveéd posledni substituci za volnou proménnou obsazenou
v dotazu. Tedy odpovéd’ zni, ano, cil p(X,c) je splnén pro X=b. Zadame-li stiednik ; pak se
ptame na dal$i mozné odpovédi, vyvolame proces navraceni (backtracking):

6. 7—p(X,c).

9.7p(X,Z),d(Z,c). rezoluce 6,2 (Y/c)

10. 7p(X,Z).

11. 7-d(X,2). rezoluce 10, 1

12. ano rezoluce 11, 3 (X/a, Z/b)

13. 7—d(b,c).

14. ano, X=a

Piiklad 3.5.9.

Program:
1. s(f(X,Y)):—s(X).
2. s(f(X,Y)):—s(Y).
3. s(g(X,Y)):—s(X),s(Y).
4. s(a).
5. s(b).

Poznamka:
Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
X, Y jsou proménné probihajici mnoZzinu celych ¢isel,
a, b jsou konstanty, tj. konkrétni celd Cisla,
funkce f, g maji vyznam: f(x, y) = x.y, g(x, y) = x+y,
predikat s(x) ma vyznam: ¢islo x je sudé.

Uloha:
6. 7—s(g(f(a,c),f(d,b))). zadani (ptame se, zda ¢islo a.c + d.b je sudé)
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Vypocet:

7. 7-s((f(a,c)),s(f(d,b))).  rezoluce: 6.,3
8. 7—s(a),s(f(d,b))). rezoluce: 7.,1.
9. 7—s(f(d,b)). rezoluce: 9.,2.
10.7—s(d). rezoluce: 9.,1.
9. 7—s(f(d,b)). backtracking
10.7—s(b). rezoluce: 9.,2.
11. ano rezoluce: 10.,5.

Piiklad 3.5.10 (Eukliditv algoritmus):

Program:
1. nsd(X,X,X).
2. nsd(X,Y,2):-p(X.Y), nsd(f(X,Y),Y,Z).
3. nsd(X,Y,Z):-p(Y,X), nsd(X,f(Y,X),2).

Poznamka:
Jedna z moznych interpretaci pouZitého jazyka predikatové logiky je tato:
x,y,z jsou promeénné probihajici mnozinu celych ¢isel,
funkce f ma vyznam: f(x,y) =x -y,
. binarni predikat p(x,y) mé vyznam x >y,
ternarni predikat nsd(x,y,z) ma vyznam: nejvétsim spoleCnym délitelem ¢isel x, y je
¢islo z.
S uzitim obvyklého matematického znaceni miizeme program piepsat v Citeln¢jSim tvaru:
1. nsd(X, X, X).
2.nsd(X,Y,Z2):-X>Y, nsd(X-Y,Y,2).
3. nsd(X,Y,Z):-Y>X, nsd(X,Y-X,Z).
Pozn.: Ptedpokladame, Ze kromé téchto tii klausuli ma nas program k dispozici vestavéné
matematické procedury, které pocitaji bézné matematické tlohy, jako 6-4, 4>2, apod.

Uloha:

4. ?-nsd(4,6,7) zadani (hledame nejvétsiho spolecného délitele Cisel 4 a 6)
Vypocet:

5. 7-4>6, nsd(4-6,6,7) rezoluce: 4.,2.

4. 7-nsd(4,6,Z) backtracking

5. 7-6>4, nsd(4,6-4,7) rezoluce: 4,3.

6. 7-nsd(4,2,7) fakt "6>4", vypocet klausule 5.

7. 7-4>2, nsd(4-2,2,7) rezoluce: 6.,2.

8. ?7-nsd(2,2,7) fakt "4>2", vypocet* klausule 7.

9.ano, Z =2 rezoluce: 8.,1.
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Piiklad 3.5.11 (generovani prirozenych Cisel):
Poznamka: Interpretuyjme P(x) jako predikat "x je prirozené ¢islo" a f(x) jako funkci
"naslednik ¢isla x".

Program:

L. p(0). 0 je ptirozené Cislo

2. p(f(X)):—p(X). naslednik ptirozeného Cisla je ptfirozené Cislo
Zadani:

3. 7-p(f(X)). jaka jsou vSechna ptirozena Cisla ?
Vypocet:

4. 7-p(X). rezoluce: 3.,2.

5. p(£(0)). nebot’ otazka 3. je splnéna pro X=0

3. 7-p(f(X)). backtracking

4. 7-p(X). rezoluce: 3.,5.

6. p(f(£(0))). nebot’ otdzka 3. je splnéna pro X=f£(0)

...... X=f(f(0)), ...

Na zavér této kapitoly uvedeme jednoduchy priklad toho, jak zapsat vjazyce PL' a v
logickém programu (Prologu) dané znalosti a dotazy na to, co z nich vyplyva.

Piiklad 3.5.12
Vsichni studenti maji danové tlevy.
Kdo ma danové ulevy, je na tom dobfe.
VSichni studenti jsou mladsi nez Karlova matka.
Tom a Petr jsou studenti.
Je Karel student?
Kdo je mladsi nez Karlova matka?
Kdo je na tom dobie?

pL' Klausule

Vx [S(x) © Ux)] 1. =S(x) v Ux)

Vx [U(x) o D(x)] 2. =U(x) v D(x)

S(®) A S(p) 5. S()
6. S(p)

Vx [S(x) o M(x,m(k))] 7. =S(x) v M(x,m(k))

S(k) 8. —=S(k) Ne, nelze unifikovat

M(x,m(k)) 9. —M(x,m(k))
10. —=S(x) rez. 9,7
11. x=t rez. 5,10
12. x=p rez. 6, 10

D(x) 13. =D(x)
14. =U(x) rez. 2, 13
15. =S(x) rez. 1, 14
16. x=t rez. 5, 15
17. x=p rez. 6, 15
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Program:

1.  uleva(X):—student(X).
2. dobre(X):—uleva(X).
3. mladsi(X,m(k)):—student(X).
4.  student(tom).

5. student(petr).

6.  ?-student(karel).

7. NE

8.  ?-mladsi(X,m(k)).

9. ANO, X=tom;

10.  ANO, X=petr;

11. NE

12.  ?-dobre(X).

13.  ?-uleva(X).

14. ?-student(X).

15. ANO, X=tom;

16. ANO, X=petr;

17. NE

133

Je Karel student?

Kdo je mladsi nez Karlova matka?
Tom; a jeste nékdo?
Petr; a jesté n¢kdo?

Kdo je na tom dobie?

Kdo ma ulevy na danich?

Kdo je student?

Tom je na tom dobfte; a jesté nékdo?
Petr; a jesté n€kdo?
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Cviceni ke kapitole 3.5.

1. Pieved’te do Skolemovy klauzularni formy nasledujici formule:
a) IXVyVz[P(X,Y,2)]
b) Ix3IyVz[P(X,Y,2)]
¢) IxVy3az[P(x,y,z)]
d) vx3ayvz[P(X,y,2)]
e) Vx3ay3az[P(x,y,z)]
f) VxVy3az[P(X,y,z)]
g) Vx3yvz3av[P(z,y)AQ(X,v)]
h) Vx3ayVvzav[P(z,y)>Q(x,Vv)]
1) Vx3Ayvzav[P(z,y)AQ(X,y)]
i) Vx3ayvz[(P(x,y) 2 Q(y,z)) v Q(x,y)]
k) [Vx(P(x) 3yvz(P(y) A Q(Y,z) A Q(X,2)))] 2 3IxQ(x,a)
) VX[P()>3z[-VY[Q(X,y)oP(f(v))IAVY[Q(X,y)=P (x)]1]

2. Unifikujte:
a) P(X,y); P(z, g(1))
b) P(f(x), z, g(y, a)); P(y. x, 9(f(a), 2))
c) P(x, b, f(x)); P(a, y, f(y))
d) P(x, f(x,2), h(a)); P(y, f(y,y), w)

3. Rezolucni metodou ovéite platnost usudkii, popiipadé upravte tak, aby byly platné:

a) Nikdo, kdo trpi klaustrofobii nemiize pracovat jako liftboy.
VSsichni horolezci trpi klaustrofobii.

Proto zadny horolezec nemize pracovat jako liftboy.

b) VsSechny dievéné stoly jsou stoly.
Vsechny dievéné stoly jsou ze dieva.

Nekteré stoly jsou ze dieva.

¢) VsSechny muchomirky zelené jsou jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je jedovata.
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Kazdy, kdo miluje jachting a mofte, citi k mofti respekt
Nektefti respekt k mofi neciti, ackoli ho miluji.

Ziejm¢ existuji takovi, kteti miluji mote, ale nikoli jachting.

Kazdy nékomu pije krev.
Komu pije krev Drakula, ten brzo zemfe.

Neékdo brzo zemfe.

Kazdy horolezec ma rad pekné pocasi a pivo.

Michal ma rad pouze milovniky pékného pocasi a piva.”
Nekteti milovnici pékného pocasi nemaji radi pivo.
Kdo neni horolezec, ten se boji vysek.

Michal nema rad nekteré lidi, ktefi se boji vysek.

4. Pomoci rezolucni metody ovéite logickou platnost formuli:

a)
b)
©)
d)
e)
f)

IxP(x) v Ix—P(x)

Vx [FyQ0(xy) v Vz=Q(x,2)]

[TxP(x) D IxQ(x)] © Ix [P(x) D O(x)]

Vx [[=P(x) v O(x.h(x))] A =P(fla))]

Vx; Vo 3y {[P(x1) 2 O(x2y)] 2 Vz [[Q(x2y) D R(2)] o [P(x1) D R(2)] ] §
IxTy [P(x,y) A Vr =0(x,r)] v VsVi3z [-P(s,f) v O(t,z) v [O(s,2) A —P(1,2)]]

5. Pouzijte rezolucni metodu ke stanoveni odpovédi na nasledujici ,,hlavolam*:

Tom, Milan a Jan jsou ¢leny jistého sportovniho klubu. Kazdy ¢len tohoto klubu je lyZaf
nebo horolezec. Zadny horolezec nema rad dést, vSichni lyzafi maji radi snih. Milan nema
rad to, co ma rad Tom a ma rad to, co Tom rad nema. Tom ma rad dést’ a snih.

a) Existuje v klubu sportovec, ktery je horolezec, ale nikoliv lyzai?

b) Pokud ano, ktery z nich to je?

¢) ,,Minimalizujte* pfedpoklady nutné pro odvozeni odpovédi. Jinymi slovy, které
predpoklady jste pii odvozeni odpovédi nepotiebovali?

6. Dokazte rezolucni metodou, ze kazdy predikat P, ktery spliuje piedpoklady Aj, Az a
As, je reflexivni, tedy pro né&j plati také R).

Ay)
Ar)
A3)

R)

VxVy [P(x,y) D P(y,x)] symetrie
VxVyVz [(P(x,y) A P(y,z)) D P(x,2)] transitivita
Vx3y p(x.y)

Vx p(x,x) reflexivita

Jinymi slovy dokazte, ze (A} A Az A Az) D R je logicky pravdiva formule.
Najdéte model mnoziny predpokladd {A;, Az, As}.
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7. Zapiste nasledujici piedpoklady jako program v Prologu a vyreste dotaz.

Kazdy horolezec ma rad pekné pocasi a pivo.
Michal ma rad pouze milovniky pékného pocasi a piva.
Tom a Petr maji radi pékné pocasi, ale nemaji radi pivo.

Kdo neni horolezec, ten se boji vysek.

Existuje nékdo, kdo se boji vysek a Michal jej nema rad?

8. Pouzijte rezolucni metodu k tomu, abyste zodpovédéli otazky:

George, Tim, John a Bill jsou fotbalovi fanousci. Nick a John podporuji Banik, Tim
podporuje Spartu. Nick ma rad kazdého, kdo podporuje Banik, zatimco George ma rad

kazdého, kdo je sice fotbalovy fanousek, ale nepodporuje Spartu.

Otazky:

a) Koho ma rad Nick?
b) M4 George rad Billa?
¢) Koho mé rad George?

9. V databazi jsou tii tabulky, DODAVATEL, VYROBEK a DODAVKA:

DODAVATEL
Kéd-dod Jméno Profese \ Mésto
001 Novak Dovozce Praha
110 Brown Vyrobce Londyn
003 Pinkava | obch.zastupce | Plzen
VYROBEK
Kod-vyr ~ Nazev | Model Viha MJ
003 Olej 30 300 | litr
004 Pneumatiky | 157/75 | 2500 | ks
013 Olej 50 500 | litr
005 Lampy RAAI 10 ks
DODAVKA
Ko6d-dod| Koéd-vyr MnoZstvi
001 004 2500
110 013 130
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i)  ZapiSte obsah téchto tabulek jaka fakta v Prologu.

ii)  Formulujte nasledujici dotazy v Prologu:

a) Jaka jsou jména dodavatell oleje?

b) Ve kterém mést¢ sidli dodavatelé pneumatik a ve kterém mésté dodavatelé
oleje?

C) Co dodava pan Brown?

d) Ktefi dodavatelé oleje dodavaji méné nez 300 tun a sidli v Londyné¢?

e) Kdo dodava olej a kdo lampy?

Navod: Pouzijte predikéty, napt.
jméno(X,Y), profese(X, Y), mésto(X,Y), vyrobek(X, Y), typ(X,Y), vaha(X,Y), mj(X, Y),
dOdéVé(Kl,Kg, Y),
kde proménna X probiha vzdy ptes piislusné kody a proménna Y ptes hodnoty
ptislusného atributu v tabulce.
Nebo druha moznost: dodavatel(X, Y, U, V), vyrobek(X,Y,Z U, V), dodava(K,K>, Y).
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3.6. System prirozené dedukce predikatove logiky

Uvodni poznambky:

Metoda piirozené dedukce pro predikatovou logiku je zobecnénim metody pfirozené
dedukce, jak jsme ji poznali ve vyrokové logice. Od této metody se lisi pouze tim, ze
pracuje s obecnéjSim jazykem predikatové logiky (viz definice 3.1.1) a v souvislosti s tim
pouziva rozsifenou mnozinu vychozich dedukénich pravidel, a to zejména pravidel pro
praci s kvantifikatory.

Pojem dukazu (ptfimého, nepiimého), pojem teorému a zplusoby dokazovani, véetné
specialnich dokazovacich technik (technika hypotetickych ptfedpokladii, technika
vétveného diikazu, viz kapitola 2.3) zlstavaji beze zmény.

V platnosti zlstavaji rovnéz véta 2.3.1 o dedukci (kazdému teorému ve tvaru implikace
odpovidd dedukéni pravidlo a kazdému dedukénimu pravidlu teorém — presna formulace
viz véta 2.3.1) a véta 2.3.3 o korektnosti a uplnosti (kazdd dokazatelna formule je
tautologii a obracené¢ kazda tautologie je v systému piirozené dedukce dokazatelna).

Definice 3.6.1: (pravidla pFirozené dedukce)
Vychozimi (nedokazovanymi, primarnimi) dedukénimi pravidly jsou vSechna dedukéni
pravidla uvedend v definici 2.3.1 pro praci s vyrokovymi spojkami, tj.:

Zavedeni konjunkce: A,B-AAB ZK

Eliminace konjunkce: AAB|-A,B EK

Zavedeni disjunkce: A|l-AvB nebo B-AvVB ZD

Eliminace disjunkce: AvB,—A|-B nebo AvB,-B|-A ED

Zavedeni implikace: B-A>B Z1

Eliminace implikace: A>B,A-B EI modus ponens MP
Zavedenti ekvivalence: A>DB,BoA-A=B ZE

Eliminace ekvivalence: A=B|-A>B,BoA EE

a nasledujici Ctyti pravidla pro praci s kvantifikatory:

Zavedeni obecného kvantifikdtoru: A(x) |- VxA(x) YAY
Pravidlo lze pouzit pouze tehdy, jestlize formule A(x) neni odvozena z zadného
predpokladu, ktery obsahuje proménnou x jako volnou proménnou.

Eliminace obecného kvantifikdatoru:  VxA(x) |- A(x/t) EV
Formule A(x/f) je vysledkem korektni substituce termu ¢ za proménnou x ve formuli
A(x), tedy term ¢ musi byt substituovatelny za x ve formuli A.

Zavedeni existencniho kvantifikatoru: A(x/t) |- IxA(x) Z3
Eliminace existencniho kvantifikdtoru: 3xA(x) |- A(x/c) E3

Pouzijeme-li pravidlo E3 pro rtizné formule A, musime za proménnou x substituovat
vzdy jinou konstantu c.

Obsahuje-li formule A, kromé kvantifikované proménné x, jest¢ dalsi volné proménné
Vi,...,vn takové, Ze lezi v dosahu vSeobecnych kvantifikatorti, je nutno pravidlo
eliminace existencniho kvantifikatoru formulovat obecnéji takto:

Ax AQ, Yiyeees¥n) |- AV 15ee300)s VigeeosVn ) E3
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V tomto ptfipad¢ nelze za kvantifikovanou proménnou x substituovat konstantu, ale
funkéni term f's argumenty yy,...,y,. PouzZijeme-li pravidlo vicekrat pro riizné formule
A, musime za proménnou x substituovat vzdy jinou funkci f{y,...,n)-

Poznamky 3.6.1:

1. Pravidlo eliminace disjunkce se v literatuie Casto nazyva disjunktivni sylogismus.

2. Specialnimi ptipady pravidla eliminace obecného kvantifikdtoru jsou pravidla:
VxA(x) |- A(x), VxA(x) |- A(), VXAx) |- A(a), VXA |- A.

3. Pravidlo zavedeni obecného kvantifikatoru (tj. generalizace) nezachovava pravdivost,
zachovava pouze pravdivost v interpretaci. To znamena, Ze je-li formule A(x) s volnou
proménnou x v n&jaké interpretaci pravdiva (tj. pro vSechna ohodnoceni x), pak je
v této interpretaci pravdiva také formule VxA(x). AvsSak je-li A(x) pravdiva
v interpretaci I pouze pro nékterd ohodnoceni proménné x, pak pravidlo nelze pouzit.
Specidlnimi ptipady pravidla zavedeni existencniho kvantifikatoru jsou pravidla:
A(x) - IxA(x), A(y) |- IxA(x), A(a) |- IxA(x), A |- Ix A.

4. Pravidlo eliminace existencniho kvantifikatoru rovnéz mnezachovava pravdivost (ani
pravdivost v interpretaci). Jak jsme vidéli pfi vykladu obecné rezoluéni metody (kap.
3.5), zachovava pouze splnitelnost. Proto jej lze pouzit v pfimém ditkazu pouze jako
jakysi mezikrok. V dalSim pribéhu dikazu je nutno opét provést existencni
generalizaci, tj. zavedeni existencniho kvantifikatoru.

5. Casto jsou jako vychozi pouzivana také nasledujici dedukéni pravidla (v nasem
systému piirozené dedukce, zavedeném definici 3.6.1, jsou vSak odvoditelna z pravidel
7Y, 73, EV, EJ):

Zavedeni obecného kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- VxA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni obecného kvantifikatoru do konsekventu
A D B(x) |- A D VxB(x), x neni volnd v A
Zavedeni existencniho kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- 3xA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni existenc¢niho kvantifikatoru do konsekventu
A D B(x) |- A>3JxB(x)
Eliminace obecného kvantifikatoru z konsekventu
A o VxB(x) |- A o B(x)
Eliminace existen¢niho kvantifikatoru z antecedentu

IxA(x) DB |- A(x)>B
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Priklady 3.6.1 (diikazy vybranych tautologi)
1) |- Vx[A(x) D B(x)] o [VxA(x) D VxB(x)]

Diikaz:
I. Vx[A(x) > B(x)] predpoklad
2. VxA(x) predpoklad
3. A(x)>B(x) EV:1
4.  A) EV:2
5. B(X) MP:3.4
6. VxB(x) ZV':5 (proménna x je ve vychozi fomruli vazana)
Q.E.D.

Podle véty o dedukci odpovida tomuto teorému ndsledujici odvozené (sekundarni)
deduk¢ni pravidlo:
Vx [A(x) D B(x)] |- [VxA(x) D VxB(x)]

2) |-—Vx A(x) = 3x —A(x) (De Morganovo pravidlo)
Diikaz:
= . =VxA®X) predpoklad
2. —dx—=AX) predpoklad nepfimého dikazu
3.1. =A() hypotéza
3.2, dx —AX) Z3:3.1
4. —=A(x) D 3Ix —-AX) Z1:3.1,3.2
5. Ax) MT: 4,2
6. VxA(x) VA SRR spor:1 Q.E.D.
& I.  Ix-AX) predpoklad
2. VxA(®) ptedpoklad nepfimého dikazu
3.  —=A(c) E3:1
4. A(c) EV:2 spor:3 Q.E.D.

Podle véty o dedukci odpovidaji tomuto teorému nasledujici odvozena (sekundérni)
deduk¢ni pravidla:
—Vx A(x) |- 3x =A(x), Ix —A(x) |- =Vx A(x)

3) |- —3x A(x) = Vx —A(x) (De Morganovo pravidlo)
Diikaz:
= I. —3IxAKx) predpoklad
2.1. A(x) hypotéza
2.2, Ix A(x) 73:2.1
3. A)>3Ix A(x) Z1:2.1,2.2
4.  —A) MT:3,1
5. Vx-A®X) /N4 Q.E.D.
& I. Vx—-A®X) predpoklad
2. IxA) ptedpoklad nepfimého dikazu
3. A(c) E3:2
4. —=A(c) EV:1,spor:3 Q.E.D.
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Teorému odpovidaji nasledujici dedukéni pravidla:
—3x A(x) |- Vx =A(x), Vx —A(x) |- —3x A(x)

Pozn.: Ve druhych castech dikaz 2) a 3) jsme pouzili pravidlo eliminace existencniho
kvantifikdtoru (E3J). Toto pravidlo neni korektni v tom smyslu, ze nemusi zachovavat
pravdivost formule (formule 3x A(x) > A(c) neni tautologii, srovnej se Skolemizaci, viz
kap. 3.5). Pouzivame je nejcastéji v kombinaci s pravidlem EV. V tom ptipad¢ aplikujeme
nejdiive pravidlo E3 s néjakou novou konstantou a teprve pak EV se stejnou konstantou.

4) |- Vx [A(x) D B(x)] o [IxA(x) D IxB(x)]

Diikaz:
I. Vx[A(x) > B(x)] ptedpoklad
2. IxA(x) predpoklad
3.  A(a) E3:2
4. A(a)>B(a) EV:1
5. B(a) MP:3.4
6. JxB(x) Z3:5 Q.E.D.
5) |- Vx[A v B(x)]=A v VxB(x), kde A neobsahuje volnou x
Diikaz:
= I. Vx[AvB()] predpoklad
2. AvVvB( EV:1
3. Av-A axiom
3.1. A 1. hypotéza
3.2. Av VxB() ZD: 3.1
4. A >(AvVxBXx))
5.1. —A 2. hypotéza
5.2. B(x) ED:2,5.1
5.3. VxB(x) Zv:5.2
54. A v VxB(x) ZD:5.3.

5. =A>(Av VxB())

6. (Av—-A)D(AvVxBkx)) 4,5 (teorém, viz Piiklad 2.3.6)
7. A v VxB(x) MP: 3,6 Q.E.D.
& I. AvVxB() predpoklad, disjunkce hypotéz
21. A 1. hypotéza
2.2. AvB() ZD: 2.1
23. Vx[AVvB®X)] Zv:2.2
2. A>Vx[AvB()]
3.1. VxB(x) 2. hypotéza
3.2. B(x) EV: 3.1
3.3. AvB(x) ZD: 3.2
3.4. Vx[A v B()] Zv:33
3. VxB(x) o Vx[A Vv B(x)]
4. (AvVxB(x))>Vx[AvVvBX)] Teorém: 2,3
5. Vx[AvB®)] MP: 1,4 Q.E.D.
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6) |- (A(x) o B) o (VxA®x) o B)

Diikaz:
I. Ax)oB predpoklad
2. VxA(x) predpoklad
3. —-AKx)vB pravidlo C > D |- =-C v D (Dk. viz 2.3)
4.  A(x) EV:2
5. B ED: 34

Teorému odpovidé nasledujici dedukéni pravidlo (zavedeni obecného kvantifikatoru do
antecedentu - viz poznamky 3.6.1):

A(x) DB |- VxA(x) o B
Piiklad 3.6.2 (ditkaz platnosti usudku)

Kdo se boji vody, ten nechodi plavat.
Kdo chodi plavat, ten mé rad 1éto.
Neékdo chee byt zdrav a proto chodi plavat.

Vx [B(x,v) D —P(x)]
Vx [P(x) D R(x,])]
Ix [Z(x) A P(x)]

Nékdo se neboji vody a ma rad 1éto. dx [—B(x,v) A R(x,])]

1. Vx[B(x,v) D —=P(x)] predpoklad
2. Vx[P(x) D —R(x,])] predpoklad
3. dx [Z(x) A P(x)] predpoklad
4. [Z(a) A P(a)] ED: 3

5. [B(a,v) > =P(a)] EV: 1

6. [P(a) D R(a,])] EV:2

7. Z(a) EK: 4

8. P(a) EK: 4

9. R(a,)) MP: 6, 8
10. —=B(a,v) MT: 5, 8
11. =B(a,v) A R(a,l) ZK: 10,9
12. 3Ix [-B(x,v) A R(x,0)] Z3: 11

Nasledujicici dvé véty uvaddime bez dikazu. Nicméné, dikazy sémantické konzistence a
uplnosti dikazového kalkulu budou alespont v ndznaku provedeny pro Hilbertiv kalkul
v kapitole 3.7.

Véta 3.6.1 (o korektnosti — sémantické konzistenci).
Kazdy teorém (dokazatelna formule) systému piirozené dedukce predikatové logiky je
tautologii predikatové logiky: Jestlize |- A, pak |= A.

Véta 3.6.2 (o sémantické uplnosti):
Kazda logicky pravdivd formule predikatové logiky je v systému ptirozené dedukce
dokazatelna (je teorémem): Jestlize |= A, pak |- A.
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Definice 3.6.2 (systém piirozené dedukce s identitou):
Systém ptirozené¢ dedukce predikatové logiky zavedeny v definici 3.6.1 nyni rozSifime
nasledujicim zptisobem:
Abecedu predikatové logiky zvétSime o specialni binarni predikatovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikat zdakladni rovnosti (identity). Misto

standardniho zapisu =(x, y), budeme vSak pouZzivat obvykly infixovy zapis x = y.
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Mnozinu vychozich (nedokazovanych) deducnich pravidel zvétSime o nasledujici dve
pravidla umoznujici praci s predikdtem rovnosti. Vyrazy ¢, s jsou libovolné termy,

vyraz A(t) je vysledek korektni substituce A(x/7):

Zavedeni identity Al-x=x ZId
Eliminace identity: A(t), t=s |- A(s) Eld

Piiklady 3.6.3 (dikazy teorému a sekundarnich pravidel s identitou):

1)

2)

3)

|-t=s>s=t neboli: t=s|]-s=t (pravidlo symetrie)
Diikaz:
l.t=s predpoklad
2.t=t Z1d: 1
3.5=t Eld: 2, 1 (A(x)jex=1%) Q.E.D.
-t=s>(s=r>t=r) neboli: t=s5,s=r|-t=r (pravidlo tranzitivity)
Diikaz:
l.t=s predpoklad
2.8=r predpoklad
3.5=t pravidlo komutativity: 1
4.t=r Eld: 2,3 (A(x)jex=r) Q.E.D.
|-t=5> (A() = A(s)) neboli: t=s5|-A(?) = A(s)
Diikaz:
=: l.t=s predpoklad
2. A(?) predpoklad
3. A(s) Eld: 2, 1 Q.E.D.
<: l.t=s predpoklad
2. A(s) predpoklad
3.5=t pravidlo symetrie: 1
4. A7) Eld: 2, 3 Q.E.D.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



144

Cviceni ke kapitole 3.6.

1) Metodou prirozené dedukce dokazte logickou pravdivost formuli:
Vx [P(x) A Q)] = [Vx P(x) A Vx Q(x)]
Ix [P(x) v O(x)] = [3x P(x) v Tx O(x)]
VxVy R(x,y) = VyVx R(x,y)
IxIy R(x,y) = y3ax R(x,y)
[Vx P(x) v Vx Q(x)] © Vx [P(x) v O(x)]
Ix [P(x) A O(x)] D [Fx P(x) A Tx O(x)]
Vx [P(x) D O(x)] © [Vx P(x) © Vx O(x)]
[Fx P(x) o dx O(x)] o Ix [P(x) D O(x)]

2) Metodou prirozené dedukce dokazte platnost usudkii:

a) Nikdo, kdo trpi klaustrofobii nemiize pracovat jako liftboy.
Vsichni horolezci trpi klaustrofobii.

Proto zadny horolezec nemuze pracovat jako liftboy.

b) VSechny dievéné stoly jsou stoly.
Vsechny dievéné stoly jsou ze dfeva.

Nekteré stoly jsou ze dieva.

c) VsSechny muchomirky zelené jsou jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je jedovata.

d) Kazdy, kdo miluje jachting a mote, citi k mofi respekt
Nekteti respekt k mofti neciti, ackoli ho miluji.

Ziejmée existuji takovi, ktefi miluji mote, ale nikoli jachting.

e) Kazdy nékomu pije krev.
Komu pije krev Drakula, ten brzo zemfte.

Neékdo brzo zemfe.

f) Kazdy horolezec ma rad pékné pocasi a pivo.
Michal ma rad pouze milovniky pékného pocasi a piva.”
Néktetfi milovnici pékného pocasi nemaji radi pivo.
Kdo neni horolezec, ten se boji vysek.

Michal nema rad nékteré lidi, ktefi se boji vysek.
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3.7. Logicky kalkul predikatové logiky Hilbertova typu

Nebudeme zde znovu opakovat obecné charakteristiky formdlnich systémi, které jsme
neformaln¢ vyjadrili v kapitole 2, nebot’ axiomatickd metoda dokazovani v predikatové
logice je zobecnénim axiomatické metody ve vyrokové logice. Od této se 1isi pouze tim, ze
pracuje s obecn¢jSim jazykem (jazykem predikatové logiky — viz definice 3.1.1) a v
souvislosti s tim pouzivd rozSifenou mnozinu vychozich teoréml (axidmd, resp.
axiomovych schémat) a rozSifenou mnoZzinu vychozich odvozovacich pravidel — viz
nasledujici definice 3.7.1. Pojem diikkazu (s prazdnou nebo neprazdnou mnozinou
predpokladil) a pojem teorému — viz kapitola 2.4 — zlstavaji beze zmény.

Ptimocate se zobeciiuji hlavni véty o axiomatickém systému vyrokové logiky: véta o
dedukci (kazdému teorému ve tvaru implikace odpovidd dedukéni pravidlo a kazdému
dedukénimu pravidlu teorém), véta o korektnosti (kazda formule dokazatelnd s prazdnou
mnozinou predpokladl je logicky pravdiva, nebo logicky vyplyva z mnoziny predpoklad
v piipadé¢ dikazu z ptedpokladll) a sémantické uplnosti (kazda logicky pravdiva formule je
dokazatelna).

Definice 3.7.1 (definice ditkazového kalkulu Hilbertova typu):

= Jazyk:
Jazyk predikatové logiky (viz definice 3.1.1) s témito omezenimi: mnoZzina spojek je
omezena na spojky —, D a pracujeme pouze s obecnym kvantifikatorem V.

"  Axiomovd schémata:
Ay A>(B>o2A)
Aj: A>B20C)>((A>B)o(A20))
As: (—-B>-A)>(A>B)
Ay VxA(x) D A(x/t) kde term ¢ je substituovatelny za x v A
As: (Vx [A 2 B(x)]) o (A > VxB(x)) proménnd x neni volnd v A

*  Odvozovaci pravidla:
MP: A,A>B|-B (pravidlo odlouceni, modus ponens)
G: A|-VxA (pravidlo generalizace)

»  Dikaz je konecna posloupnost krokl — dobie utvotenych formuli (DUF) dle gramatiky
jazyka, z nichz kazdé je bud’ axiom nebo vznikne z ptedchozich DUF pomoci
odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazovana formule — teorém.

Poznamky 3.7.1:

1. Pravé definovany axiomaticky systém predikdtové logiky je zobecnénim
axiomatického systému vyrokové logiky zavedeného v definici 2.4.1.

2. Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, D, V. Ostatni funktory
muzeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zpiehlediiujici zapis formuli) definované
takto:

Z1: AAB =4 —(A>D-B)

72: A v B =4 (—A >B)

73 A=B =4 (A>B)A(BDA)
74 : AxA =df —Vx —A
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Symboly A, v, =, 3 nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k ozna¢ovani slozenych formuli jistého typu.

Axiomatickych systému predikatové logiky je mnoho a rizné systémy pracuji s
riznymi mnozinami spojek (a pfirozené¢ 1 s rdznymi mnozinami axiomu nebo
axiomovych schémat).

3. Volba axiomii neni pochopitelné¢ zcela libovolnd; aby byl systém “rozumny”, tedy
korektni, podléha dvéma kritériim:

. Kazdy axiom je logicky pravdiva formule

. Mnozina axidomi musi umoziovat, aby se z nich daly odvodit vSechny logicky
platné formule a pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy
zadny axiom neni dokazatelny z jinych axidému — nezavisla mnozina axiomi.

4. Rovnéz volba odvozovacich pravidel neni libovolna. Aby byl systém korektni, musi
pravidla zachovavat pravdivost vtom smyslu, Ze formule, kterou podle pravidla
obdrzime, je pravdiva alesponi ve vSech modelech pfedpokladii pravidla, tedy z téchto
predpokladii vyplyva.

Tedy pro kazdé pravidlo Aj,...,A, |- B by mélo platit, ze A,,...,A, |= B. Pravidlo
generalizace A(x) |- VxA(x) vSak zjevné tento pozadavek obecné nespliuje, formule
A(x) D VxA(x) neni tautologie. Piesto je Hilbertiv kalkul korektni systém a formuli
A(x) D VxA(x) vném nedokdazeme. Jak je to mozné? Je-li formule A(x) pravdiva
v né¢jaké interpretaci I, pak je v této interpretaci pravdiva také formule VxA(x). Tedy
plati, ze A(x) |= VxA(x).

Intuitivni zdtivodnéni tohoto pravidla je nasnadé: Mame-li dokéazat n¢jakou vlastnost
pro vSechny objekty, je mozno ji dokdzat na jednom libovolné vybraném (pii dikazu
vSak nesmime pouzivat Zadnych dalSich specifickych vlastnosti tohoto objektu).
Vzpomenme si, jak jsme provadeli ve Skole napi. dikazy v geometrii. Nakreslime
libovolny trojihelnik a pro tento trojuhelnik provedeme néjakou konstrukci, jejiz
pomoci dokdzeme zkoumanou vlastnost (tohoto) trojuhelnika, a protoze to byl
trojuhelnik libovolny, prohldsime, Ze tuto vlastnost maji v§echny trojuhelniky. Musime
si vSak dat pozor, aby zvoleny trojuhelnik byl skutecné libovolny, tedy aby nemél
n¢jakou dalsi vlastnost, tfeba rovnoramenny, protoze takovéto specifické vlastnosti
nesmime — ani podvédomé — v dikazu vyuzit. Jinak bychom nasSe tvrzeni dokazali
pouze pro vSechny rovnoramenné trojuhelniky.

Podrobné viz Véta 3.7.2 o korektnosti.

Priiklady 3.7.1 (dikazy teorémil a sekundarnich odvozovacich pravidel):

1) |- A/f) o IxA(x)

Diikaz:
I. Vx—-A) > -Ax/t) axiom A4
2. —=Vx—-A(x) D Vx —A(x) teorém typu ——C > C
3. ——Vx -A(x) D -Ax/?) CoD,DoE|I-CoE:2,1 TI
4. —3xA(x) D -A(x/t) 74:3
5. [3xAx) o =A(x/t)] o [A@/f) D IxAx)] axiom A3
6. A(x/f) > IxA(x) MP: 4,5 Q.E.D.
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2) A>B(x) |- A> VxB(x) x neni volnd v A
(pravidlo zavedeni obecného kvantifikatoru do konsekventu)
Diikaz:
1. A>B(x) predpoklad
2 Vx [A D B(x)] G: 1
3. Vx[A>B(®)]>[A>DVxBx)] axiom A5
4 A D VxB(x) MP: 2.3  Q.E.D.

Véta 3.7.1 (o dedukci) Pro uzavirenou formuli A a libovolnou formuli B plati:
|- A o B pravé tehdy, kdyz A |- B.

Poznamka 3.7.2: Tvrzeni

"je-li |- A o B, pak také A |- B"
plati bez ohledu na to, zda formule A je, ¢i neni uzaviena (platnost tvrzeni vyplyva ihned z
pravidla MP). Naproti tomu opacné tvrzeni

"je-li A |- B, pak také |- A o> B"
pro oteviené formule A (tj. formule obsahujici aspoil jednu volnou proménnou x) platné
neni. To ukdZeme na nasledujicim ptikladé. Necht' formule A je A(x) a formule B je
VxA(x). Potom dedukce A |- B ptfedstavuje obecné platné odvozovaci pravidlo (pravidlo
generalizace viz definice 3.4.1) A(x) |- VxA(x), zatimco formule A(x) D VxA(x) obecné
platnd neni (neni to tautologie a tedy — podle véty 3.7.2 o korektnosti — neni ani
dokazatelna).

Véta 3.7.2 (o korektnosti neboli sémantické konzistenci):
Kazdé dokazatelna formule predikatové logiky (tj. teorém kalkulu Hilbertova typu) je také
tautologii predikatové logiky. Formaln¢: JestliZe |- A, pak |= A.

Diikaz (néstin):

Vsechny formule, které obdrzime z axiomovych schémat A1-AS jsou tautologiemi,
tedy jsou pravdivé v kazdé interpretacni struktuie I (pfi libovolné valuaci e volnych
proménnych). Korektnost pravidla MP (modus ponens) byla demonstrovana v dikazu
Postovy véty 2.4.4.

Korektnost pravidla generalizace A(x) |- VxA(x) je zaruena definici spliiovani
formule VxA ve struktufe I. Pfedpokladejme, ze jsme v dikazové posloupnosti dosud
pravidlo generalizace nepouzili. Tedy formule A(x) musi byt logicky pravdiva (nebot
mohla vzniknout z axidému — tautologii pouze pouzitim pravidla MP, které zachovava
pravdivost). To znamend, ze v libovolné strukture I plati pro libovolné ohodnoceni e
proménné x, ze |- A(x)[e]. Tedy plati pro libovolné individuum i € U, kde U je universum
zvolené v interpretacni struktuie I, Ze formule A je pravdiva v I pro valuaci, ktera ptitazuje
individuum i proménné x, tedy |=; A[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace stejnd jako e az na to, ze
piitazuje proménné x individuum i. Tedy formule VxA(x) je pravdiva v I, |= VxA(x).
Pravidlo generalizace je korektni vtom smyslu, ze zachovavd pravdivost formule
v interpretaci.

Poznamka 3.4.3. JelikoZ pojmy pravdivosti formule v interpretaci (pravdivost pro vsechna
ohodnoceni volnych proménnych) a splnitelnost formule v interpretaci (pravdivost pro
alespon jedno ohodnoceni volnych proménnych) pro uzaviené formule splyvaji, bude se
pravidlo generalizace chovat korektné¢ vzdy za predpokladu, Ze odvozujeme
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z tautologickych axiomu nebo ze specialnich axiomu, které jsou vSechny uzavrené formule.
Proto jsou specidlni axiomy teorii voleny vzdy jako uzaviené formule, tzv. sentence ¢i
vyroky. Viz kapitola 4.

Véta 3.7.3 (o sémantické uplnosti axiomatického systému - K. Godel):
Kazda tautologie predikatové logiky je dokazatelna (v logickém kalkulu Hilbertova typu).
Formalng, je-li |= A pak |- A.

Duikaz: bude proveden v kapitole 4.

Definice 3.7.2 (axiomaticky systém predikatové logiky s identitou):
Axiomaticky systém zavedeny v definici 3.7.1 rozsifime nésledujicim zptsobem:

Abecedu predikatové logiky rozsifime o specialni bindrni predikdtovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikat zakladni rovnosti (identity). Misto
standardniho zapisu =(x, y), budeme vSak pouZzivat obvykly infixovy zapis x = y.
Mnozinu axidomovych schémat rozsifime o nasledujici tfi schémata charakterizujici
predikat rovnosti:

R |F¥x(x=x)

Ry |[-Vx1...VxXy V1 oo Vo [X1 =1 A A X =Yn D X1, X%n0) =fV15---V0)]
pro libovolny n-arni funkéni symbol f

Ry  |=-Vxi...Vxa Vy1 oo Vi [X1 =1 AvcA X =0 D P(x1,....%0) = P(V1,....00)]
pro libobolny n-arni predikatovy symbol P

Poznamky 3.7.4:

1.

Axiomova schémata R,, Rj fikaji, Ze identické pfedméty nelze rozliSit pomoci zadné
funkce nebo predikatu. Naplnuji tak Leibnitzovo pojeti identity: identické je to, co
nelze Zadnym zpiisobem rozlisit.

Rovnost (identitu) 1ze charakterizovat i jinym zpiisobem — viz napf. zavedeni identity v
syst¢tmu piirozené dedukce. Axiomova schémata R;, R; mulzeme také nahradit
nasledujicimi axidmy komutativity a tranzitivity rovnosti:

|- VxVy[x =y>y=x] Ry

|- VxVyVz[x=yAy=zDx=z] Rj'
V systému predikatové logiky zavedeném definici 3.7.2 jsou vSak formule R,', Rj'
dokazatelnymi formulemi.
Podle toho, zda povazujeme pojem rovnosti za univerzalni logicky pojem nebo za
specialni (specificky) pojem konkrétniho formalniho systému (vztahujici se ke
konkrétni pfedmétné oblasti, napi. k teorii pfirozenych cisel), davame ptednost bud’

predikatové logice s rovnosti (podle definice 3.7.2) nebo predikdtové logice bez
rovnosti (definice 3.7.1).
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Piiklad 3.7.2 (dikazy formuli s rovnosti):
D -Vavyx=yoy=x]

Diikaz:

1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z = y=t)] Rj3 (predikatem P je rovnost =)
2.X=Y AX=XDX=X=)=X

3.X=Y AX=X D Y=X pravidlo AAB>(B=C)-FAAB>Cna?2
4. Vx [x=x] Ry

5.x=x A4 na 4., subst. x/x

6. X=y DX=y A X=X pravidlo A|-B>B A Anas.

7. x=y Dy=x pravidlo A>DB,B>C|-A>Cnab6., 3.

8. VxVy [x=y D y=x] pravidlo G na 7.(dvakrét), Q.E.D.

2) |- VXxVyVz [x=y Ay=z Dx=z]|

Diikaz:

1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z=y=t)] Rs (predikdtem p je rovnost =)
2.x=y Ay=z D (x=z =y=y) subst. x/x, y/y, z/z, t/y

3. Vx [x=x] R;

4. y=y subst. y/y

5.xXx=yAy=z>Dx=z pravid. A,Bo>(C=A)|-B>Cna4.2.

6. VxVyVz [x=y A y=z D x=Z] pravidlo G na 5. (tfikrat), Q.E.D.

Cviceni ke kapitole 3.7.
M¢jme bizardni jazyk ,.gibberish®, ktery mluvi o dvou objektech: ponk a lonk a jedné

relaci zomkovat. Zapiste nasledujici tvrzeni ve formé axiomt PL1 a dokazte, Ze tato
mnoZzina axiomu je bezespornd, tj. najdéte jeji model.

a)  Pro libovolné dva lonky existuje nanejvys jeden ponk, ktery zonkuje oba tyto lonky.
b)  Pro libovolné dva ponky existuje praveé jeden lonk, ktery zonkuje oba tyto ponky.
c) Ke kazdému /lonku existuji alesponn tifi pomky, které zomkuji tento lonk.
Dokazte, Ze z téchto axiomu nelze dokazat toto tvrzeni:

d) Existuje lonk s pravé jednim ponkem, ktery jej zonkuje.

Navod: Predstavte si ponky jako néjaké body a lonky jako néjaké linky (Cary, trasy, apod.)

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



150

4. Formalizované teorie predikatové logiky 1. radu.

V této kapitole se budeme zabyvat logickymi feoriemi, které jsou budovany v ramci
ptislusného dilkkazového kalkulu. Ukazeme si, ze zatimco v daném logickém kalkulu
dokazujeme logicky pravdivé formule, teorie je budovana k tomu, abychom dokazovali
formule pravdivé vurCité interpretaci, coz reprezentuje zkoumanou oblast zajmu.
Uvidime, Ze to, co jsme dosud poznali (tj. pojem axiomu, diikkazu, diikazu z predpokladd,
teorému, atd.), se beze zbytku ptenasi i do logickych teorii, a jde vlastné o to, ze
k logickym axiomiim kalkulu ptiddme specidlni axiomy pro danou teorii a provadime
ditkaz z (téchto dodate¢nym) prredpokladii. Nejprve si vSak povime néco malo z historie.

Historicky vyvoj teorii.

a) Stadium empirické popisné teorie:
— Diiraz je kladen na shromazd’ovani faktii pred hledanim souvislosti mezi nimi.
—  Otazka "co plati?" predchazi otdzce "pro¢ to plati?".
— Jsou dany pouze vzory feSeni (paradigmata) typickych tloh

b) Stadium neformalizované axiomatické teorie:

— Stanoveny primitivni pojmy, které se nedefinuji, ale pomoci nichz se definuji
vSechny ostatni pojmy. Stanoveny primitivni poznatky (axidomy), které se
nezduvodiuji (nedokazuji), ale ze kterych se odvozuji vSechny ostatni poznatky.

—  Pouzivani symboll pro formalni zépis poznatki.

—  Prostfedky odvozovani a dokazovani formalizovany nejsou, logika je pouzivana
na intuitivni rovni.

—  Ptiklady neformalizovanych axiomatickych teorii:

. Euklidovské geometrie (4. st. pt. Kr.)

. VSechny matematické teorie az do konce 19.stoleti

. Fyzikdlni teorie: mechanika (klasickd, relativisticka, kvantova),
termodynamika, teorie elektromagnetického pole, geometrickd optika,...

¢) Stadium formalizované axiomatické teorie:

— Formalizovany jsou nejenom poznatky, ale i1 procesy odvozovani jednéch
poznatki z druhych. Logika je nedilnou soucasti kazdé teorie.

— Formalizace dokazovani neni samoucelnd. Nutnost formalnich dikazi byla
vyvoldna objevenim antinomii (sportl) v zékladech matematiky (teorii mnozin).
Proto se snazime budovat korektni (bezespornou) teorii.

— Formalizovana teorie mize byt rozvijena automaticky (formaln¢) bez porozuméni
obsahovému smyslu (sémantice) dokazovanych tvrzeni. Pfitom vSak mame na
mysli zamySlenou interpretaci s tim, ze takto vybudovana teorie pak mize byt
aplikovana v kterékoli jiné interpretaci, ktera spliiuje axiomy teorie.

Pro¢ vsak vlastn¢ takovéto logické formalni teorie vyvijime? Odpovédi je vice. Jednak
si tim uSetiime praci. Dokdzeme-li n¢jaké teorémy pro danou teorii, pak tyto teorémy plati
v kterékoli jiné interpretaci, kterd spliiuje axiomy dané teorie. Staci tedy napf. rozpoznat
spole¢né rysy dvou zdanlive zcela rozdilnych relaci, ukazat, ze obé€ tyto relace splituji napt.
axiomy caste¢ného uspofadani (viz nize), a neni jiz nutno dokazovat pro kazdou relaci
zvlast teorémy, které plati obecné v teorii ¢aste¢ného uspotradani.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



151

Druhy diivod, ktery je rovnéz nasnadg, je ten, ze takovato formalizace pfesné definuje
mnozinu modeld dané teorie, tedy to, co je pro danou zkoumanou oblast typické.

Za treti, snazime se budovat konzistentni teorie, tj. takové, které maji model. Tim se
vyhneme riiznym paradoxtim, a co hlavné, nas dikazovy kalkul nekolabuje tak, jak je tomu
v teoriich nekonzistentnich, kde Ize dokazat vSe, tedy kalkul a teorie se stavaji
bezcennymi. Tato snaha je vedena také tim, ze jakmile pracujeme s (aktudlnim)
nekonecnem, zacinaji se objevovat rizné paradoxy/antinomie, z nichZ nékteré sice byly
znamy uz ve starovéku, ale jakmile chceme rigorosné budovat matematiku, pak tyto
antinomie zdvazn¢ narusuji cely systém.

Antinomie (paradoxy).

a) Antinomie mnoZiny vSech mnoZin

Necht' M je mnozina vSech mnozin. To znamend, Ze kazdéa (pod)mnoZina mnoziny
M je prvkem mnoziny M. Z toho plyne, ze mohutnost (pocetnost, kardinalita)
mnoziny M je alespon rovna mohutnosti mnoziny vSech podmnozin mnoziny M,
neboli

Card(M) > Card(2M).

Na druhé stran¢ je zfejmé, Ze mnozina vSech podmnozin neprazdné mnoziny (a
mnozina vS§ech mnoZzin neprazdnou zajisté bude) ma vétSi mohutnost nez vychozi
mnozina (kromé toho, ze obsahuje vSechny jednoprvkové podmnoziny, obsahuje
navic mnoho dal$ich podmnozin), neboli

Card(M) < Card(2M).

To je ve sporu s ptedchozi nerovnosti.

b) Russellova antinomie (Russelliv paradox).

S timto paradoxem jsme se jiz setkali v zavéru kapitoly 3.2.1. Zopakujeme stru¢né:

Ziejm¢ neni obecné vhodné, aby podmnozina dané mnoziny (a specialné tedy i
celd mnozina) byla prvkem dané mnoziny. Je nutno rozliSovat mezi prvkem
mnoziny a podmnoZinou dané mnoziny, jsou to rozdilné vztahy. Definujme proto
jako mormalni mnozinu takovou mnozinu, kterd neni svym vlastnim prvkem.
Polozme otazku: je mnozina 7 vSech normalnich mnozin normalni mnozinou?

. Je-li odpovéd’ na polozenou otdzku ano, pak 7 neobsahuje sebe samu jako
svij prvek a tedy 7 neni mnozinou vsech normalnich mnozin.

. Je-li odpovéd’ na poloZenou otdzku ne, pak 7 obsahuje sebe samu jako svij
prvek a tedy 77 — v rozporu se svou definici — obsahuje jako prvek mnozinu,
ktera neni normalni.

. Obé& dvé mozné odpovédi na polozenou otazku jsou tedy Spatné. Podstata
sporu lépe vynikne z formdlniho zapisu. Symbolicky mizeme definici
mnoZziny 77 zapsat takto:

xen < —(xex)
Polozena otazka vede ke sporné formuli (kontradikei)

nen< —(nen)
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Podobnych antinomii, jako jsou dvé vyse uvedené, bylo formulovéno vice a jsou
v matematice zavazné, nebot’ jak jsme vid€li v pfedchozich kapitolach, ve sporném
systému dochazi ke kolapsu dikazového kalkulu, nebot’ vSe je dokazatelné.

Proto formuloval pocatkem 20. stoleti némecky matematik a logik David Hilbert tzv.
program formalizace matematiky. Myslenka je jednoducha: zvolime mnozinu ,,zaru¢enych
pravd“ (axiomi), které zapiSeme ve tvaru formuli predikatové logiky, které jsou pravdivé
bud’ logicky (tj. ve vSech interpretacich) nebo alespon v zamyslené interpretaci. Dale
najdeme mnozinu odvozovacich pravidel takovych, aby jejich aplikace vyustila
v ditkazovy postup, ktery zachovava pravdivost. Jak mnozina axiomi tak mnoZina
odvozovacich pravidel musi byt zaddna dobrym tj. finitnim zptisobem tak, abychom vzdy
mohli v kone¢ném poctu krokd rozhodnout zda dand formule ¢i pravidlo je axiomem c¢i
pravidlem daného dikazového kalkulu. V tom piipadé¢ tedy budeme dokazovat pouze
teorémy, které jsou pravdivé (logicky nebo v dané interpretaci) a nemize dojit ke sporu
¢ili paradoxu. Konzistence systému je zarucena.

Hilbert ptedpokladal, Ze timto (finitnim) zpisobem lze dokazat vsechny matematické
pravdy. Bohuzel, tento ptfedpoklad se ukazal jako nesplnitelny. Udrzime sice systém
konzistentni, ale dokazeme jenom podmnozinu vSech pravdivych tvrzeni matematicky, a to
dokonce jiz v nejjednodussim matematickém systému jako je aritmetika ptirozenych Cisel.
Ackoliv se jedna o negativni vysledek, je to jeden znejvétSich objevil v d&jinach
matematiky. Jedna se o dvé zasadni véty Kurta Godela, tzv. vety o neuplnosti, ktery ve 30.
letech minulého stoleti dokézal nemoznost naplnéni Hilbertova programu:

—  bezespornost formalni aritmetiky (a vSech teorii, které¢ aritmetiku pfirozenych

¢isel obsahuji jako svou ¢ast) nelze dokézat finitnimi prostiedky

—  kazda bohatsi formalni teorie (zahrnujici alespon aritmetiku ptirozenych cisel) je

neuplna, tj. existuji dobie formulovana tvrzeni (reprezentovana formulemi), ktera
nejsou v ramci dané teorie ani dokazatelna, ani vyvratitelna.

Teémito problémy se budeme zabyvat v zavérecné kapitole této knihy. Nejprve vSak

vvvvvv

potiebujeme, a to teorii relaci a algebraické teorie.

David Hilbert (1862 — 1943) byl vyznamny némecky matematik.
Dosahl tady velkych vysledkli v oblasti axiomatizace geometrie,
. v zékladech funkciondlni analyzy (Hilbertiv prostor) a
| v matematické logice. Je znam seznam jeho 23 otevienych
matematickych problémti zroku 1900, znichz nckteré nebyly
dodnes vyteseny.
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Definice 4.1 (Formadlni teorie): Formalni teorie je zadana trojici:
e formalni jazyk teorie

e mnozina axiomu teorie

e mnozina dedukénich pravidel teorie

Formalni jazyk teorie 1. radu je jazyk predikatové logiky 1. fadu (viz definice 3.1.1).
Formalni jazyk je tedy mnozina vSech dobie (syntakticky spravné) utvotenych formuli.

MnoZina axiomu teorie je podmnozina mnoziny vSech dobie utvorenych formuli. Sestava

ze dvou ¢asti:

e mnoziny logickych axidému (napft. téch uvedenych v definici 3.7.1 — tedy tautologii)

e mnoziny specidlnich axioml teorie. MnozZina specidlnich axiomi charakterizuje
pomoci formuli predikatové logiky vlastnosti (a vztahy mezi nimi) objektli uréenych
primitivnimi pojmy teorie (tj. specidlni predikdtové a funkéni symboly, spec.
konstanty), které v jazyce teorie vystupuji. Tedy specidlni axiomy jsou voleny tak, aby
byly pravdivé v "zamyslené” interpretaci pfedmétné oblasti.

Mnozina dedukcnich pravidel teorie splyva s mnozinou dedukénich pravidel pouzitého
kalkulu predikatové logiky (viz napft. definici 3.7.1).

Teorie T’ je silnejsi nez teorie T, jestlize kazda formule dokazatelna v T je dokazatelna
1v T", ale ne naopak, tedy existuje alesponi jedna formule, kterd je v 7” dokazatelnd, ale v T
nikoliv.

Teorie T a T’ jsou ekvivalentni (stejn¢ silné), jestlize kazdd formule, kterda je
dokazatelnd v jedné teorii, je dokazatelna i v druhé.

Teorie T’ je rozsirenim teorie T, jestlize pouziva vétsi mnozinu specialnich symbolil
nebo vychdzi z vét§i mnoziny specidlnich axidému nez teorie 7. Je-1i rozsifend teorie 17
ekvivalentni s ptivodni teorii 7, pak hovotime o nepodstatném (konzervativnim) rozsireni.
Je-li teorie 7" silné€jsi nez teorie 7, pak hovoiime o podstatném rozsireni.

Formalni teorie (v $irSim slova smyslu) je mnoZina vSech formuli, které 1ze odvodit z
axiomu teorie pomoci dedukénich pravidel teorie. Vzhledem k tomu, Ze teorie je plné
charakterizovana mnozinou 7 specialnich axiomu, ztotoznujeme n¢kdy formalni teorii 7’
s mnozinou specialnich axiémt teorie (formalni teorie v uzsim slova smyslu, tj. teorie ,,v
kostce*). Proto byvé definovan pojem ditkazu z teorie takto:

Diikaz formule A 7 teorie T (zna¢ime T |- A) je posloupnost dobie utvorenych formuli
(krokti ditkazu) takova, ze:

» posledni krok této posloupnosti je dokazovana formule 4
» kazdy krok diikazu je bud’to
— logicky axiém, nebo
— specialni axiom teorie, nebo
— formule, ktera vznikla zpfedchozich kroka aplikaci nékterého dedukcéniho
pravidla teorie

Tedy ditkkaz z teorie (nebo také v teorii) je ditkaz z predpokladii, kde ptedpoklady jsou
specidlni axiomy teorie 7.
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Poznamky 4.1:

— Axiomaticky systém predikatové logiky (napt. dikazovy kalkul zavedeny definici
3.7.1) je specialnim pifipadem formalni teorie s prazdnou mnozinou specidlnich
axiomu. Axiomaticky systém vyrokové logiky (napt. ten zavedeny definici 2.4.1) je
rovnéz specialnim piipadem formalni teorie s prdzdnou mnozinou specialnich axiomui
a navic s omezenou mnozinou logickych axiému. Viz tivod ke kapitole 2.4.

— Formalni teorie mohou byt rovnéz budovany napf. na bazi pfirozené¢ dedukce. V
Gentzenové systému je mnozina logickych axiomii déna jedinym schématem (A D A)
a mnoziny dedukénich pravidel jsou obsédhlejsi (viz napt. definice 3.6.1 a 2.3.1).

Piiklad (Teorie rodokmenu a pribuzenskych vztahit): Zavedeme specialni symboly jazyka
PL', které budou mit tuto zamy3lenou interpretaci:
Univerzum: mnoZina vSech individui (Zijicich 1 zemfelych)
Specialni primitivni symboly (funkéni a predikatové):
— o ... unarni funk¢ni konstanta (o(x) — otec x)
— m ... unarni funk¢ni konstanta (m(x) — matka x)
— M ... unarni predikatova konstanta (M(x) — x je muz)
— Z ... unarni predikatové konstanta (Z(x) — x je Zena)

Logické axiomy: axiomy predikatové logiky s rovnosti

« Odvozené funkce:

—  do(x) =4r o(0(x)) — déd po otci (otec otce)
- dm(x) =4 o(m(x)) — déd po matce (otec matky)
—  bo(x) =4 m(o(x)) — baba po otci (matka otce)
—  bm(x) =¢¢ m(m(x)) — béba po matce (matka matky)
Odvozené predikaty:
—  Rod(x,y) <4 x=0() vx=m() — x je rodi¢em y
—  Pred(x,y) <4 Rod(x,y) v 3z [Pred(x,z) A Rod(z,y)] — x je ptedkem y
— Dite(x,y) <a4r Rod(y,x) — x je ditétem y
—  Pot(x,y) <4t Pred(y,x) — x je potomkem y
—  Sour(x,y) <ar 3z [Rod(z,x) A Rod(z,y)] — X,y jsou sourozenci

. Specialni axiomy:

Al. Vx3y [y=o(x)] kazdy ma otce
Vx3y [y=m(x)] kazdy ma matku
A2. V(x,y,z)[y=0(x) A z=0(x) D y=z] otec je jediny
YV (x,y,z)[y=m(x) A z=m(x) D y=z] matka je jedina
A3. V(x,y) [x=o(y) D M(x)] kazdy otec je muz
V(x,y) [x=m(y) D Z(x)] kazda matka je Zena
A4. Vx [M(x) v Z(x)] kazdy je muzem nebo zZenou
Vx —[M(x) A Z(x)] nikdo neni muzem i zenou
AS. Vx —Pred(x,x) nikdo neni svym vlastnim pfedkem
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obecné kvantifikovany):
|- —Rod(x,x)
|- Sour(x,y) = Sour(y,x)
|- Pot(x,y) A Pot(y,z) D Pot(x,z)

(Dokazte uvedena tvrzeni napf. ptirozenou dedukei.)

4.1. Teorie binarnich relaci.

155

Neékteré jednoduché teorémy dokazatelné z axidéml (vSechny proménné jsou

Nyni se budeme zabyvat pouze bindrnimi relacemi na dané mnoziné M, tj. relacemi, které
jsou podmnozinou M x M. Z nich nejdilezitéjsi pro nas jsou relace usporadani (zejména

castecné usporadani) a ekvivalence.

Piiklad 4.1. (teorie usporadani):

1. varianta:

Specialni binarni predikatové symboly:
= ... zamyslend interpretace: identita
< ... zamyslend interpretace: byt mensi

Logické axiomy: axiomy predikatové logiky bez rovnosti

Specialni axiémy:

U, Vx[x=x]

U,. VxVy[x=y>y=x]

Us. VxVyVz[(x=yAy=z)>D((x=2z)]
Us.  VxVy Vz[(x=yAx<z)> (y<z)]
Us. VxVyVz[(x=yAz<x)>D(z<y)]
Us.  Vx Vy[(x<y) D =(y<x)]

U7, VxVy Vz[(x<yAy<z)> (x<z)]
Us. VxVy[x=yvx<yvy<x]

Uy,  Vx 3y [x<y]

Ujo. Vx 3y [y<x]

Ujp. VxVy [x<y >3z [x<zAz<Y]]

2. varianta:

Specialni binarni predikatovy symbol: <

reflexivita =
symetrie =
tranzitivita =

asymetrie <
tranzitivita <

Logické axiomy: axidomy predikatové logiky s rovnosti (viz definice 3.4.2)

Specialni axiomy:

Vi, Vx Vy[x<y > =(y<x)]

Vi Vx Vy Vz[x<y A y<zDx<z]
Vi, Vx Vy[x=yvx<yvy<x]

V4. Vx 3y [x<y]

Vs, Vx3dy[y<x]

Ve. Vx Vy [x<y D3z (x<z A z<Y)]

asymetrie
tranzitivita
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Z takto zadanych teorii nyni miizeme vybirat rizné obsahlé teorie, napft.:

= Teorie rovnosti: U—Us
Modely: identita na mnozin¢ piirozenych (celych, racionalnich, redlnych) ¢isel, identita
na mnozin¢ v§ech matic daného typu, ...

»  Teorie ostrého usporadani: U;—U; nebo V-V,
Modely: relace rovnost a ostfe menSi na mnoziné ptirozenych (celych, racionélnich,
redlnych) cisel, rovnost a relace vlastni inkluze (podmnoziny) na mnozin¢ vsech
podmnozin dané mnoziny, ...

»  Teorie linearniho ostrého usporadani: U;—Ug nebo V|—V;
Modely: relace rovnost a ostie mensi na mnozing ptirozenych (celych, raciondlnich,
realnych) ¢isel, rovnost a lexikografické uspotfadadni na mnoziné vSech slov nad danou
abecedou, ...

= Teorie hustého usporadani: U;—U;; nebo V|-V
Modely: rovnost a ostré uspoifadani na mnoziné racionalnich nebo realnych ¢isel.

Ziejme plati, Ze teorie (ostrého) uspotradani definovand axiomy U;-Uj; je silngjsi, nez
teorie definovana axiomy U;-Ug. Teorie (ostrého) usporadani definovand axiéomy U;-Uy; (v
predikatové logice bez rovnosti) je ekvivalentni s teorii uspofadani definovanou axiomy
V1-Vi (v predikatové logice s rovnosti). Pfidani axiomu Vg k teorii Vi-Vs ma za nasledek
jeji podstatné rozsifeni. Zavedeni nového specidlniho symbolu < novym specialnim
axidomem x<y < x<y v x=), je vSak pouze konzervativnim rozsifenim.

Definice 4.2 (Teorie Castecného (neostrého) uspoiddani):
Axiomy teorie cdastecneho usporadani tvori tato mnozina formuli:

1) VaR(a, a) reflexivita
1) VaVb [(R(a, b) A R(b, a)) o (a = b)] antisymetrie
iii) YaVvbVce [(R(a, b) A R(b, ¢)) D R(a, c)] tranzitivita
Struktura (M, <), tj. neprazdna mnozina M, na které¢ je definovana binarni relace <,
< < M x M), ktera splituje axiomy teorie ¢astecného uspotadani, tj. mnozinu formuli i), ii),
iii), se nazyva (¢dstecné) usporddand mnozina neboli poset.*
Rekneme, Ze struktury (M, <), (N, <5) jsou izomorfni vzhledem k uspotadani, jestlize
existuje bijekce f: M — N takova, ze pro vSechny prvky m;, m, € M plati:

my <pmz D flmy) <5 f(my)

Tedy isomorfni struktury maji nosice o stejné mohutnosti a jsou strukturalné stejné, Cili
dana bijekce zachovava uspotfadani.

Piiklad 4.2. (modely, tj. Castecné usporadané mnoziny):

Mnozina N ptirozenych €isel pii obvyklém uspofadani mensi nebo rovno (<): (V, <).

Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny M uspotfadana relaci byt podmnozinou (<):
" o).

Mnozina individui uspotfadana relaci “’starsi nebo stejné stary”.

* Vyraz “poset” je akronym pochazejici z anglického partially ordered set”.
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Mnozina N piirozenych cisel s relaci |, kterd je definovana jako m | n prave kdyz m déli n
(beze zbytku).

Prvni dva ptiklady ilustruji, pro€ je toto usporadani nazyvano ‘¢astecné’. V mnoziné¢ M
mohou totiz existovat tzv. nesrovnatelné prvky a,b, pro které neplati ani R(a, b) ani R(b,
a). Viimnéme si tedy, Ze struktury (V, <) a (2", <) nejsou isomorfni ani pro nosiée stejné
kardinality. V prvni struktuie jsou vSechna ¢isla srovnatelnd, ve druhé struktufe existuji
nesrovnatelné prvky.

Jsou-li dva prvky mnoziny M v relaci <, pouzivame obvykly infixni zapis tvaru a < b.
Na ¢aste¢né¢ usporadanych mnozinach zavadime dva dilezité pojmy, a to pojem suprema a
infima. K tomu vsak potfebujeme pomocnou definici:

Necht' (M, <) ¢aste¢né usporadand mnozina a N jeji podmnoZzina. Pak

—  nejmensi prvek N je a € N takovy, ze VxeN (a < x).

—  nejvetsi prvek N je b € N takovy, ze VxeN (b 2 x).

—  minimalni prvek N je min € N takovy, ze —3IxeN (x < min).
—  maximalni prvek N je max € N takovy, ze =3xeN (x > min).

Ziejmée plati, ze kazdy nejmensi prvek je zdrovenn minimalni, ale ne naopak. Podobn¢
kazdy nejvétsi prvek je maximalni, ale nemusi tomu byt naopak. Minimdalni ¢i maximalni
prvek, pokud existuje, je pravé jeden. Mnozina vSak miize mit vice minimalnich ¢i
maximalnich prvkd. MnoZina, ktera ma nejmensi a nejvetsi prvek, znacime ¢asto O resp. 1,
se nazyva ohranicend.

Definice 4.3 (supremum a infimum):

Bud’ (M, <) castecné usporadana mnozina a N jeji podmnozina.

Rekneme, Ze prvek a € M je supremem mnoZiny N v M, znac¢ime a = supu(N), jestlize
prvek a je nejmensi horni zavora mnoziny N v M, tj. plati, ze

Vx[xeNodaz2x)AVy(ye MAy>x)D(y=a)

Analogicky definujeme infimum mnozZiny N v mnozine M, zna¢ime a = infy(N), jestlize
prvek a je nejveétsi dolni zavora mnoziny N v M, tj. plati, Ze

Vx[xeNoaix) AVy(ye MAy<x)D(a=y)].

Piiklad 4.3:

— Mnozina N piirozenych cisel nema v mnoziné raciondlnich ¢isel (ani v zadné jiné
mnozin€) supremum, nebot’ nema horni zavoru, je shora neohranicend. Infimem a
nejmensim prvkem této mnoziny je ¢islo 0.

—  Mnozina viech podmnozin 2" dané mnoziny M méa supremum i infimum v M:
supp(2") = M, inf(2") = @.

Pozn.: Relace, ktera spliiuje pouze axidomy 1) a iii), tedy neni antisymetrickd, se nazyva
kvazi-usporadani. Casto se stava, ze relace, kterd se jevi jako ¢astecné usporadani, je ve
skute¢nosti kvazi-uspotfadani, nebot’ nesplituje axiom antisymetrie:
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Priklad 4.4: Model axidému kvaziusporadani:

Mnozina F formuli jazyka PL' uspoiadana relaci logického vyplyvani |=.

(Plati-li, ze A |=B a B |= A, pak formule A, B jsou pouze ekvivalentni, av§ak ne identické:
napt. ADBa—AvB)

Chceme-li pfesto takovou mnozinu uspotadat, pouzijeme k tomu relaci ekvivalence a
usporddame mnozinu ekvivalenénich tfid. Proto definujeme:

Definice 4.4 (teorie ekvivalence):
Axiomy teorie ekvivalence tvoii tato mnozina formuli:

1v) Va R(a, a) reflexivita
v) VaVb[R(a, b) D R(b, a)] symetrie
vi) VaVbVc [(R(a, b) AR(b, c)) D R(a,c)] tranzitivita

Struktura (M, <), tj. neprazdna mnozina M, na které je definovana bindrni relace <,
& < M x M), ktera spliiuje axiomy teorie ekvivalence, je struktura s ekvivalenci.

Piiklad 4.5 (modely teorie ekvivalence):

— Mnozina N ptirozenych Cisel s relaci identity (=).

— Relace byt stejné stary, stejné vysoky, apod. na mnozing individui jsou ekvivalence.

— Mnozina N piirozenych Cisel s relaci Mods, ktera je definovana jako mit stejny zbytek
po déleni cislem 5.

— Mnozina formuli srelaci <& definovanou takto: formule A, B jsou ekvivalentni,
znac¢ime A < B, pravé kdyz maji piesné stejné modely.

Jsou-li dva prvky mnoziny M v relaci <, pouzivame obvykly infixni zapis tvaru a < b.

Definice 4.5 (rozklad mnoZiny): Mnozina vzajemné disjunktnich vlastnich podmnozin
dané mnoziny M takovych, Ze jejich sjednoceni je identické s M, se nazyva rozklad
mnoziny M. Prvky rozkladu nazyvéame t7idy rozkladu.

Véta 4.1:

a) Kazdy rozklad na mnoziné M definuje na M relaci ekvivalence, kde ekvivalentni jsou
prave a jen prvky jedné a téze tridy.

b) Kazda relace ekvivalence <> na mnoziné¢ M definuje rozklad mnoziny M tak, ze do
jedné tfidy rozkladu patii vSechny vzajemné ekvivalentni prvky.

Diikaz:

a)  Necht' R je rozklad na M, dale 4, 4>, ..., 4i, ... jsou tfidy rozkladu R a necht’ pro
kazdé dva prvky ai, aip z M plati, ze ai; < ai praveé kdyz ai; € 4i, aix € Ai.
Reflexivita: aj) < aj) (ziejmé)

Symetrie: Je-li ai) € Ai, ain € Aj, pak také app € 4i, ai € Ai.
Tranzitivita: Je-li ayy € Aj, ap € Aia ap € A;, aiz € A;, pak také a;; € 4;, a3 € 4.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



159

b) Necht < je relace ekvivalence na M a necht 4; — M takova, Ze pro vSechny
prvky a, b € M plati: a € 4;, b € A; pravé kdyz a < b.
U., 4=M — ziejmé, nebot’ kazdy prvek M je ekvivalentni alespoit sam se
sebou, tedy patfi do n¢jaké (alespon jednoprvkové) téidy A;.
Je-li Ai c M, 4 < M, a € A;, b € 4; a neni pravda, Ze a < b, pak dle definice
podmnoZin 4; nepatii prvky a, b do stejné tidy. Tedy 4;# 4;.

Tedy do jedné tiidy tohoto rozkladu patfi vSechny vzajemné ekvivalentni prvky a
kterykoli z nich mize slouzit jako representant dané tridy (vzhledem k ekvivalenci).
Mnozina téchto tiid rozkladu dle ekvivalence < se nazyva faktorovda mnoZina a znaci se
obvykle M/<. Jeji prvky, tj. tfidy rozkladu, pak znalime [m], kde m je pfislusny
representant tfidy.

Piiklad 4.6: Na mnozin¢ ptirozenych cisel NV definujeme relaci ekvivalence <>s (Cteme:
modulo 5) takto: ¢isla m, n jsou ekvivalentni pravé kdyz maji stejny zbytek po déleni 5.
Tato ekvivalence rozlozi mnozinu N na pét tfid, tj. faktorovd mnozina N/<s obsahuje tyto
prvky, tfidy rozkladu:

[0]= {0, 5, 10, 15, .

-

L

=12,7,12,17, ...}
}

}

Tedy Ni<s= {[0], [1], [2], [3], [4]}.

Piiklad 4.7: Uvazme mnozinu F formuli jazyka PL' a k ni ptislugnou faktorovou mnozinu
F/<, kde relace < je definovéna jako ,,mit pfesné stejné modely*. Na této mnoziné nyni
definujeme Castecné usporadani takto:

[A1] < [As] pravé tehdy, kdyz A; |= A..

Struktura (F/<, <) tvoti poset. Abychom to ukazali, musime nejdiive ovéfit, ze relace < je
dobte (tj. korektn¢) definovana a pak dokézat, Ze jsou splnény axiomy uspotadani i), ii),
iii). Aby byla definice uspofadani korektni, nesmi dand relace zaviset na vybéru
representantl tfid. Necht' tedy A;” € [A;] a Ay’ € [A;]. Pak ovSem plati, ze A;’|=A,,
A=A, A=A, tedy 1 A’J=Ay’ a definice je korektni. Reflexivita a tranzitivita relace <
jsou ziejmé. Ukazeme, Ze tato je relace antisymetricka:

Je-li [A1] £ [Az2] a [A2] £ [Ai], pak Aj|=Az a Ayj=A,. To znamend, Ze A<>A; a tedy
[A1]=[A2].
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Cviceni ke kapitole 4.1

a) Dokazte teorémy teorie rodokmeny z ivodniho ptikladu této kapitoly:

|- —Rod(x,x)
|- Sour(x,y) = Sour(y,x)
|- Pot(x,y) A Pot(y,z) D Pot(x,z)

b) Ovéite a dokazte, Ze struktury zptikladu 4.2 spliiuji axiomy teorie caste¢ného
usporadani.

c) Dokazte, ze kazda konecna neprazdnd podmnozina X ¢aste¢né¢ usporadané mnoziny
ma minimalni a maximalni prvek.

d) Dokazte, ze inverzni relace k libovolnému ¢astecnému uspotadani je opét castecné
uspofadani. Inverzni relace R k relaci R je mnozina viech dvojic (y, x) takovych, Ze
(x,y) € R.

e) Dokazte, ze pokud je relace < na mnoziné M ireflexivni (tj. —3x (x <x)) a tranzitivni,
pak relace < definovana tak, ze x < y pravé kdyz x < y nebo x = y, je CasteCnym
usporadanim.

f)  Ovérite a dokazte, ze struktury z Piikladu 4.5 spliuji axiomy teorie ekvivalence.

g) Dokazte, ze relace ,,modulo 5 definovana v Piikladu 4.6 je relace ekvivalence.

h)  Definujte na mnozing /V/<>s (viz Ptiklad 4.6) ¢astecné usporadani a ukazte, ze vase
definice je korektni.

1)  Dokazte, ze je-1i néjaka relace R ireflexivni a tranzitivni, pak je také asymetricka.
Tedy Vx —(x <Xx)

Vayz [(x<y) 2 ((y<2) 2 (x<2)]

Vxy [(x <y) D =(y <x)]
Dale dokazte, ze je-li R je asymetricka, pak je ireflexivni.

To znamena, Ze ostré uspoiadani staci definovat pouze dvéma axiomy, a to ireflexivita a
tranzitivita nebo asymetrie a tranzitivita.
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4.2. Algebraicke teorie

Algebry jsou struktury typu (V, f*, g”,...), kde na dané neprazdné mnoziné N (nosici) jsou
definovany operace 1", g",..., tj. zobrazeni N x ... x N — N. V této kapitole stru¢né
predstavime teorie algeber sjednou bindrni operaci (grupoidy, pologrupy, monoidy a
grupy) a se dvéma binarnimi operacemi (svazy).

Definice 4.6 (grupoidy):
Necht’ G je neprazdnd mnozina. Pak struktura (G, f), kde f: G x G — G je zobrazeni na
mnozin¢ G, se nazyva grupoid.

Pozn.: Operaci f Casto znaime e a uzivame infixni notaci, tj. misto f{a,b) piSeme: a o b.

Definice 4.7 (monoidy, grupy):
Necht' G = (G, e) je grupoid. Pak G se nazyva

»  komutativni, plati-li:

— (Va,beG)aeb=>bea)

» asociativni, plati-li:

— (Va,b,ceG)((aeb)ec=ae(bec))
S jednotkovym (neutralnim) prvkem, plati-li:

— (deeGVaeG)aee=a=ecea)
S nulovym (agresivnim) prvkem, plati-li:

— (JoeGVaeG)aeo=0=0%aqa)
» S inverznimi prvky, plati-li:

— (VaeG3Ia'eG)aea'=e=a'ea)

Grupoid G se nazyva
— pologrupa, je-1i asociativni
— monoid, jestlize G je pologrupa s jednotkovym prvkem
— grupa, jestlize G je monoid s inverznimi prvky
— Abelova grupa, jestlize G je komutativni grupa

Tedy grupa G je struktura (G, e) takova, zZe operace e je asociativni, a navic existuje v G
Jjednotkovy prvek a ke kazdému prvku ae G existuje inverzni prvek a”'.

Piiklad 4.8:
— Struktura (Z, —), kde — je odecitani na mnoziné celych ¢isel, je grupoid, neni to
pologrupa (odecitani neni asociativni)
— Struktura (NM\{0}, +), kde + je scitani na mnoziné pfirozenych ¢isel, je pologrupa,
neni to monoid (nema jednotkovy prvek)
—  Struktura (V, +), kde + je s¢itdni na mnozin¢ prirozenych ¢isel, je monoid, ale neni
to grupa (0 je neutralni, tj. jednotkovy prvek, ale nejsou inverzni prvky)
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—  Struktura (Z, +), kde + je s¢itani na mnozin¢ celych ¢isel, je Abelova grupa: s¢itani
je asociativni a komutativni, neutralni (jednotkovy) prvek je 0, inverzni prvek
k libovolnému ¢islu m je —m.

— (N, .) — kde . je nasobeni na mnoziné piirozenych Cisel, je pouze komutativni
monoid: jednotkovy prvek je 1, chybi vSak inverzni prvky.

— (R,.)—kde. je nasobeni na mnozin€ racionalnich cisel, je Abelova grupa: nasobeni
je asociativni a komutativni, jednotkovy prvek je ¢&islo 1, inverzni prvek
k libovolnému Cislu m je 1/m.

Na piikladu teorie grup mizeme ilustrovat metodu axiomatického zkoumani a divody,
pro¢ vytvaret takovéto logické teorie. Zobecnéni shodnych “situaci” vede nejprve k
vyjasnéni podstaty této shody a potom k formulaci axioma. Tim se ziskdva soustava
pfedstavujici souhrn zdkladnich principt platnych v kterémkoli ze souborti shodnych
situaci (tedy feCeno jazykem logiky — v kterékoli interpretacni struktufe, ktera splituje
mnozinu axiému — teorii v kostce). Ze soustavy axiéomu se pak logickou dedukei (na
zéklad¢ inferen¢nich pravidel axiomatického systému) buduje teorie v SirSim slova smyslu
zahrnujici jako specidlni ty “situace”, které daly podnét k tvorbé axiomi. Tedy mnoZina
teorémi dané teorie je pravdivd v kazdé takové “situaci”, tj. v kazdé interpretacni
struktufe, kterd je modelem axiomid. Mohou tak byt objeveny i neocekavané shody, tj.
modely jiné nez plvodni zamysSlené interpretace a jejich studium je pak usnadnéno.
Nemusime znovu dokazovat vSechna tvrzeni platnd v tomto modelu, vime, Ze plati vSechny
teorémy nasi teorie, a to v kazdém jejim modelu.

Pozn.: Jako funkéni symbol f volime obvykle znak pro ndsobeni ‘.’, nebo znak pro s¢itani
“+> v komutativni grupé, a to s infixni notaci. Inversni prvek pak zna¢ime pro nasobeni a™,
resp. pro s¢itani —a, jednotkovy prvek znacime 1 (ndsobeni), resp. 0 (s¢itani).

Objasnéme si ulohu logické teorie na jednoduchém piikladu grupy: Ctenafi jsou jisté
dobfe znamy matematické vzorce

a) u—-v+tv-w=u-w

b) uv.vw=uw

c) logyu.logyv=logyu
pro pocitani s redlnymi Cisly.

Zkoumejme analogii téchto vzorcti z jednoticiho grupového hlediska. Predevsim je
zfejmé, Zze mnozina realnych ¢&isel tvoii jak vzhledem k nasobeni tak vzhledem ke s¢itdni
komutativni grupu. V kterékoli grupé plati teorém (grupovou operaci zna¢ime nyni e,
zavorky vzhledem k asociativité¢ vynechavame):

d) uevievew'=yep!
Snadno nahlédneme, Zze vzorce a) i b) jsou specialnimi ptipady tohoto teorému d) (vzorec
a) pro aditivni grupu, b) pro multiplikativni grupu).

Ozna¢me nyni R mnozinu redlnych ¢isel bez ¢isla nula: R\{0}. Abychom poznali, ze i
vzorec c¢) predstavuje piepis teorému d), uvazujme mnozinu R s bindrni operaci e
definovanou takto:

uev=IlogU.logV,kde U, Vjsou ¢isla takova, Ze plati u=1log U, v=1og V.
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Protoze u ® v =w.v, je ztejmé, Ze (R, o) je komutativni grupa.

Uvédomime-li si, ze prov=0je u e v' =log U. (log V)" =logo U . logy10 = log,U,
vidime, ze z d) dostavame
logyU. logyV=uev' evew'=yew'=logyUprov, w=0.

Piiklad 4.9: Uvazujme mnozinu Z celych ¢isel a definujme na této mnoziné¢ relaci
ekvivalence modulo n takto: a <>, b praveé tehdy kdyz ¢islo n déli beze zbytku rozdil a — b,
znacime n | (a - b), tj. ¢isla @, b maji v kladné Casti stejny zbytek po dé€leni ¢islem n. Tato
ekvivalence definuje (jako kazd4 ekvivalence) na Z rozklad na tfidy celych cisel
kongruentnich modulo n. Ozna¢me tuto faktorovou mnozinu tfid jako Z/<, a jeji prvky
oznac¢ime jako [i], kde 1 je representant piislusné tfidy (kterykoli prvek, nejcastéji ten,
jehoz absolutni hodnota je nejmensi, tedy reprezentanty budou ¢isla 0, 1, 2, ..., n-1). Pro
nazornost si zapiSeme napt. mnozinu Z/<>s modulo 5 vy¢tem jejich prvki:

[0]={...-10,-5,0,5, 10, 15, ... }
[1]=1{. -9,-4,1,6,11,16,..}
2]=1{. -8-3,2,7,12,17,..}
[3]=1{. -7,-2,3,8,13,18,..}
[4]=1{.. -6,-1,4,9,14,19, ..}

Definujme na faktorové mnoziné Z/<, binarni operaci + jako s¢itani tfid takto:
[i] + [j] = [i+]].

Toto scitani je dobfe definovano, nebot definovany soucet nezdvisi na vybéru
representantil s¢itanych trid: Je-li [i] = [1°], [j] = [J’), pak n | (i-1") a n | (-)°), tedy
n | (i-’+j-)°), n | (itj - 1’+)’). To znamend, ze [i+j] = [1’+j’]. Snadno nahlédneme, Ze
struktura (Z/<,, +) tvofi viici takto definovanému scitani komutativni grupu (je modelem
axiomll grupy). Jednotkovym (€1 spiSe nulovym) prvkem je tfida [0] a inversnim
(opa¢nym) prvkem k [a] je tfida [-a].

Definice 4.8 (svaz):

Mnozina M, na které jsou definovany dvé binarni operace (tj. zobrazeni M x M — M),
které nazyvame M (prusek) a U (spojeni) takové, ze tato struktura (M, N, U) spliuje
nasledujicich Sest axiomtl, se nazyva svaz:

1) Vabc [(avwb)uc=av (b )] asociativita
i) Vabc[(anb)nc=an (bnc)] asociativita
i) Vablauwb=buU al komutativita
iv) Vablanb=bnNa] komutativita
v) Vab[(anb)ua=ada] absorpce

vi) Vablan (bua)=a] absorpce

V teorii svazi plati nasledujici dva teorémy, které urcuji souvislost teorie svazii a teorii
¢aste¢ného (neostrého) usporadani:
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Véta 4.2: Jestlize S = (M, N, V) je svaz, pak binarni relace < definovana na M piedpisem
a<b <4 aub=b nebo
a<bhb ogganb=a
je castecné usporadani a navic plati

Yab (Sup{a,b} =a v b), Vab (Inf{a,b} =a N b).

Véta 4.3: Je-li S = (M, <) Castecné usporddand mnozina takova, ze pro kazdou dvou-
prvkovou podmnozinu mnoziny M existuje v M jeji supremum a infimum, pak
struktura S = (M, N, U) s operacemi pruseku a spojeni definovanymi tak, Ze

a U b =4 Supy{a,b}
anb =df InfM{a,b}
je modelem axiomu svazu, tedy tvoii svaz.
Véta 4.4: V kazdém svazu dale plati nasledujici dva teorémy:
- (a@anb)yu@nc) <an((buc)
- (aub)yn(@avc) 2au(bneo)

Diikaz:

a) Plati,ze(anb)<a,(anb)<b<(buc),tedy(anb)<an (buc). Podobné
plati, ze (a nc)<a,(anc)<c<(buc),tedy (anc)<an (bu c). Jelikoz
spojeni nejmensi horni zavora, plati také (a nb) U (@anc) < an(buc).

b)  Dikaz je zcela obdobny.

Piiklad 4.10 (svazy):

—  Mnozina 2" viech podmnozin dané mnoziny M, kde prisek je definovan jako prinik
mnozin a spojeni jako sjednoceni mnozin, tvoii (distributivni) svaz. Nejvétsi prvek
tohoto svazu je M, nejmensi je prazdnad mnozina @.

—  Faktorovda mnozina F/<> tvofi (distributivni) svaz tiid ekvivalentnich formuli, kde
prasek a spojeni jsou definovany takto:

[Ar] U [A2] = [Ar v Aol [AI] N [A2] = [Ar A Ao,
tedy jako tfida definovéana disjunkeci formuli, resp. konjunkci.

— Mnozina piirozenych cCisel, kde prasek dvou cCisel m, n je min{m, n}, spojeni je
max{m, n}. Tento svaz ma nejmensi prvek, ¢islo 0, ale nema nejvetsi.

K uvedenym svazovym axiomim muzeme dle potieby pfidavat dalsi axiomy a
zkoumat tak riizné tfidy svazi. Plati-li ve vySe uvedené vété 4.4 rovnost, pak se jednd o
axiom distributivity a svazy, které jej spliuji se nazyvaji distributivni svazy. Dalsi
dilezitou ttidou jsou modularni svazy, které spliuji axidom

VYab,cl[(asc)o[avu(bnc)=(avb)nc]]

Kazdy distributivni svaz je modularni, ale ne naopak. Mnozina {o, a, b, c, i} s
uspotfadanim definovanym takto

a<i,b<Zi,c<i,a>0,b>0,c>0

tvoti modularni svaz, ktery neni distributivni, coz snadno nahlédneme, zndzornime-li si
tuto mnozinu Hasseovym diagramem (vyznam je ziejmy):
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i

/1N

a b c

ANV4

Mnozina {i, a, b, ¢, o} s usporadanim dle nasledujiciho obrazku je svaz, ktery neni

0

modularni:
Cviceni ke kapitole 4.2:

1) Dokazte, Ze struktura (Z/<>,, +) z ptikladu 4.9 je komutativni (tj. Abelova) grupa.
2) Dokazte Véty 4.2 a4.3.

3) Dokazte, Zze v kazdém svazu plati pro vSechna x, y: x <y) < x Ny =x,x Uy =
4) Dokazte, ze v kazdém svazu jsou operace priiseku a spojeni izotonni, tj.:

Jestlizey<z,pakxNny<xnzaxuy<xuz
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4.3. Teorie aritmetiky — Gédelovy vysledky

David Hilbert (1862-1943) byl vynikajici némecky matematik, kterého jsme jiz strucné
predstavili. Formalisticka Skola pfed Hilbertem povazovala matematiku za jakousi "hru se
symboly”, kterd ma sva pravidla, jako napft. hra v Sachy. Abychom to ilustrovali, zavedeme
jednoduchy systém S:

Konstanty: &, %
Predikaty: ¢ a
Axiomy systétmu S: (1) Vx (x> Ax)
2) Ixaxo e
(3) av
Inferencni pravidla: MP (modus ponens), EV (eliminace V), Z3 (zavedeni 3)

Teorém: & &

Diikaz: AY (axiom 3)
dx ax (Z3)
*n (axiom 2 a MP)
¢& DO Aas (axiom 1 a EV)
A% (MP)

Symboly a cely systém S jsou zcela bez jakéhokoli vyznamu. Axiomy nejsou
‘pravdiveé’, jsou to jakasi “implicitni pravidla” pro praci se symboly. Podle (“pre-
hilbertovskych”) formalistli je celd matematika takovato hra se symboly, jenom
trochu vice komplikovana a rafinovanéjsi.

Jiz Gottlob Frege (1884) napadl toto formalistické pojeti. NemlZzeme zde opakovat
vSechny jeho argumenty, uvedeme jen jeden: Hra v Sachy nebo nas systém S mohou byt
jen hry bez jakéhokoli vyznamu ¢i pravdivosti. AvSak meta-teorie her muize byt
smysluplnd matematika. Napft. to, Ze vySe uvedeny dikaz se sklada z péti krokti, nebo to,
ze kral a dva stfelci nemohou vynutit mat, jsou smyslupiné, objektivné pravdivé meta-
teorémy.

Nicméné, Hilbert si v§iml, Zze paradoxy a konceptudlni problémy matematiky jsou
vzdy spojeny susuzovanim zahrnujicim nekonecno. JelikoZz se vSak veSkera nase
zkuSenost opira pouze o kone¢né objekty, musime v nekonecné klasické matematice
pracovat tak, ze ji rozdélime na bezproblémovou konecnou ¢ast, pridame jakési idealni
prvky, které ukazuji na nekonecno a vse udélame tak, abychom mohli s takovym systémem
pracovat finitnimi prostiedky s plnou divérou, Ze se nemohou objevit paradoxy. “Idealni
nekone¢né prvky” nemiizeme samoziejmé piidavat libovolné. Absolutné nutnou
podminkou je to, Ze pfidanim nevznikne nekonzistence.

Jako priklad uvedeme analogii. Mé&me dvé teorie T (tepla) a S (svétla), o kterych
vime, ze jsou ob¢ pravdivé v zamyslené interpretaci (tj. o teple resp. o svétle). OvSem jsou-
li T a S ”dobré néstroje”, to znamena konzistentni teorie, nezarucuje to jesté, ze 1 jejich
spojeni bude dobrym nastrojem, nebot’ né¢ktera tvrzeni si mohou protifecit (co plati o teple,
nemusi platit o svétle a obracen¢). Tedy Hilbert chtél dokazat, ze jednotlivé casti
nekonecné matematiky mohou byt pfidany ke konecné matematice tak, aby nevznikla
zadna nekonzistence. Navic, takové diikazy chtél obdrzet bez ohledu na logické vyplyvani,
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pravdivost, sémantiku, pouhou manipulaci se symboly, jejichz konecna struktura je jasna,
ptehlednd a rozpoznatelna.

Existuje mnoho zpusobti, jak dokdzat konzistenci. Jednoduchym zptisobem je nalezeni
modelu, nebot’ kazda teorie, ktera ma model, je konzistentni. AvSak tento zptsob Casto
selhava vtom piipadé, ze teorie ma pouze nekonecné modely. Nemuzeme ovéfit
konzistenci pouze na zékladé toho, Ze teorie ma nekone¢ny model, nebot pak bychom
predpokladali, ze zndme aktualni nekone¢no (model). Chceme-li napt. dokazat konzistenci
transfinitni teorie mnozin, nemizeme pouzit tuto teorii k dikazu jeji vlastni konzistence.
Nemiizeme rovnéz nijak demonstrovat, ze existuji (aktualn¢) nekonecné mnoziny, které
jsou touto teorii korektn¢ popsany. Pti kazdé takovéto demonstraci bychom vzdy pouzili
jen konecny pocet objektl, i kdybychom mohli jit pokazdé o krok dal” a to “’potencialné
nekonecné daleko”. AvsSak jelikoz je (syntakticky) dikaz pouze posloupnost symbolil
manipulovana podle urcitych pravidel, stacilo by ukazat, ze zadna takovato posloupnost
symbolil nevyusti napt. ve vyraz ”’0 = 1” nebo "o # ®”.

Dulezity v Hilbertové pristupu je zejména finitismus: nemizeme poznat aktualni
nekonecno, nebot’ nemame k dispozici nekonecné zdroje. Nicmén¢, miizeme smysluplné a
korektné zkoumat potencialni nekonecno, a to tak, Zze vyjdeme od znamych konecnych
objektli a podle pfesného a korektniho pravidla budeme generovat dalsi a dalSi objekty
vyhovujici kritériim pfisluSnosti do nekone¢ného souboru objektid. Takto mulzeme
potencialné postupovat do nekonecna, nicméné v kazdém kroku mame za sebou pouze
konecny pocet kroktl a je vygenerovan kone¢ny pocet objekti.

Hilbertliv program formalizace matematiky byl velice ambiciézni a m¢l mnoho cilt:
Predevsim, celad klasicka matematika (ktera byla az do té doby smésici formalnich a
neformélnich piistupt)) musi byt dislednd zformalizovana. (Cast prace v tomto duchu
odvedli jiz Whitehead s Russellem v Principa Mathematica (1910).) Déle, je nutno ptesné
definovat pojem ‘finitni metody’. Nakonec pak budou tyto finitni metody aplikovany na
formalizované verze klasick¢é matematiky tak, ze ukazou jasné a ptehledné jednotlivé
vlastnosti a vztahy a co predevs§im, dokazou jejich konzistenci. Mnoho vynikajicich
matematikli a filosofii 20. stoleti (napf. Ackermann, Bernays, von Neumann, atd.)
pracovalo na tomto programu. To, Zze Godelovy véty o nelplnosti dokdzaly nemoZnost
jeho realizace (v plné §ifi), je dnes vSeobecné znamo. Avsak nékteré “vedlejsi produkty”
programu (napf. axiomatizace, teorie modeli, teorie rekurzivnich funkci, teorie algoritmii a
vypocetnich metod, atd.) pfinesly cenné vysledky a vyznamné obohatily moderni
matematiku.

Poznamky:

1. Studiem vlastnosti formalnich teorii se zabyva véda zvand metamatematika.
Metamatematika je neformalni teorie formalnich teorii. Skutecnost, Ze odvozovani v
metamatematice je neformalni (intuitivni) — a jiné byt nemize — je vyvazena tim, ze
metamatematika pouziva jen finitnich (koneCnych) postupt, jejichz korektnost je
bezprostfedné evidentni. Neni napf. dovoleno pracovat s aktudlnim nekonecnem (s
nekone¢nymi mnozinami) tak, jak je to v klasické matematice bézné.

2. Veskeré finitni prostiedky metamatematiky mohou byt reprezentovany pomoci
aritmetiky pfirozenych cCisel (poznamenejme, ze aritmetika pfirozenych cisel pracuje
pouze s tzv. potencidlnim nekonecnem v tomto smyslu: ke kazdému ptirozenému ¢islu
existuje ndslednik). Pomoci tzv. godelizace l1ze ptitadit kazdé formuli formdlni teorie
prirozené Cislo a odvozovani jednéch formuli z jinych formuli je pak prevedeno na
vypocet jistych aritmetickych funkci (rekurzivnich funkcr).
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Cilem této kapitoly je podat piehledné, mirné popularné, avSak piesné Godelovy
prevratné vysledky. JelikoZ jsou tyto vysledky chapany casto chybné, nékdy az mysticky a
pritom ptavodni Gddelovy formulace a dikazy jsou technicky ponckud obtizné, a tedy
v ramci tohoto stru¢ného ucebniho textu nereprodukovatelné, podame vyklad z pohledu
dnesni matematické logiky a pfitom vyuZzijeme z velké Casti velice zdatfilého ¢lanku Petra
Hajka (1996).

Pro tplnost zopakujeme nyni nékteré pojmy, se kterymi jsme se jiz setkali v pribéhu
vykladu. V matematické logice pracujeme s vyroky (neboli sentencemi, tj. uzavienymi
formulemi) chapanymi jako pfesné¢ definované matematické objekty. Definujeme, co to
znamena, ze n¢jaky vyrok a je dokazatelny (z néjaké mnoziny vyroki) a ze néjaky vyrok
je pravdivy (pti néjaké interpretaci jeho slozek, tj. v néjakém modelu). Pojmy
dokazatelnosti a pravdivosti jsou dva zakladni pojmy matematické logiky. Otazka, v jakém
jsou tyto pojmy vztahu, tedy

Jsou dokazatelné piesné ty vyroky, které jsou pravdivé?

je jednou z centralnich otazek matematické logiky. Aby méla tato otazka smysl, musi byt
presné¢ definovano, co je to vyrok, pravdivost, dokazatelnost, a to Ize ud¢lat riznymi
zpusoby — v zavislosti na expresivni sile logického systému. Jelikoz je predikatovy pocet
1. fadu jednim ze zakladnich logickych kalkulii, na$ vyklad byl soustiedén na tento systém.

Znovu zdliraznéme, Ze nema smysl fict, Ze vyrok a je pravdivy (¢i nepravdivy), nebot’
bez interpretace jeho specidlnich (funkénich a predikatovych) symboli nema vyrok o
smysl. Vyrok o mize byt pravdivy v interpretacni struktute I; tj. v modelu vyroku a,
nepravdivy ve struktuie I,.

Formule je tautologie (logicky pravdiva), je-li pravdiva v kazd¢ interpretacni struktute
(pti kazd¢ interpretaci).

Vyrok ¢ je dokazatelny z vyrokl (axiémil) ouy,...,0ln, (znacime ouy,...,on |- @), je-li
poslednim krokem dikazu, coz je posloupnost formuli takové, ze kazdy krok této
posloupnosti je bud’ néktery z axiomt a.,...,0,, nebo vznikl z predchozich krokt (formuli)
aplikaci nékterého z odvozovacich pravidel daného systému.

Ma-1i byt kalkul ”smysluplny”, musi byt dikaz korektni (sémanticky bezesporny), tj.
dikazovy postup musi zachovavat pravdivost:

Jestlize a,...,0n |- @, pak ay...,0ln [= @,

tedy vyrok ¢ je pravdivy v kazdém modelu mnoziny {a.,...,0ln} .

Proto, jestlize chceme dokazovat logicky pravdivé formule, musi byt vSechny logické
axiomy daného kalkulu logicky pravdivé; pak tyto logické axiomy (jako ptredpoklady
dikazu) nevyznacujeme a piSeme: Jestlize |- @, pak |= .

V r. 1928 publikovali Hilbert a Ackermann praci Grundlaziige der theoretischen Logik.
V ni dospéli k formulaci korektniho logického kalkulu predikatového poctu 1. fadu s
logickymi axiémy a pravidly jen mirn€ odliSnymi od téch, které jsme uvedli v kapitole 3.7
(tedy 5 axiomu a 2 pravidla: modus ponens a generalizace) a polozili zakladni otdzku —
problém uplnosti takto definovaného logického kalkulu:

Jsou dokazatelné v§echny logicky pravdivé formule PL'?

Obsah disertace Kurta Godela (publikované v r. 1930) dava positivni odpovéd’ na tuto
otazku:
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Véta 4.5 (Gédelova véta o viplnosti PL', 1930):

Predikatovy kalkul 1. fadu (s axidémy a pravidly uvedenymi v 3.7 nebo jinymi korektnimi a
vhodnymi) je Gplny dikazovy kalkul, tj. dokazatelné jsou v ném pravé vSechny tautologie
PL'. Dokazatelnost je v PL' ekvivalentni logické pravdivosti:

|= ¢ pravé kdyz |- o.

Vétu lze jeste zesilit (a Godel to ucinil):

Silnd Gédelova véta o viplnosti PL': Vyrok ¢ je v kalkulu PL' dokazatelny ze specialnich
axiomi a,...,0,, dané teorie (tedy nejen z logickych axiomu — tautologii) pravé kdyz ¢ z
téchto axiomu logicky vyplyva (je pravdivy v kazdém modelu teorie):

OllseeesOln |— @, Pravé KAyZ dipye..,0ln [= Q.

Dukaz zde nemtzeme podrobné probrat (svou technickou naro¢nosti je mimo ramec
tohoto ucebniho textu), proto jej pouze naznacime. Poznamenejme, Ze dnes je bézny jiny
dikaz nez ten, ktery podal Godel ve své disertaci. Zakladni mySlenka je vSak stejna
v origindlnim dikaze i1 v dikazech pozdéjsich. K jejimu vysloveni potfebujeme jesté
nékolik novych pojmi a vét:

Definice 4.9 (syntakticka bezespornost):

Teorie T je (syntakticky) bezesporna (konzistentni), jestlize pro zadnou uzavienou formuli
A jazyka teorie neplati soucasné |- A 1 |- —A, tj. formule A a —A nemohou byt soucasné
dokazatelné (dokazatelna je nejvyse jedna z téchto formuli).

Pozn.:

Bezespornost teorie nelze zaménovat se zdkonem sporu. Zakon sporu, tj. formule
—(An—A) je soucasti teorie, kdezto bezespornost je vlastnost teorie. Ve sporné teorii, jak
hned ukazeme, 1ze dokazat kazdou formuli a tedy specialné 1 zdkon sporu. Na druhé strané
1ze konstruovat bezesporné teorie ve kterych zdkon sporu neplati.

Véta 4.6: Teorie je bezesporna prave tehdy, existuje-li aspoil jedna formule, kterou nelze v
teorii dokazat (tj. ktera do teorie nepatii).

Diikaz:

1. Je-li teorie bezesporna, pak v ni nelze soucasné odvodit formule A, —A. Tedy existuje
aspoi jedna formule, kterou nelze v teorii odvodit.

2. Je-li teorie sporna, pak v ni lze odvodit formule A, —A. Vzhledem k zédkonu vyrokoveé
logiky A o (—A D B), neboli A,—A |- B, lze pak v teorii odvodit libovolnou formuli B.

Sporna teorie je naprosto jalova, bezespornost teorie je samoziejmym pozadavkem.
Bezespornost teorie je tedy velmi slaba vlastnost, ovSem je zdsadni. Ve sporné teorii se
dikazovy kalkul hrouti, dochazi ke kolapsu, nebot’ dokazatelné je cokoli. Proto Hibert
tolik usiloval o diikaz konzistence teorie aritmetiky.

Definice 4.10 (nezavislost axiomii): Axidm A, je nezavisly na axiomech Ay, ..., A, jestlize
A nelze na zékladé téchto axiomu dokazat. System axiomu Ai, A,,....A, je nezavisly,
jestlize kazdy z nich je nezavisly na zbytku ostatnich.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



170

Véta 4.7: Ke kazdému konecnému systému (schémat) axiomt existuje nezavisly systém
ekvivalentni s pivodnim systémem.

Diikaz: VylouCenim zavislého axiomu vznikne ekvivalentni systém. Vzhledem ke
konecnému poctu (schémat) axiomd musi byt proces eliminace zavislych axiomd po
kone¢ném poctu krokt ukoncen.

Véta 4.8: Axidm A, je nezavisly na axiomech Ay, ..., A, prave tehdy, jestlize pfiddnim —Ai
nevznikne spornd mnozina axiomd, tj. teorie Ay, ..., Ai.1, —Aj, Ai+1,..., A, je bezesporna.
Diikaz:

1) Je-li teorie Ay, ..., Ai.;, —Ai, Ais,..., A, spornd, pak v ni 1ze dokazat jakoukoli formuli a
tedy také A;. V tom ptipad¢ (dle véty o dedukci) plati

= Ay s Ait, 2AG Airtyenn, Ap DA
A proto také = A1, ..., Aicl, Ajtt,e Ay DA
Coz vyplyva ze zdkonl vyrokové logiky. V tom piipadé je tedy A;zavisly na Ay, ..., A,.

2) Je-li axiom A; zavisly na axiomech Ay, ..., A,, pak Ize z Ay, ..., Ai.1, —Ai, Aist,..., Ay
dokazat jak A; tak 1 —A,, tedy teorie je sporna.

Piiklad 4.11:
Uvazujme teorii hustého linedrniho uspotradani zleva i zprava neomezené mnoziny, tj.
teorii danou axidmy V-V (piiklad 4.1, kapitola 4.1). Zde napft. plati:

— Axiom V4 je nezavisly na zbylych axiomech. Nahradime-li axiom V4 jeho negaci, tj.
formuli —Vx3y (x < y), vznikne bezesporna teorie. Jejim modelem milZe napf. byt
ptirozené usporadani redlnych Cisel z intervalu (-oo, @), kde a je n&jaké realné ¢islo.

—  Podobné axidm Vs je nezdvisly na zbylych axiomech.

— Rovnéz axiom Vi je nezavisly na zbylych axiomech. Nahradime-li jej jeho negaci,
vznikne bezesporna teorie jejimz modelem mulze byt napi. pfirozené usporadani
celych Cisel.

Véta 4.9: Kazd4 bezesporna teorie 7' ma alespoii jeden model.

K dikazu véty 4.9 potiebujeme jesté jednu ingredienci — pojem Henkinovské uplnosti:

Teorie T je Henkinovska, jestlize pro kazdou uzavienou formuli tvaru Ix ¢(x) existuje
konstanta ¢ takova, Ze T dokazuje formuli 3x @(x) D ¢(c). Konstanta ¢ se nazyva svedek
pro formuli @(x).

(Ptipomenme, ze tato formule pochopitelné neni tautologie — srovnej se Skolemizaci, kap.
3.5)

Ditkaz (véty 4.9 — naznak): Lze ukazat, ze ke kazdé bezesporné teorii 7 existuje siln€jsi (ve
smyslu definice 4.1) bezesporna 77, ktera je Henkinovska a uplna. K teorii 7” se uz snadno
sestroji model. Za mnozinu M (universum — srovnej s Herbrandovym universem) vezmeme
mnozinu vSech konstant této teorie. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze 7 mé jediny
binarni predikat P. Jeho interpretaci bude relace R — M x M takova, ze {(c,d) € R pravé
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kdyz T" dokazuje formuli P(c,d). Tim mame strukturu (M, R), kterd je modelem 7, a tedy 1
teorie 7. (K ovéefeni skutecnosti, Ze tato struktura je modelem 77 je ovSem nutny fakt, ze 7°
je Henkinovsky tplna.)

Ditkaz (véty 4.5 — o uplnosti): Z véty 4.9 jiz lehce plyne silnd véta o uplnosti: Kdyz teorie T
nedokazuje n¢jakou formuli ¢ (¢ je uzaviend), pak teorie 77U {—@} je bezesporna a tedy
ma model M. To je vSak model teorie 7, ve kterém neni pravdiva formule .
Zformalizujeme-li tuto ivahu, je dikaz zifejmy: Jestlize neni pravda, ze T |- ¢, pak neni
pravda, ze T |= @, cozZ je ekvivalentni s: Jestlize T |= ¢, pak T |- o.

Hilbert ocekaval vétu o uplnosti. Godeliv vysledek z r. 1930 byl velmi cenny, ale
nebyl vlastné¢ ptrekvapenim. Hilbert vSak ocekdval ve svém programu “formalizace
aritmetiky” jesté daleko vice. PfedevSim ocekéval, Ze se podafi ukazat, ze predikatovy
pocet 1. fadu je rozhodnutelny v tom smyslu, Ze se podafi najit algoritmus, ktery o kazdé
formuli rozhodne (tedy v konecném poctu krokli odpovi ano ¢i ne na otazku), zda je dana
formule tautologie. Déle ocekaval, ze se podafi nalézt pfirozenou” uplnou teorii, ktera
bude plné charakterizovat aritmetiku, tedy bude dokazovat vSechny pravdivé vyroky o
ptirozenych ¢islech. Godelovy véty o netiplnosti (publikované v roce 1931) ukazuji, Ze tato
ocekavani jsou nesplnitelna. A to byl ve své dob¢ zcela necekany vysledek, ktery zménil
zasadnim zplisobem “’tvar moderni matematické logiky”. Abychom tyto neformalni ivahy
formulovali pfesné, potiebujeme jesté nckolik definic.

Definice 4.11 (#plnost teorie): Teorie T je uplnd, jestlize pro kazdou uzavienou formuli A
jazyka teorie plati bud’ |- A nebo |- —A, tj. formule A je dokazatelnd nebo vyvratitelna. Je-
li T navic bezespornd, pak ze dvou formuli A, —A je vzdy dokazatelna prave jedna.

Poznamky:

1. Pravé definovanou uplnost teorie nelze zaménovat se (sémantickou) uplnosti
logického kalkulu zavedenou v kapitolach 2. a 3. a formulovanou v Godelovych
vetach o uplnosti.

2. Uplnost teorie nelze zamé&hovat se zakonem vylougeného tetiho. Zakon vylou¢eného
tretiho, tj. formule A v —A je soucasti teorie (axiom), kdezto uplnost je vlastnost
teorie. Zakon vylouceného ttetiho je jakozto tautologie dokazatelny i v neuplnych
teoriich.

3.V neuplné teorii existuji dobie formulované otazky (reprezentované formulemi
jazyka teorie), na které teorie nedava odpovéd’ (formuli ani jeji negaci nelze dokazat).
Rikame, Ze netpln teorie ma nezavislé teorémy, které do ni nepatii. V uplné teorii
existuje odpovéd’ na kazdou smysluplnou otazku (tj. pro kazdou formuli jazyka teorie
plati, Ze ji teorie rozhoduje, je dokazatelna tato formule nebo jeji negace).

4. Uplnost teorie neni zadouci, chceme-li studovat obecné rysy nékterych pojmi, které
se v ruznych predmétnych oblastech projevuji znacné odlisSné€ (napf. spolecné rysy
pojmu uspotadani, které je n¢kdy uplné jindy netplné, nékdy se tykd konecnych
mnozin, jindy nekone¢nych, né€kdy je linearni ¢i husté, jindy neni, atd.). Chceme-li
vSak vycCerpavajicim zptsobem popsat urcitou jedine¢nou predmétnou oblast (napf.
aritmetiku pfirozenych nebo redlnych cisel), pak je naopak idedlem uplna teorie.
BohuZel Godelovy véty o neuplnosti (viz déle) dokazuji, Ze tento idedl nelze
v pfipadé aritmetiky naplnit.
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Piiklad 4.12:
—  Teorie usporadani V|-V (viz priklad 4.1) je uplna.

—  Neuplnymi teoriemi jsou napf-.:
0 Teorie uspotfadani V|-V, kde k=2,3,4,5

— Teorie V;—V3 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, ze v jednom plati axiom V4
(napt. pfirozené uspotradani celych ¢isel) a v druhém jeho negace (napf. pfirozené
uspofadani vSech zapornych celych &isel).

— Teorie V;—V4 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, ze v jednom plati axiom Vs
(napt. pfirozené uspotradani celych Cisel) a v druhém jeho negace (napf. pfirozené
uspofadani vSech pfirozenych cisel).

— Teorie V;—Vs je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, ze v jednom plati axiom Ve
(napt. pfirozené uspofaddni raciondlnich ¢isel) a v druhém jeho negace (napf.
pfirozené usporadani vSech celych cisel).

— Rovnéz teorie ¢asteCného uspotadani (viz Definici 4.2) je neuplna. Existuji modely,
ve kterych jsou vSechny prvky srovnatelné, tj. plati VxVy (x <y v y > x) (naptiklad
usporadani ptirozenych ¢isel dle velikosti) a modely, ve kterych tato formule pravdiva
neni (napf. uspofadani mnoziny vSech podmnoZzin dané mnoziny dle mnozinové
inkluze).

Definice 4.12 (rozhodnutelnost teorie): Teorie T je rozhodnutelnd, jestlize existuje
algoritmus, ktery o kazdé uzaviené formuli ¢ jazyka teorie rozhodne v konecném poctu
krokd, zda ¢ je platnym vyrokem teorie 7, tj. zda T |- ¢, ¢i nikoliv.

Pozn.: Zde predpokladame, ze pojem algoritmu je dostatecné presné urcen (napi. pomoci
Turingova stroje).

Priklad 4.13:
—  Rozhodnutelnymi teoriemi jsou napf.:
0 Vyrokova logika
0 Teorie usporadani V1-V6
—  Nerozhodnutelnymi teoriemi jsou napi. (jak za chvili ukdzeme):
0 Predikatova logika
0 Formalni aritmetika

Nyni budeme zkoumat teorie, které maji za sviij model nasledujici strukturu N, ktera je
jednou ze zékladnich matematickych struktur. Tedy ted’ nebudeme hledat spolecné rysy
v riznych “situacich” (Cili v strukturalné riznych modelech), ale budeme se snazit plné
charakterizovat — axiomatizovat jednu predmétnou oblast, tj. mnozinu ptirozenych Cisel
spolu s pfirozenymi operacemi s¢itani, ndsobeni a relaci usporadani. (Funkce, relace, atd.
na mnozin¢ prirozenych ¢isel budeme znacit tu¢né, abychom je odlisili od ptislusnych
symbolii jazyka teorie, kterym jsou tyto funkce, relace, atd. pfifazeny v zamyslené
interpretaci.)

E = <N7 07S7+9 '7=9S>

kde N je universum diskursu — mnozina pfirozenych ¢isel {0, 1, 2, ... }
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0 je cislo nula

S je unarni funkce z N do N — operace naslednik
je bindrni funkce sc¢itani ptirozenych ¢isel

je bindrni funkce nasobeni ptirozenych ¢isel
je bindrni relace rovnosti

je binarni relace mensi nebo roven

+

IA

Abychom mohli tuto strukturu popisovat jazykem teorie PL', musi tento jazyk obsahovat
symboly odpovidajici vySe uvedenym funkcim a relacim. Budeme je pro piehlednost
znacit stejné, jen ne tucné.

Nyni nas tedy nebudou zajimat tautologie, tj. vyroky pravdivé v kazdé interpretaci
naSeho jazyka, ale vyroky pravdivé v jedné standardni interpretaci, tj. ve struktuie N
aritmetiky prirozenych cisel. Budeme studovat teorie, které maji N za sviij model a
umoziuji dokéazat (pokud mozno vSechny “rozumné”) vyroky o ptirozenych Cislech. Tedy
nyni se zdméry a postup axiomatizace ponékud li§i napt. od piipadu axiomatickych
algebraickych ¢i relacnich teorii. Nebudeme hledat spole¢né rysy riznych modeli, ale
budeme zkoumat jeden model — aritmetiku pfirozenych cisel. V takovém ptipadé
postupujeme tak, ze si vSimame toho, jak provadime jednotlivé diikazy neformalné, ¢i
intuitivné, predevsim pak toho, kterou minimalni mnozZinu predpokladii potfebujeme nutné
a vzdy. Tyto spole¢né predpoklady pak formulujeme jako mnozinu (specidlnich) axiomu.
Uvedeme jako priklad dvé takové teorie, a to Robinsonovu aritmetiku Q a Peanovu
aritmetiku PA.

Definice 4.13 (Robinsonova aritmetika Q a Peanova aritmetika PA):

Robinsonova aritmetika Q je teorie o nasledujicich sedmi axiomech (které jsou generalni
uzavery nasledujicich formuli):

01 —s(x)=0 neboli s(x) # 0
0 s(x)=s(y)ox=y

0; x+t0=x

Os xts(y)=sx+y)

Q5 x.0=0

O x.500)=(x.y)+x
07 x<Ly=3dz(z+x=y)

Tyto axidmy popisuji zdkladni vlastnosti aritmetickych operaci. Pfiddme-li k nim schéma
axiomiut indukce (Ind), dostaneme Peanovu aritmetiku PA:

Ind - {9(0) A Vx [0(x) 2 (s(x)]} 2 Vx 9(x)

Pozn.: VSimnéme si, ze Q je konecné axiomatizovana teorie (mé konecny pocet axiomil),
PA vsak ne, nebot’ jsme pridali schéma axiomu indukce.

Ziejmée jsou vSechny axiomy teorie PA (a tedy i Q) pravdivé ve struktuie N. Tedy je
tato struktura modelem obou teorii. Rikame mu standardni model aritmetiky. Kazdé
ptirozené ¢islo n € N mé své ”jméno” v jazyce aritmetiky, totiz term s(s...(s(0)...))
oznacovany jako n a zvany n-ty numeral. Tedy napft. Cislo 1 je pfifazeno termu s(0), ¢islo 2
termu s(s(0)), atd. Teorie Q je dosti slaba, PA je hodn¢ silnd a dokazuje spoustu znamych
tvrzeni o ptirozenych Cislech.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



174

Neékteré jednoduché véty a jejich ditkazy (metodou ptirozené dedukce) v téchto teoriich.
Ukazme si dvé jednoduché pouziti axiomu indukce:

) |-Yx(0+x=x)
Nejprve oznacime ¢(x) formuli 0 + x = x.

Necht’ 0 + x = x. Pak s(0 + x) = s(x) axiom Qs

s(0 +x)=0+s(x) axiom Q4

0+ s(x) =s(x) (tranzitivita a komutativita identity)
Vx [(0+x=x) D0+ s(x)=s(x)] 71, Z~

Tedy jsme v O dokazali vyrok Vx [o(x) D ¢(s(x))]

Vyrok ¢(0), tj. 0 + 0 = 0, je snadno dokazatelny dle axiomu Qs.
V axiomu /nd mame tedy dokazatelné ob¢ premisy.

To znamena, ze PA |- Vx (0 + x = x)

To neni trivialni vysledek, protoze zatim nevime, zda z axiomi Robinsonovy nebo
Peanovy aritmetiky plyne komutativita s¢itani. Dokédzeme nyni asociativitu s¢itani.

2) Y@y [zty)tx=z+(+tx)]
Oznacime ¢(x,y,z) formuli (z + y) +x=z + (y + x).
Necht' y a z jsou déna. Axiom Qs dava ¢(0,y,z).
Necht’ dale x je dano a necht' (z + y) +x =z + (y + x).
Pak s((z +y) +x) =s(z + (y + x)).
Uzijeme axiom (4 jednou na levou stranu a dvakrat na pravou stranu:
s((z+y)+x)=(z +y) +sx)
s+ (yFtx)=z+s(y+x)=z+(+sk)
Dohromady: (z + y) + s(x) =z + (y + s(x))
Ovetili jsme, Ze Vx (o(x,y,2) D @(s(x),1,2)).
Tedy dle axiomu /nd médme Vx ¢(x,y,z).
Protoze ¢isla y a z byla libovolnd, mame Vx,y,z ¢(x,y,z).

Nasledujici teorémy — vlastnosti aritmetickych operaci jsou dokazatelné v PA
(teorémy jsou generalni uzavéry formuli):

z+ty)+tx=z+(@y +x) z.y).x=z.(.x)
0+x=x z.(yt+x)=z.y+z.x

s() Tx=s(y +x) —(x = s(x))

ytx=x+ty ytx=z+x>y=z
0.x=0 x+y=0>x=0Ay=0)
s(¢)) . x=y.x+x x.y=0>x=0vy=0)
y.X=Xx.y Ju(u+tx=yvu+ty=x)

Déle uvedeme explicitni definice nékterych neprimitivnich (odvozenych, slozenych)
pojmil pomoci pojmil primitivnich.
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Predikatové symboly:

- x#Yy <ar(x=yp) binérni predik. symbol

- x<y<&qgrdz[xts(z)=y] binarni predik. symbol

- x>y y<x bindrni predik. symbol

- x<y<z&oy x<yaAy<z ternarni predik. symbol (< (x,),2) )

- Xy Az[y=z.x] binarni predik. symbol ("x dé€li y")

- Sd(x,y,2) <4t Xy A x|z ternarni predik.symbol ("x je spole¢nym délitelem y,z"

- Prv(x)oag x> A-Fy[yzlLAyzx Ayi]

unarni predik. symbol ("x je prvocislo")
Funkcni symboly:
— 1 =4rs(0), 2 =4 s(s(0)), 3 =a4r s(s(s(0))), ...

nularni funkéni symboly (individuové konstanty)
— y=xX"Sg y=x.X unarni funkéni symbol (druhd mocnina)
- y=x"og Iz[z=x*Ay=z.x]  unarni funkéni symbol (téeti mocnina)
—  x=Nsd(y,z) <4 Sd(x,,2z) AVt [Sd(ty,z) Dt <x]

binarni funkcéni symbol ("x je nejv. spolecny délitel isel y,z")

Viastnosti relace < (opé€t generalni uzavéry):
X<yAy<zoOx<z
X<yvxi=yvy<x
—(x <x)

Vztah relaci < a <k sob& navzajem a k operacim:
xSy=sx<yvx=y
x<yox+tz<y+z
x<s())=x<yvx=y
x<yAnz#0>Dx.z<y.z

Nekteré dalsi teorémy aritmetiky prirozenych cisel:
- |x#0>23q3r[y=x.gtr nr<x]
existence celociselného podilu a zbytku
— |—y :X.ql+l"1 ATI<X ANY =x.q2+r1 ATL<XD q1=q> N\ ri=r
jednoznacnost celoCiselného podilu a zbytku
- x#0o @@y =x.gtr nr<x]
existence a jednoznacnost celoc¢iselného podilu a zbytku
- =Vx3dy [y>x A Prv(y)]
Euklidova véta: ke kazdému cislu existuje prvocislo, které je vetsi nez
dané ¢islo = prvocisel je nekonecné mnoho.
- Fn>25-=3xy.2) [(s()" + (s()" = (s(2))"]

Fermatova véta — byla dokazana.

V PA tedy lze dokazat, ze operace s ptfirozenymi ¢isly maji ocekdvané vlastnosti:
sCitani a nasobeni jsou asociativni a komutativni, nasobeni je distributivni vici s¢itani,
relace < a < jsou skute¢né neostré a ostré¢ usporadani, nula je nejmensi ptirozené Cislo,
nejvetsi prirozené Cislo neexistuje, Cislo s(x) je vzdy nejmensi mezi Cisly veétSimi nez x,
atd.
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Teorie Q je dosti slaba, nebot pii dikazu mnohych vSeobecnych aritmetickych tvrzeni
potfebujeme pravé axiomy indukce. PA je jiz hodné silnd teorie a dokazuje spoustu
znamych tvrzeni o ptirozenych ¢islech. PA vsak neni uplna teorie: Existuje vyrok ¢, ktery
je pravdivy v N, avSak neni dokazatelny v P4 (a pochopitelné ani —¢ neni dokazatelny
v PA, nebot’ —¢ neni pravdivy v N a PA4 je korektni).

Jesté jednou shrneme: Co to znamena, Ze teorie 7 je netplnd? Jelikoz je kazda formule
¢ v dané zamyslené interpretaci (v nasem piipadé N) pravdiva ¢i nepravdiva, prali bychom
si, aby nase teorie dokazovala jednu z formuli ¢ ¢i —¢ (tu pravdivou, nebot’ T je korektni).
Tedy neuplnd teorie ”dokazuje malo”. Na druhé stran€¢ mize “mit pfili§ mnoho modeli”
v tom smyslu, Ze dokazuje formule takové, které jsou sice pravdivé v N, ale jsou pravdivé i
v jinych interpretacich naSich axiomt, tfeba i zna¢né odliSnych od té zamyslené (tedy
neizomorfnich s N), nebot’ dle véty o uplnosti kalkulu musi dokazovat vSechny formule
vyplyvajici z axiomtl. Tedy mnozina axiomi je nedostatecnd, slaba. Mohli bychom fict:
Dobr4, tak néjaké axiomy (konzistentn¢) piidame tak, abychom charakterizovali pfirozena
¢isla uplné, vycerpavajicim zptlsobem. To by sice bylo mozné, ovSem pak bychom
nedosahli toho, aby teorie byla “rozumnd” v tom smyslu, Ze vzdy pozname, zda dana
formule je ¢i neni axiomem (rekurzivné axiomatizovana teorie). Jisté, kdyby toto nebylo
splnéno, nemohli bychom v takovéto teorii dokazovat. Nasledujici véta ukazuje, ze
v piipad¢ aritmetiky nelze splnit oba pozadavky — Uplnost a rekurzivitu. Netplnost neni
specielni vlastnost teorie PA.

Definice 4.15 (rekurzivni axiomatizace): Teorie je rekurzivné axiomatizovana, jestlize
existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli ¢ jazyka teorie v konecném poctu kroka
rozhodne, tj. vyda odpovéd’ Ano/Ne, zda ¢ je ¢i neni axiomem teorie.

Véta 4.10 (Prvni Godelova véta o neuplnosti, 1931):

Necht’ T je teorie, obsahujici Q (tj. jazyk teorie T obsahuje jazyk aritmetiky a 7" dokazuje
vSechny axiomy Robinsonovy teorie (). Necht’ T je rekurzivné axiomatizovana a necht N
je jejim modelem. Pak T je neuplna teorie.

Pozn.: Podle pozd¢jsich vysledkti 1ze predpoklad, ze N je modelem teorie 7 nahradit
slabSim predpokladem, Ze T je bezespornd (Rosserova véta).

Upfesnili jsme tedy, co je to “pfirozend” nebo “rozumnd” teorie, v niz by byly
dokazatelné vSechny pravdivé vyroky o ptfirozenych cislech. Rozumna je jisté jen takova
teorie, kterd je bezesporna (jinak bychom v ni dokazali vSe). A k pfirozenosti zajisté patii
to, Ze jsme schopni rozpoznat, zda dana formule je ¢i neni axiomem, tedy Ze je rekurzivne
axiomatizovand, jinak bychom v té teorii nemohli dokazovat nic. Ale zadna takova teorie
neexistuje podle véty 4.10.

V dal$im naznac¢ime jednotlivé kroky ditkazu Gédelovy véty o netplnosti. Pfedevsim
poznamenejme, Ze Godeliv dikaz byl inspirovan zndamym Epimenidovym paradoxem
lhéate: Véta, ktera fika ”ja jsem nepravdiva”, neni ani pravdiva ani nepravdiva. Nema totiz
vibec zadny smysl (stejn¢ jako véta ja jsem pravdiva”). OvSem zatimco Epimenidovu
”vétu” nelze v jazyce aritmetiky viibec zapsat, v Godelové dikazu neni vibec zadny
paradox a formule g, kterou nalezl Godel, je dobie utvorend, lze ji zapsat a ukdzat o ni, Ze
je pravdiva v N, ale nedokazatelnd z teorie 7. Navic, Godeliv dikaz je konstruktivni, tedy
Godel pfislusnou formuli opravdu zkonstruoval. V roce 1989 publikoval Boolos novy
dikaz, ktery je snad jednodussi, ale neni konstruktivni, je to diikaz sporem. Booliv dikaz
je inspirovan jinym znamym paradoxem, a to Berryho paradoxem (Nejmensi celé cislo
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nepojmenovatelné mené nez dvaceti sedmi slabikami — spor, pravé jsme takové cislo
pojmenovali dvaceti Sesti slabikami). My zde vylozime hlavni ideje plivodniho Godelova
dikazu.

Nejprve musime aritmetizovat syntaxi aritmetiky. Formule jazyka aritmetiky jsou jisté
posloupnosti znakt, dikazy jsou jisté posloupnosti formuli. Lze definovat jednoduché
ocislovani vSech formuli a dikazi (v dané teorii 7), tj. funkci gn (Godel number)
piitazujici kazdé formuli ¢ a kazdému dikazu d v teorii T ¢islo gn(e) a gn(d), a to jedno-
jednoznac¢né (rtzné vzory maji rizné obrazy). Kromé toho je funkce gn efektivni v tom
smyslu, Ze existuje algoritmus, ktery ji pocita, a také algoritmus, ktery ke gn(x) po¢ita jeho
VZOT X.

Dalsi potiebny pojem je Z-uplnost teorie Q. Dokazujeme, ze O a zadnd rozumna
siln€jsi teorie neni uplna. Na druhé stran¢ vSak existuje tfida formuli (Z-formule — jsou
v uzkém vztahu k algoritmiim) takovych, ze kazdy X-vyrok pravdivy v N je dokazatelny
v Q. Ptitom z rekurzivni axiomatizovanosti teorie 7 plyne, Ze mnozina Godelovych ¢isel
formuli dokazatelnych v T je definovatelna v N jistou Z-formuli, kterou ozna¢ime DoK(x).
Tedy: Teorie T dokazuje ¢ pravé kdyz Dok(an(@)) je pravdivé v N. (gn(@) je numeral,
jehoz vyznamem je Godelovo cCislo formule ¢.)

Ttreti ingredienci je Godelovo diagondlni lemma. Pro kazdou formuli ¢(x) jazyka
aritmetiky existuje uzaviend formule y takova, ze v Q je dokazatelna formule

v = 0(@n(y)).

Tedy gn(y) je jméno Gddelova ¢isla formule y a formule @(gn(y)) “tika”, ze toto Cislo
ma vlastnost ¢. Navic je tato formule ekvivalentni s vy, a to dokazatelné¢ v Q. Tedy v
’tika” — ”’ja mam vlastnost ¢”.

Zbyva posledni genialni napad: Aplikovat diagonalni lemma na formuli —DoK(x).
Dostaneme Gddelovu diagonalni formuli, ozna¢me ji g, takovou, ze Q dokazuje formuli

g = —Dok (an(g)).

Tedy g 7iikd” — ”ja4 jsem nedokazatelnd”. Zde je ona podobnost s Epimenidovym
paradoxem. Avsak jesté jednou: Zde neni zadny paradox. Gédelova formule ma smysl, l1ze
ji zkonstruovat a lze ukazat, Ze je pravdiva v N, ale nedokazatelnd v 7' (pochopitelné ani
jeji negace nemuze byt dokazatelnad).

Kdyby teorie T dokazovala g, pak by formule Dok(gn(g)) byla pravdiva v N a tato
formule je X-formule; tedy by ji QO (a tim spiSe 7) dokazovalo, tj. T by dokazovalo —g, coz
je spor. Avsak teorie T je bezesporna, tedy nedokazuje g, tedy —Dok(gn(Q)) je pravdiva
v N, tedy g je pravdiva v N.

(Kdyz vse jest¢ jednou shrneme strochou metafory: g 7iikd” — 7ja jsem
nedokazatelnd”, a to je pravda, protoze kdyby byla dokazatelna, pak by byla nepravdiva a
teorie 7 by dokazovala nepravdivou formuli, coz neni mozné, protoze 7 je bezesporna.)
Pro kazdou rozumnou aritmetiku 7 najdeme vyrok g, ktery je pravdivy v N, ale
nedokazatelny v 7.
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Dusledky (mirné zjednoduseno):

1) Jelikoz plati silnd Godelova véta o Gplnosti (viz 4.2.1), nemize Gddelova formule g
logicky vyplyvat z teorie T (nebot’ kdyby T |= g, pak by T |- g), a tedy ani z PA. Tedy
tato formule neni pravdiva v kazdéem modelu PA. Jelikoz je pravdivéd ve standardnim
modelu N, musi existovat nestandardni modely PA, a to takové, které nejsou
isomorfni s N. (Pfipomenme, ze isomorfni modely jsou takové struktury, které se lisi
pouze ptejmenovanim, jinak se chovaji” stejné.)

2) Kazda “rozumnd” aritmetika T (tj. rekurzivne axiomatizovatelnd, obsahujici Q a ma
model N) je nerozhodnutelnd (neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou formuli
rozhodl, zda je ¢i neni dokazatelnd v 7). Kdybychom méli takovou rozhodnutelnou
teorii 7, mohli bychom ji pomoci “rozhodovaciho algoritmu” rozsitit na uplnou. To je
vSak nemoZzné podle Rosserova vylepSeni Godelovy véty o neuplnosti.

3) Predikatovy dikazovy kalkul 1. fadu je teorie PL' s prazdnou mnoZinou specidlnich
axiomu.. Proto je PL' nerozhodnutelnd. Neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval,
zda je dana formule @ v PL' dokazatelna (a tedy logicky pravdiva). Je tomu tak proto,
ze Q je kone¢n¢ axiomatizovana: Jsou-li Q,...,07 jeji axiomy, pak je podle véty o
dedukci rozhodnuti, zda ¢ je dokazatelnd v Q ekvivalentni rozhodnuti, zda je formule
Q1 AOs A ... A Q7D @ dokazatelna v PL'. Tedy

problém logické pravdivosti je v PL' nerozhodnutelny.

Situace vSak neni tak beznad€jna (vzdyt funguje rezolu¢ni metoda!). Church dokazal, ze
tento problém je parcidlné rozhodnutelny v nasledujicim smyslu:

Existuji algoritmy (napft. rezolu¢ni metoda) takové, Ze je-li ptedlozena formule ¢ logicky
pravdiva, pak algoritmus vyda v koneéném poctu krokti odpovéd’ ANO. Pokud je vsak ¢
pouze splnitelna (tedy neni to ani tautologie ani kontradikce), pak algoritmus bud’to odpovi
NE, nebo nemusi vydat nikdy Zadnou odpovéd’ (“cykluje”).

Definice 4.16 (kategoricka teorie): Teorie je kategoricka, jestlize kazdé dva jeji modely
jsou izomorfni (tj. odhlédneme-li od rtznosti znaeni, existuje strukturalné¢ jen jeden
model).

Pozn:
1. Formalni aritmetika 1. fadu neni kategorickou teorii. (Formalni aritmetika 2. fadu je
kategorickd, aviak za cenu neiplnosti kalkulu PL*.)

2. Existuji i Giplné teorie, které jsou nekategorické (napft. teorie uspotradani).

3. Vétsina bezespornych teorii mize mit modely o rizné kardinalité (s riiznou mohutnosti
univerzalni mnoziny). Tato skutecnost motivuje zavedeni slabSiho pojmu, tzv. o-
kategori¢nosti. Teorie je a-kategorickd, jestlize vSechny jeji modely o kardinalité o
jsou izomorfni. D4 se ukazat, Ze formalni aritmetika neni v 1. fadu ani a-kategoricka.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka univerzita Ostrava, 2012



179

Piiklad 4.13:

Prikladem nekategorické teorie je teorie usporaddni V,—Ve. UkdZeme, Ze existuji dva
neizomorfni modely této teorie. Jednim modelem je ptirozené uspotradani ostfe mensi (<)
na mnozin¢ realnych c¢isel. Druhym modelem je uspofadani << na mnozin¢ redlnych cisel
definované takto (R je zde mnozina racionalnich ¢isel):

x<<y ar [(xeQ) A eR) A (xP)] v [(xeR) A VER)] v [(x€R) A (VER) A (x<p)].

V tomto uspotfadani jsou vSechna raciondlni ¢isla pred vSemi iracionalnimi ¢isly a v rdmci
kazdé skupiny plati pfirozené uspofadani. V tomto uspofadani plati 20<<v2, agkoliv
\2<20. Ob& usporadani (oba modely) splituji viechny axiomy V,—Vy a pfitom nejsou
izomorfni.

Zbyva stru¢né pojednat o druhé Godelove vété o netiplnosti.

Véta 4.11 (Druha Godelova véta o neuiplnosti):
Zadna rozumna aritmetika 7 (splilujici dalS$i rozumné podminky, tj. rekurzivné
axiomatizovana, napt. Q, PA) nedokazuje svou vlastni bezespornost.

Ditkaz (naznak): Uvnitt teorie T Ize vyjadfit tvrzeni o bezespornosti teorie pomoci
predikatu Dok, napt. vyrokem —Dok(gn(@)) v —Dok(gn(=@)) pro né&jakou uzavienou
formuli @. Ozna¢me vyrok vyjadiujici bezespornost symbolem KON. Gddel si v§iml, zZe za
jistych dalSich podminek je formule KON ekvivalentni jeho diagonalni formuli g, tj. T’
dokazuje KON = g. Protoze T nedokazuje g, nedokazuje ani KON.

Tato druha véta byla ve své dobé jesté vice piekvapiva nez prvni véta o netplnosti. Jeji
dasledky na Hilbertiv program byly téméf znicujici. Nemame tedy rozumny prostiedek,
jak dokézat jednou provzdy konzistenci matematiky. Nevime, jak ,,opravdu vypadaji
prirozena Cisla, zda se nechovaji nékde ,,za horizontem* pftili§ velka Cisla néjak jinak, nez
predpokladame. Jisté, to je vSe pravda. Piesto to neznamena, ze bychom piestali
provozovat matematiku a logiku, vZzdyt’ ndm slouZzi dobte jiz nékolik tisicileti. A véfime,
ze budet slouZit i nadale a ze se neobjevi n&jaka znicujici nekonzistence.
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Shrnuti: Disledky obou Godelovych vét jsou zndmy.

Predev§im, nad¢je formalistd, Ze sémantickd pravdivost bude redukovatelnd na
syntaktickou dokazatelnost, byly zmateny na zakladé prvni véty. Jelikoz tento vysledek se
tyka kazdé teorie dostateCné silné, aby obsahovala aritmetiku, tyka se celé klasické
matematiky.

Druhd véta vSak byla jeste vice destruktivni pro Hilbertiv program: Nemoznost
dokézat konzistenci klasické matematiky absolutnim finitnim dikazem. Tedy matematika
nemuze byt redukovana na mechanickou praci se symboly, na pouhou syntax. Sémantické
pojmy jako pravdivost, logické vyplyvani, jsou v matematice zdkladnimi nezastupitelnymi
pojmy.

Nicméné, Hilberttiv program mél v déjinach védy sviij nezastupitelny vyznam. Jeho
pojem finitni metody dokazovani je dnes rozvijen pfedevSim v tzv. intuicionistickych ¢i
konstruktivistickych logikach. Navic, tento program spolu s velkymi objevy Kurta Godela
v podstaté¢ daly impuls ke vzniku novych disciplin, jako je teorie rekurzivnich funkci,
teorie algoritmi, vypoctové slozitosti, apod., a pfi troSe nadsazky muizeme fict, ze daly
impuls ke vzniku teoretické informatiky. Ne ndhodou byl von Neumann jeden z prvnich,
kdo pochopil Godelovy objevy a jejich obrovsky, pfevratny vyznam.

L~
S Kurt Godel (nar. 28.4. 1906 v Brné, zemiel 14. ledna 1978

' v Princeton, USA). Godel sam zastaval Platonsky pohled na

filosofii matematiky. Tvrdil, Ze existuji abstraktni entity jako

) | mnoZiny, tfidy, funkce, atd., které jsou oznacovany

L T . matematickymi symboly, tedy matematick¢ symboly maji svij
- ' vyznam. Navic, jak tvrdil, lidskd mysl nemlze byt stroj”,

tvofiva Cinnost matematika, matematické objevovani, se

- :‘? % neobejde bez jist¢ matematické intuice:
' /

"Either mathematics is too big for the human mind
or the human mind is more than a machine".
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