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Matematicka logika. 2

1. Uvod

Intuitivni, neformdlni, Zivé mysleni vétSiny lidi v naprosté vétsing piipadi dodrzuje
zakony logiky, aniz by lidé tyto zdkony nutné znali a jejich pouZzivéani si explicitné
uvédomovali. Podobn¢ lidé dokéazi gramaticky spravné se vyjadfovat ve svém matefském
jazyce, aniz by nutné¢ znali a um¢li formulovat gramatickd pravidla, jimiz se pouZzivani
jazyka ftidi. Je vSak proto znalost logiky nebo gramatiky zbyte¢na? Nikoliv, a to
pfinejmensim z téchto divodi:

wevr

1. Intuitivni, podvédoma znalost selhava ve slozitéjsich nebo neobvyklych ptipadech. To
se stalo napt. v matematice na pielomu 19. a 20. stoleti. V teorii mnozin, kterd se méla stat
exaktnim zdkladem celé matematiky, se objevily logické spory (paradoxy, antinomie), se
kterymi si intuitivni logika nevédéla rady. Rada podobnych logickych paradoxii byla
formulovéna jiz ve starém Recku. To vedlo k pozadavku formalné definovat samotny
proces deduktivniho mysleni tak, aby jeho korektnost v konkrétnich ptipadech mohla byt
dobfte ovéfovana.

2. Mé-li byt proces deduktivniho mysleni (dokazovani a odvozovani) pfenesen na
nevédomy stroj, jak se o to snazi metody ume¢lé inteligence, musi byt tento proces nutné
formalizovan. Stroj (pocita€) nemulze byt vybaven zivym intuitivnim mySlenim. Toto
mySleni lze na pocita¢i nanejvyS simulovat. Podobn¢ také komunikace cloveka s
pocitatem muze probihat pouze na zaklad¢ formalniho jazyka s piesné definovanou
formalni gramatikou.

Tento text se zabyva zaklady matematické (formalni, symbolické) logiky a jejim
vyuzitim ve formalnich systémech. Prva ¢ast je vénovana vyrokové logice (logice 0-tého
fadu), ve které primitivni formule (vyrokové symboly) nemaji Zadnou vnitini stavbu a
jedinym jejich atributem je pravdivostni hodnota. Druhd ¢ast je vénovana predikatové
logice 1. tadu, ktera pracuje s primitivnimi formulemi (predikaty) vypovidajicimi o
vlastnostech a vztazich mezi predméty jistého univerza diskursu (individui). Logiky 2.
fadu (uvazujici vlastnosti vlastnosti, vlastnosti vztahti, vztahy mezi vlastnostmi a vztahy
mezi vztahy) a vysSSich fadii se v matematice pouzivaji méné Casto a neni zde o nich
pojednavano. Predikatova logika 1. fadu postacuje v béznych piipadech k formalizaci
vétSiny matematickych 1 jinych teorii.

Diive vSak, nez pfistoupime k vlastnimu vykladu, pokusme se odpovédét na
nasledujici otazky:

O &em je logika? Cim se tato védecka disciplina zabyva? Kde viude nam miiZe logika
pomoci?

Logika ndm muiZe pomoci vSude tam, kde vstupuje do hry jazykova komunikace,
ovsem pouze tehdy, pokud se o vysledku sporu ¢i diskuse apod. rozhoduje silou argumentu
a ne argumentem sily. Tato charakteristika ndam vSak zatim pfili§ nepomohla k tomu,
abychom odpovédéli na zbylé otazky. Odpovime tedy jinak. Velice pregnantn¢ feceno:
Logika je (pfedev§im) véda o spravném usuzovani, 0 uméni spravné argumentace.
OvsSem ani tato odpovéd’ ndm pftili§ nepomiize, pokud nevime, co je to usudek, a co je to
spravny (korektni, platny) logicky usudek, neboli argument.
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Matematicka logika. 3

Obecn¢é mizeme usudek charakterizovat nasledujicim schématem:

Na zéakladé¢ pravdivosti vyrokt (soudd, tvrzeni) Vi, ..., V, soudim, ze je pravdivy rovnéz
vyrok V.
Zapisujeme schématicky: Vi, ..., V, / V nebo Castéji:

V), —

\%!

——>  ptedpoklady neboli premisy

Vn-l

v, —

V —>  zavér

V praxi pouzivame rtzné druhy takovychto usudkii, ovSem ne vSemi se zabyva logika.
Napt. se obecné nezabyva tzv. pravdépodobnostnimi usudky, napf.:

Slunce doposud vyslo kazdy den.

Tedy
Slunce (pravdépodobn¢) vyjde i zitra.

Podobné se nezabyva tsudky generalizaci:

Vsechny labuté, které jsme dosud vidéli, jsou bilé.
Tedy -—--
Vsechny labuté jsou bilé.

Takovéto metody odvozovani zavéru (ptipadné metody zobecnéni — indukce, vysvétleni —
abdukce, a jiné) jsou predmétem jinych disciplin, napt. Umélé inteligence, nebo také tzv.
nemonoténni logiky, ktera se zabyvd metodami nemonotdénniho usuzovani. V téchto
pripadech je zavér spise jakasi hypotéza, a jeji pravdivost neni zaruCena pravdivosti
premis, nebot’ z nich logicky nevyplyva.

My se zde budeme zabyvat pouze tzv. deduktivnimi usudky a definujeme:

Definice 1.1. (logické vyplyvani):

Usudek Py, ..., P,/ Z je deduktivné sprdavny (platny), zna¢ime Py, ..., P, |= Z,
jestlize zavér Z logicky vyplyva z predpoklada Py, ..., Py, tj. za vSech okolnosti takovych,
ze jsou pravdivé vSechny predpoklady Py, ..., P,, je (za téchto okolnosti) pravdivy i zaveér
Z.

Tedy jinymi slovy: Za Zadnych okolnosti, nikdy se nemilize stit, aby byly vSechny
ptedpoklady Py, ..., P, pravdivé a zaroven zavér Z byl nepravdivy. Zavér Z je pravdivy za
vSech okolnosti takovych, za kterych jsou pravdivé vSechny predpoklady.

Deduktivni usuzovani v praktickém zivoté vSichni vice ¢i méné pouzivame, tedy
usuzujeme logicky, aniz bychom si uvédomovali, Ze pfitom pouzivame logiku. Tak napf.,
jestlize vime, Zze vSechny muchomirky zelené jsou prudce jedovaté a zjistime (napi. za
pomoci atlasu hub), ze houba, kterou jsme nalezli, je muchomuirka zelend, pak jisté
nebudeme tuto houbu ochutnavat a spolehneme se na logiku, nebot’ ta ndm zarucuje, Ze
houba, kterou jsme nasli, je prudce jedovata.
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Priklady (jednoduchych, spravnych deduktivnich usudk).

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

vyplyva z danych ptedpokladii?”, apod., a pak jiz ¢asto nevystaCime s pouhou intuici,

Vsechny kovy se teplem roztahuji.
Meéd’ je kov.

M¢éd’ se teplem roztahuje.

V seznamu novodobych fimskych cisafii neni zadna Zena.
Marie Terezie byla Zena.

Neni pravda, Ze Marie Terezie byla fimska cisafovna.

B. Bolzano zavedl jako prvni pojem mnoZziny do matematiky.
B. Bolzano se narodil v Praze.

Jako prvni zavedl pojem mnoziny do matematiky rodak z Prahy.

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-li doma, pak nas ocekava.

JestliZe nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Je-li tento kurs dobry, pak je uzite¢ny.

Bud’ je ptednasejici shovivavy, nebo je tento kurs neuzitecny.
Ale prednasejici neni shovivavy.

Tento kurs je Spatny.

Vsechny muchomirky zelené jsou prudce jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je prudce jedovata.

Vsichni muzi maji radi fotbal a pivo.

Nekteti milovnici piva nemaji radi fotbal.
Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.

Nékteré zeny nema Xaver rad.

Spravnost tsudku ovétujeme bez empirického zkoumani ’stavu svéta”, tedy pouze
tzv. analytickymi metodami, nebot’ spravnost usudku je dana pouze logickou strukturou
premis a zaveéru. Nekteré tisudky jsou natolik jednoduché a ziejmé, ze se zda, jako bychom
zadnou logiku ani nepotiebovali. OvSem ne vzdy tomu tak je. Napft. jiz usudek ad 5) se
nemusi jevit na prvni pohled zfejmy, 1 kdyz je pomérn¢ jednoduchy, ovétitelny na zéklade
nejjednodussiho systému vyrokové logiky. Rovnéz jednoduchy naprosto spravny usudek
ad 6) muze nékteré Ctenare piekvapit. V praxi (napi. v oblasti prava, mediciny, nebo

vvvvvv

potfebujeme se opfit o znalost logiky.
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Logika tedy rovnéz zkouma skladbu — konstrukci jednotlivych slozenych vyraza
(soudl) z jejich podvyrazii. Jednou z disciplin logiky je proto rovnéz tzv. logicka analyza
jazyka, ktera spociva v nalezeni piislusné logické konstrukce vyjadiené danym vyrazem.
OvSem ne vSechny deduktivné spravné tisudky mizeme ovéfit pomoci daného logického
systému. Proto hovofime o expresivni sile logického systému, kterd je dana tim, do jaké
miry podrobnosti miizeme analyzovat jednotlivé vyrazy. Idedlni logicky systém by nam
m¢l umoznit analyzovat premisy do takové hloubky, abychom mohli odvodit vSechny
zavéry, které z téchto premis logicky vyplyvaji (provést vSechny adekvatni inference) a
overit vSechny spravné usudky. Pfi nedostatecné jemné a presné (pfipadné nespravné)
analyze premis pak muzeme dojit k riznym paradoxnim zdvérim (napf. zndmé jsou
paradox analyzy, paradox lhadre a paradox vsevédoucnosti).

Uvedeme nyni piiklady logickych systémt podle jejich expresivni sily.

Vyrokova logika (VL) umoziuje analyzovat pouze do Urovné elementarnich vyrokd,
jejichz strukturu jiz dale nezkouma.

Predikatova logika 1. ¥adu (PL') umoziuje navic analyzovat elementarni vyroky do
urovné vlastnosti jednotlivych objektid zajmu (tzv. individui — prvkd univerza diskursu) a
jejich vztaht.

Predikatové logiky vysSich ¥adi (PL") umoziuji navic analyzovat vlastnosti vlastnosti,
vlastnosti funkeci, atd.

Jednim z nejexpresivnéjSich logickych systémii je tzv. Transparentni intensionalni
logika (TIL), kterd pracuje s objekty libovolného fadu, umoziiuje rozliSovat tzv. intenze a
extenze, piesné explikuje pojem logické konstrukce, definuje, co je to pojem, pojmova
analyza, atd. TIL je nyni stidle popularnéjsim logickym systémem u nas i ve svété, a je
vyuzivéna nejen v oblasti logické analyzy jazyka, ale také napt. v oblasti konceptualniho
modelovani. TIL je ptedmétem samostatného kursu Principy logické analyzy jazyka na této
fakulte, ktery viele doporucujeme.

Z nasich ptikladi mizeme ovérit na zakladé vyrokové logiky pouze usudky 4) a 5).
Pro analyzu vSech ostatnich ptikladii potfebujeme alespon predikatovou logiku 1. fadu.

Vlastnosti deduktivnich asudku

Uvédomme si nékteré dulezité vlastnosti deduktivnich tusudkid. Predevsim,
oveétime-li (dokazeme-li) spravnost (platnost) usudku, nedokazeme tim pravdivost zaveru!
Zavér je pravdivy pouze za predpokladu pravdivosti premis. Tedy:

1) Platny Gisudek miiZe mit nepravdivy zavér.

(V tom pfipad¢ je ovSem alespoil jedna z premis nepravdiva.) Toto je evidentné
ptipad usudku ad 6) (ovSem je to logicky platny usudek!). OvSem rovnéz napf.
v ptipad¢ ad 4) spravnost usudku nedokazuje, ze doty¢ny je v kavarné, jestlize nas
neocekava, klidné mohl jit tfeba do kina. V tom piipad¢é by ovSem ziejmé nebyla
pravdiva prvni premisa.

Pozn.: V anglické literatute se n¢kdy rozliSuje valid argument (platny usudek — dle
nas$i definice) a sound argument (fddny argument — platny usudek a premisy
pravdivé, tedy i zavér pravdivy). Pfeklad mozna neni vystizny, avsak toto rozliSeni
zachycuje ptipad, kdy jsou premisy (a tedy 1 zaveér) pravdive.
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2)

3)

4)

To ovSem neznamend, ze platny usudek, jehoz zavér neni pravdivy, by byl
“bezcenny”. Vzdyt takovyto zplisob argumentace bézné pouzivame, chceme-li
demonstrovat, Ze nékdo netika pravdu. Predstavme si dialog:

Vy tedy tvrdite, ze Xj,...,X,. AvSak z VasSich tvrzeni plyne, ze A. Z A dale
plyne, ze B, atd., az dostaneme zavér Z, ktery je evidentné nepravdivy. Tedy Vy
tvrdite Z, coZ neni pravda. Proto alespon jedno z Vasich ptivodnich tvrzeni X; neni
pravdivé.

Monoténnost. Jestlize Py, ..., P, |= Z, pak Py, ..., Py, Pyy1 |= Z, pro libovolnou
dalsi premisu Py.;.

Pozn.: Tuto vlastnost nemaji jiné usudky, které nejsou deduktivni, napt. usudky
generalizaci, kdy zavér nevyplyva zptedpokladl. Jestlize naptf. na zikladé
pozorovani 10000 bilych labuti usoudime (generalizujeme), ze vSechny labuté jsou
bilé, a pak ptijedeme do Australie a spatfime ¢ernou labut’ (tedy ptiddme premisu
ze Australska labut’ je ¢erna), nas zavér je evidentné nepravdivy, 1 kdyz premisy
jsou stale pravdivé. Tedy usudky generalizaci nejsou deduktivni a jsou
nemonotoénni. Timto problémem se pak zabyvaji metody umeélé inteligence
(vyuzivajici tzv. nemonotonni usuzovani) a provadéjici tzv. revizi hypotéz (“belief
revision”).

Tranzitivita.
Jestlize Py, ...,Po|= ZaQy,...,Qum, Z|= Z’,pak P;, ..., Py, Qp, ..., Qu | Z°.

Reflexivita. Je-li B rovna jedné z premis Py, ..., Py, pak Py, ..., P, |= B.

Na zavér zavedeme jesté dva dilezité pojmy a jejich znaceni, a to pojem analyticke

pravdivosti, a pojem kontradiktorické (sporné) mnoziny vyrokda.

Definice 1.2. (analyticka pravdivost, kontradikce)

Vyrok V je analyticky pravdivy, znaime |= V, je-li pravdivy za vSech okolnosti, vzdy.
(Mnozina ptedpokladt je prazdna, V nemtize byt nepravdivy.)

Mnozina {Py, ..., Py} vyroki je spornd (kontradiktorickd, nesplnitelnad), jestlize nemize
nikdy za zadnych okolnosti nastat ptipad, Ze by byly vSechny Py, ..., P, pravdivé, znacime

Py, ...,

P, |= . (Tedy z této mnoziny logicky vyplyva jakykoli vyrok, i nepravdivy, proto

musi byt vzdy alespoii jeden P; nepravdivy.)

Nyni mizeme formulovat jesté jednu diilezitou vlastnost deduktivnich tisudk:

5) Ze sporné mnoziny piedpokladii vyplyva jakykoli zavér.
Priklady:

= 1+1=2
|= V Praze prsi nebo neprsi.

Pozn.:

Vsechny pravdivé matematické vyroky jsou analyticky pravdivé. "Bézné” vyroky

ptirozeného jazyka nejsou analyticky pravdivé (jsou empirické, o “’stavu svéta”, mohou byt
n¢kdy pravdivé, jindy ne).

Py: ”Jestlize A, pak B”. P,: ’A ane B”. Py, P,|= (kde A, B jsou libovolné vyroky).

Nyni uvedeme ptiklad, ktery ilustruje vlastnost 5) — ze sporné mnoZiny piedpokladi
vyplyva cokoliv.
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Na schiizi vyboru byla projednavana zadost pana X o zafazeni do vyssi platové
stupnice. Pan X si ptal, aby ji mzdova komise doporucila. Ale vybor pravé odstupoval a jiz
pfedtim rozhodl, Ze doporu¢i pana X jako nového ¢lena mzdové komise budouciho
vyboru. Takze by pak pan X byl ¢lenem komise, ktera bude posuzovat jeho vlastni zZadost.
Rozvinula se diskuse a bylo feceno:

1. X ptesel na kvalifikovanégj$i praci.
2. X dobte rozumi mzdovym otazkam.
3. Jestlize X ptesel na kvalifikovanéjsi praci, pak je spravné, aby jeho zadost byla
projednana.
4. Jestlize je spravné, aby jeho Zadost byla v komisi projednana, pak by nemél byt
¢lenem komise.
5. Rozumi-li vytecné mzdovym otazkam, mél by byt ¢lenem komise.
Predseda nakonec tekl: ”VSechny prednesené piispévky jsou pravdivé. Ted jde o to, co
ztoho vyplyva.” Po chvili ticha prohlésil mlady zapisovatel (ktery nahodou studoval
logiku na VSB): ”Z toho vyplyv4, Ze miij pes pravé hraje doma na piano.”

Vyplyvani je zakladnim (veledilezitym) pojmem v logice, ale rovnéz také v
matematice. Matematikové formuluji a dokazuji tvrzeni. Vysledkem jejich prace je tedy
zpravidla (ne-li vzdy) nalezeni n¢jakého diukazu. Avsak dikazy a jejich analyza je to, co
Obecné teceno, diikaz tvrzeni A z predpokladi Py,...,P, je posloupnost tvrzeni By,...,Bn
takova, Ze:

" Bn=A
» pro kazdé i < m plati, Ze B; je bud’

- jeden z pfedpokladli P; nebo

- Bj vznikne z ptedchozich By,...,Bi.; uplatnénim néjakého odvozovaciho pravidla.
Pfitom je samoziejmé zadouci, aby odvozovaci pravidla byla volena tak, aby zachovavala
pravdivost, tedy aby to, co dokdzeme, logicky vyplyvalo z danych piedpokladi. Chceme-li
charakterizovat urcitou védeckou disciplinu (naptiklad v matematice teorii piirozenych
¢isel nebo teorii mnozin ¢i grup apod.), mizeme se pokusit zvolit jistou mnoZinu
pfedpokladii, kterym fikame axiomy a o kterych predpokladdme, Ze jsou pro tuto oblast
pravdivé, a za pouziti vhodnych odvozovacich pravidel dokdzat mnohd (nebo dokonce
v idealnim pfipad¢ vSechna) tvrzeni, pravdivd v nasi discipliné. (Pokud jsou axiomy
analyticky pravdivé, pak tvrzeni, ktera dokdzeme, jsou rovné€z analyticky pravdiva, tedy
vzdy, nejen ve zvolené disciplin€.) Takovato mnozina axiomu a odvozovacich pravidel
(formulovana v jistém formalnim jazyce) se pak nazyva logicka teorie. Vyhledavani a
formulovéani axiomil a pravidel s cilem vytvofit teorii, kterd by pak mohla slouzit jako
ptesny zéklad pro dalsi praci, by mohlo trvat velmi dlouho nebo dokonce donekonecna.
matematickych teorii, Goedel-Bernaysova teorie mnozin, ma piehlednou mnozinu axiému
pozistavajici ze Ctrnacti tvrzeni. Muzeme tedy fict, Ze pravé toto je rovnéz jedna
z okolnosti, které délaji z logiky pfitazlivou disciplinu, a logiku v $ir§im slova smyslu
muizeme charakterizovat také jako védu o vytvareni teorii. Formalizovanymi teoriemi a
jejich vlastnostmi se zabyva kapitola 4. tohoto textu.
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2. Vyrokova logika
2.1. Sémanticky vyklad vyrokové logiky.

Vyrokova logika analyzuje véty az do uUrovné elementdrnich vyroki. Strukturu
téchto elementarnich vyroka jiz dale nezkouma. Pfitom

Vyrok je tvrzeni, o néemz ma smysl prohlasit, zda je pravdivé ¢i nepravdive.

Tato “definice” se zda byt az banalni, pokud si neuvédomime, Ze ne kazda véta
vyjadiuje vyrok. Napt. véta Francouzsky kral je holohlavy nemiize byt v sou¢asné dobé
(kdy neexistuje francouzsky kral) ani pravdiva, ani nepravdiva. Kdyby totiZ nastal jeden
z téchto pfipadl, vyplyvala by zni existence francouzského krale! Klasicka vyrokova
logika tedy cti princip dvojhodnotovosti (tercium non datur — Chrisipos ze Solov).'

Vyroky délime na jednoduché a sloZené. Jednoduchy vyrok je takové tvrzeni, jehoz
zadna vlastni ¢ast jiz neni vyrokem. SloZeny vyrok pak mé vlastni casti — vyroky.
Vyrokova logika zkouma strukturu téchto slozenych vyrokti v tom smyslu, ze zkouma
zpusob skladéani jednoduchych vyrokii do sloZzenych pomoci logickych spojek. Je to tedy
teorie logickych spojek. Pfitom ovSem zachovava zadouci princip skladebnosti
(kompozicionality), podle n¢hoz je pravdivostni hodnota slozené¢ho vyroku jednoznacné
uréena jen pravdivostnimi hodnotami jeho slozek a povahou spojeni téchto slozek (tj.
logickou povahou spojek).

Priklad. Slozené vyroky.
V Praze prsi a v Brné je hezky.

el. vyrok el. vyrok
spojka

Neni pravda, Ze v Praze prsi.

spojka el. vyrok

Jazyk vyrokové logiky musi proto obsahovat symboly zastupujici jednotlivé
elementarni vyroky (tzv. vyrokové symboly (proménné), které budou nabyvat hodnot
pravda, nepravda), symboly pro logické spojky a ptipadné pomocné symboly.

Definice 2.1.1:
Abeceda jazyka vyrokové logiky je mnozina nasledujicich symboli:
e Vyrokové symboly: p,q, 1, .. /ptipadné s indexy/
Symboly logickych spojek /funktorti/: —, v, A, D, =
Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadné [,],{,}/
Symboly —, v, A, D, = nazyvame po fad¢ funktory negace, disjunkce, konjunkce,
implikace, ekvivalence.

"' TIL pracuje s parcialnimi funkcemi, tedy i s vyroky bez pravdivostni hodnoty. Neklasické vicehodnotové a
modalni logiky pracuji s intervalem pravdivostnich hodnot.
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Gramatika jazyka vyrokové logiky rekurzivné definuje formule:
(1) Vyrokové symboly jsou formule /baze definice/.
(2) Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou formulemi i vyrazy
(=A), (A~ B), (AVvB),(ADB),(A=B) (*)
/indukéni krok definice/.
(3) Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodu (1), (2) neni
/uzévér definice/.

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vSech formuli vyrokové logiky.

Formule wvzniklé podle bodu (1) nazyvame elementdirnimi /atomdrnimi,
primitivnimi/ formulemi, formule vzniklé podle bodu (2) sleZenymi formulemi. Formule
A, B jsou bezprostiednimi podformulemi formuli (*). Maximalni pocet do sebe vnofenych
zavorkovych dvojic (,) vyskytujicich se ve formuli udava /hierarchicky/ iad formule.

Poznamky 2.1.1:

1. Symboly A, B pouzité¢ v indukénim kroku definice nejsou formulemi (nevyskytuji se
jako symboly v abecedé¢ jazyka), ale metasymboly slouzici k oznaceni formuli.

2. Pouzivani zavorek v zapisu formuli mizeme omezit pfijetim néasledujicich konvenci:

e SloZenou formuli nejvyssiho fadu netteba zadvorkovat.

o Logické spojky usporadame do prioritni stupnice —, A, v, D, =. Ze dvou funktori
vaze silngji ten, ktery je v uvedené stupnici umistén vice vlevo.

Pozn.: Tuto konvenci vSak pfili§ “nezneuzivame” a zadvorky radéji pouzijeme vzdy,
kdyz chceme vyznacit strukturu formule.

e V piipadé, ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni
stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava. Tak napt. formuli pogoros
vyhodnocujeme tak, jakoby byla zapsana ((p>q)>r)>s.

e U viceclennych konjunkci nebo disjunkci neni tieba (vzhledem k jejich asociativité
— viz dale) uvadét zavorky, tj. napf. misto (p v q) v r nebo p v (q Vv r) lze psat
pouze p v q Vv r. Tato konvence souvisi s piedchozi konvenci (na potadi
vyhodnocovéni nezalezi a tedy lze standardné vyhodnocovat zleva doprava).

3. Symbolika neni v literatufe jednotnd. Nasledujici tabulka udava alternativni znaceni
spojek:

Symbol pro Alternativni
spojku Symboly
A &
- -, =
= o, &>

Priklad 2.1.1:

Nasledujici posloupnost formuli ilustruje postup konstrukce slozené formule podle
bodi (1) a (2). V prvém sloupci je zobrazen postup konstrukce sloZzené formule striktné
podle definice a v druhém s maximalnim vyuzitim konvenci Setficich zdvorky. V tfetim
sloupci je uveden hierarchicky fad formuli uvedenych v daném tadku.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika. 10

Podle definice S vyuzitim konvenci Hier.rad
P, q P, q 0
(=p), (=), (p A q) —p,—q,pAq 1
((=p) v (=), (=(p A @) —p Vv —q, =(p A q) 2
((mP Vv EEP==pArg) 1-pv—-q==(pArqg 3

Definice 2.1.2:

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke kazdému
vyrokovému symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera
kéduje mnozinu {pravda, nepravda}.

Pravdivostni ohodnoceni vSech vyrokovych symboli jazyka definuje model jazyka
vyrokové logiky.

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w, ktera ke kazdému
pravdivostnimu ohodnoceni vyrokovych symboll pfifazuje pravdivostni hodnotu celé
formule. Tato hodnota je urcena takto:
(1) Pravdivostni hodnota elementarni formule je rovna pravdivostni hodnoté vyrokového
symbolu, tj.
w(p), = v(p) pro vSechny vyrokové proménné p.
(2) Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak pravdivostni funkce formuli —A,
A A B, A v B, A>B, A =B jsou diny nésledujici tabulkou 2.1:

A B —A AAB AvB A>B A=B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tab. 2.1.
Prevod z prirozeného jazyka do symbolického jazyka vyrokové logiky:
Vyrokové logicka analyza.

Analyza na zakladé vyrokové logiky nam umoziuje studovat strukturu vét
z hlediska skladani jednoduchych vyrokt do slozenych vyrokt pomoci logickych spojek.
Elementarni vyroky zde povazujeme za nestrukturované “cihly”, které sklddame do
strukturovanych blokd. Elementarni vyroky vstupuji do spojeni jen svou pravdivostni
hodnotou a jsou navzijem zcela nezavislé. V dané vété€ proto oznac¢ime jednotlivé
elementarni vyroky riznymi vyrokovymi symboly a misto spojek pfirozeného jazyka
pouzijeme odpovidajici vyrokové symboly pro spojky.

Vyrokoveé spojky jsou zptesnénou analogii ptisluSnych spojek ptirozeného jazyka
(zejména v piipad¢ disjunkce a implikace), a to:
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1. Spojka negace — odpovida “neni pravda, Ze”
Je to unarni spojka, nespojuje dva vyroky.
Ptiklad: ”Neni pravda, ze Praha je velkomésto” (analyzujeme —) —p

2. Spojka konjunkce A odpovida ”a”
Je to binarni, komutativni spojka.

Priklad:
”Praha je hlavni mé&sto CR a v Praze je sidlo prezidenta CR” — paAq
”Praha je hlavni mésto CR a2 +3 =5" —> pAT

Pozor! Ne kazdé ”a” v pfirozeném jazyce analyzujeme spojkou konjunkce, napf-.:
”Jablka a hrusky se pomichaly”
’PtiSel jsem domu a zatopil”.

3. Spojka disjunkce v odpovida ”nebo” (binarni, komutativni spojka)

Pozor! Spojka "nebo” se Casto pouziva v prirozeném jazyce ve vylucujicim smyslu
”bud’, anebo”, pak pfi analyze pouzijeme jinou spojku — alternativu (neboli
nonekvivalenci), viz tabulka vSech binarnich funkci nize.
”Osobni auta maji pfedni nebo zadni nahon” (nebo oboji) — pvq
”Napoleon diktoval nebo se prochazel” (nebo oboji) —> pvq
Ale: ”Tento muz je Zenaty nebo svobodny” - —(p=q)
”Otec se zeptal, zda ziistanu doma nebo zda pijdu s nim”> — — (p=q)

4. Spojka implikace > odpovida “jestlize, pak”, ”kdyz, tak”, ”je-li, pak”, apod.

Je to jedina binarni spojka, kterd neni komutativni, proto nazyvame prvni ¢len
implikace antecedent, druhy konsekvent. Implikace neptedpokladé Zadnou obsahovou
souvislost mezi antecedentem a konsekventem, proto byva nékdy nazyvana materidalova
implikace (sttedovek “suppositio materialis ™).
Implikace tedy (na rozdil od ¢astych ptipadi v pfirozeném jazyce) nezachycuje ani
pti¢innou ani ¢asovou vazbu.

?Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok) — p>q

”Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez” - p>q
Pozn.: Co tim doty¢ny vlastné tvrdi? Jelikoz ptedpokladame, Ze fiké pravdu, a
evidentné neni papez (konsekvent je nepravdivy), musi byt nepravdivy rovnéz
antecedent, tedy doty¢ny chce fict, ze ufoni neexistuji.

5. Spojka ekvivalence = odpovida ’pravé tehdy, kdyz”, ”tehdy a jen tehdy, kdyz”,

apod. , ale ne “’tehdy, kdyz” — to je implikace!

“Recka vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyz o jejich vysledku

rozhodovala fyzickd zdatnost” - p=q

a) "Dam ti facku, kdyz m¢ oklames” — okl o facka

b) ”Dam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyz mé oklames — okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Ad a) — mtzu dostat facku, ad b) — nemtizu dostat facku.
Pozn.: V ptirozeném jazyce se spojka ekvivalence pouziva ziidka, mnohem vétsi
vyznam a Cast€j$i pouziti ma v exaktnich védach, zejména v matematice.
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Pozn.: Pfevod z ptirozeného do symbolické jazyka nemusi byt vzdy jednoznacény. (Proto
také provadime analyzu, abychom pfirozené vyjadieni zpiesnili, vybrali jeden z moznych
vyznami nejednoznacné véty.)

Priklad: “Jestlize ma clovek vysoky tlak a Spatné se mu dycha nebo ma zvySenou teplotu,
pak je nemocen”.

p — "X ma vysoky tlak”

q— "X se Spatné dycha”

r— X ma zvysenou teplotu”

s — ’X je nemocen”

1. analyza: [(pAq)vr]Ds 2.analyza: [pA(qvr)]>os
Obé formule jsou rizné, ale ze zadani nepozname, jak bylo tvrzeni mysleno.

Pozn.: Ne vSechny gramaticky slozené véty pfirozeného jazyka je mozno jednoduse
analyzovat jako slozené vyroky.

Priklad: “Hokejisté prohrali kvalifikacni zapas, proto se vratili z mistrovstvi svéta
predcasné”.

Jelikoz si mizeme strukturu véty zachytit schématicky jako “Protoze prohrali (p), tedy se
vratili (v)” a toto spojeni evidentné neni komutativni, zdalo by se, Ze ji miizeme analyzovat
pomoci spojky implikace: p © v. Ale pak by véta musela byt pravdiva i v ptipad¢, ze —p,
tj. v ptipad¢, kdy hokejisté neprohrali kvalifikacni zapas, coz evidentné neni pravda.
Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka implikace!

Jediny zpisob, jak by bylo mozno ve vyrokové logice zachytit vySe uvedené tvrzeni, by
bylo pouziti tzv. sémantického modus ponens: p, p D v. Z uvedené dvojice vyrokl pak
vyplyva v.

Poznamky 2.1.2:

1. Pravdivostni funkce slozenych formuli, definované tabulkou 2.1, lze ekvivalentné
definovat nasledujicimi vzorci (tato definice je vyuzivana v modalnich logikach).
w(—=A) = 1-w(A)

W(A A B) =min{w(A), w(B)}

w(A v B) =max{w(A), w(B)}

w(A D B) = max{1-w(A), w(B)}

W(A = B) = max{min{w(A), w(B)}, min{1-w(A), 1-w(B)}}

(Tyto vztahy plati pro libovolné ohodnoceni v vyrokovych proménnych, odkaz na

v proto vynechavame.)

2. Obor pravdivostnich hodnot nemusi byt nutné¢ dvouprvkovou mnozinou {1, 0}, ale
muze byt také napft. tfiprvkovou mnozinou {0, 1/2, 1}, nebo nekonecnou spojitou
mnozinou danou redlnym uzavienym intervalem <0,1>. Pravdivostni funkce mohou
byt 1 nyni definovany vySe uvedenymi vzorci, ale také né¢jakym jinym zplsobem.
Vyrokové logiky s takto definovanymi pravdivostnimi funkcemi nazyvame
vicehodnotovymi, resp. spojitéhodnotovymi. V dalSim se vSak budeme zabyvat pouze
dvouhodnotovou logikou s vyse definovanymi pravdivostnimi funkcemi.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika. 13

Priklad 2.1.2:
V nésledujici tabulce jsou poc€itany pravdivostni funkce formuli:

—p,—q,pA(q (sloupce oznacené 1),
(=pVv—q),—-(pArq) (sloupce oznacené 2),
(—pv—q)=—-(pArq) (3.sloupec) a

—[(=p Vv —=q)=—(p A q)] (4.sloupec).

Sloupce v tabulce vypliiujeme v potadi vyznaceném poradovymi Cisly uvedenymi
ve druhém fadku tabulky (tj. pfi urovani pravdivostni funkce formule postupujeme ve
sméru rostouciho hierarchického fadu podformuli). Sloupce oznacené 0 obsahuji vSechny
mozné kombinace ohodnoceni vyrokovych symbolt, n-té sloupce se pocitaji na zakladé
sloupcii (n-1)-ych.

- (= p v - 1)) = - (p A Q)
4. 1. 0. 2. 1. 0. 3. 2. 0. 1. 0.
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1

Definice 2.1.3:

Je-li formule A vytvofena z k riiznych vyrokovych symboli, pak existuje celkem 2k
riznych ohodnoceni (valuaci) v formule A. Kazdé¢ ohodnoceni v vyrokovych symboli
obsazenych ve formuli A, pro které¢ je hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy
w(A), = 1, se nazyva model této formule.

Formule A vyrokové logiky je splnitelna, je-li w(A), = 1 pro né&jaké ohodnoceni v,
neboli existuje asponi jeden model formule A.

Formule A vyrokové logiky je tautologii /logickym zdakonem/, je-li w(A), = 1 pro
vSechna ohodnoceni v, neboli kazdé ohodnoceni je modelem formule A. Skutec¢nost, Ze
formule A je tautologii, oznacujeme zapisem |= A.

Formule A vyrokové logiky je kontradikci, jestlize neexistuje takové ohodnoceni
vyrokovych symbola, pro které by hodnota pravdivostni funkce formule A byla rovna 1, tj.
w(A), = 0 pro vSechna ohodnoceni v, formule nemé model.

Mnozina formuli M je splnitelnd, jestlize existuje valuace v takova, ze w(A), = 1 pro
kazdou formuli A € M. Takové ohodnoceni v se pak nazyva model mnoZiny M.

Formule A vyrokové logicky vyplyva z mnozZiny formuli M, znaCime M |= A, jestlize
A je pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.

Poznamka 2.1.3:

Pfipomenime si obecnou definici logického vyplyvéani (Definice 1.1.) z uvodni
kapitoly. (Za vSech okolnosti takovych, ze jsou pravdivé premisy, musi byt pravdivy i
zavér.) Vidime tedy, ze ty okolnosti mapujeme ve vyrokové logice pouze jako ohodnoceni
vyrokovych proménnych (coz odpovidd pravdivosti ¢i nepravdivosti elementarnich
vyrokil).

Jestlize je mnozina formuli spornd, pak nemé model, a tedy (viz vlastnost 5) — kap.
1) z ni vyplyva jakakoli formule.
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Jak jsme jiz naznacili v prikladé 2.1.2, pro zjisténi pravdivostni hodnoty formule

pouzivame tabulkové metody. Musime prozkoumat vS§echny mozné valuace v. Je-1i n pocet
vyrokové logickych proménnych v A, pak pocet valuaci je 2" a pfislusna tabulka ma 2"
radku.

Piiklad 2.1.3:

Formule p, q, —p, —q, pAq, =p vV —q, =(p A q), (—=p vV —=q) = —(p A q) jsou splnitelné.
Napt. formule —(p A q) je pravdiva (mé pravdivostni hodnotu 1) pro ohodnoceni (0,1)
vyrokovych symbolil (p,q)). Rovnéz ohodnoceni (1,0), (0,0) jsou jeji modely, ale ne
(L,D).

Formule (—p v —q) = —(p A q) je tautologii. Pro vS§echna mozna ohodnoceni (0,0),
(0,1), (1,0), (1,1) vyrokovych symboll (p, q) je tato formule pravdiva. Kazdé
ohodnoceni formuli spliiuje, je jejim modelem.

Formule —[(—p v —q) = —(p A q)] je kontradikci. Neexistuje ohodnoceni vyrokovych
symbolit (p, q) pro které by byla formule pravdiva. Zadné ohodnoceni formuli
nespliiuje, formule nemé model.

Platnost uvedenych tvrzeni okamzité plyne z tabulky ptedchoziho piikladu 2.1.2.
Zjistime, zda mnozina formuli M= {p >r,q D1, p Vv q} je splnitelna:

p|q|r [pDor|g>or|pvgq
1 |1 1 1 1
1 [1 [0 0 0 1
1 10 |1 1 1 1
1 10 |0 0 1 1
0 |1 |1 1 1 1
0 [I [0 1 0 1
0 [0 |1 1 1 0
0 [0 [0 1 1 0

Dané mnozina M je splnitelna a jejimi modely jsou ohodnoceni odpovidajici 1., 3.
a 5. fadku. Dale z tabulky vidime, Ze z mnoziny M logicky vyplyva formule r. Pro
kazdy model této mnoziny je r pravdiva. Tedy (zdvorky pro mnozinu premis neni
nutno uvadét): por,qoOrL,pvql=r
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Priklad 2.1.4 /n¢které dulezité tautologie vyrokové logiky/:

. Tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:

= p=p

= pv—p zékon vylouceného tietiho
|= —(p A —p) zékon sporu

|= p=——p zdkon dvoji negace

. Algebraické zdkony:
= (Pva)=(Qvp)
= (pAq@)=(qAp)
= (=) =(q=p)
= (pvqvr=pv(qvr)
= (A AT=pA(qQAaT)
= (p=q@=1=(p=(q=1)
= (pvaAarr=(PAr)v(qQAar)
= (pArgvr=(pVvrAa(Qvr)

komutativni zékon pro v
komutativni zdkon pro A
komutativni zdkon pro =
asociativni zakon pro v
asociativni zakon pro A
asociativni zadkon pro =
distributivni zakon pro A,v
distributivni zédkon pro v,A

Zakony pro implikaci:
= p>(@>p) zékon simplifikace
= (pA—p)Dq zdkon Dunse Scota

= (P> =(—q>-p)

= (p2(@>1))=((prq) D7)
= (p2(@>1) =(@2>(>1)
= (P29>2(q2 > (o)
= (P> Ar@a)>(p>1)

zékon kontrapozice
spojovani predpokladt
na poiadi predpoklada nezalezi
hypoteticky sylogismus
tranzitivita implikace

= (po>(@>r1)=(p>q) > (p>r)Fregiv zakon

= (=p>p)>p

= (P2 A(P>—q)>—p
= (A2 p, F(pAg) D q
= p>(va), Fq>(va)

reductio ad absurdum
reductio ad absurdum

Zakony pro vzajemné prevody funktora:

= (p=q)=(P>9A(@>Dp)
= (p=)=(P A9 V(=qA-Dp)
= (P29 =(=pVvq)

= =(p>2q9=(PAr—q

= =(pArq@)=(=pVv—q)

= =(pvq=(=pAr—q)

Negace implikace
De Morganovy zdkony
De Morganovy zdkony

15

Pozn.: Uvedené zakony snadno ovéfime tabulkovou metodou.

Metoda protiprikladu — ovérovani tautologii (vyplyvani) sporem:

Tabulkovda metoda ovéfovani logického vyplyvani ¢i logickych zakonda,
splnitelnosti, atd. je vhodna pouze pro formule s malym poctem vyrokovych proménnych.
Vzdyt jiz pfi ¢tyfech proménnych maé piislusna tabulka 16 fadku, pii péti 32 fadki! Proto
jsou pouzivany jiné, efektivnéj$i metody. Jednou z nich je metoda protipiikladu, ktera je
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zejména vhodna pro ovéfovani tautologii ve tvaru implikace a pro ovérovani logického
vyplyvani. (S ostatnimi se sezndmime v dal§im textu.)

Priklad 2.1.5

Ovéfime zdkon simplifikace p © (q D p). Vychazime ztoho, Ze implikace je
nepravdiva jen v jednom ptipadé (Tab. 2.1), a to kdyz je antecedent pravdivy a konsekvent
nepravdivy. Provétime tedy vSechny valuace, pro néz je konsekvent nepravdivy a jestlize
alespon pro jednu z téchto valuaci nastane ptipad, ze by byl antecedent pravdivy, nemuze
byt dand formule tautologie a naopak, jestlize pro Zadnou z téchto valuaci neni antecedent
pravdivy, je uvazovana formule tautologie. V naSem piipad¢ bude konsekvent nepravdivy
pouze pti jedné valuaci, a to g =1, p = 0. Ale v tom piipadé¢ nemiize byt antecedent p = 1,
tedy cela formule je pravdiva i pro tuto valuaci. Nyni vSe nazornéji:

p>(@>p)

1 0

| 1 0

0 ! spor !

Nyni ovétime, zda formule —p logicky vyplyva z mnoziny {p > q, 1 v —q, —r}.
Nazorné tedy provetime usudkové schéma (vSimnéte si, ze je to formalizace tisudku
z kapitoly 1 7o kurzu a pfednasejicim”):

p>q, rv—q, —r / —p
1 1 1 0
0 1

l—— 0 ! spor !
Véta 2.1.1 /o substituci/:

Necht’ A je tautologie vyrokové logiky utvotena z vyrokovych symboll p{, p2,...,.pn-
Necht’ formule B vznikne z tautologie A simultannim nahrazenim vyrokovych symbolt pq,
P2,...,.ppn formulemi Aq,A),...,Aq (4. substitucemi A; za pj proi= 1, 2,...,n). Potom formule
B je rovnéz tautologii.

Diikaz:

Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symboli obsazenych ve
formuli B a necht’ pfi tomto ohodnoceni maji formule A,A»,...,A; pravdivostni hodnoty
hi,hp,....,hy. Udélime-li tyto hodnoty vyrokovym symbollim p1,p2,....pn formule A, budou

mit formule A i B stejnou pravdivostni hodnotu. Vzhledem k tomu, Ze A je tautologie,
bude tato pravdivostni hodnota vzdy 1.

Poznamka 2.1.4:

Véta o substituci umoziuje vytvorit k dané tautologii neomezené¢ mnoho dalSich
tautologii, které maji s danou vychozi tautologii spolecny tvar. Nahradime-li v tautologii
vyrokové symboly p, q, 1,... metasymboly A, B, C,... dostaneme z konkrétni vychozi
tautologie schéma tautologii dan¢ho tvaru. Tak napt. z tautologie (p A q) D p ziskdme
tautologické schéma (A A B) D A, pod které spadd nejenom piivodni formule (p A q) D p,
ale napt. i formule (A q) D2 q, (=p A q) D —p, [(p=1) A —q] D (p =) a neomezené
mnozZstvi dal§ich formuli.
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Véta 2.1.2 (sémanticka varianta véty o dedukci):

M¢jme formule A, Ay, ..., Ay, B, kde n > 1. Pak plati, ze
Ay, Ay, A, |=B pravé tehdy kdyz Ay, Ay, ..., Api|= AyD B.

Diikaz: Ziejmy (plyne z definice vyplyvani — 2.1.3 a implikace — Tab. 2.1)

Pozn.: Uplatnime-li vétu 2.1.2 n-krat, dostaneme

ey

Nyni mizeme pouzit n—1 krat zakon o spojovani piedpokladii (viz Priklad 2.1.4) a
dostaneme:

Ay, Ay, ..., A, =B pravé tehdy, kdyz = (Aj A Ay A A AL AA,) DB

Véta 2.1.3 o implikaci (sémanticka varianta pravidla modus ponens):

Jsou-li formule A, A o B tautologie, pak je tautologii také formule B, neboli
symbolicky zapsano:

Je-li |= A, |= A o B, pak také |= B.
Diikaz:

Sporem. Jestlize B neni tautologii, pak existuje ohodnoceni vyrokovych symbola
(obsazenych ve formulich A, B), pti kterém formule B neni pravdiva. Formule A pti tomto
ohodnoceni pravdiva je, nebot' je tautologii a jako takovd je pravdiva pii kazdém
ohodnoceni. Pii tomto ohodnoceni v§ak nemuze byt pravdiva formule A > B, nebot’ podle
definice pravdivostni funkce implikace neni mozné, aby soucasné w(A)=1a w(B)=0. To
je v rozporu s predpokladem podle kterého je formule A > B tautologii.

Véta 2.1.4 /o ekvivalenci/:
Necht’ formule B vznikne z formule A tak, ze podformule C formule A je nahrazena
formuli D. Potom plati:
je-li |= C =D, pak také |= A =B.
Diikaz:
Je-li |= C = D, pak formule C, D maji stejnou pravdivostni funkci a tedy zaménou D
za C vznikne z formule A formule se stejnou pravdivostni funkci. Tedy |= A = B.

Definice 2.1.5:

Necht’ formule F je utvoiend z formuli A, B pouze pomoci funktori —, A, v. Formule
F', ktera vznikne z formule F vzdjemnou zaménou funktori A a v, nazyvame dudlni
formuli k formuli F. Vzhledem k tomu, ze (F')' = F, jsou formule F a F' dudlnimi
navzdjem.

Véta 2.1.5:
Necht formule F, G jsou utvofeny pouze pomoci funktori —, A, v. Potom plati
nasledujici véty o dualite:
1. —(F(p,q,...)) = F'(=p,—q,...)
2. |=F > G pravé tehdy, je-li =G' o F'
3. |=F=G pravétehdy, je-li |=FG'=F'

Dikaz:
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Bude uveden v kap.3.1. za obecnéjSich ptfedpokladii (pro obecnéjsi formule
predikatové logiky).

Uplné systémy spojek vyrokové logiky.

Ke kazdé formuli vyrokové logiky je podle definice 2.1.2 jednoznacné pftifazena
pravdivostni funkce. Na druhé strané k dané pravdivostni funkci (obecné skaldrni
dvouhodnotové funkci o n dvouhodnotovych proménnych) existuje mnoho formuli
vyrokové logiky, které ji maji za svou. Jsou to vSechny navzijem ekvivalentni formule.
Abychom tuto nejednoznacnost odstranili, budeme definovat standardni (kanonické) tvary
formuli vyrokové logiky. Kazdd tfida navzajem ekvivalentnich formuli bude
reprezentovana jedinou formuli ve standardnim tvaru.

Definice 2.1.6:

e Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace.

e Elementdrni konjunkce (EK) je konjunkce literalti.

e Elementdarni disjunkce (ED) je disjunkce literali.

o Uplni elementirni konjunkce (UEK) dané mnoziny vyrokovych symboli je
elementarni konjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje praveé
jednou (bud’to prosté nebo negovany).

o Uplni elementdirni disjunkce (UED) dané mnoziny vyrokovych symbold je
elementdrni disjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje praveé
jednou (bud’to prosté nebo negovany).

e Disjunktivni normalni forma (DNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce elementarnich konjunkci.

e  Konjunktivni normdlni forma (KNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar konjunkce elementarnich disjunkci.

e Uplnd disjunktivni normdlni forma (UDNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar disjunkce tplnych elementarnich konjunkci.

o Uplnd konjunktivni normdlni forma (UKNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar konjunkce uplnych elementarnich disjunkci.

« UDNF a UKNF dané formule nazyvame kanonickymi (standardnim) tvary této
formule.

Poznamky 2.1.5:

1. Elementarni konjunkci splituje pravé jedno ohodnoceni (model). Je jim ohodnoceni,
které ptifazuje prostym cCinitelim konjunkce pravdivostni hodnotu "1" a negovanym
¢initeliim pravdivostni hodnotu "0".

2. Elementarni disjunkci splituji vSechna mozna ohodnoceni s vyjimkou jediného a sice
toho ohodnoceni, které pfifazuje pravdivostni hodnotu "0" prostym sc¢itancim
disjunkce a pravdivostni hodnotu "1" negovanym s¢itanciim disjunkce.

Véta 2.1.6:
1. Kazdou formuli, kterd neni kontradikci, 1ze vyjadfit ve tvaru UDNF.
2. Kazdou formuli, kterd neni tautologii, 1ze vyjadfit ve tvaru UKNF.

Dukaz:
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Ditikaz je konstruktivni - ukdzeme, jak se pozadované tvary naleznou. K dané formuli
nejdiive uréime jeji pravdivostni funkci (nejradéji zapsanou ve tvaru tabulky) postupem
vysvétleném v ptikladu u definice 2.1.2. Déle se postup lisi podle toho, zda hleddme 1.
UDNF nebo 2. UKNF.

Ad 1.: Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symboll, pro které ma pravdivostni
funkce hodnotu "1" (takové ohodnoceni existuje alespoil jedno, nebot’ podle ptfedpokladu
formule neni kontradikci) sestrojime UEK, kterd nabyva hodnoty "1" pro toto (a jen toto)
ohodnoceni. Disjunkce vsech téchto UEK predstavuje hledanou UDNF

Ad 2.: Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symboll, pro které ma pravdivostni
funkce hodnotu "0" (takové ohodnoceni existuje alespoil jedno, nebot’ podle ptedpokladu
formule neni tautologii) sestrojime UED, kterd nabyvéa hodnoty "0" pro toto (a jen toto)
ohodnoceni. Konjunkce vsech téchto UED piedstavuje hledanou UKNF.

Pozn.: Na mnozin¢ formuli vyrokové logiky miizeme zavést binarni relaci ekvivalence <
(). reflexivni, symetrickou a transitivni relaci) definovanou takto: A < B pravé kdyz
Al=BaB||=A.

Jestlize plati A < B, pak ob¢ formule maji stejné modely, tj. maji stejnou pravdivostni
funkci.

Navic ziejmé plati: = A = B pravé kdyz A < B. Proto se v literatufe ¢asto nerozliSuje
mezi =a <.

Priklad 2.1.7:

Nalézt UDNF a UKNF pro formuli —(p o q):
1. Metoda pravdivostni tabulky (podle konstrukce popsané v ditkaze):

P4 pog —(pog
0 -

0|0 1 pVvq
0|1 1 0 - pVv—q
1|0 0 1 pPA—q -

1 1 1 0 - —p VvV —q

UDNF: =(poq)<pAr—q, UKNF:—(pog<<pPvda(pVv—-q A=pVv-—q)

2. Metoda ekvivalentnich uprav:
UKNF: =(pog<—-(—pvgagehar—-q<pv@a—-qlAa[—-qV (pr—p)l e ..
SPvaoAPy—qA=pY—q)

Piiklad 2.1.8:

Alchymista je zavien ve vézeni, protoZe se mu stale nedaii pfeména olova ve zlato.
Dostane pét motakd, z nichZ prvni ¢tyfi obsahuji nasledujici vyroky:

p — Podaii se ti pfeména olova ve zlato
q — 1.4. bude tvlij Svagr jmenovan prokuratorem
r—Po 1.4. bude soud.

Prvni motdk zni: p Aq AT
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Druhy motak zni: p A q A —r

Treti motak zni: —p A =q A T

Ctvrty motak zni: —p A —q A —r

Paty motédk zni: Alespoii jeden z pfedchozich motakt je pravdivy.

Otazka: Co se vlastn¢ nebohy alchymista doveédel?
Refeni: (p AQAT)V(PAGA—=I)V (=P A—=qAT)V (=P A —q A —T). Mame tedy nalézt
formuli, k niZ je tato UDNF ekvivalentni. Dostaneme:

PAQAT)V(PAQA-T)V(APA-QAT)V(—P A—QA-T) &
PADACEV D) V(EPA=ATY ) (PAQYV(=PA—]) < (P=q)
Odpovéd’: Podati se ti pfeména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyz bude 1.4. tvlyj Svagr

jmenovan prokuratorem.

Z véty 2.1.6 vyplyva, ze vSechny formule vyrokové logiky mohou byt prevedeny na
ekvivalentni formule obsahujici pouze funktory —, A, v. Funktory D, = jsou z pohledu véty
2.1.6 nadbytecné. V souvislosti s tim vznikaji otazky:

a) Kolik pravdivostnich funkci (a jimi definovanych logickych funktord) viibec existuje ?
b) Nelze mnoZinu vychozich pravdivostnich funkei (a tim i mnozinu vychozich logickych

funktortr), nezbytnych k vytvofeni libovolné pravdivostni funkce, dale zredukovat ?

Seznam vsech pravdivostnich funkci se dvéma argumenty:

X 0 0 1 1

Y 0 1 0 1

w0(X,Y) 0 0 0 0 dvouargumentova konstanta: "0"
wl(X,Y) 0 0 0 1 konjunkce: X AY

w2(X,Y) 0 0 1 0 inhibice: «(X DY)

w3(X,Y) 0 0 1 1 1. proménna: X

w4(X,Y) 0 1 0 0 inhibice: (Y 2 X)

w5(X,Y) 0 1 0 1 2. proménna: Y

wo(X,Y) 0 1 1 0 nonekvivalence: =(X =Y)
w7(X,Y) 0 1 1 1 disjunkce: X v'Y

w8(X,Y) 1 0 0 0 NOR (Peirce): =(X v Y), X4Y 7ani ani”
wI(X,Y) 1 0 0 1 ekvivalence: X =Y

wlo(X,)Y) |1 0 1 0 negace 2. proménné: —Y
wll(X)Y) |1 0 1 1 implikace: Y © X

wl2(X)Y) |1 1 0 0 negace 2. proménné: —X
wil3(X)Y) |1 1 0 1 implikace: XY

wl4(X,Y) [1 |1 |1 |0 | NAND (Sheffer): «(X AY), XTY
wil5(X,)Y) | 1 1 1 1 dvouargumentova konstanta: "1"

Seznam vSech pravdivostnich funkci s jednim argumentem:
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X 0 1

wO(X) 0 0 jednoargumentova konstanta "0"
w1(X) 0 1 argument X

w2(X) 1 0 negace argumentu —X

w3(X) 1 1 jednoargumentova konstanta "1"

Vybrané pravdivostni funkce s vice argumenty:

e pravdivostni funkce n-arni konjunkce a disjunkce
e pravdivostni funkce n-4rni majoranty /n liché/

Véta 2.1.7:
Pocet n-arnich pravdivostnich funkci je 2 umocnéno na 2".

Dikaz:

21

Kazdy argument muze nabyvat dvou hodnot nezavisle na hodnoté ostatnich
argumentd. Pocet vSech moznych argumentovych n-tic je tedy 2". Ke kazdé argumentové
n-tici mize funkce pfifadit jednu ze dvou hodnot a to nezavisle na ptifazeni hodnoty k

jinym n-ticim. Funkci je tedy 2 umocnéno na 2",

Definice 2.1.7:

Soustava pravdivostnich funkci je funkciondalné uplnd, jestlize jejich superpozici

(skladanim) 1ze vytvofit libovolnou pravdivostni funkci o libovolném poctu argumentt.

Véta 2.1.8:

Nasledujici soustavy pravdivostnich funkci jsou funkciondlné tiplné:

1. pravdivostni funkce pfisluSejici funktorim {—, A, v},

2. pravdivostni funkce piislusejici funktorim {—, A} nebo {—, v},
3. pravdivostni funkce ptislusejici funktorim {—, o},

4.  pravdivostni funkce ptisluiejici funktorim {T} nebo {}.

Diikaz:
Ad 1.: Vyplyva z véty 2.1.6 o UNDF a UNKF.
Ad 2.: Plyne z tvrzeni 1. a z de Morganovych zékoni vyrokové logiky.
Ad 3.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli (A v B) < (—=A o B).
Ad 4.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli
—A < ATA, AAB < (ATB)T(ATB), kde T znagi NAND,
—A & AVA, AVB & (AVB)N(AIB), kde ¥ zna&i NOR.

Priklad 2.1.9 /n&které dulezité rovnosti algebry vyrokové logiky/:

pvT&T pArTSp kde T je tautologie
pvKep pArK< K kde K je kontradikce
pvpep PADPESD idempotence
pvqeqVyp PAQESqQAD komutativita

(pvq) vr<pv(qvr) (pAgQ) AT < p A (gQAar) asociativita

(pvg) AT < (pAr) v (qar)  (pAQ) VT < (pvr) A(qvr)  distributivita
pv(pAqQ) < p pA(pvq) < p absorpce

—(pvq) < —pAr—q —(pAQ) < —pv—q de Morgan
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p < pv(ga—q) p < pAa(qv—q) rozsifeni

(poq < —pvq (p>q < —(pAr—q) eliminace o
P=9<=P>9A(@>DDp) eliminace =
(p=9q) < (pPAQ) Vv (—=qr—D) eliminace =
—p =P eliminace —

Poznamky 2.1.5:

1.

Zapisy A D B, A = B predstavuji formule, zatimco zapisy A |= B, A <> B reprezentuji
vztahy (binarni relace) mezi formulemi. Vztah |= je reflexivni a transitivni relace, vztah
<> je binarni relace typu ekvivalence (reflexivni, symetricka a tranzitivni) na mnoziné
vSech formuli.

Na vyrokovou logiku lze pohliZzet jako na algebraickou a relac¢ni strukturu (Booleova
algebra) s nasledujicimi charakteristikami:
e Nosi¢em struktury je podmnozina mnoziny vSech formuli vyrokové logiky, které
nepouzivaji spojek o, =.
e Na této mnozin¢ jsou definovany operace:
e —.....Unarni operace,
e A,V ... binarni operace.
e Na této mnoziné je definovana binarni relace:
e & . relace ekvivalence (formuli)

Faktorovéa algebra (algebra z bodu 2.) indukovana relaci ekvivalence < je opét
Booleovou algebrou a nazyva se Lindenbaumova algebra. Jejimi prvky jsou tfidy
navzdjem ekvivalentnich formuli. Na této mnoziné lze definovat bindrni relaci
(neostrého) uspofadani, tj. reflexivni, antisymetrickou a transitivni relaci na zékladé
vztahu logického vyplyvani.

Pozn.: Algebraické teorie a teorie relaci jsou podrobnéji studovany v Kapitole 4.1.

Shranuti. V této kapitole jsme se naulili teSit sémantickymi metodami zakladni ukoly
vyrokové logiky, predevsim pak:

Ovetit (dokazat), zda je dand formule tautologie, kontradikce, nebo splnitelna
formule.

Ovériit, zda je dany usudek spravny (platny), tedy zda zavér vyplyva z danych
predpokladi.

Ov¢rit, zda je dana mnoZina formuli splnitelna ¢i kontradiktoricka.
Zjistit, co vyplyva z danych predpokladu.

Poznali jsme dvé zakladni sémantické metody vyrokové logiky: Tabulkovou metodu a

metodu sporem. Jelikoz jsou tyto metody pii vétSim poctu vyrokovych proménnych
neefektivni, byly vyvinuty metody, které¢ jsou vyhodnéjsi a efektivnéj$i (pro pocitacové

vvvvvv

v nasledujici kapitole.
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2.2. Rezoluéni metoda ve vyrokové logice
(Automatické dokazovani)

Dalsi dilezitou metodou ovéiovani tautologii, logického vyplyvani, feSeni ulohy —
co vyplyvé z danych predpokladi, apod. je tzv. metoda zakladni rezoluce. Touto metodou
dokazujeme nesplnitelnost dané¢ formule (resp. mnoziny formuli) a je uplatnitelnd na
formuli v konjunktivni normalni formé (KNF). Vyuziva dvou jednoduchych tvrzeni:

1) Je-li formule A tautologie, pak formule —A je kontradikce a naopak. (Dikaz ziejmy.)
Symbolicky:

|= A pravé kdyz —A |=

2) Rezolu¢ni pravidlo odvozovani: Necht’ / je literdl. Z formule (A v /) A (B v —[) odvod’
(A v B). Zapisujeme:

AvDABv-=I)

(Av B)

Toto pravidlo neni pfechodem k ekvivalentni formuli, ale zachovava splnitelnost.
Diikaz: Necht je formule (A v [) A (B v =) splnitelnd, tedy pravdiva pii néjaké valuaci
v. Pak pfi této valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv. klausule) A v /a B v —l.
Necht je dale v(/) = 0. Pak w(A) = 1 a tedy w(A v B) = 1. Necht je naopak v(/) = 1. Pak
w(—/) = 0 a musi byt w(B) = 1, a tedy w(A v B) = 1. V obou ptipadech je tedy formule
A v B pravdiva v modelu ptivodni formule, a tedy splnitelna.

Uvédomme si, ze dikaz byl proveden pro jakykoli model v. Jinymi slovy plati, ze
pravidlo zachovava i pravdivost:

AvDhDABv-D)|=AvB).

(To nadm poskytuje navod, jak fesit ulohu, co vyplyva z dané formule, resp. mnoziny
formuli.)

Postup FeSeni.

Pozn.: Jednotlivé disjunkty v KNF nazyvame klausule, a proto je KNF také nazyvana
klausularni forma.

a) Diikaz, Ze formule A je tautologie: Formuli A znegujeme a pievedeme do KNF. Nyni
uplatnujeme pravidlo rezoluce. Pokud pii postupném vyskrtavani” literal s opacnym
znaménkem dospéjeme k prazdné klausuli, kterou znacime 0O , je tato evidentné
nesplnitelnd, tedy také piivodni —A je nesplnitelna a A je tautologie.

b) Diikaz spravnosti usudku P,,...P, |= Z. Zavér Z znegujeme a dokazujeme, Ze
mnozina {Py,...,P,, —=Z} je sporna.

Jinymi slovy, dokazujeme, Ze formule (P; A Py A ... A Py) D Z je tautologie (viz véta 2.1.2,
ktera nas k tomu opraviiuje), tedy Ze jeji negace P; A Pr A ... APy A —Z je kontradikce.
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Piiklad

1) Ovétime platnost isudku p > q, rv —q, —r / —p. Jednotlivé klausule zapiSeme pod
sebe (s negovanym zavérem) a uplatiiujeme pravidlo rezoluce:

1. —pVvq

2. 1v —q

3. —r

4. p negovany zaver
______________ alternativne¢:

5.q (1.a4) 5> =pvr (la2)
6. 1 (2.a5)) 6’ —p (5’a3.)
7.0 (3.26.) 7O (6>a4)

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelnd. Tedy negovany zavér je ve sporu
s predpoklady, proto je usudek platny.
2) Ov¢iime platnost usudku z kap. 1:

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-li doma, pak nas ocekava.

Jestlize nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Oznacime jednotlivé elementarni vyroky: d — ”je doma”, k — odeSel do kavarny”,
0 — “oCekava nas” a formalizujeme:

dvk 1. dvk

doo 2. =dvo

------- 3. —0

—0>k 4. —k (klausule 3. a 4. tvofi negovany zavér —o A —k)
5.d (1.a4.)
6. 0 (2.a5))
7.0 (3.26.)

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelna. Tedy negovany zavér je ve sporu
s ptedpoklady, proto je isudek platny.
3) Dokazte, ze formule [(p D q) A —q] D —p je tautologie.

Formuli znegujeme a ptfevedeme do klausularni formy:
[(=pVv ) A—-q]lAp

Klausule:
l. =pvgq
3.p
4. —p rezoluce 1.2.
5. 0

Negovana formule je nesplnitelna, proto je ptivodni formule tautologie.
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4) Odvodte logické dusledky formule —a 4 (¢ A (=b v a)), kde ¥ je Pierceova spojka
NOR (negace disjunkce, v pfirozeném jazyce “ani, ani”). Formuli pfevedeme do KNF:
[-ad (cA(=bva)]e—[-av(ca(=bva)]<[an(—cv(ba—a)]<
[aA(bV—c)A(—av—0)].

I. a

2. bv—c

3. mav—c

4. —c (rezoluce 1 a 3)

Z dané formule vyplyvaji vSechny klausule tvotici KNF a klausule obdrzené rezoluci, tedy
plati:

—ad(cA(-bva) |=a

—ad(cA(=bva)) |=bv—c

—ad(cA(=bva) = —av—c
—ad (cA(=bva) = —c

Pozn.: Pokud bychom chtéli obdrzet vSechny logické disledky dané formule, museli
bychom vychéazet z UKNF. V nasem ptipad¢ je UKNF tvofena nésledujicimi disjunkty
(ovétte napft. z tabulky pravdivostni funkce):

I. avbve

2. avbv—c

3. av—bve

4., av—bv-—c

5. mavbv-—c

6. —mav —-bv-—c

7. avb (rezoluce 1, 2)
8. a (rezoluce 2, 3)
9. av—b (rezoluce 3, 4)
10. —av —c (rezoluce 5, 6)
11. bv —c (rezoluce 7, 10)
12. —c¢ (rezoluce 8, 10)

Logickymi disledky nasi formule jsou tedy vSechny formule 1. az 12.

Vidime tedy, ze na rozdil od sémantické metody pravdivostnich funkci (metody
0-1) popsané v kapitole 2.1, je rezolu¢ni metoda formalni ¢ili syntakticka, tj. nepracuje s
pravdivostnimi modely (s dal$imi syntaktickymi dikazovymi metodami se sezndmime
v kap. 2.3 a 2.4). Navic je dobie zobecnitelnd i1 pro teorémy predikatové logiky (jakoz i
teorémy libovolnych SirSich formalnich teorii, které vzdy obsahuji predikatovou logiku
jako svou cast). Tato metoda — metoda automatického dokazovani — nalezla Siroké
uplatnéni v pocitacovém dokazovani (je na ni, resp. na obecné rezoluci pro predikatovou
logiku, zaloZen napfi. programovaci jazyk PROLOG), v expertnich systémech a v dalSich
oblastech umé¢l¢ inteligence.
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Metoda automatického dokazovani se opira o tfi principy:

Princip vyvrdceni, ptevadéjici problém dikazu dané formule na problém dikazu
nesplnitelnosti negace této formule. Viz véta 2.2.1.

Rezoluéni odvozovaci pravidlo — jediné odvozovaci pravidlo pouzivané metodou. Viz
véta 2.2.2.

Robinsoniv rezolucni princip umoziujici vyvodit spor z nesplnitelné formule a tak
dokazat jeji nesplnitelnost (a tim dokazat platnost ptivodni formule). Viz véta 2.2.3.

Nyni popiSeme tuto metodu piesnéji.

V nésledujici definici zavedeme nékolik terminti vétSinou jen nové oznacujicich jiz
diive zavedené pojmy.

Definice 2.2.1:

Klauzule je konec¢na disjunkce literali. Piipomenme, ze literdal je vyrokovy symbol
nebo jeho negace. Klauzule je tedy totéz co elementarni disjunkce /ED/ - viz definice
2.1.6.

Prazdna klauzule je klauzule, ktera neobsahuje ani jeden literdl. Prazdnou klauzuli
oznacujeme symbolem O.

Hornova klauzule je klauzule s nejvySe jednim pozitivnim (nenegovanym)
literalem.

Klauzularni forma dané formule je ekvivalentni formule ve tvaru konjunkce
klauzuli. Klauzularni forma je tedy totéz, co konjunktivni normalni forma /KNF/ dané
formule - viz definice 2.1.6.

Poznamky 2.2.1:

1. Vzhledem k asociativité¢ a komutativité disjunkce nezéalezi na potadi literala v klauzuli
a klauzuli mizeme také pojimat jako disjunktivni mnoZinu literdli.
2. Vzhledem k tomu. Ze disjunkce je pravdiva, je-li pravdivy alespon jeden jeji Clen,
predstavuje prazdna klauzule O vzdy nepravdivou, nesplnitelnou formuli, tj.spor.
3. Klauzuli
—q1V —q2V...V =qmV P1V P2V...V Pp
muzeme piepsat, na zdkladé de Morganova zakona, ve tvaru
=(q1 A Q2 A A dm) V (P1 VP2 V-V Pp)
a dale, na zakladé ekvivalence —A v B < A> B, ve tvaru implikace
] (41 A 92 AeA Qm) 2 (P1V P2 VeV Pr)-
Casto se pouziva pro zapis klauzule také nasledujici mnozinova notace
{41,92>-Am} = {P1.P2>---Pn}
kde {q1,92,....dm} j¢ konjunktivni mnoZina antecedentit a {p1,p,....pn} disjunktivni

mnoZina konsekventii klauzule. Klauzule je nepravdiva jeding tehdy, jsou-li vSechny
antecedenty pravdivé a soucasn¢ vSechny konsekventy nepravdivé.

4. Specialnimi ptipady klauzuli jsou:
Klauzule bez antecedentti (m=0):
{ }= {P1, P2,--:Pn}, neboli 1 S (p1v pp v...v pp).

Klauzule bez konsekventi (n=0), tj. Hornova klauzule se vSemi literaly
negativnimi:
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{41,92,---9m} = { }, neboli (q1A q2 A..A qm) D 0.
Klauzule s jedinym konsekventem (n=1), tj. Hornova klauzule s jedinym
pozitivnim literadlem:

{d1,92;-9m} = {p1}, neboli (q1A q2 A...A qm) D P1-
Prazdna klauzule (m=n=0):
{ }={ }, neboli 1=0, neboliO.

5. Vzhledem k asociativit¢ a komutativit¢ konjunkce nezéalezi na potfadi klauzuli v
klauzularni formé a klauzularni formu mutzeme také pojimat jako konjunktivni
mnoZinu klauzuli.

6. Podle véty 2.1.3 o normalnim tvaru lze kazdou formuli vyrokové logiky, kterd neni
tautologii, vyjadrit ve tvaru UKNF a tedy také KNF, tj. v klauzularni formé¢.

Véta 2.2.1 /princip vyvrdacenil:

Formule B vyplyva z pfedpokladli Aq, Aj,...,Ap , zna¢ime A1, Ay,..., Ay |=B,
prave tehdy, je-li formule Aj A Ay A...A Ay A =B kontradikei.
Diikaz:

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni (véta 2.1.2):
A1, Ar,...., Ay B

Al AA)AAAp OB je tautologii
—A] Vv —=Ayv..v=A,Vv B  jetautologii
—(A]1 AA2 AvA A A =B)  je tautologii

A e

Al AAY AN Ap A —B je kontradikci
Specialn¢ pro n=1:

1. AI=B

2. AoB je tautologii

3. -AvB je tautologii

4. —(A A—B) je tautologii

5.An—-B je kontradikei

Véta 2.2.2 /rezoluéni odvozovaci pravidlo/:
Jsou-li splnitelné klausule
AlvAyv.vALVvL, By vByv..vB,v-L,

pak je splnitelnd také klausule
AlvAyVv.vAR VB VB Vv..v By,

neboli:

AivApv.vAnhVvL,BivByv.vByv-L |-
AjvAyv.vAy,vB]vByv..vB,

Diikaz: Viz ad 2) v tivodu této kapitoly.

Poznamky 2.2.2:

1. Klauzule na levé strané pravidla nazyvame rodi¢ovskymi klauzulemi a klauzuli na
pravé stran¢ rezolventou rodicovskych klauzuli vzhledem k formuli L.
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2. Specidlné plati:
m=0,n=0: L,-L}- O odvozeni sporu
m=0,n=1: L, -LvB|-B pravidlo MP
m=1,n=1:. LvA-LvB|-AvVvB zakl. tvar rezol. pravidla

Definice 2.2.2:

Necht' F je formule v klauzuldrnim tvaru (neboli konjunktivni mnoZzina klauzuli).
Symbolem R(F) ozna¢me formuli F rozSifenou o vSechny rezolventy vSech rezoluce
schopnych dvojic klauzuli z F. Rezolucnim uzdavérem formule ¥ n-tého Fdadu nazveme
formuli R, (F) definovanou rekurzivné takto:

Ro(F) =F,
R;i(F) = R(R;_;(F)), i=12,...,n

Véta 2.2.3 /Robinsoniuy rezolucni princip/:
Formule F v klauzuldrnim tvaru je kontradikci (nesplnitelnd) pravé tehdy, existuje-li
pfirozené ¢islo n takové, Ze R (F) obsahuje prazdnou klauzuli O

Diikaz /nastin/:
Diikaz se opira o nasledujici uvahy:

Je-1i aspon jedna klauzule ve formuli F kontradikci, pak je kontradikei cela formule F.
Prazdna klauzule O =L A —L je kontradikei.
Pii pouziti rezolu¢niho pravidla (rozSifeni formule F o rezolventu) se neméni
pravdivostni funkce formule F. Metodou pravdivostnich funkci (metodou 0-1) se
snadno presvéd¢ime, ze konjunkce rodiCovskych klauzuli (A v L) A (B v —L) ma
stejnou pravdivostni funkci jako konjunkce této konjunkce s rezolventou
(AvL)A@Bv-L)A (A v B). Pravdivostni funkce formuli R;_;(F) a R;(F) jsou tedy
totozné¢ a tedy také pravdivostni funkce formule F a jejiho rezolu¢niho uzavéru
libovolného tadu.

Priklad 2.2.1:

Dokazme nesplnitelnost nasledujici konjunktivni mnoziny klauzuli
{Pva,pvr,—=qv—r,—pj
neboli nasledujici konjunktivni normalni formy
PV APV A(=qVI)A (D).

Ditikaz:
1. pvq vychozi klauzule
2. pvr vychozi klauzule
3. —qv-r vychozi klauzule
4. —p vychozi klauzule

Systematicky: Optimalng¢:
5. pv-r rezoluce: 1,3 5'.q rezoluce: 1,4
6. g rezoluce: 1,4 6.1 rezoluce: 2,4
7. pv—q rezoluce: 2,3 7'.—q rezoluce: 3,6
8. r rezoluce: 2,4 8. 0O rezoluce: 5,7 Q.E.D.
9. p rezoluce: 2,5
10. —r rezoluce: 3,6
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11. —q rezoluce: 3,8
12. —r rezoluce: 4,5
13. —q rezoluce: 4,7
14. O rezoluce: 4,9 Q.E.D.

Priklad 2.2.2:

Dokazme, Ze z platnosti formuli p > q v r, =s D —q, t v —r vyplyva platnost formule
p o (s v t), neboli dokazme platnost odvozovaciho pravidla
poqVI,—sD—qtv-rl-p>(svt),
neboli - cozZ je totéz - teorému:
FPoqvA(=sDag Aty —n)D[(po(6svl
FP>2qvo((=so>—-q)2(tv-r)>D(posvD)).
Podle principu vyvraceni budeme dokazovat, Ze formule
poqvi)A(=sD—QA(tv—r)A=(pDsVi)
je nesplnitelna.
Formuli pfevedeme do klauzularniho tvaru
(=pvaqvA(SVaQA(tv—T)ApA—=SA—t
a z odpovidajici konjunktivni mnoziny klauzuli
{=pvqvrsv—q,tv-r,p, —s, -t}
odvodime (rezolvujeme) spor (prazdnou klauzuli):

1. —pvqvr vychoziklauzule
2. sv—q vychozi klauzule
3. tv-r vychozi klauzule
4. p vychozi klauzule
5. —s vychozi klauzule
6. —t vychozi klauzule
7. qvr rezoluce: 1,4

8. —q rezoluce: 2,5

9. —r rezoluce: 3,6

10. r rezoluce: 7,8

11. O rezoluce: 9,10 Q.E.D

Poznamky 2.2.4 /strategie generovani rezolvent/:

1. Generovani rezolvent striktn¢ podle Robinsonova rezolu¢niho principu, tj. v
posloupnosti F, Rj(F), Ry(F),... , miZe vést ke kombinatorické explozi a k
zdlouhavému odvozovani prazdné klauzule. Tato strategie generovani rezolvent, tzv.
generovdni do Sifky, je znané neefektivni. EfektivnéjSi byva opacnad strategie, tzv.
generovdni do hloubky. (Viz ptiklad 2.2.5.)

2. Rezolu¢ni metoda se vyrazné zefektivni, je-li vychozi mnozina klauzuli tvoiena
vyhradné Hornovymi klauzulemi.

3. K zvySeni efektivnosti (zkraceni) rezolu¢niho procesu byla navrzena fada strategii,
které stanovi potadi provadéni rezoluci (strategie uspoidadani) nebo nékteré klauzule
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z rezolu¢niho procesu piimo vylucuji (strategie zjemiiovdni). Ma-li byt zvolena
strategie ekvivalentni Robinsonovu rezolu¢nimu principu, musi platit:
e  libovolna formule dokazana pii pouziti dané strategie je skutecné (logicky)
pravdiva (strategie je korektni),
e libovolna logicky pravdiva formule je pfi pouZziti dané strategie dokazatelna
(strategie je uplna).

4. NejpouzivangjSimi strategiemi generovani rezolvent jsou nasledujici dvé metody:

e  Linedrni metoda. Rezolventy se tadi do linearni posloupnosti (v ¢ele této
posloupnosti jsou vychozi klauzule) a v kazdém kroku je jednim
ucastnikem rezoluce posledni c¢len této posloupnosti, tj. jednou z
rodicovskych klauzuli nové rezoluce je vzdy rezolventa z ptedchozi
rezoluce.

e Metoda podpiirné mnoZiny. Pfedpoklada se, Ze mnozina vychozich klauzuli
K je rozdélena na podmnozinu A, o které a priori vime, Ze tvoii bezesporny
systém (napf. je tvofena klauzulemi pfedstavujici axidmy teorie, v jejimz
ramci dikaz hledame) a z podmnoziny B = K — A (tvofené klauzulemi
vzniklymi z formuli, které chceme z bezesporného systému axiému
dokézat). Strategie podpirné mnoziny spocivd v tom, Zze nikdy
nerezolvujeme klauzule z mnoziny A navzajem (je-li pfedpoklad o jejich
bezespornosti spravny, pak z nich spor neodvodime a zbyte¢né ztracime
cas).

Priklad 2.2.4:

Vyfiesime ulohu zadanou v ptikladé 2.2.2 se soucasnym uzitim linearni metody a
metody podpirné mnoziny. Méame dokézat
poOqVr,—sD—qtv—rl-p>osvit,
coz znamena dovodit spor z mnoziny klauzuli /viz ptiklad 2.2.2/
{-pvqvrsv-q,tv-—r,p,—s, -t}
kterou miizeme rozd¢lit na dve casti:
A={—pvqvVvr,sv—q,tv—r} ..bezesporny systém predpokladu,
B={p, —s, =t} cceeen..... ZAVEr.

Ditikaz (odvozeni sporu):
1. —pvqvr vychoziklauzule skupiny A

2. sv—q vychozi klauzule skupiny A
3. tv-r vychozi klauzule skupiny A
4. p vychozi klauzule skupiny B
5. —s vychozi klauzule skupiny B
6. -t vychozi klauzule skupiny B
7. —r rezoluce: 3,6

8. —pvgq rezoluce: 1,7

9. —pvs rezoluce: 2,8

10. s rezoluce: 4,9

11. O rezoluce: 5,10 Q.E.D

Priklad 2.2.5: Strategie prohledavani do hloubky a do $itky.
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Uvazujme “’program” — mnozinu klausuli:

1. D
2. E
3. Bv—-E
4. Av—-D
5. Av—-B

Polozime-li dotaz ”Kdy plati A?” neboli ”Vyplyvd z dané mnoziny A?, pak vlastné
pfipojime 6. klausuli —A a provadime rezoluci. Mame zde dvé moznosti, jak dokézat A
z ptredpoklada 1.-5.:

a) 7.-D (rez. 6.,4.) b) 7 —-B (rez. 6.,5.)
8. O (rez. 7.,1.) 8 —E (rez. 7°,3.)
9 O (rez. 8°,2)
Pozn.: V programovacim jazyce Prolog bude uvedeny program zapsén takto:
D. fakt
E. fakt
B :—E. pravidlo (B pokud E)
A —D. pravidlo (A pokud D)
A —B. pravidlo (A pokud B)
7A. cil (dotaz)

Strategie prohleddavani do hloubky spocivd v tom, Ze provedeme nejprve vétev a), tj.
zjistime, ze A plati za podminky D (novy podcil), ktera je splnéna, a teprve poté (v procesu
navraceni) vétev b), tj. zjistime, Ze A plati za podminky B (dal$i podcil) a ta plati za
podminky E (podcil), ktera je splnéna. V piipadé strategie do Sitky se pokousime “splnit
obé vétve paralelné”, tedy vygenerujeme klausule 7 a 7°, poté 8 a 8’, atd. VSe mlzeme
znazornit tzv. vypoctovym stromem programu:

A
yﬁ
T

O

0—mom—w

Strategie do hloubky ”prohledd nejprve do hloubky” prvni vétev a pak druhou. Je
efektivné;si, avSak program mulze “uviznout v tautologii” — nekone¢né vétvi. Kdybychom
napf. upravili nd§ program tak, ze bychom ptehodili 4. a 5. klausuli a druhou bychom
zménili na E v —B, druha vétev b) by se stala nekonecnou a provadéla by se jako prvni. I
kdyZz nés cil A z programu vyplyva, nikdy bychom se to nedovédéli.
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2.3. System prirozené dedukce vyrokoveé logiky

Ptirozena dedukce je jednou z metod vystavby formalniho systému logiky (podrobné
o formalnich systémech viz 2.4). Formalni systémy logiky mizeme v zdsad¢ rozdélit na
systémy axiomatické a predpokladové. Axiomatickymi systémy se budeme zabyvat v kap.
2.4. a z predpokladovych probereme pravé jen piirozenou dedukci v alternativé polské,
nikoliv gentzenovské. Formalni systém je postaven vyhradné na syntaktické bazi. To
znamena, ze jazyk logiky uvazujeme neinterpretovany a vSechny manipulace s nim jsou
vyhradné syntaktické, na zakladé¢ odvozovacich pravidel. Takovy souhrn nazyvame téz
logicky kalkul.

Tedy formalni systém v tomto ptipad¢ sestdva ze dvou slozek, a to
" jazyk — zjeho symbolid vytvafime konecné posloupnosti — formule (jimz zde
nepfisuzujeme zadny smysl)
» odvozovaci pravidla — operace na formulich, které umoziuji ovéfovani “’platnosti
vyrokl” prostfednictvim konstrukce dikazu.

Cilem tohoto postupu je ziskat vramci formalniho systému jistou jeho cast —
formalni teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — teorémii. Interpretace formalni teorie
(kterd neni soucasti formdlniho systému) dodava teorii vyznam a ¢ini ji vhodnou pro
aplikace v usuzovani.

Systém piirozené dedukce vychdzi z nékolika jednoduchych dedukénich
(odvozovacich) pravidel, ktera se povazuji za vychozi a ktera se proto nedokazuji. Na
Dedukéni pravidla s nulovym poctem piedpoklada jsou tzv. axiémy formalniho systému
(obdoby tautologii ze sémantického pojeti vyrokové logiky). Jako axiémy zde pouzivame
formule tvaru A v —A, popt. A D A. Pro dobfe definovany korektni formalni systém
(vyrokové) logiky plati, Ze mnoZina teorému je totozna s mnozinou tautologii, tedy Ze
axiomy jsou logicky pravdivé a odvozovaci pravidla zachovavaji pravdivost.

Zavedeme nyni presné pojmy. Zakladnim pojmem je pojem formule vyrokové
logiky, ktery ziistdva beze zmény tak, jak byl zaveden v definici 2.1.1. Dedukéni pravidlo
ma obecné nasledujici tvar:

F1, Fo,....Fm |- G1, G2,....Gp-
Pravidlo “interpretujeme” takto: ze soucasné platnosti vSech formuli Fy, Fp,...Fp
(pfedpokladit) plyne platnost libovolné z formuli G, G9,...,G. Byly-li dok4dzany vSechny
formule z levé strany dedukéniho pravidla, pak miizeme povaZovat za dokdzanu i
libovolnou formuli z pravé strany pravidla.

Definice 2.3.1:
Vychozimi (nedokazovanymi) dedukénimi pravidly jsou:

Axiomy: FAv-A-FADA

Zavedeni konjunkce: A,B-AAB ZK
Eliminace konjunkce: AAB|-A,B EK
Zavedeni disjunkce: Al-AvB nebo BI-AVvB ZD
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Eliminace disjunkce: A~ B,—A|-B nebo AvB,—-B|-A ED
(disjunktivni sylogismus)

Zavedeni implikace: B-A>B Z1
Eliminace implikace: A>B,A-B EI modus ponens MP
Zavedeni ekvivalence: A->B,BoDA|-A=B ZE

Eliminace ekvivalence: A=B|-A>B,BoA EE

Uvedena pravidla ve svém souhrnu charakterizuji vyznam funktorti —, A, v, D, =.
Pravidlo zavedeni implikace se pouziva zvlastnim zplsobem, ktery nazyvame podminény
ditkaz (nebo také dikaz z hypotézy), o némz bude fe¢ dale.

Definice 2.3.2:

Piimy diikaz formule B 7 piedpokladii A, A, ..., A, je posloupnost formuli
B], Bz,...,Bm, kde
» kazd¢é B; (i=1, 2,...,m-1) je:
— rovno Aj pro nékteré j € {1, 2,....n} (pfedpoklad) nebo
— axiom tvaru (A D A) Ci(—A Vv A)
— formule vznikla uzitim odvozovacich pravidel na ptedchazejici ¢leny posloupnosti,
= Bpj=B.

Pozn.:

1. Jako ¢leny dikazové posloupnosti mizeme pouzit rovnéz takové formule, o kterych
vime, Ze jsou to teorémy (byly jiz dokdzdny). Dlikaz tim zkratime a zptehlednime,
nebot’ jiz neopakujeme znovu celou dikkazovou sekvenci diive dokédzaného teorému.

2. Je-li n =0, pak hovotime o (obycejném) primém ditkazu bez piedpokladii, kdy nelze
stanovit pfedpoklady. Takovy dikaz musi zfejm¢ zacinat né&jakym vhodnym
axiomem (napft. pop).

3. Ma-li dokazovana formule A tvar implikace, tj.

AID{A,D[A3D ... (A2 B)...]}, *)
pak dle véty o dedukci (viz dale véta 2.3.1) mizeme provést piimy dikaz formule A
tak, ze dokazeme formuli B z piedpokladit Aj, A, As, ..., Ap.

4. Ma-li dokazovana formule A tvar implikace (*), pak miizeme provést nepiimy ditkaz
(sporem) formule A: Nepiimy dikaz je posloupnost formuli By, B»,....By, kde
* B;=Ajproi=l,2,...,n/pfedpoklady/,

* Bj+1=-Baje-li B=-C, pak B+ = C (pfedpoklad neptimého dikazu),
* Bjproi=nt+2, nt+3,...,m-1 jsou:
— dfive dokazané formule,
— formule vzniklé wuzitim odvozovacich pravidel na predchazejici Ccleny
posloupnosti,
* By =—Bg pro néjaké k <m /spor/.

Teorém (dokazatelnd formule) vyrokové logiky je formule vyrokové logiky k niz
existuje dikaz bez ptedpokladll (tedy pouze z axiomu A v —A, popt. A D A). Skutecnost,
ze formule A je teorémem oznacujeme zapisem |— A. SkuteCnost, ze formule A je
dokazatelnd z predpokladl Aj, Ay, ..., Ay oznacujeme zapisem Ay, A, ..., Ay |- A.
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Piiklad 2.3.1:
a) Teorém: [((pD> g A(@Dr)]>D(p>D1)
Dtikaz /ptimy/:

. (po>g)Aa(@>Dr) predpoklad
2. p predpoklad
3. p>gq EK:1
4. qgor EK:1
5. ¢q MP:3,2
6.1 MP:4,5 Q.E.D.

Tedy: -[(P2> ) A(@2D]2(P>O1)
b) Teorém: (p>q)>[(gqDr)D(p>D1)]

Dukaz /ptimy/:
1. pogq predpoklad
2. gor predpoklad
3..0p predpoklad
4. q MP:1,3
5. r MP:2.,4 Q.E.D.

Tedy: |- (p=9)>[@=1) > (p 1)
¢) Teorém: (p 2 q) > (—q>D—p)

Dtikaz /nepiimy/:
1. pogq predpoklad
2. —q predpoklad
3. p predpoklad nepfimého dikazu
4. q MP:1,3 spor:2

Tedy: [-(p>q) > (—=q>-p)

d) Slovni ptiklad:
Jsou znama nasledujici fakta:

(1) A/dam/, B/edtich/ a C/yril/ jsou p/rogramator/, t/echnik/ a v/yzkumnik/, ale nikoliv
nutn¢ v uvedeném poradi. Kazdy ma pravé jednu profesi.

(2) Adam je starsi nez vyzkumnik.

(3) Technik je Adamulv nejlepsi piitel.

(4) Vyzkumnik dluzi Bedfichovi 100K¢.

Kdo je kym?
Reseni:

1. —(Ajev) ptedpoklad: (2)
2. —(Ajet) predpoklad: (3)
3. —(Bjev) ptedpoklad: (4)
4. —(Ajev)A—(Ajet) ZK:1,2

5. —(Ajev) A—(Bjev) 7ZK:1,3

6. —(Ajev) A—(Ajet)D (Ajep) predpoklad: (1)
7. —(Ajev) A—=(Bjev) > (Cjev) predpoklad: (1)
8. (Ajep) MP:6,4

9. (Cjev) MP:7,5
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10. (Ajep) A(Cjev) ZK:8.9
I1.(Ajep)A(Cjev)D(Bjet) predpoklad: (1)
12. (Bjet) MP:11,10
Véta 2.3.1 /o dedukci/:
A1, A,.., Ah-B %%/
prave tehdy, je-li
A],Az, ...,An_l |—AnDB %/

Aplikujeme-li vétu o dedukci n-krat, dostaneme, ze /*/ plati praveé tehdy, kdyz
-A1D {A) D [A3D..D (A D B)..]} /***/
Diikaz:
Kviili nazornosti zapiSeme ditkkaz pro n = 2. Zobecnéni dikazu pro libovolné n je

nasnad¢. Dokazujeme tedy:
|- A1 © (Ap o B) pravé tehdy, je-li Aj, A, |-B

1. Necht plati |- A| © (Ap o B) /*/, dokaZzeme A, A, |- B /**/:

(1) Aq 1. ptedpoklad /#x/

(2) Ay 2. ptedpoklad /#x*/

(3) A] o (ApoB) véta /*/, jejiz platnost se prepoklada

(4) Ab»oB pouziti MP na (3) a (1)

(5)B pouziti MP na (4) a (2), /**/ dokazano
2. Necht plati /*%/, dokdzeme /*/:

(1) Aq 1. ptedpoklad /#/

(2) Ay 2. ptedpoklad /#/

3)B pouziti /#*/ na (1) a (2), /*/ dokédzéno

Poznamka 2.3.1:
Z teorému tvaru /***/ véty 2.3.1 lze formulovat n odvozovacich pravidel:
Al |-Ayo[A3>... (A2 B)]
AL, A |- A3o.o(ApDB)
Al: Aza A39 ---:An—l |_ An ) B
Al Az, Az, o An, An |- B

Priklad 2.3.2:

Z teorému |- (p 2 q) D [(q 21) D (p o r1)] dokdzaného v ptikladu 2.3.1 plyne
platnost nasledujicich odvozovacich pravidel:
pPoql- (@212 ((>r)
p>q,qDr|-por pravidlo tranzitivity implikace
Z teorému |- (p D q) D (—q D —p) dokazaného v piikladu 2.3.1 plyne platnost
nasledujicich odvozovacich pravidel:
pP>ql-—q>—p pravidlo transpozice
pP>q,—q|-—p pravidlo modus tollens
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Véta 2.3.2:

Nasledujici odvozovaci pravidla jsou platna:
Zavedeni negace: Al-——A ZN
Eliminace negace: —A|-A EN
Negace disjunkce: —(AvB)-—-AA—-B ND
Negace konjunkce: —(AAB)|-—-Av—-B NK
Negace implikace: —(A>B)|-AA—-B NI
Tranzitivita implikace: A>B,BoC|-A>C TI
Transpozice: A>DB|--Bo>—-A TR
Modus tollens: A>DB,-Bl--A MT
Diikaz:

Pravidla TI, TR, MT byla jiz dokazana v piikladech 2.3.1 a 2.3.2.

Na ukazku dokazeme jesté pravidlo ND /negace disjunkce/. Dokazat pravidlo ND je
podle véty 2.3.1 totéz jako dokazat teorém
Tento teorém dokazeme pomoci teorémui: —(A v B) o —A, —(Av B) o —B.

=  Teorém: —-(Av B) o —-A

Dutkaz: 1. —=(Av B) predpoklad
2. A predpoklad neptimého dikazu
3.AvB 7D:2 spor:1 Q.E.D.

= Teorém —(Av B) > —B se dokaze obdobné.

= Teorém: -(Av B) D -A A—B

Dtikaz: 1. =(Av B) predpoklad
2. -(AvB)>—-A diive dokézany teorém
3.-(AvB)>—-B diive dokdzany teorém
4. -A MP:2,1
5.—B MP:3,1
6. A A—-B ZK:4,5 Q.E.D.

Véta 2.3.3 (véta o korektnosti a uplnosti systému ptirozené dedukce):
Kazd4 formule dokazatelnd v systému piirozené dedukce je tautologii a obracené
kazda tautologie je dokazatelnou formuli (teorémem) systému ptirozené dedukce. Neboli:
|= A pravé tehdy, je-li |- A

Diikaz:

Tteba dokazat:
1. Je-li |- A, pak také |= A. (korektnost)
2. Je-li |= A, pak také |- A. (Gplnost)

Platnost prvého tvrzeni vyplyva ze snadno provéfitelné skutecnosti, ze vSechna
zakladni odvozovaci pravidla (viz definice 2.3.1) maji tuto vlastnost: jsou-li vSechny
formule na levé strané tautologiemi, pak také kazda formule na pravé strané je tautologii —
tedy pravidla zachovavaji pravdivost.

vvvvvv
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Priklad 2.3.5:
* Teorém: (p>r)>(—=p V)

1. por ptedpoklad

2. —(—=pvVvr) ptedpoklad nepfimého Dk.

3. —(—=p Vv 1)D(=—pA-IT) Teorém ND (de Morgan)
4. ——p AT MP: 2.3.

5. pA—r EN: 4.

6. p

7. —r EK

8. r MP: 1.6. — spor, tedy

9. —pVvr Q.E.D.

Priklad 2.3.6:
* Teorém:[(por)A(gDrn)]>2[(pvq) Dr]

1. [(por)A(gD1)] predpoklad

2. (por) EK: 1

3. (qor) EK: 1

4. pVvq predpoklad

5. (por)D(—pvVvr) Teorém  (Priklad 2.3.4)
6. —pVvr MP: 2.5.

7. —r ptedpoklad neptimého Dk.
8. —p ED: 6.7.

9. q ED: 4.8.

10. r MP: 3.9. —spor s 7., tedy
11. Q.E.D

Technika hypotetickych predpokladi (podminény diikaz):

V posloupnosti formuli tvoficich diikaz mize byt za pocatecni skupinou fadnych
ptedpokladi A, A,, ..., A, uveden dalsi hypoteticky predpoklad H. Jestlize na zaklad¢
hypotetického a ptipadné¢ nékterych tadnych predpokladi lze odvodit formuli D, pak
formule H > D muZe byt pfipojena k fddnému dikazu jako teorém. Jestlize odvozena
formule D je ve sporu s n¢kterym fadnym predpokladem (je jeho negaci), pak formuli —H
muzeme v dikaze pouzit jako vétu.

Priklad 2.3.7:
» Teorém: [(pvq) Dr]D[(pDr)A(gqDr)]
Ptimy dikaz technikou hypotetickych ptedpokladi:

I. (pvqgor predpoklad
2.1. p hypotéza
22. pvq ZD:2.1
23. 1 MP:1,2.2
3. poOr Z1:2.1>23
4.1. q hypotéza
42. pvq ZD:4.1
43. r MP:1,4.2
5. qor Z1:4.1o543
6. (p>odr)A(g>Dr) 7K:3,5 Q.E.D
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= Teorém: =(pvq)>D —pA—q

Neprimy diikaz technikou hypotetickych predpokladii:

I. =(pvq) predpoklad

2.1. p hypotéza

22. pvq ZD: 2.1 spor:1
3. —p nebot’ p vede ke sporu

4.1. q hypotéza

42. pvq ZD: 4.1 spor:1
4. —q nebot’ q vede ke sporu
5. —pA—q ZK: 3,4 Q.E.D.

Technika vétveného dikazu z hypotéz:

Necht' v posloupnosti formuli tvoficich dikaz dané formule se nachazi formule ve
tvaru disjunkce C, v C; v...v Cy. Jestlize 1ze danou formuli dokazat na zakladé kazdého
dodate¢ného piedpokladu C,, C,,...,Cx, pak je dana formule dokazéna. Vyskytuje-li se
disjunkce dodateénych piedpokladii v nepfimém dikaze a vede-li kazdy dodatecny
predpoklad ke sporu, pak je dana formule dokdzana (nepiimy dikaz dokoncen). @

Piiklad 2.3.8:

* Teorém: (po>q)>[(pvr)>(qvr)]
Ptimy dikaz technikou vétveného dukazu:

l. p>oq ptedpoklad
2. pvr predpoklad, disjunkce piipadii
3.1. p hypotéza 1.ptipadu
32. q MP: 1, 3.1
33. qvr ZD: 3.2
3. p>oqvr 71
4.1. r hypotéza 2.ptipadu
42. qvr ZD: 4.1
4. roqvr Z1
5. (poqvr)a(roqvr) ZK:3.4.
6. (pvr)o(qvr) Teorém: Priklad 2.3.6 Q.E.D.

= Teorém: [(po2gA(rDs)A—=(qVvs)D=(pVvr)
Neptimy diikaz technikou vétveného dikazu:

I. p>ogq predpoklad
2. r>s ptedpoklad
3. —=(qvs) predpoklad
4. pvr predpoklad nepiimého dikazu ve tvaru disjunkce
5. p 1. hypotéza
52. q MP: 1, 5.1
53. qvs ZD: 5.2, spor:3 Q.E.D.
6.1. r 2. hypotéza
6.2. s MP: 2, 6.1
6.3. qvs ZD: 6.2, spor:3 Q.E.D.
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* Provedeme diikaz pravidla rezoluce (viz 2.2). Bez Gjmy na obecnosti staci
dokazat pravidlo v zdkladnim tvaru [(L v A) A (=L v B)] > (A v B):

1. LVA predpoklad
2. -LvB ptedpoklad
3. Lv—L teorém, disjunkce pfipadt

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
5.1.
5.2.
5.3.

L hypotéza, 1. piipad
—L ZN: 4.1

B ED: 2,4.2

AVvB ZD:43  Q.E.D.

—L hypotéza, 2. ptipad

A ED: 1,5.1

AvB ZD:52 Q.E.D.

(Srovnej se sémantickym dikazem v uvodu kap. 2.2.)

Poznamka 2.3.2:

39

Gentzennty systéem prirozené dedukce (Gentzenovsky vyrokovy kalkul) vychazi
z jediného axiému, a to A D A (resp. —A v A). Pravidla jsou pak obdobna jako v polském
systému pfirozené¢ dedukce. Gentzenliv diikaz tautologie ziskdme pomérné snadno tak, Ze
formuli ptevedeme do KNF, zobrazime tento pievod ve form¢ stromu a ditkaz pak zaéina

od listt” stromu.

Priklad 2.3.5:

Dokazme tautologii [(p © q) A =q] © —p

[(PD2PA—q]D2—p < PA-Q VYV —Dp < (PVqV—P)A(=qVqV—Dp)

Dukaz:

l.pv—p
2.pv—pvVvq
3.qv—q
4.qv—qVv-p

axiom
1.ZD
axiom
3.ZD

5.pAr—=qvqv—p 247K

atd. s vyuzitim jiz dokdzanych teorému.
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2.4. Axiomaticky systém vyrokové logiky

2.4.a. Obecna charakteristika formalnich systému.

Formalni axiomaticky systém libovolné teorie (a specidln¢ také vyrokové logiky) je
zadan trojici udaji:
* jazykem,
=  mnozinou axiomu,
* mnozinou odvozovacich pravidel.

Jazyk teorie je mnozina vSech (dobfe utvorenych) formuli jazyka. MnoZina axiomii
teorie je vybrana podmnozina mnoziny vsSech formuli. Axiomy piedstavuji zakladni
teorémy teorie, které jsou povazovany za vychozi. Odvozovaci pravidla umozZiuji
odvozovat (dokazovat) nové teorémy na zakladé¢ axidému a teorému jiz dokazanych.
Formalni teorie (v $irSim slova smyslu) je tvofena axiomy a vSemi formulemi, které lze z
nich pomoci odvozovacich pravidel odvodit. Formalni teorie je deduktivnim uzdavérem
mnoziny axiomu, kterou proto nékdy nazyvame teorii v uzsim slova smyslu. Oznacime-li
jednotlivé zmitiované mnoziny jako A — mnoZzina axiomil (teorie v uz§im slova smyslu, v
kostce™), T — mnozina teorému (teorie v SirSim slova smyslu), DUF — mnozina vSech dobfe
utvorenych formuli (tj. jazyk) a S — mnozina vSech slov v abeced¢ jazyka, pak plati
nasledujici vztahy:

AcTcDUFcS.

Postup budovani axiomatické teorie (formalniho systému ¢i logického kalkulu) tedy
sestava z téchto krokt:
1) Vymezeni jazyka teorie, ktery je dan
a. abecedou
b. gramatikou — pravidla, jak tvorit DUF
2) Vybér jisté (vlastni) podmnoziny formuli jako axiomu
3) Stanoveni pravidel odvozovani
4) Demonstrace bezespornosti (korektnosti) teorie, tj. axiomu a pravidel
5) Interpretace formuli

ad 2) Mnozina axiomu je vzdy neprazdna a musi byt rozhodnutelnd v mnozin¢ DUF
(jinak bychom nemohli v takovém systému nic dokazovat). To znamend, Ze existuje
algoritmus, ktery pro kazdou DUF ur¢i, zda je to axidém nebo ne. Mize byt kone¢na nebo
nekonec¢nd. Konecnd mnozina axiému je trividlné rozhodnutelna. Nekonecné mnoziny
axiomi musi byt charakterizovany algoritmem vytvareni axiémt, nebo Castéji konecnou
mnozinou tzv. axiomovych schémat. Axidémy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v kazdé
interpretaci — tautologie. Navic stanovujeme tzv. specidlni axiémy, které¢ charakterizuji
pfimo danou teorii (napf. aritmetiku ptirozenych cisel — viz kap. 4), a ty volime tak, aby
byly pravdivé v zamyslené interpretaci teorie. (Vyrokova logika ¢i predikatova logika 1.
fadu — viz kap.3.4. — mohou byt tedy povazovany za teorie bez specidlnich axioml —
logické kalkuly.)
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ad 3) Mnozina odvozovacich pravidel je tvofena nckolika nebo dokonce jen jednim
pravidlem (jsou-li axidmy reprezentovany schématy). Tim se 1i§i axiomaticky systém od
(polského) systému piirozené dedukce, ktery pracuje sice s prazdnou mnoZinou axiomil,
ale zato s podstatné vétSim poctem dedukénich pravidel. Odvozovaci pravidla prevadéji
DUF na DUF a jsou volena tak, aby byla sémanticky korektni, tj. aby “zachovavala
pravdivost” (jinak bychom obdrZeli nekorektni systém, ve kterém je mozno dokazat vse, a
takovy systém jist¢ neni z praktick¢ého hlediska uzite¢ny). Odvozovaci pravidla tedy
umoziuji vytvafet teorémy, tj. dokazatelné formule. Diikaz je kone¢na posloupnost krokt
— DUF, znichz kazdd je bud axiom nebo vznikne zptfedchozich DUF pomoci
odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazovana formule — teorém.

Neékdy byva stanoven jesté jeden piirozeny “kosmeticky” pozadavek na mnoZinu
axiomi: Mnozina axidml ma byt nezavisla, tj. z&dny axiom neni dokazatelny z ostatnich
axiomu.

ad 4) Prirozenym pozadavkem je (syntakticka) bezespornost (konzistence): Alespon
jedna formule neni dokazatelna (ve sporném systému dokdzeme vse). (Ekvivalentnim
pozadavkem v systémech obsahujicich —, A je to, Ze neni dokazatelnd formule typu
A A —A, ptipadné v systémech s —, © formule typu —(A D A).) S timto souvisi rovnéz
sémanticka bezespornost, neboli korektnost syst¢ému: Kazdy teorém je logicky pravdiva
formule (v pfipad¢€ teorie bez specidlnich axiomil), nebo logicky vyplyva ze specialnich
axiomi (ptfedpokladll). Tedy to, co dokdzeme, je pravdivé”. Oznacime-li mnoZinu
specialnich axiomi jako SA, mizeme pozadavek korektnosti zapsat schematicky:

Jestlize |- T pak |= T, resp. jestlize SA |- T pak SA |=T.

Problém. Je dokazatelnost totéZ co (logickd) pravdivost? Jinymi slovy, jsou dokazatelné
presné ty vyroky, které jsou (logicky) pravdivé? Timto problémem se budeme podrobné
zabyvat v kapitole 4, nyni jen stru¢né¢ naznacime. D. Hilbert (vyzna¢ny matematik
pocatku 20. stoleti) ocekaval kladnou odpovéd’ na vySe uvedené otazky a vytycil tzv.
program axiomatizace matematiky. Kurt Godel (nejvétsi logik 20. stoleti) dokazal véty o
uplnosti, které davaji pozitivni odpovéd’ na tyto otazky (pro vyrokovou logiku a) pro
predikatovou logiku 1. fadu (viz kap. 3), tedy “obracené” tvrzeni ke korektnosti:

Jestlize |= T pak |- T, resp. jestlize SA |= T pak SA |- T (tzv.silna véta o Gplnosti).

Hilbert vSak ocekaval jeSté vice, a to Ze vSechny “matematické pravdy” lze
“mechanicky” finitn¢ dokéazat (z vhodnych axiomu), tedy ze takové bezesporné teorie,
které charakterizuji aritmetiku ptirozenych Cisel (napf. Peanova aritmetika), jsou uplné
v tom smyslu, ze kazdd formule je v dané teorii rozhodnutelna, tj. na zakladé¢ axiomil
teorie mizeme dokéazat bud'to danou formuli nebo jeji negaci. Tedy ze vSechny formule,
které jsou pravdivé v zamyslené interpretaci nad mnozinou ptirozenych ¢isel jsou v této
teorii dokazatelné.

Godelovy véty o neuplnosti davaji velice piekvapivou odpovéd — existuji
pravdivé le¢ nedokazatelné vyroky aritmetiky pfirozenych cisel. Tedy Hilbertiv
program neni (v plné §ifi) uskutecnitelny.
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S (ne)uplnosti uzce souvisi problém rozhodnutelnosti: Existuje algoritmus, ktery o
libovolné dobie utvoiené formuli ur¢i, zda je to teorém (dokazatelna DUF) cili (v
korektnim systému) logicky pravdiva formule?

Da se dokézat a v dal§ich kapitolach ukazeme pro VL a PL', e

= pro vyrokovou logiku 1ze vyvinout kalkuly, které jsou
- bezesporné
- uplné
- rozhodnutelné

= pro predikatovou logiku 1. fadu Ize vyvinout kalkuly, které jsou

- bezesporné

- uplné

- jen parcidlné rozhodnutelné¢ (tj. pokud dand DUF je tautologie, pak
algoritmus po konecném poctu krokti odpovi ANO, jinak nemusi vydat
zadnou odpoved’ — miize “cyklovat” ¢i odpovi NE)

- nelze vyvinout rozhodnutelny kalkul pro PL' (problém logické pravdivosti
je v PL! nerozhodnutelny)

= pro predikatovou logiku 2. fadu (a vyssich) lze vyvinout
- bezesporné kalkuly, ale kazdy takovy je:
- neuplny
- nerozhodnutelny (ani parcialn¢)

Axiomatickych systémt vyrokové a predikatové logiky bylo vytvoieno velké
mnozstvi. Lisi se navzajem jazykem, mnozinou axidému i odvozovacimi pravidly. VSechny
vSak pfedstavuji jenom riizné formalizace “intuitivni logiky”. VSechny formalizace maji
spolecnou vlastnost: Jsou korektni (kazdd dokazatelna formule /logicky teorém
axiomatického systému/ musi byt tautologii). V tomto smyslu jsou vSechny formalizace
ekvivalentni.

K charakteristice dokazatelnosti byly vytvoreny dva typy formalnich systému:
a) Gentzenova typu
b) Hilbertova typu

Gentzenilv systém piirozené dedukce je obdobny systému polskému, ktery jsme
probrali v pfedchozi kapitole 2.3, vychdzi vSak z jediného (schématu) axiomu, a to A v
—A (resp. A D A) a pravidel obdobnych polskému systému. Nebudeme jej zde podrobné
probirat. Budeme se nyni (a v kap. 3.4) zabyvat systémem Hilbertova typu.
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2.4.b. Formalni systém Hilbertova typu

Definice 2.4.1 /definice konkrétniho axiomatického systému/:

= Jazyk:
0 Abeceda:
Vyrokové symboly: p, q, 1.... /pfipadné s indexy/
Logické funktory: —, ©

Zéavorky: (,)  /ptipadné [,],{,}/

0 Gramatika (DUF):
(1) p, q, 1,... jsou formule.
(2) Je-li A formule, pak (—A) je formule.
(3) Jsou-li A,B formule, pak (A o B) je formule.
(4) Jinych formuli nez podle (1), (2), (3) neni.

0 Jazyk: mnozina vSech (dobfe utvorenych) formuli.

" Axiomovd schémata: Al: A>D(B>DA)
A2: (AoBo2C)o>2(A>B)o(A>())
A3: (Bo-A)>(A>B)

= QOdvozovaci pravidlo: MP: A, A>B|-B
Poznamky 2.4.1:

1. A, B nejsou formulemi, ale metasymboly slouzicimi k oznaceni formuli. Kazdé
axiomové schéma oznacuje nekonecnou tfidu axiomii daného tvaru. Kdybychom
axiomova schémata nahradili axiomy

l.p>(@>p)
2.p2(@@>n)>((p>>(p>1)
3.(q>=p)>(p>9
museli bychom rozsifit mnozinu odvozovacich pravidel o dalsi pravidlo, tzv. pravidlo
substituce, abychom ziskali ekvivalentni axiomaticky systém. Pravidlo substituce zni:
Dosadime-li v dokdzané formuli za jednotlivé vyrokové symboly jakékoliv jiné
formule (za kazdy vyskyt téhoz vyrokového symbolu vzdy tutéz formuli), pak
ziskame opét dokazanou formuli (teorém).

2. Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, o>. Vzhledem k tomu, ze
pravdivostni funkce pfislusné k t€émto funktorim tvoii funkciondln€ Gplny systém (viz
véta 2.1.8), postaci tyto funktory k vytvofeni sémanticky uplné logiky. Ostatni
vyrokotvorné funktory miizeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zpiehlediujici
zapis formuli) definované takto:

AAB =4rf =(A>—-B)
AvB =4 -ADB
A=B=4grf AoB)A(B>2A)

Symboly A, v, = nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k oznacovani slozenych formuli jistého typu.

3. Pfi psani formuli lze vyZzivat konvenci Setficich zavorky — viz poznamka k definici
2.1.1.
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Definice 2.4.2:

Diikaz formule A za piedpokladit A1, Ay, ..., Ax /k 2 0/ je kone€na posloupnost formuli
B1, By,....By takova, ze:
= Proi=1,2,...,n-1 je B;

1. bud pfedpoklad A; (j € {1,...,k})

2. nebo axidém

3. nebo formule, ktera vznikla aplikaci pravidla MP na nékteré dveé formule z

mnoziny {B1, B»,...,.Bj_1}.

. B, je dokazovana formule A.
Skutecnost, Ze formule A je dokazatelna za pfedpokladi Aq, Ay, ..., Ay oznaCujeme
zapisem A1, A2, ..., Ak |- A.
Diikaz formule A je dikaz s prazdnou mnozinou piedpokladt (k = 0). Neboli, ditkaz
formule A je dikaz pouze z (logickych) axiomt daného systému.

Teorém je formule, pro kterou existuje diikkaz (s prazdnou mnozinou ptedpokladit).
Skute¢nost, Ze formule A je teorémem oznacujeme zapisem |- A.

Poznamky 2.4.2:
1.  Hilbertv systém je korektni, tedy sémanticky bezesporny.

a) Pfedevsim, snadno ovéfime, Ze vSechny axiomy systému jsou tautologie.

b) Jediné pravidlo systému (MP) “zachovdva pravdivost” v tom smyslu, ze
formule B, ktera vznikne aplikaci pravidla na formule A;, A, z téchto formuli
logicky vyplyva. Tedy plati: Pokud A;, A; |- B, pak A;, A, |=B.

Viz véta 2.4.4. — Postova.

2. Vsimnéme si, ze z definice dikazu vyplyva, ze i axiém je teorémem. Jeho dikaz je
trivialni: dikazem axidomu je axidém sam.

3.  Dikaz By, By,...,B formule A za ptedpokladi Ay, Ay, ..., Ak je nejenom dikazem
formule A = By, ale obsahuje 1 diikazy B, Bo,...,Bj vSech formuli B; proi=1,2, ...,

n-1.

4.  Pro zkraceni diikazu miizeme pouzit jako kroky dikazu rovnéz (kromé axiomtt)

diive dokézané teorémy.

Priklady 2.4.1:
1. Dukaz formule /schématu formuli/ A > A:

.LAAD(ADA)DA)D(AD(ADA)D(ADA)) ax. A2 B/A> A, C/A
22AD(ADA)DA) ax. Al B/ADA
3.A>o(ADA)D(ADA) MP:2,1

4 Ao (ADA) ax. Al B/A

5.ADA MP:4,3 Q.E.D.

V 1. formuli dikazu je pouzito ax.schéma A2, kde Bje Ao AaCjeA,
v 2. formuli je pouzito ax.schéma Al, kde B je A o A a ve 4.formuli je
pouzito ax.schéma Al, kde B je A.
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2.

Tedy: |-ADA.

Dtikaz formule A o C za ptedpokladi A o B, B o C:

I.A>B 1.ptfedpoklad

2.BoC 2.predpoklad
3.3.AoB20C)o((A>B)o(A>()A2

4. Bo>C)o(A>(B>2C)) Al A/(B> C), B/A
5Ao(B>20) MP:2.4

6.(A>DB)D(A>C() MP:5.3

7.A>C MP:1,6 Q.E.D.

Tedy: ADB,Bo>C|-A>C.

Z uvedenych piikladl je zfejmé, Ze nalezeni dikazl, a to 1 velmi jednoduchych

teorémil a deduk¢nich pravidel, nemusi byt ptimocaré. To souvisi s tim, Ze v axiomatickém
systému jsou zpravidla minimalizovany pocet axidému a pocet odvozovacich pravidel na
pocty nezbytné¢ nutné. S piibyvajicim mnozstvim dokazanych teorémii a odvozenych
odvozovacich pravidel se vSak neustale zlepSuji moznosti pro hledani dikaz.

Véta 2.4.1 /o dedukci/:

A1, Ar,...,Ax |- A D> B pravétehdy, kdyz Ajq, Ap,...,Ax, A |- B.
(Specialné pro k=0: |- A > B prave tehdy, kdyz A |- B.)

Dukaz:

1.

Necht' A1, Ap,...,Ax |- A D B. Tedy existuje posloupnost formuli By, B»,...,.B, , ktera
je dikazem formule A > B z pfedpokladii Ay,A»,...,Akx. Dikazem formule B z
predpokladii A1, Aj,...,Ak, A bude pak posloupnost formuli By, B»,....By, A, B, kde
B, = A © B a B je vysledkem aplikace pravidla MP na formule B;, a A.

Necht’ Ay, Aj,..., Ak, A |- B. Tedy existuje posloupnost formuli C{,C»,...,.Cy = B,
ktera je dikazem formule B z predpokladli Aj,Aj,...,Ak, A. DokaZeme, Ze formule
A o C;j je platna pro vSechna i = 1, 2,...,r. Tim bude specialn¢ dokazéano také A > Cy,
coz chceme dokazat. Diikaz provedeme matematickou indukci podle délky ditkazu.

a) Je-li délka dikazu 1, pak pro jedinou formuli C; diikazu mohou nastat tfi
ptipady: Cj je pfedpokladem A;, C| je axiomem, Cq je formuli A. V prvych dvou

ptipadech dikazem formule A > Cq je posloupnost formuli:

1. C predpoklad nebo axiom
2. Co(A>(y Al
3. AoCy MP:1,2

V tietim piipad¢ je tfeba dokazat A o A. Dilikaz této formule je uveden v prikladé
24.1.

b) Dokazeme, ze z pfedpokladané platnosti formule A > C,, pro n =1, 2,...,i-1
plyne jeji platnost také pro n=i. Pro C; mohou nastat Ctyfi pifipady: Cj je
predpokladem Aj, C; je axiomem, C;j je formuli A, C;j je bezprostiednim diisledkem
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formuli CaCg=(Go C;j), kde j, k <1i. V prvych ttech piipadech probih4 diikaz
formule A o C;j stejnym zplsobem jako v bod€ 1. V poslednim ¢tvrtém piipadé je
dikazem posloupnost formuli:

I. A>SC indukéni predpoklad

2. A>(C>o() induk¢ni predpoklad

3. Ao(CoCG)D(ADC)D(ADC)) A2

4. (Ao Cj) S (ADC) MP:2.3

5. A>o() MP:1.4 Q.E.D
Poznamka 2.4.3:

Podle véty o dedukei kazdému teorému (a specialné také axiomu) ve tvaru implikace
odpovida odvozovaci pravidlo (pfip. nékolik odvozovacich pravidel) a naopak. Tak napf-.:

Teorém: Pravidlo
-A>(A>B)>B) A, A>B|-B /pravidlo MP/
FAD>(B>A) /ax.schéma Al/ A-BoA,aA,B|-A
FADA /ptikl. 2.4.1/ Al-A
F(A>B)o(Bo2C)o(A>(0)) ADB-FBo>(C)o(A>0)

/ptikl. 2.4.1/ A>B,B>C|-A>C /pravidlo TI/

Piiklad 2.4.2:

Nékolik jednoduchych teorémt a jim odpovidajicich odvozovacich pravidel:

l. |FA>(—=A>B) --A>(A>B) A,-A-B
2. |[FA>AVB, -FBo>AVB Al-AvB, B-AvB ZD
3. |FF-—ADA —A-A EN
4. |FA>——A Al-—A ZN
5. |F(A>B)>(—B>—A) A>DBl--Bo>-A TR
6. |FAABDA, FAABDB AAB|-A,B EK
7. |FA>B>AAB), FBo>(AD>AAB) A,B|-AAB, ZK
8. |FA>(B>C)>(AABDC) ADB>2C)-AAB>C
Nékolik diikazi:
Ad1l.|-A>(—-A>B), resp. A,—-A|-B.
Dukaz:
I. A predpoklad
2. A predpoklad
3. (-Bo>—-A)>(A>B)A3
4. —-A>(—-B>-A) Al
5. —-B>—-A MP: 2.4
6. ADB MP: 5,3
7. B MP: 1,6 Q.E.D.

Ad2. -FADAVB, resp. A-AVvB.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika. 47

Po eliminaci zkratky v podle definice A v B =3f —A D B, dostavame teorém
|- A D (—=A 2 B) (resp. pravidlo A, —A |- B), ktery jiz byl dokézan.
Ad 3. |— —A D A, resp. —A |— A.

Dukaz:
. ——A predpoklad
3. ——AD(-AD—-———-A) teorém 1. tohoto ptikladu
6. A MP: 1,5 Q.E.D.
Ad4. |- A>——A, resp. A|-——A.
Dukaz:
1. A predpoklad
2. (——AD>-=A)D(A>—A) axiom.schéma A3
3. —AD-A teorém 3. tohoto ptikladu
4. A>o—A MP: 32  Q.E.D.
AdS5. -(A>B)>(—B>—-A), resp. A>B|-—B>—A.
Dukaz:
. A>B predpoklad
2. —ADA teorém 3. tohoto ptikladu
4. B>—-—B teorém 4. tohoto piikladu
7. (—|—|A D —|—|B) >—-B>—-A axiom.schéma A3
8. —B>o-A MP: 6,7 Q.E.D.

Ad6.-AABDA, resp. AAB|-A.

Po eliminaci zkratky A podle definice A A B =4f —(A © —B) dokazujeme teorém
|- —(A > —=B) o A, resp. pravidlo —-(A > —B) |- A.

Dukaz:

1 —(A > —-B) predpoklad

2 (—rA>(A>—-B))o(=(A>—-B)>——A) teorém 5. tohoto piikladu
3. -A>(A>—-B) teorém 1. tohoto ptikladu

4, —(Ao>—-B)o—A MP: 3,2

5 —A MP: 1,4

6 —ADA teorém 3. tohoto ptikladu

7 A MP:5,6 Q.E.D.

Véta 2.4.2 /o metapravidlech/:

Necht' T znaci libovolnou kone¢nou mnoZinu formuli T = {A{, Aj,.., Ap}. Potom plati:
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(a) Je-li T, A|-B a A jelogicky teorém, pak T |- B.
Neboli: v mnoziné ptedpokladl neni tteba uvadet logické teorémy.

(b) Je-li A|-B,pak T, A|-B.
Neboli: pridani predpokladi nemtze zménit platnost platného pravidla. (Obdoba
monotonnosti vyplyvani, viz Kap. 1)

(c)Je-li T-A a T,A|-B,pak T|-B.
Neboli: disledek predpokladi neni tfeba uvadét mezi predpoklady.

(d)Je-li T-A a A|-B,pak T|-B.
Neboli: disledek diisledku mnoziny predpokladu je také dasledkem mnoZziny
predpokladi.

(e)Je-i T-FA, T|-B, A,B|-C,pak T|-C.
Neboli: disledek disledkit mnoziny predpokladi je také disledkem mnoziny
predpokladu.

(f) Je-li T-A a T|-B,pak T|-A AB.
Neboli: konjunkce dasledkti mnoziny predpokladii je také disledkem mnoziny
predpokladi.

(g T-A>(B>2C) prave tehdy, kdyz T|-B o> (A > C).
Neboli: na potradi predpokladi nezalezi.

(h) T, A v B |- C prave tehdy, kdyz soucasné¢ T,A|-C a T,B|-C.
Veéta o ditkazu rozborem pripadii.

(1) Je-li T, A|-B asoucasn¢ T, —-A |-B,pak T|-B.
Véta o neutralni formuli /formule A je neutrdlni vzhledem k B/.

Poznamky 2.4.4:

1) (Odvozovaci) pravidla predstavuji vztah mezi formulemi, meta-pravidla predstavuji
vztah mezi pravidly.

2) Dikaz pravidla je (podle véty o dedukci) totéz co dikaz odpovidajici formule (viz
definice 2.4.2), tj. jistd posloupnost formuli. Dilkkaz metapravidla je naproti tomu
posloupnosti pravidel (viz dale ukazky diukazl).

3) Mnozinu piedpokladi T={A{,A>,...An} z véty 2.4.2 interpretujeme nejcastéji jako

mnozinu mimologickych (specialnich) axiomii definujicich obsahovou napli
konkrétni teorie.

Diikaz:
Ad (h):
Necht' T, A v B |- C, dokdzeme T,A|-C a T,B |-C.
Dtkaz:
1. A-AvVvB pravidlo ZD
2. T,A-FAvB metapravidlo (b): 1
3. T,AvB[-C predpoklad
4. T,A|-C metapravidlo (d): 2,3 Q.E.D.
5. T,BI-C dokaze se obdobn¢ jako 4. Q.E.D.
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Necht T, A|-C a T, B |- C, dokdzeme T, A v B |-C.

Dukaz:
I. T,AI-C predpoklad
2. TRA>C véta o dedukei:1
3. T|--C>—-A metapravidlo (d): 2, pravidlo TR
4. T,-C]--A véta o dedukei: 3
5. T,-C|--B odvodi se obdobn¢ jako 4.
6. T,-C|--A,—B metapravidlo (f): 4,5
7. —=A,—-B|-—(A v B) pravidlo ekviv. teorému de Morgana
8. T,-C|-—(AvB) metapravidlo (d): 6,7
9. T|--C>—(AvB) vétaodedukci: 8
10. T-AvB>C metapravidlo (d): 9. pravidlo TR
11. T, AvBIJ|-C véta o dedukei: 10 Q.E.D.
Ad (i):
Necht T,A|-B a T, —A |- B, dokdzeme T |- B.
Dukaz:
1. T,A-B predpoklad
2. T,-A|-B predpoklad
3. T,Av—-A|-B metapravidlo (h): 1,2
4 T-B metapravidlo (a): 3

Véta 2.4.3 /[pomocna véta pro dikaz Postovy véty/:
Necht' formule A je sestavena z vyrokovych symboll pj, p2,....pn. V souladu s
definici 2.1.2 ozna¢me pismenem v pravdivostni ohodnoceni (valuaci) téchto proménnych

a zépisem w(A) pravdivostni ohodnoceni formule A, jeZz je timto ohodnocenim
indukovano. Potom plati:

p1v> P2va see pnv |_ AV’ /*/

kde zapis AV znaci bud’ formuli —A (je-li w(A) = 0 pti ohodnoceni v), nebo formuli A (je-
li w(A) = 1 pii ohodnoceni v).

Diikaz:

Dukaz provedeme matematickou indukci podle konstrukce formule A. Ve formalnim
systému zadaném v definici 2.4.1 mize mit formule A pravé jeden z nésledujicich tfech
tvart:

I. A=p elementarni formule
2. A=—-B slozena formule ve tvaru negace
3. A=B>oC slozena formule ve tvaru implikace

Béze indukce. Vztah /*/ ma v ptipad¢ elementarni formule tvar pY |- pY a je tedy
evidentné platny.

Indukéni krok. Dokazeme, ze z predpokladu platnosti vztahu /*/ pro komponenty B,
C slozené formule vyplyva platnost vztahu /*/ pro celé slozené formule —B a B o C.

a) SloZena formule ma tvar —B. Podle indukéniho predpokladu plati
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p1Y, p2V,....pn" |- BY. Mame dokézat p1V, p2V,....pn"Y |- (—B)".

K tomu, abychom to dokézali, sta¢i dok4dzat BY |- (=B)V. Jsou dvé moZnosti: bud’

w(B) = 0 a pak =B |- =B a nebo w(B) = 1 a pak B |- ——B. Vztah BV |- (=B)V je
dokazany.

b) Slozena formule ma tvar B o C. Podle induk¢niho pfedpokladu plati
p1", 2% - Pn¥ =BV ap1Y, p2Ys....pn" [~ CV.
Mame dokazat p1V, p2V.....pnY |- (B 2 C)V.

K tomu, abychom to dokézali, sta¢i dokazat BY, CV |- (B o C)V. Ctyfem riznym
ohodnocenim formuli B, C odpovidaji nasledujici ¢tyfi pravidla, jejichz platnost tfeba

overit:
a) —|B, —C ‘— BoC
b) —|B, C |— BoC
C) B, —C |— —|(B ) C)
d B,CI-BoC
Diikkaz a),b): 1. —B predpoklad
2. -Bo>(B>20) teorém /viz ptiklad 2.4.2/
3. BoC MP: 1,2 Q.E.D.
Ditikaz c): I. B predpoklad
2. —=C predpoklad
3. (BoC)oC)o(—=C>—(B>C))ax.schéma A3
4. B>(B>C)o0) teorém /ekvivalent MP/
5. Bo(C)oC MP: 1,4
6. —Co>—(B>C) MP: 5.3
7. —=(B>20C) MP: 2,6 Q.E.D.
Diikaz d): 1. C predpoklad
2. Co>B20O) ax.schéma A1l
3. BoC MP: 1,2 Q.E.D.

Véta 2.4.4 /Postova /: Uplnost a korektnost logického kalkulu vyrokové logiky
Kazda dokazatelna formule je tautologii a kazda tautologie je dokazatelna, tj.

|- A pravé tehdy, kdyz |= A.
Obecnéji plati:
A1, Ap,.., Ay |- B prave tehdy, kdyz Aj, Ap,..,Ap |= B.
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Dukaz:

l.

Necht’ |- A, dokdzeme |= A. (Korektnost)

Formule A je bud’ axiém a nebo je dokazatelnd z axiomii pomoci opakovaného
pouzivani odvozovaciho pravidla MP. Je-li axiomem, pak je tautologii — o tom se
pfesvédéime pro vSechna tfi axiomova schémata metodou pravdivostnich funkci
/metodou 0-1/. Pouziti pravidla MP zachovava "tautologicnost": jsou-li formule B,
B o C tautologiemi, pak také formule C musi byt tautologii /kdyby pro né&jaké
pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symbolt bylo w(B) = 1 a pii tom w(C)=0, pak by
pro toto ohodnoceni bylo w(B > C) = 0 a formule B > C by nebyla tautologii/. Protoze
vSechny teorémy lze odvodit z axidomi pomoci opakovaného uziti pravidla MP, jsou
vSechny teorémy tautologiemi.

Necht' |= A, dokazeme |- A. (Uplnost)

Protoze formule A je tautologii, je AV = A pro vSechna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symbolu v. Je tedy

plva pzva--'apnv ‘_ A
pro vSechna ohodnoceni v. Plati tedy specialn¢ také

P1> P2YsPn” - A,
—P1, P2">Pn¥ - A
Odtud podle véty o neutralni formuli dostavame
P2, ... Pn” |- A
pro vSechna ohodnoceni v. Specialné opét plati
P2, - Pn¥ |- A,
—P2sees PnY A

a pocet predpokladti lze opét snizit o jeden. Timto zpiisobem lze pokraCovat az
nakonec po n krocich nalezneme |- A. Tautologie A je tedy dokazatelnou formuli.
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3. Predikatova logika 1. radu

3.1. Sémanticky vyklad predikatové logiky

Uvodni poznamky:

1.

Pouze jen maléd ¢ast usudki mtze byt formalizovana a dokazana v ramci vyrokové
logiky. Pokusme se napt. ovéfit typ (zjevné spravného) usudku charakterizovany
nasledujicim piikladem:

Kazdy ¢lovek je omylny.
Jan je Clovek.

Jan je omylny.

Oznacdime-li uvedené tii véty symboly p, q, r, pak pokus o formalizaci v ramci
vyrokové logiky je dan nasledujicim tsudkem: p, q / r, coz odpovida formuli:
(prqor

Tato formalizace je vSak ziejmé nedostacujici, a to z téchto divodu:
Uvedené tii vyroky jsou z hlediska VL elementarni a navzajem nezavislé, avsak ve
skutenosti maji vnitini komponenty, jsou strukturované, a existuje mezi nimi
prostfednictvim téchto komponent vazba. Termin "Clovék" se vyskytuje ve
vyrocich p i g, termin "omylny" ve vyrocich p i, a termin "Jan" ve vyrocich q ir.
Formule (p A q) D r neni tautologii, usudek p, q / r neni platny, 1 kdyZ usudek
demonstrovany piikladem evidentné platny je.

V predikatové logice, kterd je zobecnénim vyrokové logiky, je uvedeny usudek
formalizovan jako Vx [p(x) © q(x)], p(J) |= q(J), resp. nasledujici formuli
1¥x [p(x) > ()] A p)} = q0),
kde,
x je ptedmétova (individuova) proménnd probihajici urcitou pfedmétnou oblast —
universum diskursu,
J je individuova konstanta z dané predmétné oblasti (v uvedeném prikladé
konkrétni ¢lovek Jan),
p, q jsou urcité vlastnosti predmétli z universa diskursu (v uvedeném ptikladé je
interpretujeme jako vlastnosti myslicich bytosti "byt clovékem" a "byt omylny"),
p(x), q(x) resp. p(J), q(J) znaéi, ze x resp. J ma vlastnost p resp. q ,
zapis Vx[ ] znaci, Ze pro vSechna individua z pfedmétné oblasti plati to, co je
uvedeno v hranatych zavorkach.

2. Predikatova logika 1.radu.

V dalsim se budeme zabyvat pouze tzv. predikdtovou logikou 1. Fadu, kterad
formalizuje usudky o vlastnostech pfedmétti a vztazich mezi pfedméty pevné dané
predmétné oblasti (univerza). Nebudeme se zabyvat formalizaci Gsudkd, které navic
vypovidaji i o vlastnostech vlastnosti a vztahii a o vztazich mezi vlastnostmi a vztahy.
Tim se zabyvaji predikdtové logiky druhého a vysSich Fadi. Predikatova logika 1.
fadu je zobecnénim vyrokové logiky, kterou miizeme povazovat za logiku nultého
fadu. Predikatova logika 1. fadu je postacujici pro formalizaci mnohych
matematickych 1 jinych teorii.
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Definice 3.1.1 /jazyk predikatové logiky/:

I) Abeceda predikdtové logiky je tvotena nasledujicimi skupinami symboli:
a. Logické symboly
i. predmétové (individuové) proménné: x, y, z,... (ptip. s indexy)
ii. symboly pro spojky: —, A, v, D, =
iii. symboly pro kvantifikatory V, 3
iv. pifipadné¢ binarni predikatovy symbol = (predikatova logika
s rovnosti)
b. Specialni symboly (urcuji specifiku jazyka)
i. predikatové symboly: p, q, 1,... /ptip. s indexy/
ii. funk¢ni symboly: f, g, h,... /ptip. s indexy/
Ke kazdému funkénimu a predikdtovému symbolu je pfifazeno
nezaporné Cislo n (n > 0), tzv. arita, udavajici pocet individuovych
proménnych, které jsou argumenty funkce nebo predikatu.

c. Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadnéil[,],{,}/
1)) Gramatika, ktera udava, jak tvofit:
a. ftermy:

1. kazdy symbol proménné je term
ii. jsou-li¢,,...,t,(n > 0) termy a je-li f n-arni funkéni symbol, pak vyraz
f(ts,...,t,) je term; pro n = 0 se jedna o nularni funkéni symbol,
neboli individuovou konstantu (zna¢ime a, b, c, ...)
iii. jen vyrazy dle i. a ii. jsou termy
b. atomické formule:
1. je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li 7;,...,t, termy, pak vyraz
p(t,...,t,) je atomicka formule
ii. jsou-li ¢; a ¢, termy, pak vyraz (¢; = ;) je atomicka formule
c. formule:
i. kazda atomicka formule je formule
ii. je-li vyraz A formule, pak —A je formule
iii. jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy (A v B), (A A B), (A o B),
(A = B) jsou formule
iv. je-li x proménnd a A formule, pak vyrazy VxA a 3xA jsou formule
v. jen vyrazy dle i. —iv. jsou formule

Poznamky 3.1.1

1. Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vyse, je jazyk logiky 1. fadu, pro niz je
charakteristické to, ze jediny pripustny typ proménnych jsou individuové promenné.
Pouze individuové proménné lze vazat kvantifikdtory. (V logice 2. tadu jsou
povoleny i predikatové proménné.)

2. Definice jazyka umoziiuje formulaci specidlniho jazyka (urcité teorie) konkrétni
volbou prvki (predikatovych a funkénich konstant) dle bodu I)b. definice. Pro takovy
konkrétni jazyk budou platit obecné principy logické a mimo to — v zavislosti na
specifickych vlastnostech (interpretacich) téchto prvki — i1 principy mimologické,
které zada tvtirce tohoto specidlniho jazyka pomoci specialnich axiomu (dané teorie).
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Je-li arita funkéniho symbolu n = 0, pak se jedna o individuovou konstantu (zna¢ime
a, b, ...), kterd vSak neni pravou (logickou) konstantou, nebot’ podléha (jako kazdy
funkéni symbol) interpretaci (viz Definice 3.1.3)

3. Zéapis formuli mizeme zjednodusit na zaklad¢ nésledujicich konvenci o vynechavani

zavorek:
. Elementéarni formule a formuli nejvyssiho fadu netfeba zavorkovat (vnéjsi zavorky
vynechavame).

. Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nésledujici prioritni stupnici funktort:
(¥, 3), =, A, v, D, =. Kazdy funktor vlevo od vybrané¢ho funktoru vaze siln¢ji nez
vybrany funktor.

. V piipadé, ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni
stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava.

. Specidlné¢ vzhledem k asociativit¢ konjunkce a disjunkce, netieba pii zdpisu
vice€lennych konjunkci a disjunkci uzivat zadné zavorky.

. Vedle zavorek (,) 1ze uzivat i zavorky [,],{,}.

Priklad: Jazyk elementarni aritmetiky je pfipadem jazyka predikatové logiky 1. fadu
s rovnosti. Ma tyto (specidlni) funk¢éni symboly:
nularni symbol: 0 (konstanta nula)
undrni symbol: s (funkce néslednik)
binarni symboly: + a x (s¢itani a ndsobeni)

Prikladem termt jsou (pouzivame infixni notaci pro + a x):

0, s(x), s(s(x)), (x +y) x s(s(0)), atd.
Formulemi jsou napt. vyrazy:

s(0)=(0xx)+s(0),Ix(y=xx2z2), Vx [(x=y) DTy (x=5s(»))]
Definice 3.1.2

Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti néjaké podformule
VxB(x) nebo IxB(x) formule A.

Proménnad x je vazand ve formuli A, mé-li v A vazany vyskyt. Vyskyt proménné x ve
formuli A, ktery neni vazany, nazyvame volny.

Proménna x je volnd ve formuli A, mé-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazd4 proménna ma bud’ v§echny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty
vazané, se nazyva formuli s Cistymi proménnymi.

Formule se nazyvé uzavifenou, neobsahuje-li zadnou volnou proménnou. Formule, ktera
obsahuje aspon jednu volnou proménnou se nazyva otevienou.

Necht’ xi, x2, ..., X, jsou vSechny volné proménné formule A. Potom uzavienou formuli
VA =3f Vx1Vx3..VxpA resp. 3A =qrdx13Ixp...3x4A ,
nazyvame generdlnim resp. existencnim uzdvérem formule A.

Symbolem A(x/t) oznacujeme formuli, kterd vznikne z formule A korektni substituci
termu t za proménnou x. Ma-li byt substituce korektni musi splitovat nasledujici dvé
pravidla:
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Substituovat Ize pouze za volné vyskyty proménné x ve formuli A a pii substituci
nahrazujeme vSechny volné vyskyty proménné x ve formuli A.

Z4dna individuova proménna vystupujici v termu t se po provedeni substituce x/t
nesmi stat ve formuli A vazanou (v takovém ptipadé je term t za proménnou x ve formuli
A nesubstituovatelny).

Symbolem A(x1,X2,....xn / t1,12,...,tn) 0znacujeme formuli, kterd vznikne z formule A
korektnimi substitucemi xj/tj proi=1, 2,...,n.

VSechny formule tvaru A(x1, x2,....x / t1, t2,....,tn) Nazyvame instancemi formule A.

Priklad: Necht formuli A(x) je: p(x) © Vy q(x, y) a term t necht je f(y). Provedeme-li
substituci A(x/f(y)), dostaneme: p(f(y)) o Vy q(f(y), y). Vidime, Ze druhy (zvyraznény)
vyskyt proménné y neni volny (pfitom pivodné zde byla volnd proménnd x, takze jsme
zménili ”smysl vyrazu”). Tedy term f()) neni substituovatelny za x v dané formuli A, tj.
p(x) 2 Vy q(x, »).

Prevod z pfirozeného jazyka do symbolického jazyka PL'.

Jde o analyzu vyrazd piirozeného jazyka v ramci PL'. Volba predikatovych (a funkénich)
konstant je libovolna potud, Ze nesmi dojit ke ’kolizi vlastnosti, funkei ¢i vztahi”. Vyrazy
jako “vSichni”, ’kazdy”, “nikdo”, apod. “ptekladame” vSeobecnym kvantifikdtorem V,
vyrazy jako "n¢kdo”, ’nékteti”, apod. “prekladame” existen¢nim kvantifikatorem 3. Dale
budeme piedpokladat, ze jde o jazyk nad homogennim universem, proto v nasledujicich
ptikladech povazujeme za universum diskursu (obor proménnosti proménnych) mnoZinu

vSech individui. Pro piehlednost budeme pouzivat velka pismena pro predikatové symboly.

Priklad 3.1.1: Analyzujte v jazyce PL' nasledujici vyroky:

1) Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).

2) Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).

3) Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

4) Ne kazdy clovek (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).

5) N¢kdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.

6) Nekteti chytii lidé (Ch) jsou lini (L).

7) Vsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
Reseni:
Pozn.: Jako pomiicka k feSeni miize slouzit tato zasada: Po vSeobecném kvantifikatoru V
nasleduje formule ve tvaru implikace (o), kdeZto po existencnim kvantifikatoru formule ve
tvaru konjunkce (A).

1) Vx[—=P(x) D —=S(x)]

2) —Vx {[T(x) A Sp(x)] o Sl(x)}
3) Vx[V(x) > Z(x)]

4) =Vx {[C(x) A M(x)] o =R(x)}
5) 3x Sn(x) A Ix =Sn(x)

6) Jx [Ch(x) A L(x)]

7) Vx[Z(x) > V(x)]
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Sémantika PL" - interpretace formuli.

Sémantika, neboli vyznam formuli predikatové logiky 1. fadu, je déna jejich
interpretaci. Nez tento pojem piesné definujeme, uvedeme nékolik neformalnich motivaci
a vysvétleni. Polozime-li si otazku, zda dana formule PL' je pravdiva & ne, pak takova
otazka je v podstaté nesmyslnd, pokud nevime, co formule znamend, tedy jak je
interpretovana. Tak napf. formule

Vx p(f(x), x)
muze “fikat”, ze pro vSechna pfirozena ¢isla plati, Ze jejich druha mocnina je vétsi nez to
¢islo, nebo ze pro vSechny lidi plati, Ze jejich otec je starSi nez dotyCny ¢lovek, pak je
samoziejm¢ v takovych interpretacich pravdiva. Muze ale také znamenat, ze pro vSechna
pfirozena ¢isla plati, Ze jejich druhd mocnina je mensi nez to Cislo, nebo ze pro vSechny
lidi plati, Ze jejich otec je mladSi nez doty¢ny clovek, pak je samoziejmé (v takové
interpretaci) nepravdiva.

Podobné napt. formule, kterymi jsme analyzovali véty 1. - 7. pfirozeného jazyka v
uvodnim piikladu 3.1.1, mohou byt interpretovany tak, aby zachycovaly vyznam téchto vt
("zamysSlend” interpretace), ale mohou byt interpretovany uplné jinak. Napi. formule, ktera
je analyzou véty Nekteri chytri lidé jsou lini, tedy

x [Ch(x) A L(x)],
mize byt interpretovana jako zachycujici vyznam véty Néktera licha cisla jsou délitelna
dvema, a pak je evidentné (v této interpretaci) nepravdiva.

V Cem tedy spociva interpretace formule? Nejprve musime stanovit, ”o ¢em
mluvime”, tedy jaka je pfedmétna oblast — obor proménnosti (individuovych) proménnych,
tj. zvolime jistou neprdzdnou mnozinu — universum diskursu, jejiz prvky jsou individua.
Jelikoz predikdtové symboly maji vyjadfovat vztahy mezi témito predméty — prvky
universa, ptfitadime kazdému rn-drnimu predikatovému symbolu jistou n-arni relaci ().
podmnozinu Kartézského soucinu) nad universem. Specielné, jednd-li se o unarni
predikatovy symbol (n = 1), pak prifadime podmnozinu universa. Podobn¢ funkéni
symboly budou vyjadfovat n-arni funkce nad universem. Teprve poté, co je dana formule
interpretovana, miizeme vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci.
Je zde viak jestd jeden problém, a to jsou proménné. Proménnym jazyka PL' pfitazujeme
valuaci individua, tj. prvky universa. (Proménnym jazyka PL2 mohou byt piifazeny také
vlastnosti ¢i funkce.) Jak uvidime déle z definice sémantiky kvantifikatord, pravdivostni
hodnota formule nezdvisi na hodnoté vazanych proménnych (pouze volné proménné jsou
”skute¢né” proménné). Obsahuje-li vSak formule néjaké volné proménné, muizeme
vyhodnotit jeji pravdivost v interpretaci pouze v zavislosti na ohodnoceni (valuaci)
volnych proménnych. Pfi nékteré valuaci mize byt formule v dané interpretaci pravdiva,
pii jiné nepravdiva. Tak napt. formule

v p(f(x), y)
muze byt interpretovana nad mnozinou celych ¢isel tak, Ze symbolu p je pfifazena relace
vetsi nebo rovno (=), symbolu f funkce druhd mocnina (tedy f(x) “znamend” x%). Pak
formule “¥ika”, Ze pro kazdé celé &islo x plati, Ze x* je v&tsi nez nebo rovno jistému &islu
». Tedy pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni (valuaci) proménné y.
Ptitadime-li napt. y ¢islo 5, je formule nepravdiva, piifadime-li tfeba ¢islo -3 nebo 0, je
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formule pravdiva. Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci) pro kazdou valuaci
proménné y, kterd ptitadi y zaporné Cislo nebo nulu, nepravdivé pro vSechny valuace, které
ptifadi proménné y ¢islo kladné.

Definice 3.1.3

Interpretace jazyka predikatové logiky 1. iadu je tato trojice objekti (ktera je nékdy
nazyvana interpretacni struktura):

A) Neprazdna mnozina M, ktera se nazyvd universum diskursu a jeji prvky jsou
individua.

B) Interpretace funkcnich symbolil jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-arnimu funkénimu
symbolu f ur¢ité zobrazeni fy;: M" — M.

C) Interpretace predikatovych symbolii jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-arnimu
predikatovému symbolu p jistou n-arni relaci pm nad M, tj. podmnoZinu Kartézského
souinu M".

Poznamky 3.1.2

1.  Kazdy n-arni funkéni symbol je tedy interpretovan jako funkce, kterd pfifazuje n-tici
individui pravé jedno individuum, tj. zobrazeni z M x...x M do M. Specielné¢:

o je-li n = 0, pak se jednd o nularni funkéni symbol, tedy o individuovou
konstantu, které je pfifazen prvek universa — individuum

o je-li n =1, pak se jedna o unarni funkéni symbol, kterému je ptifazena funkce
o jednom argumentu (napf. nad mnozinou &isel x%, x + 1, nad mnoZinou
individui otec(x), matka(x), atd.)

o je-li n = 2, pak se jednd o binarni funkéni symbol, kterému je piifazena
binarni funkce se dvéma argumenty (napt. nad mnozinou ¢isel x + y, x.y, atd.)

2. Kazdy n-arni predikatovy symbol p je interpretovan jako n-arni relace pm, tj.
podmnozina Kartézského soucinu M x...x M, neboli zobrazeni M x..x M — {1,0}.
Tato relace pm se nazyva obor pravdivosti predikatu. Specielné:

o je-li n = 0, pak se jedna o nularni predikatovy symbol, kterému je pfifazena
hodnota 1 nebo 0 (pravda, nepravda) tak, jak to jiz zname z vyrokové logiky.

o je-li n =1, pak se jedna o unarni predikatovy symbol, kterému je pfifazena
podmnozina universa M. (Vlastnosti tedy v PL' vyjadfujeme — pon&kud
nepfesné — jako podmnoziny universa.)

o je-li n =2, pak se jednd o binarni predikatovy symbol, kterému je pfifazena
binarni relace nad universem (napf. relace vétsi, mensi, apod.)

3. Vyrokova logika je tedy specielnim (nejjednodussim) ptipadem predikatové logiky, a
to 0. fadu, ve které pracujeme pouze s nuldrnimi predikaty a nepotifebujeme proto
termy, funkéni symboly, individuové proménné ani universum diskursu (obor
proménnosti proménnych). Nularnim predikatim pfifazujeme pouze hodnoty pravda,
nepravda.

Priklad 3.1.2:
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Uvazujme jazyk predikatové logiky s ndsledujicimi konstantami:
fo, f1 - nularni funkéni symboly, g - unarni funkéni symbol, h, k - binarni funkéni
symboly,

p, q binarni predikatové symboly.
Pro tento jazyk definujme interpretaci nasledujicim zptisobem:
Universum diskursu M je mnozina vSech nezapornych celych cisel {0, 1, 2,...}.
Realizace funk¢énich symboli jsou definovany takto:
fp ... pfedmétova konstanta: ¢islo 0 /nikoliv pravdiv. hodnota !/
f] ... ptedmétova konstanta: ¢islo 1 /nikoliv pravdiv. hodnota !/
g ... zobrazeni M — M definované takto: g(x) =x + 1
h ... zobrazeni M2 — M definované takto: h(x, y) =x + y
k ... zobrazeni M2 — M definované takto: k(x, y) = x. y

Realizace predikatovych symbolil jsou definovany takto:

p ... podmnoZina mnoziny M2 definovana jako mnoZina viech dvojic <x,y>, pro které
platix =y,

q ... podmnozina mnoziny M2 definovana jako mnozina viech dvojic <x,y>, pro které
plati x < y.

Skutecnost, Ze napt. (x + y).z = x.z + y.z pro vSechna x, y, z zapiSeme standardni formuli
predikatové logiky takto:
VxVyVz [p(k(h(x,y),2), hk(r2)kp2)].
Muzeme pfirozené pouzit i obvyklého nestandardniho zapisu
VxVyVz [(x+y).z = x.zty.z],
ktery vyuzivad specidlni infixovovou notaci bindrnich funkci a dal$i specialni konvence
(napf. priorita nasobeni pied s¢itdnim).
Poznatek, ze ke kazdym dvéma Cislim x, y existuje Cislo z takové, ze bud x+z =y
nebo y+z = x zapiSeme formuli
VxVydz[x+tz=y)v(y+tz=x)],
neboli standardné
Vx ¥y 3z [p(h(x, 2), ) v p(h(y, 2), )]

Definice 3.1.4:
Ohodnoceni (valuace) individuovych proménnych je zobrazeni e, které kazdé
proménné x ptifazuje hodnotu e(x) € M (prvek univerza).

Ohodnoceni termii e¢* indukované ohodnocenim proménnych e je induktivné
definovano takto:

e*(x) = e(x)
e*(f (t1, t2,....tn)) = fm (€¥(t1), €*(t2),...,e*(ty)), kde i je funkce pfifazena v dané
interpretaci funkénimu symbolu f.

Pozn.: Hodnotou (realizaci) termu t v interpretaci I je tedy vzdy jisty prvek universa.
Tedy funkéni symboly jsou “jména funkci — zobrazeni”, termy jsou “jména prvkl
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universa”, zatimco predikatové symboly jsou “jména relaci” a formule jsou “jména
pravdivostnich hodnot”.

Definice 3.1.5:

Pravdivost formule A v interpretaci I pro ohodnoceni e individuovych proménnych
(coz znac¢ime |=1 Afe] — formule A je pravdiva v I pro e, nebo také A je splnéna v I
ohodnocenim e), je definovana v zavislosti na tvaru formule:

1.

Pozn.:

Je-1i A atomicka formule tvaru

a.

p(ti, ..., tn), kde p je predikatovy symbol (rlizny od =) a ty, ..., t, jsou termy,
pak [=1 A[e], jestlize plati < e*(t1), e*(t2),....e*(ty)> € pm, kde pm je relace
pfifazena interpretaci I symbolu p — obor pravdivosti p. Tedy individua,
ktera jsou hodnotou termt ty, ..., t,, jsou v relaci pm.

(t1 = t2), pak |=1 Ale], jestlize plati e*(t]) = e*(tp), tj. oba termy jsou
realizovany tymz individuem.

Je-1i A sloZena formule dle bodu II. ¢) definice 3.1.1, tj. je-li tvaru

o

oo o

—B, pak |= A[e] jestlize neplati |=| B[e]

B A C, pak |=1 A[e], jestlize plati = B[e] a |=1 C[e]

B v C, pak |=1 Ale], jestlize plati |=1 B[e] nebo |=| C[e]

B o C, pak |=1 A[e], jestlize neplati |=1 B[e] nebo plati |=1 C[e]

B = C, pak |=1 A[e], jestlize plati |= B[e] a |=1 C[e], nebo neplati |=; B[e] a
neplati |= C[e]

je-li A formule tvaru

a.

Vx B, pak |=1 A[e], jestlize pro libovolné individuum 1 € M plati

|=1 B[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace stejnd jako e az na to, Ze pfifazuje
proménné x individuum i.

dx B, pak |=1 A[e], jestlize pro alespon jedno individuum i € M plati
|=1 B[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace stejnd jako e az na to, Ze pfifazuje
proménné x individuum i.

1) Je-li universum diskursu konecna mnozina M = {a,...,a,}, pak plati nasledujici
ekvivalence formuli:

Vx A(x) & A(a) A ... AA(ay)
dx A(x) < A(a)) v... v A(ay) .

2) Z definice kvantifikatorl je navic zfejmé, Ze plati:

Vx A(x) & —3x -A(x), Ix A(x) < —Vx -A(x)
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Definice 3.1.5a:

Formule A je splnitelna v interpretaci I, jestlize existuje ohodnoceni e proménnych
takové, ze plati |=1 A [e].

Formule A je pravdiva v interpretaci I, znatime |=| A , jestlize pro v§echna mozna
ohodnoceni e individuovych proménnych plati, ze |=1 Afe].

Model formule A je interpretace I, ve které je A pravdiva.

Formule A je splnitelnd, jestlize existuje interpretace I, ve které je splnéna, tj.
jestlize existuje interpretace I a valuace e takové, ze |=1 A[e].

Formule A je tautologii (logicky pravdiva), znaCime |= A, jestlize je pravdiva
v kazdé interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize nemd model, tedy neexistuje interpretace I, ktera
by formuli A spliiovala.

Pozn.: Zjevné plati, Ze A je kontradikce, praveé kdyz negace A je tautologie, |= —A.

Model mnoZiny formuli {A,,...,A,} je takova interpretace I, ve které jsou pravdivé
v§echny formule Aj,...,A,.

Formule B logicky vyplyva 7 formuli A, ..., A,, znaime Ay,...,A, |= B, jestlize B je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny formuli Aj,...,A,.
Tedy pro kazdou interpretaci I, ve které jsou pravdivé formule A,, ..., Ay (F 1 Ay,
|=1 An) plati, ze je v ni pravdiva také formule B (|= B).

Pozn.:

1) Nékdy byva model formule definovan jako interpretace I a valuace e, ve které je tato
formule pravdiva (tedy plati |=; Afe]). Pak také definice logického vyplyvani v ramci
PL' je piislu$ng upravena.

Definice 3.1.5b: Ay,...,A, |= B, jestlize pro kazdou interpretaci I a vauaci e, ve které
jsou ptedpoklady Aj,...,A, pravdivé (. plati |[=1 Ai[e]...., |=1 An[e]), plati soucasné, ze
je v ni pravdivy i zavér B (4. |=1 B[e]).

Jestlize B vyplyva z {Aj,...A,} podle 7silngj$i” definice 3.1.5b, pak vyplyva i podle
”slabsi” definice 3.1.5a, ale ne naopak! Uvedené definice nejsou ekvivalentni. Napf.
podle definice vyplyvani 3.1.5a plati, ze

p(x) [= Vx p(x),
avSak podle definice 3.1.5b to neplati. Tedy definice 3.1.5b je piesnéjsi, nebot’ formule
p(x) D Vx p(x) neni tautologii. Historicky se vSak vzila definice v podob¢ 3.1.5a, a také
my ji budeme pouzivat. Musime si vSak byt védomi rozdilu mezi obéma definicemi.

Pro uzaviené formule vSak ob¢ definice splyvaji, nebot’ pravdivost uzaviené formule A
v interpretaci I nezavisi dle bodu 3 definice 3.1.5 na valuaci proménnych. (Proto také
byvaji specidlni axiomy teorie voleny pouze jako uzaviené formule, tzv. sentence, viz
kapitola 4.)
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Priklad 3.1.3:
Uvazujme jazyk predikatové logiky a jeho interpretaci, tak jak byly popsany v
ptikladu 3.1.2.

Formule
p(h(x,y), x)), neboli x +y =x
je pravdiva v uvedené interpretaci napt. pro ohodnoceni proménnych e(x)=3, e(y)=0 a
nepravdiva napf. pro ohodnoceni e(x)=3, e(y)=2. Formule je splnitelnd v dané
interpretaci, neni vSak v této interpretaci pravdiva.

Formule
p(h(x,y), h(y,x)), nebolix +y =y + x
je v uvedené interpretaci pravdivd pro kazdé ohodnoceni a je tedy, stejné tak jako
formule
VxVy [p(h(x,y), h(y,x))], neboli VxVy [x +y =y + x]

pravdiva v této interpretaci. Neni vSak univerzalni logickou tautologii (interpretujeme-
li naptf. binarni predikdt p jako ostrou nerovnost, pak uvedené formule jsou
nepravdivé).

Formule
Vx 3y q(x,y), neboli Vx Jy [x < y]
je pravdiva v dané interpretaci a formule
Vy 3x q(x,y), neboli Vy Ix [x < y]
je nesplnitelna v dané interpretaci jazyka predikatové logiky.

Formule
px.y) v q(x.y) v q(n.x), VxVy [p(xy) v q(x.) v q(r,x)]
jsou pravdivé v dané interpretaci, nejsou vSak univerzalnimi logickymi tautologiemi (o
tom se presvédcime napf. tak, Ze prohodime interpretaci predikatti p a q).

Formule
p(xa g(y)) Vv _‘p(xa g(y))a vay [p(xa g(y)) Vv _'p(xa g(y))]
jsou univerzalnimi tautologiemi daného jazyka. Jejich pravdivost nezavisi na tom,
jakou mnoZzinu probihaji predmétové proménné, jak je interpretovan funkéni symbol g
a jak je interpretovan predikatovy symbol p. Naproti tomu formule

p(x, g0) A —p(x, (1), VxVy [p(x, g0) A —p(x, ()]

nejsou splnitelné v zddné interpretaci a jsou tedy univerzalnimi kontradikcemi.

Uloha 3.1.1: Ukazte, ze formule 3x p(x) D p(a), kde a je individuovéa konstanta, neni
tautologii, ale je splnitelna.

ReSeni: Jelikoz formule nema volné proménné, stac¢i nalézt interpretaci, ve které je
pravdiva, a interpretaci, ve které neni pravdiva.

L. Universum M = mnoZina pfirozenych c¢isel
. pm = mnozina lichych ¢isel
) ay=3

IIL. Universum M = mnozina pfirozenych ¢isel
. pm = mnoZina lichych cisel
. av =4
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I11. Universum M = mnozina vSech individui
° pm = mnozina studentii VSB v r. 2001/2002
) ap = Tomas Konecny

IV.  Universum M = mnozina vSech individui
e  pm=mnozina studentli VSB v r. 2001/2002
. ay = Marie Duzi

Nyni plati, Ze naSe formule je pravdiva v interpretacich I. a III., nepravdiva v II. a IV. Tedy
je splnitelna, ale neni to tautologie.

Definice 3.1.6:

Formule A, B jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize pro vSechny interpretace I a
vSechny valuace e maji stejna pravdivostni ohodnoceni. Skutecnost, ze formule A, B jsou
ekvivalentni zapisujeme: A < B.

Poznamka 3.1.3:
Dvé formule jsou ekvivalentni pravé tehdy, je-li formule A = B tautologii, tj.:
A < B pravé tehdy, kdyz |= A =B.
Nasledujici dvé véty umoznuji nalézat nové tautologie predikatové logiky na zdkladé
jiz znamych tautologii vyrokové logiky.
Véta 3.1.1:

Necht plati:
A je formule vyrokové logiky sestavend z vyrokovych symboli p, p2,....pn »

B1,B»,....Bj jsou libovolné formule predikatové logiky,
formule A' vznikne z formule A ndhradami proménnych pq, pp,...,pn formulemi By,
B),....By (po fad¢, tj. B za p;)
Potom plati: je-li A tautologii vyrokové logiky, je A' tautologii predikatové logiky.
Diikaz:
Pravdivostni hodnota formule A nezavisi na pravdivostnich hodnotach formuli pjq,

P2,....pp @ tedy ani pravdivostni hodnota formule A' nezavisi na pravdivostnich hodnotach
formuli By, By,....Bp.
Véta 3.1.2:

Necht’ plati:
Formule A obsahuje podformule By, B»,....By ,

formule B{, By,...,Bp, jsou po fadé ekvivalentni s formulemi B, By ,....By,
/tj. B < Bj/,
formule A' vznikne z formule A nihradami formuli B, B»j,....B, formulemi Bl',
Bz',...,Bn' (po fadg, tj. Bi' za B;).
Potom plati: je-1i A tautologii predikatové logiky, je 1 A' tautologii predikatové logiky.

Diikaz:
Ve formuli A nahrazujeme podformule formulemi se stejnym pravdivostnim
ohodnocenim (pro vSechny (I, e)). Tedy pravdivostni ohodnoceni formule A' musi byt pro
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vSechny (I, e) stejné jako pravdivostni ohodnoceni formule A. Je-li tedy A tautologii, je
tautologiii A'.

Priklad 3.1.4 /n¢které dulezité tautologie predikatové logiky/:
VSsechny formule predikatové logiky majici tvar tautologii vyrokové logiky (viz véta
3.1.1), napt. formule Vx p(x) > (q(y) D Vx p(x)) je tautologii, protoze ma tvar formule
vyrokové logiky r O (s D r), kterd je tautologii vyrokové logiky.
1. |= VxA(x) o A(y) dictum de omni  specielné
|= VxA(x) D A(x/t)
2. FAQy) D IxAx)

De Morganovy zdkony:
3. |= =VxA(x) = Ix—A(x)
4. |= =3xA(x) = Vx—A(x)

Zikony distribuce kvantifikdtorii:

. |= VX[A(x) D B(x)] © [VxA(x) D VxB(x)]
. [= Vx[A(x) D B(x)] o [3xA(x) © 3xB(x)]
. = VX[A(X) A B(x)] = [VXA(x) A VXB(x)]

. [= 3x[A(x) A B(x)] 2 [3xA(x) A IxB(x)]

. F[VxA(x) v VxB(x)] © Vx[A(x) v B(x)]
0. |= Ix[A(x) v B(x)] = [IxA(x) v IxB(x)]

— O 00 3 O\ W

Zdkony prenexnich operaci (ptedpokladdme, ze formule A neobsahuje volnou
proménnou x):

11. |= Vx[A 2 Bx)] =[A 2 VxB(x)]

12. |= 3x[A o B(x)] = [A 2 3xB(x)]

13. |= Vx[B(x) o Al =[3xB(x) o A]

14. |= 3Ix[B(x) o A]=[VxB(x) D A]

15. |= Vx[A A B(x)] = [A A VxB(x)]

16. |= Ix[A A B(x)] =[A A IxB(x)]

17. |= Vx[A v B(x)] =[A v VxB(x)]

18. |= 3x[A v B(x)] =[A v IxB(x)]

Zakony komutace kvantifikdtori:
19. |= VxVyA(x,y) = VyVxA(x,y)
20. |= IxTyA(x,y) = IyIxA(x,y)
21. |= IxVyA(x,y) D VyaxA(x,y)

Poznamenejme, Ze obracend implikace k implikaci 21. neplati. O tom se mlzeme
pfesvédcit na nasledujicim piiklad€. Necht’ x, y jsou proménné probihajici mnozinu
realnych c¢isel a predikat A je interpretovan jako relace <. V této interpretaci je formule
Vy3axA(x,y) pravdiva (ke kazdému y existuje x mens$i nez y) a formule IxVyA(x,y)
nepravdiva (existuje x, které je mensi nez vSechna y). Formule

VyaxA(x,y) D IxVyA(x,y)
je v dané interpretaci nepravdiva a tedy to neni tautologie.

Necht’ term t je substituovatelny za proménnou x:

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika. 64

22. |= VxA(x) D A(x/t) zakon konkretizace
23. |= A(x/t) o IxA(x) zdkon abstrakce
24, |= VxA(x) D IxA(x) zakon partikularizace

Poznamky 3.1.4:

1))

2)

3)

4)

Tautologie 3. a 4. vysvétluji, jak chapeme v PL' “totalitu” a existenci. Tvrdime-li, Ze
n¢jakou vlastnost maji vSechna individua, znamend to, Ze neexistuje zadné
individuum, které by tu vlastnost nemélo. A tvrdime-li, ze existuje alespon jedno
individuum s ur¢itou vlastnosti, znamena to, ze ne vSechna individua této vlastnosti
nevyhovuji. S tim souvisi pozadavek stanoveny pro interpretaci — totiz Ze obor
interpretace — universum diskursu musi byt neprazdny.

Ptedstavme si interpretaci formuli Vx p(x) a Ix (p(x) nad prazdnym universem
(M = ®@). Formule Vx p(x) bude pravdiva (neexistuje zadné individuum, které nema
vlastnost p), ovSem stejn¢ tak formule Vx —p(x) bude pravdivd (neexistuje zadné
individuum, které ma vlastnost p). Kdyz nyni budeme interpretovat formuli 3x p(x),
dospéjeme k zavéru, Ze je nepravdiva (nenajdeme individuum s vlastnosti p) a
podobné je nepravdiva formule Ix —p(x) (nebot’ vSechna — tj. Zadné — individua maji
vlastnost p). Tedy zdkon partikularizace (tautologie 24) by byl nepravdivy. Tim se
vSak dostavame do rozporu s intuici, protoze tvrzeni “co plati pro vSechny, plati 1 pro
nekteré” 1ze povazovat za pravdivy “axiom”. Jak vidime, neplatilo by pro “pusty svét”.

Kazdé tautologii predikatové logiky ve tvaru ekvivalence odpovida ekvivalence
formuli a obracené. Tak napt.ekvivalenci
—Vx A(x) < 3x —A(x)
odpovida tautologie
= =Vx A(x) = Ix —A(x).
Na zaklad¢ téchto ekvivalenci mizeme provadet ekvivalentni upravy formuli
predikatové logiky.

Kazdy jazyk predikatové logiky méa nekone¢n€¢ mnoho moznych interpretaci (uz jenom
universum diskursu lze stanovit nekone¢né mnoha zptisoby). Tim se 1isi od jazyka
vyrokové logiky, ktery ma vzdy jen konecny pocet interpretaci — valuaci 0-1
vyrokovych symbolil (jazyk vyrokové logiky pracujici s n vyrokovymi symboly ma 21
interpretaci). Tautologi¢nost formuli predikatové logiky nelze proto sémanticky
dokazovat tak, ze ukdzeme, ze kazdd mozna interpretace jazyka je i modelem dané
formule. Timto zplisobem jsme postupovali ve vyrokové logice, kdyz jsme zjistovali
pravdivostni hodnotu formule pro kazdou kombinaci pravdivostnich hodnot
vyrokovych symbold.

Chceme-li nalézt sémantické zdivodnéni, zda je dana formule tautologie, ¢i zda je
dany tusudek platny, vyuzivame Casto tyto dvé metody:

"Ditkaz" piFevodem na vyrokovou logiku za predpokladu konecného univerza.
|= =Vx A(x) = Ix —A(x)

"Dtkaz" (za ptedpokladu M={a,b}):
—Vx A(x) & —[A(a) A A(b)] & —A(a) v —A(b) < Tx —A(x)

MnoZinovy 'dikaz" ptevodem na mnoZinové uUvahy o oborech pravdivosti
predikatt. Plati totiz:
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Je-li |=1 Vx p(x), pak py =M

Je-li |=1 3x p(x), pak pm # ©

Je-li |=1 Vx [p(x) = q(x)], pak pm < qu

Je-li [=1 3x [p(x) A q(x)], pak (pm M qu) # P

Na ukazku dokazme 5. schéma tautologii z ptfedchoziho ptikladu.
|= Vx[A(x) D B(x)] o [Vx A(x) D VxB(x)]

"Diikaz" /mnozinovy/:
1. VX[A(x) D B(x)] predpoklad
obor pravdivosti A < obor pravdivosti B
2. VxA(x) predpoklad
obor pravdivosti A = celé univerzum M
3. VxB(x) zl.a2.
obor pravdivosti B = celé univerzum M Q.E.D.

Priklad 3.1.5 /Sémantické ovéreni spravnosti usudku/

ve VL. Podle definice je usudek spravny, pokud je zévér pravdivy ve vSech modelech
predpokladii. Problémem v PL' je oviem to, 7e takovychto modeli je obecnd nekonednd
mnoho. Pfesto je moZzno sémanticky ovéfit platnost tsudku, a to pfimo, nebo nejcastéji
sporem (piredpoklddame, ze mulze nastat piipad, kdy v né&jaké interpretaci budou
predpoklady pravdivé a zavér nepravdivy a ukaZzeme, ze to mozné neni).

a)  Marie ma rada pouze vitéze.
Karel je vitéz.

Marie méa rada Karla.

Vx [RM,x) o V(x)]
V(K)

R(M.K)

Aby byly piedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Mp : Marie, Kp : Karel (Pozor! realizaci téchto konstant mohou byt kterékoli jiné
prvky D, tieba a, 3, avSak celkova tvaha se tim nijak neméni.)

Rpc D x D: {... <Marie, i;>, <Marie, i,>, ..., <Marie, i,> ...}

VpcD: {...11, 1, ..., Karel,..., i,...}

Vidime, ze zavér nevyplyva, nebot’ neni zaruceno, ze relace Rp bude obsahovat
dvojici <Marie, Karel>.

b)  Marie ma rada pouze vitéze.
Karel neni vitéz.

Marie nema rada Karla.

Vx [RM,x) o V(x)]
—=V(K)
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—~R(M,K)

Aby byly ptedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Rpc D x D: {... <Marie, i,>, <Marie, i,>, ..., <Marie, i,> ...}
Vpc D: {...11, 1, ..., Karel,..., 1,...} — individuum Karel nelezi v mnoziné Vp,
tedy Karel se nerovna Zadnému zindividui i, ip,...,1n, které jsou v relaci Rp
s individuem Marie.

Vidime, ze zavér vyplyva, nebot’ je zaruceno, ze relace Rp nemize obsahovat
dvojici <Marie, Karel>.

¢) Kdo zna Marii i Pavla, ten Marii lituje.

Nekteii nelituji Marii, ackoliv ji znaji.

Nékdo zna Marii, ale ne Pavla.

Vx ([Z(x,M) A Z(x,P)] D L(x,M) )

dx [ =L(x,M) A Z(x,M) ]

Ix [Z(x,M) A =Z(x,P) ]
Provedeme diikaz sporem, tedy budeme ptedpokladat, ze nastane v néjaké
interpretaci ptipad, kdy jsou pfedpoklady pravdivé a zavér nepravdivy, tedy je
pravdiva formule Vx [Z(x,M) D Z(x,P)].
Aby byly ptedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Zpc D x D: {... <ij;,Marie >, <ip,Marie >, ..., <ip,Marie >, ...,<a,Marie >

<ij,Pavel >, <ip,Pavel>, ..., <i,,Pavel>...}

Lpc D x D: {... <ij,Marie >, <i;,Marie >, ..., <ip,Marie >, ... ,<e;Marte>>...}
Prvni ptedpoklad tvrdi, Ze vSechna individua, kterd jsou v relaci Zp s individui
Marie i Pavel, necht’ to jsou 1y, 1p,...,15, jsou také v relaci Lp s individuem Marie.
Dle druhého pifedpokladu existuje néjaké individuum, necht’ je to a, které je
v relaci Zp spolu s Marii, ale tato dvojice neni v relaci Lp. Tedy o nemtize byt
jedno z individui 1y,...,1p.
Je-li nyni pravdiva formule Vx [Z(x,M) D Z(x,P)], pak to znamena, Ze vSechna
takova individua 1, ktera tvofi dvojici <i;,Marie> v Zp (. také individuum o), musi
tvofit dvojici <ijPavel>, kterd rovnéz lezi v Zp. To vSak neni moZzné, protoze
<a,Pavel> nelezi v Zp.

Poznamka 3.1.5.

Usudek a) ilustruje pomémé Gastou chybu, které se miizeme v argumentaci dopustit.
Z platnosti nutné podminky néjakého tvrzeni usuzujeme na pravdivost tohoto tvrzeni.
V nasSem piiklad¢ je podminka byt vitézem” pouze nutna, ne vsak dostatecna pro to, aby
Marie méla dané individuum rada (vitézové tedy mohou byt i takova individua, ktera
Marie nema rada). Uvazme nésledujici dva usudky:
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Prvocisla maji ptesn¢ dva délitele. (mit piesné dva délitele je nutna podminka)
Cislo 5 ma presné€ dva d¢litele.

neplatny dsudek

Cislo 5 je prvocislo.

Vx [P(x) o D(x)] (’zamyslend interpretace” predikatu D je
D(5) ‘mit piesné dva délitele’)

neplatny dsudek

P(5)

Pouze prvocisla maji pfesné dva délitele. (’mit piesné dva délitele” je dostatecna
podminka pro byt prvocislem”)
Cislo 5 ma presné€ dva délitele.

platny tGsudek
Cislo 5 je prvoéislo.
Vx [D(x) o P(x)]
D(5)

platny tGsudek
P(5)

Pokud bychom chtéli pomoci poctu délitelit mnozinu prvocisel definovat, pak musime
pouzit nutnou a dostatecnou podminku:

Prvocisla jsou pouze a prave ta Cisla, ktera maji presné dva délitele.

Vx [D(x) = P(x)]

Priklad 3.1.6 /ekvivalence a tautologie/:

a) Ovétime sémanticky, Ze nasledujici véta je tautologie:
Existuje nékdo takovy, zZe je-li génius, pak jsou vSichni géniové.
(Véta pochopitelné netika, zZe jestlize existuji géniové, pak jsou vSichni
géniove.)
Analyza: 3Jx [G(x) D Vy G(y)]
Uvazujme nyni mozné interpretace. At’ je universum U jakékoli, mame dvé
moznosti:
1.  Guc U (Gyje vlastni podmnozinou U — Gy # U). V této interpretaci
je formule pravdiva, nebot’ existuje valuace x takova, ze e(x) ¢ Gy.
Pak je antecedent implikace nepravdivy, a tedy cela formule je
pravdiva.
2. Gu=U.V této interpretaci je formule zfejme rovnéz pravdiva.
Tedy formule je pravdiva v kazdé interpretaci — tautologie.
Pozn.: Piiklad demonstruje, jak je podminka vyjadfena implikaci za existenénim
kvantifikatorem “’slaba”. Aby byla formule pravdiva, staci za x zvolit kterykoli
prvek universa, ktery nespliiuje antecedent implikace.
b) Ovéiime, ze nasledujici véty jsou ekvivalentni (tedy maji naprosto stejné
pravdivostni podminky):
Jana obdivuje pouze vitéze.
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Jana neobdivuje nikoho, kdo neni vitez.
Neexistuje nikdo, kdo by nebyl vitéz a Jana jej obdivovala.

Analyza:  Vx[0(,x) D V(x)] < Vx [-0(J,x) v V()]

Vx [-V(x) o -0 x)] < Vx [V(x) v =0(J.x)]

—3x [-V(x) A O(J,x)] < Vx[V(x) Vv -0.x)]
Tedy analyzou a pomoci ekvivalentnich uprav jsme ovéfili, ze naSe véty “tikaji
totéz”, jsou ekvivalentni.

Priklad 3.1.7 /specialni kvantifikatory/:

Vedle zékladnich standardnich kvantifikaci
Vx A(x) ... vSechny prvky universa maji vlastnost A (obor pravdivosti A = celé univer. M)
Jx A(x) ...existuje (aspont jeden) prvek universa s vlastnosti A (obor pravdivosti A je
neprazdny)
zavedeme jesté nasledujici nestandardni kvantifikace:
(VB(x))A(x) ... vSechny prvky s vlastnosti B maji vlastnost A

(IB(x))A(x) ... existuje prvek s vlastnosti B, ktery ma vlastnost A
F1xXAX) ...... existuje praveé jeden prvek s vlastnosti A (“existuje to jediné x, ze A”)

Nestandardni  kvantifikdtory mohou byt definovany pomoci standardnich
kvantifikatora takto:

(VB(x))A(x) =q4f Vx [B(x) > A(x)] ohrani¢eny obecny kvantifikator
(3B(x))A(x) =3 3x [B(x) A A(x)] ohrani¢eny existencni kvantifikator
31xA M) =gf AR A [Vy AQ) > (7 =]

Piiklady na uziti nestandardnich kvantifikatorii v matematice:
Realna funkce f(x) je na intervalu (a,b) spojita:
(Ve>0) (Vx € (a,b)) (Vy € (a,b)) (38> 0) [|x - y| <8 o [f(x) - f(y)[ < €]
Realnd funkce f(x) je na intervalu (a,b) stejnomérné spojita:
(Ve>0) (36> 0) (Vx € (a,b)) (Vy € (a,b)) [[x - y| <& > [f(x) - f(y)| < €]
Rovnice a.x + b =0 ma pro a # 0 jediné feSeni:
(Va = 0)(Vb)(F1x)[ax + b=0]

Definice 3.1.7:

Necht’ formule F je utvotfena z elementarnich formuli A, B,... pouze pomoci funktorii
—, A, Vv, V, 3. Formuli F', kterd vznikne z formule F vzajemnymi zdménami funktorii A a v
a vzadjemnymi zdménami funktorii V a 3, nazyvame dudlni formuli k formuli F.

Vzhledem k tomu, ze F" =F, jsou formule F a F* dudlnimi navzdjem.

Véta 3.1.3 /véty o dualite/:
1. |==F(A, B,...)=F'(=A, —B,...), neboli: —=F(A, B,...) < F'(-A, —B,...),
2. =F > G prave tehdy, kdyz |=G' o F/,
3. |=F=G pravé tehdy, kdyz |=F' =G"

Dukaz:
Ad 1:
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Dtlikaz provedeme matematickou indukci podle struktury formule F. Nejdiive
dokazeme platnost tvrzeni v ptipadé, ze F je elementdrni formuli /baze indukce/.
Potom z predpokladané platnosti tvrzeni pro formule H, G dokdZeme platnost tvrzeni
pro slozenou formuli F tvaru —H, H A G, H v G, VH, 3H /induk¢ni krok/.

. Necht F(A, B,...) = A. Potom
—lF(A, B,) o -As (—|A)' = F‘(—|A, —|B,)
a tvrzeni je dokazano.

Necht’ F(A, B,...) = =H(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...) & ——H(A, B,...) & podle ptedpokladu F = —H

< —H'(—A, —B,...) & podle induk¢niho predpokladu

< (wH(—A, —B,..)) < podle definice dualni formule

< F'(—A, —B,...) podle piedpokladu F = —-H, Q.E.D.

Necht’ F(A, B,...) = H(A, B,...) A G(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...)=—=(H(A, B,...) A G(A, B,...)) & podle piedpokladu F=H A G
< —H(A, B,...) v =-G(A, B,...) & podle de Morganova zakona

< H'(—A, —B,...) vG'(—A, —B,...) & podle induk¢éniho predpokladu
< (H(—A, —B,...) A G(—A, —B,...)) < podle definice dualni formule

< F'(—A, —B,...) podle piredpokladu F=H A G, Q.E.D.

Necht F(A, B,...) = H(A, B,...) v G(A, B,...). Dikaz probih4 obdobn¢ jako v
predchozim bodg¢.

Necht’ F(A, B,...) = Vx H(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...)==Vx H(A, B,..) & podle ptedpokladu F = VxH
< dx —-H(A, B,...) & podle de Morganova zédkona
< dx H'(—=A, —B,..) & podle indukéniho predpokladu
& (Vx H(—A, —B,...))' < podle definice dualni formule
< F'(-A, —B,...) podle ptedpokladu F = VxH, Q.E.D.
Necht’ F(A, B,...) =3x H(A, B,...). Diikkaz probih4 obdobn¢ jako v pifedchozim bodé.
Ad 2:
1. F(A, B,...) o G(A, B,...) predpoklad
2. -G(A, B,...) o —=F(A, B,...) podle pravidla: F 5 G < -G > —F
3. G'(—A, —B,...) o F"(=A, —B,...)  podle 1.véty o dualité
4. G'(A,B,...) o F'(A,B,...) substitucemi —A/A, —B/B, ...
Ad 3:
1.F=G predpoklad
2.FoG EE: 1
3.GoF EE: 1
4. G oF podle 2.véty o dualité: 2
5.FoCd podle 2.véty o dualité: 3
6.F'=G' ZE: 4,5

Priklady 3.1.8 /k principtim duality/:

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika.

Ad 1:
- [F=(Vx p(x) v p(»)) = 3x =p(x) A =p(¥)
- [==3x Vy p(x,y) = Vx Iy —p(x,y)
Ad 2:
|= Vx p(x) > p(y),
= p(y) © 3x p(x)
- [F[Vx p(x) v Vx q(x)] © Vx [p(x) v q(x)],
= 3x [p(x) A q(x)] > [Fx p(x) A Tx q(x)]
Ad 3:
= Vx [p(x) A q(x)] = [Vx p(x) A Vx q(x)],
= 3x [p(x) v q(x)] = [Fx p(x) v Ix q(x)]
= Vx[A ABX)]=[A A VxB(x)]
|=3x [A'vB'(x)]=[A' v dx B'(x)]
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3.1.1. Tradiéni Aristotelova logika

Tradi¢ni Aristotelova logika je fragment predikatové logiky 1. fadu, ktery je omezen
pouze na jednomistné predikaty. Tato logika byla (v podstaté jako jedina) vyucCovana jeste
v 19. stoleti. UmoZiiuje kontrolovat spravnost zvlastniho typu jednoduchého tsudku, ktery
se nazyva kategoricky sylogismus. Tyto isudky zkoumal pted vice nez 2000 lety fecky
filosof a zakladatel logiky Aristoteles. Aristotelova logika vznikla kupodivu dfive nez
vyrokova logika, kterou zkoumali stoici. Stoici byli v jisté opozici vic¢i Aristotelovi a
z jejich dila se zachovaly jen fragmenty, ze kterych je vSak zjevné, Ze pouzivali rozvinuty
systém vyrokové logiky a v podstaté (i kdyz ponékud v jiné form¢) i systém predikatové
logiky 1. fadu.

Aristotelova logika zkouma tzv. subjekt — predikadtové vyroky (S-P vyroky), kde S i
P jsou négjaké vlastnosti (formalizované jako predikaty). Tyto vyroky déli na obecné a
castecné, kladné a zédporné. VSechny moznosti a jejich vzéjemny vztah jsou zndzornény
logickym ctvercem, kde vyznam zkratek je odvozen z latinského affirmo (tvrdim) a nego
(popiram):

SaP — Vsechna S jsou P
SeP — Zadné S neni P

SiP — Néktera S jsou P
SoP — N¢ktera S nejsou P

Kladné Zaporné
kontrarni
Obecné SaP SeP
subalterni kontradiktorické subalferni
Caste¢né  SiP SoP
subkontrarni

Logicky ¢tverec znazoriiuje jednoduché usudky platné mezi témito vyroky.

1) Kontradiktorické (protikladné, jeden je vzdy ekvivalentni negaci druhého):

SaP = —SoP SeP = —SiP
2) Kontrarni (z jednoho vyplyva negace druhého):
SaP |= —=SeP SeP |= —SaP

Muze vSak byt zaroven nepravda jak SaP tak SeP (tedy ani Sap ani Sep neni
pravda): VSechny houby jsou jedlé, vsechny houby jsou nejedlé.

3) Subkontrarni (podprotivné):
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Muze vsak byt SiP 1 SoP pravdivé:
Nékteré labuté jsou cerné, nckteré labuté nejsou cerné

4) Subalterni (podfizeny):
SaP |= SiP SeP |= Sop —SiP |= —SaP —SoP |= —SeP

Déle plati tzv. obraty:

5) Obraty.
SiP |= PiSSeP |= PeS
Nekteti studenti jsou Zenati |= Nékteti zenati jsou studenti
Zadny &lovék neni strom |= Zadny strom neni ¢lovék
SaP |=PiS SeP |= PoS
Vsichni uditelé jsou statni zaméstnanci |= Néktefi statni zaméestnanci jsou ucitelé
Z4dné jedovaté houby nejsou jedlé |= Nékteré jedlé houby nejsou jedovaté

(Kategorické) Sylogismy jsou tisudky, které sestavaji ze tfi S-P vyroku tvaru (4 figury):

M P PM M P P M

S M S M M S M S
I — II. — . —— V. —

S P S P S P SP

Kombinaci a, e, i, 0 Ize nyni vytvofit 64 tzv. modi, z nichz jen n¢které jsou platné.

Platné mody se pochopitelné neuc¢ime nazpamét’ (jako to kdysi dé€lali nasi otcové), nebot’
jejich platnost miizeme snadno ovéfit 1 sémanticky, na zdkladé mnozinovych uvah, které
mizeme zndzornit geometricky (napf. metodou zndmych Vénovych krouzku):
Obory pravdivosti predikati S, P, M zakreslime jako (vzdjemné se protinajici) krouzky.
Poté znazornime situaci, kdy jsou premisy pravdivé, tj.

1) Vysrafujeme plochy, které odpovidaji prazdnym tfidam objekth

2) Oznacime kiizkem plochy, které jsou jist¢ neprazdné (kiizek pfitom klademe jen

tehdy, kdyz neexistuje jina plocha, ”kam by mohl pfijit”)

Nakonec ovétime, zda vznikla situace zndzoriuje pravdivost zaveéru.

Priklad 3.1.9: (Ovéite graficky)

Vsechny velryby jsou savci.
Nekteti vodni Zivocichové jsou velryby.

U, Spravny usudek
Nekteti vodni zivocichové jsou savci.

Z4dny uéeny z nebe nespadl
Vsechno co spadlo z nebe je voda

U, Nespravny usudek
Z4dna voda neni ucena

Vsechna auta jsou dopravni prostfedky
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Vsechna auta maji volant
Us Nespravny usudek
Nékteré dopravni prostiedky maji volant

Vsechny mysi jsou hranaté
Vsechno hranaté je modré

Uy Spravny tsudek
Vsechny mysi jsou modré

Nikdo s fialovymi vlasy neni stary
Nekteii lidé, kteti maji fialové vlasy, piji mléko

Us Spravny usudek
Nekteti lidé, kteti piji mléko nejsou stari

VSsichni jezevci jsou sbératelé uméni
Nekteii sbératelé uméni ziji v norach
Us Nespravny usudek

ey

Nekteti jezevci ziji v norach

Pozn.: Usudek U; mozna &tenate piekvapi. Jak je mozné, Ze je tento usudek neplatny?
Vzdyt ptece za predpokladu pravdivosti premis musi platit, Ze nékteré dopravni prostfedky
maji volant, a to alesponi ta auta! Pokud si vSak situaci zndzornime Vénovymi krouzky,
zjistime, ze tomu tak neni. Premisy nds opraviuji pouze k vysSrafovani ploch
odpovidajicich formulim:

—3x [A(x) A =V(X)], —3x [A(x) A =D(x)]

(“neexistuji auta bez volantu” a “neexistuji auta, kterd& by nebyla dopravnim
prostfedkem™), ale kiizek na ploSe odpovidajici formuli Ix [A(x) A V(x) A D(x)], tedy
priniku “aut, volantd a dopravnich prosttedk’” se nenachazi! Jisté, vzdyt pravdivost
premis nam nezarucuje existenci aut! V dobé, kdy Zadna auta neexistovala, byly premisy
trivialn€ pravdivé, ale zavér byt pravdivy nemusel.

Obdobny ptiklad (nyni jiz zjevn€) nespravného usudku je znam od Bertranda Russella:

Vsechny sklenéné hory jsou hory
Vsechny sklenéné hory jsou sklenéné

Nespravny usudek
Nékteré hory jsou sklenéné

Jde o béZznou a pomérné Castou chybu, kdy ze vSeobecnych premis usuzujeme na existenci.
R. M. Smullyan uvadi ve své velmi zdafilé knize “Jak se jmenuje tato knizka?” piiklad
uplatnéni takovéhoto “argumentu”, pomoci kterého “dokaze” existenci jednorozce.

Poznamenejme jesté, ze v tradi¢ni Aristotelové logice je tento mod (tedy tsudkové
schéma) povazovan za platny. Je to proto, Ze Aristoteles dodava pro sylogismy podminku,
ze vSechny pouZité pojmy jsou neprazdné. Z tohoto pohledu neni Russeliv piiklad
sylogismem.
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3.2. Automatické dokazovani v predikatové logice (obecna rezoluéni metoda)

Jak jsme uvedli v pfedchozi kapitole, sémanticky diikaz logické pravdivosti, a tedy
1 logického vyplyvani apod., zkoumanim vSech moznych interpretaci, je v predikatové
logice &asto obtizny. Jednou z efektivnich metod je v8ak rezoluéni metoda, ktera je pro PL'
zobecnénim zékladni rezolu¢ni metody vyrokové logiky, kterou jsme se zabyvali v kap.
2.2. Tato obecné rezolucni metoda se stala zdkladem pro logické programovani, zejména
programovaci jazyk PROLOG (Programming in Logic).

Rezolu¢ni metoda je jedna z procedur (algoritmil), které parcidlné rozhoduji, zda
dana formule PL' je nesplnitelnd. Pro pfedlozenou formuli A, ktera nesplnitelna je, tedy
procedura v kone¢ném Case tuto skutecnost zjisti a zastavi se. V ptipadég, Ze A je splnitelna,
algoritmus nemusi nikdy skon€it svou c¢innost. Chceme-li tedy rozhodnout, zda dana
formule A je logicky pravdiva, pouZzijeme rezolu¢ni metodu na formuli —A a zjistujeme,
zda je nesplnitelna. Je-1i tomu tak, procedura to zjisti a vyda kladnou odpovéd’. V opacném
ptipadé proces nemusi nikdy skoncit. Specielné, chceme-li zjistit, zda {Aj,...,As} |= B,
aplikujeme rezolu¢ni metodu na formuli A; A ...A A, A =B, nebot’ pokud je tato formule
nesplnitelnd, pak je formule (A; A ...A A,) D B tautologie a vztah vyplyvani plati.

Rezoluéni metodu lze aplikovat pouze na formule specialniho tvaru, v tzv.
klauzularni (Skolemové) formé. Nejprve proto ukdzeme, Ze kazdou formuli je mozno
prevést do klauzularni formy tak, ze vysledna formule je splnitelna, pravé kdyz vychozi
formule je splnitelnd. Potom uvedeme Herbrandovu vétu, o niz se opiraji prvni znamé
rozhodovaci procedury pro dokazovani nesplnitelnosti v predikatové logice 1. fadu.
Uplatnéni rezoluéniho pravidla vyrokové logiky je totiz v PL' komplikovano tim, Ze
v literdlech se vyskytuji termy obecné rizného “tvaru”, které je nutno néjak “unifikovat”.
Popiseme tzv. zakladni rezolu¢ni metodu pro PL', ktera je znaén& neefektivni. Prilomem
v téchto metodach se vSak stal Robinsonilv objev unifika¢niho algoritmu, ktery umoznil
zobecnéni zékladni rezolu¢ni metody na mnohem U¢inngjsi rezoluéni metodu, ktera se pak
stala zékladem logického programovani.

Automatické dokazovani v predikatové logice zobeciiuje postupy automatického
dokazovani vyrokové logiky. Oproti situaci ve vyrokové logice je situace v predikatové

vvvvvv

v

» Komplikovangjsi je procedura pievedeni formule na klauzularni tvar. Oproti vyrokové
logice obsahuje navic:
— pfevod formule na prenexni tvar,
— eliminaci kvantifikatort z formule.

» Slozit&jsi je tvar rezoluéniho odvozovaciho pravidla. Jeho pouziti vyzaduje simultanni
upravu literali, tzv. unifikaci.

Definice 3.2.1:
Formule A predikatové logiky je v prenexnim tvaru, ma-li podobu
Qrx1 Q2x2...Qpxn B,
kde
* n2>0aprokazdéi=1,2,..nje Qj bud vSeobecny kvantifikator V nebo existen¢ni 3,
" X[, X2,....xp JSOu navzajem rtizné individuové proménné,
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* B je formule utvofend z elementarnich formuli pouze uzitim vyrokovych funktorti —,
Ay V.

Vyraz Qx1; Q2x2...Qpxp se nazyva prefix (charakteristika) a B otevienym jadrem

(matici) formule A v prenexnim tvaru.

Véta 3.2.1:
Kazdou formuli Ize piepsat do prenexniho tvaru, tj. ke kazdé formuli predikatové

logiky A existuje formule A* v prenexnim tvaru, kterd je s formuli A ekvivalentni
(. A < A™).

Diikaz:
Matematickou indukei podle hierarchického tadu formule A.

1. Béze indukce. Formule fadu 0 (elementarni formule) neobsahuji Zadné funktory (a tedy
ani kvantifikatory) a jsou tedy automaticky v prenexnim tvaru. Tvrzeni véty tedy plati.

2. Indukeni krok. Ukazeme, ze plati-li tvrzeni véty pro formule B, C, pak plati také pro
formule VxB, 3xB, =B, B A C, B v C, B o C, B = C (tj. platnost vty se pienasi z
formuli niz§iho fadu na formule fadu vyssiho).

Je-li A = VxB nebo A = 3xB, pak vzhledem k tomu, Ze B je v prenexnim tvaru

(indukéni piedpoklad), je i A v prenexnim tvaru, tj. A < A*,

Necht’ A = —B. Formule B je podle indukéniho pfedpokladu v prenexnim tvaru, tj.
B =Qjx] Q2x2..Qnxn D,

kde Qj jsou V nebo 3 a D je formule bez kvantifikitorti. Potom n-ndsobnym

pouzitim de Morganova zdkona —QxF = Q'x —F (Q' je dudlni kvantifikator ke Q),
dostavame

A =-Q1x1 Q2x2...Qpn D < Q1'x1 Q2'x2...Qp'xy =D < A*
a formule A je pfevedena do ekvivalentniho prenexniho tvaru A*,
Necht A = B A C. Formule B, C jsou podle induk¢éniho piedpokladu v prenexnim
tvaru, tj.
B=Qipx1 Q2B*2--QmB¥m F, €=Q1cv1 Q22--Qncyn G,

kde F, G jsou formule bez kvantifikatori. Mame dokazat, Ze existuje formule A*
ekvivalentni s formuli A. To zajisté plati, je-li k = n + m = 0. Tvrzeni bude
dokézano, jestlize z ptredpokladané platnosti pro k = n + m - 1 dokdzeme platnost
pro k = n + m. Dilkazem je nésledujici fetéz ekvivalenci:
A=BAQi1G1 < Qiey1 BAGI < Qiav1 BAG)™ & A%
Formule B A G| obsahuje totiZ jen n + m -1 kvantifikatord a lze tedy na ni pouZzit
induk¢ni predpoklad.
Pro slozené formule B v C, B o C, B = C lze indukéni krok dokazat podobnym
zpisobem jako v pfedchozim bod¢€. Vzhledem k tomu, ze
BvCs <+(—-BA-C),Bo>C«< ~(BA-(),B=C< —(BA-C)A-(CA—-B),
je vSak dikaz induk¢niho kroku pro v, D, = nadbytecny.
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Algoritmus /prevod formule do prenexniho tvaru/:

(1) Eliminace funktori > a =. Toho lze dosédhnout uzitim nasledujicich ekvivalenci
(nahrady jejich levé strany pravou stranou):
A>B< —-A VB,

A=Bo(A>B)A(BoA)< (-AVvB)A(=BVA).
(2) Ptevedeni formule na tvar s ¢istymi proménnymi.
a) Pouzijeme nésledujici ekvivalence (ndhrady levé strany pravou):
(VxA A VxB) & Vx (A A B) (3xA v IxB) < Ix (A v B)
b) Piejmenovani vazanych proménnych tak, aby zadna proménna nebyla ve formuli
soucasn¢ volna 1 vazana a tak, aby vSechny vazané proménné byly navzajem rizné.
To plati nejenom pro celou formuli, ale i pro kazdou jeji podformuli.

(3) Vypusténi nadbytecnych kvantifikatord, tj. kvantifikatorti jejichz oblast plisobnosti
neobsahuje zadny vyskyt kvantifikované proménné.

(4) Preneseni vSech vyskyti funktoru negace bezprostiedné pied elementarni formule.
Toho 1ze dosdhnout opakovanym uzitim nasledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé
strany pravou stranou):

—A & A,

—|(A AN B) & —Av —B,
—(A v B) < —-A A =B,
—Vx A(x) < 3x -A(x),
—3dx A(x) < Vx —A(x).

(5) Pieneseni vSech kvantifikatorti na zacatek formule. Toho Ize dosdhnout opakovanym
uzitim nasledujicich ekvivalenci (nédhrady jejich levé strany pravou stranou):

VxA A B < Vx (A AB) dxA v B < Jx (A v B)B neobsahuje volnou x
A AVXB < Vx (A AB) A v 3xB < Jx (A v B)A neobsahuje volnou x
IxA AB < dx (A AB) VxA v B << Vx (A v B) B neobsahuje volnou x
A AJxB < 3x (A AB) A v VxB < Vx (AvB) A neobsahuje volnou x

Priklad 3.2.1:
Nalézt prenexni formu formule na fadku 1.:

1.  Vx[px)A Vydx (—q(x,y) D Vz r(a,x,y))] vychozi formule

2. Vx[px) A Vydx (q(xy) v Vz r(ax,y))] eliminace o

3. Vx[px) A Yyt (qty) v Vz r(aty))] pfejmenovani proménné

4.  Vx[p(x) A Vy3t(q(ty) v r(aty))] vypusténi nadbyte¢ného kvantifikatoru
5. VxVy[px) A3t (qzy) v r(aty))] pfesun kvantifikatoru doleva

6. VxVydt[px) A (q(ty) v r(a,ty))] presun kvantifikatoru doleva

Poznamka 3.2.1:

Prenexni tvar formule neni urcen jednozna¢né. Konecna podoba prenexni formule
zavisi na poradi provadéni Gprav a na zplsobu piejmenovani vazanych proménnych.
VSechny prenexni tvary jsou vSak ekvivalentni.
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Definice 3.2.2:

Skolemova forma uzaviené formule je prenexni tvar této formule, ktera neobsahuje
zadné existencni kvantifikatory. Skolemova forma vznikne z prenexni formy opakovanym
pouzitim nésledujicich dvou operaci (skolemizaci):

Vx| Vx..Vxp 3y A(X], X2,...0%p, V) =

— Vx| Vx2..Vxpy A(X], X2,....Xp, f(X1, X2,..., Xp)),

kde f je novy (v jazyce dosud nepouzity) n-arni funkéni symbol, tzv. Skolemova
funkce,

Fx Vy1 Vy2..Vyn A, y1, ¥259n) = VY1 Vy2...Vyn A(C, Y1, ¥25--Vn)s

kde ¢ je nova (v jazyce dosud nepouzitd) individuova konstanta, tzv. Skolemova
konstanta;

Kazdému eliminovanému existen¢nimu kvantifikatoru odpovida jind Skolemova
funkce nebo konstanta.

Skolemovu formu formule A ozna¢ime zapisem AS.

Literal je atomicka formule nebo negace atomické formule (napt. p(f(x)), —q(») ).
Klausule je disjunkce literald (napt. [p(f(x)) v —=q(»)] ).

Konjunktivni normalni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule,
jejiz matice je konjunkce disjunkci literalt (tj. konjunkce klauzuli).
Disjunktivni normadalni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule,
jejiz matice je disjunkce konjunkei literalti.
Klauzularni forma formule je Skolemova forma, jejiz matice je v klauzuldrnim
tvaru, tj. je konjunkci klausuli.

Poznamky 3.2.2:

1. Skolemovy konstanty a funkce pfedstavuji predméty (reprezentanty predmétd), o
jejichZ existenci vypovidaji piivodni formule. Tak napf.
IxVy A(x,y) = Vy A(c, y)
Je-1i univerzem mnozina vSech nezapornych celych ¢isel a realizaci (interpretaci)
predikatu A je relace < (tedy A(x,y) “chapeme jako” x < y), pak c interpretujeme
jako 0. V tomto modelu je konstanta ¢ jedind, ale v jinych modelech tomu tak byt
nemusi.
Vx3y A(x,y) = Vx A(x,f(x))
Je-1i univerzem mnozina realnych ¢isel a oborem pravdivosti predikatu A je relace
<, pak interpretaci funkéniho symbolu f miize byt napt. funkce f, ktera je zadana
piedpisem: (x) = x + 3.
2. Po provedené skolemizaci zlistavaji v prefixu formule pouze obecné kvantifikatory.
Nejdilezitéjsi pro naS dalsi vyklad je klausularni forma  formule:
Vx; Vx; ...¥x, [C1 A Cy A ... Cyl, kde C; jsou klausule (disjunkce literald). Vzhledem

k tomu, Ze uvazujeme pouze uzaviené¢ formule, neni nutné tyto kvantifikatory
explicitné uvadeét.

3. Skolemova forma AS uzaviené formule A neni ekvivalentni s formuli A, ale plati:
= AS D A, neboli AS |= A,
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Dukaz:

Necht’ ma formule Vx| Vx)...Vxy A(x], X2,....Xp, f(X1, X2,..., X)) model I. To
znamena, ze pro libovolnou n-tici di, d,...,d, prvkl universa plati, ze (n+1)-tice prvka
universa

<di, da,...,ds, fp(dy, da,...,dn)> € Ap (lezi v oboru pravdivosti A), kde fp je funkce
pfifazena interpretaci [ symbolu fa Ap je relace — obor pravdivosti A v interpretaci 1.
Pak je ovSem interpretace I rovnéz modelem formule Vx; Vx;...Vx, 3y A(xy, x2,...Xn,
¥)

Kazdy model formule AS je tedy i modelem formule A, ale nikoliv naopak. Je-li tedy
formule A nesplnitelna (kontradikce — neméa model), pak je nesplnitelna i formule AS.
Obraceng, je-li formule A splnitelnd (mé aspon jeden model) je splnitelnd i formule

AS. Obg formule AS, A jsou soutasné splnitelné nebo nesplnitelné, nemusi viak byt
ekvivalentni (tj. nemizeme psat AS&A nebo |= AS=A).
Véta 3.2.2 (Skolem).

Kazda formule A miZe byt pievedena na formuli A® v klauzuldrni (Skolemovs) formé
takovou, Ze A je splnitelna, pravé kdyz AS je splnitelna.

Diikaz: Uvedeme algoritmus prevodu A — A>.
Krok 1. Utvoreni existencniho uzaveru formule A. (Zachovava splnitelnost.)

Krok 2. Eliminace nadbytecnych kvantifikatori. (Ekvivalentni krok.)
Z formule A vypustime vSechny kvantifikatory Vx; 3x;, v jejichz rozsahu se
nevyskytuje proménna x;

Krok 3. Prejmenovani proménnych. (Ekvivalentni krok.)
Piejmenujeme vSechny proménné, které jsou v A kvantifikovany vice nez jednou
tak, aby vSechny kvantifikdtory mély navzajem rtizné proménné.

Krok 4. Eliminace spojek o, = podle téchto vztahli (Ekvivalentni krok.):
(AoB)<(-AVB),(A=B)< (-AVvB)A(—=BVA)

Krok 5. Presun spojek — dovniti. (Ekvivalentni krok.)

Krok 6. Presun kvantifikatori doprava. (Ekvivalentni krok.)
Provadime nahrady podle téchto ekvivalenci (Q je kvantifikator V nebo 3; © je

symbol A nebo v; A, B neobsahuji volnou proménnou x):
Qx (AOB(x) < AO©QxB(x), x (A(x) ©B) <= Qx A(x) © B

Pozn.: Pted provedenim kroku 7. je vhodné provést ekvivalentni zjednodusujici upravy
formule.

Krok 7. Eliminace existencnich kvantifikatorii (Zachovava splnitelnost.)
Provadime postupné Skolemizaci podformuli Qx B(x), Qx A(x), které jsme obdrzeli
v pfedchozim kroku 6, tedy nahradu existen¢né kvantifikovanych formuli
formulemi bez existen¢niho kvantifikatoru dle Definice 3.2.2.

Krok 8. Presun vseobecnych kvantifikatorii doleva. (Ekvivalentni krok, nebot’ jsme jiz
provedli krok 3. a plati ekvivalence dle 6.)
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Krok 9. Pouziti distributivnich zakonu. (Ekvivalentni krok.)

Provedeme postupné nadhrady vlevo formulemi vpravo:
AAB)VCeAVOABVO), Av(BACO < (AVvB)A(AVO)

Poznamky 3.2.3:

Z praktickych davodt (aby byl nas dikazovy kalkul uplny) se snazime
minimalizovat pocet argumentli zavadénych Skolemovych funkci. Krok 6 slouZzi
tomuto tcelu.

Vyslednou formuli mizeme jesté zjednodusit pouzitim uprav, které zachovavaji
splnitelnost.

Priklad 3.2.2:

6. Uvazujme formuli A = Vx 3y Vz v [p(z,y) A q(x,v)].

Pokud bychom aplikovali Skolemizaci bez kroku 6, dostali bychom formuli:
A% =Vx Vz [p(z, f(x) A q(x, h(x,2)], kde £, h jsou zavedené Skolemovy funkce.
Pouzijeme-li vSak nejprve krok 6, dostaneme

A’ =3y Vzp(z,y) A Vx v q(x,v) a z ni eliminaci existencnich kvantifikatort
A’ =Vzp(z,a) A Vx q(x, h(x)). Odtud pak piesunem kvantifikatort doleva:
A’ =Vz Vx [p(z, a) A q(x, h(x))], v niZ zavedené Skolemovy funkce a, h jsou
jednodussi.

. UvazZme jednoduchou tautologii: —=Vx P(x) v Vy P(y).

Na tomto misté chceme jesté jednou upozornit na diileZitost kroku 6 algoritmu
pievodu do klauzularni formy. Castym omylem je domnénka, Ze je mozno provést
prevod tak, ze formuli nejprve pfevedeme do prenexni konjunktivni formy, a pak
provedeme Skolemizaci. Na jednoduchém piiklad¢ ukazeme, zZe takovyto postup by
nebyl Gplnym dikazovym kalkulem (nedokazali bychom viechny tautologie PL'):
Negaci ziskame formuli
Vx P(x) A 3y =P(y),

ktera je nesplnitelnd, coz snadno dokazeme:
Skolemizaci obdrzime formuli Vx P(x) A —P(a), a substituci {x / a} pak kontradikci
P(a) A —P(a), tedy prazdnou klausuli.
Provedeme-li (chybné!) nejprve pirevod do prenexni formy a pak Skolemizaci,
dostaneme: [Vx P(x) A Iy =P(»)] |- Vx [P(x) A Ty =P(¥)] |- Vx3y [P(x) A =P())] |-
Vx [P(x) A —=P(f(x))]. Nesplnitelnost této formule uvedenymi diikkazovymi postupy
nedokazeme, nebot’ literaly P(x) a —P(f(x)) nejsou unifikovatelné.

. Nalezneme klausularni (Skolemovu) formu nasledujici uzaviené prenexni formy

(formule uvedené na fadku 1.):
1.  JuVvIwVxVy3dz A(u, v, w, x, , z)vychozi forma

2. VvadwVxVy3z A(a, v, w, x, ¥, z) po eliminaci Ju

3. VvWaVy3z A(a, v, f(v), x, y, 2) po eliminaci 3w

4. VvWxVy A(a, v, f(v), x, ¥, g(v,x,»)) po eliminaci 3z

5. Aa, v, f(v), x, y, g(v.x,)) bez explicitni obecné kvantifikace

. Prevedeme formuli A na formuli v klausularni (Skolemov¢) formé AS:

A = Vx{p(x) 2 Iz{=Vy[q(x.y) 2 p(fx))] A Vy[q(x.y) 2 p(x)]}}.
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1.,2. Utvoreni existen¢niho uzavéru a eliminace 3z:
Az =3x;Vx{p(x) o {=Vy[q(x.y) 2 p(f(x)] A Vy[q(x.y) D p(x)]} -
3. Pfejmenovani proménné y:
Az =3x;Vx{p(x) > {=Vy[q(x.y) 2 p(f(x1)] A Vz[q(x.2) > p(x)]} }.
4. Eliminace o:
Aq=3x;Vx{=p(x) v {=Vy[-qx.y) v p(f(x)] A Vz[=q(x,2) v p(0)]}}.
5. Ptesun negace dovniti:
As = 3,V {=p() v {3q0ey) A —=p(e)] A Vz[-q(x2) v pE)l} -
6. Presun kvantifikatort 3y a Vz doprava:
A= Tx1¥x{=p(0) v {[3y q0ey) A —p(Fe)] A [Vz (i) v pe)1} -
7. Eliminace existen¢nich kvantifikatort:
A7=Vx{=p(x) v {[q(x.h(x)) A =p(f(a))] A [Vz =q(x.2) v p(x)]} }.
8. Pfesun Vz doleva:
A7=VxVz{=p(x) v {[q(x.h(x)) A =p(f(a))] A [-q(x.2) v p(x)]} -
9. Pouziti distributivniho zakona:
Ag= VxVz{[=p(x) v q(x.h(x))] A [=p(x) v —p(f(a))] A [=p(x) v =q(x,2) v p(x)]}.
10. Provedeme zjednoduseni:
1) Vypustime tfeti klausuli (je to tautologie)
i1) Odstranime kvantifikator Vz (stal se zbyte¢nym)
ii1) Ve druh¢ klausuli odstranime —p(x), neovlivnime tim splnitelnost

A% =Yx{ [=p(x) v q(xh(x))] A —p(f(a)) }.

Herbrandova procedura.

Chceme-li dokazat logickou pravdivost formule A v PL', pak budeme postupovat
obdobn¢ jako ve VL:

a.  Formuli A znegujeme
b.  Formuli —A prevedeme do klausularni formy (—A)°
c.  Na formuli (—A)® budeme postupné uplatiiovat resoluéni pravidlo. Pokud ziskame

prazdnou klausuli O, je diikkaz GspéSné ukoncen.

Tento tfeti bod viak v PL' nelze provést tak jednoduse jako ve vyrokové logice.
Problémem je to, Ze literdly s opaénym znaménkem, které bychom mohli pii uplatiovani
rezoluce “vySkrtavat”, mohou obsahovat rizné termy.

Priklad 3.2.3:

Uvazujme formuli A v klausularni formé:

Vx Vy Vz Vv [p(x, f(x)) A q(y, h(y)) A (—p(a, 2) v —q(z, v))].

Dokéazeme, ze tato formule je nesplnitelna. VypisSme jednotlivé klausule pod sebe a
pokusme se uplatiiovat pravidlo rezoluce:

L. p(x, f(x))

2.q(», h(y))

3. —p(a, z) v —q(z, v)
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Klausule 1. a 3. obsahuji literaly s opa¢nym znaménkem, avsSak uplatnéni rezoluce brani to,
ze p(x, f(x)) # p(a, z). Uvédomime-li si vsak, ze vSechny proménné jsou univerzalné
kvantifikovany a ze plati zakon konkretizace (viz Ptiklad 3.1.4, tautologie 22: Je-li term t
substituovatelny za x ve formuli A(x), pak Vx A(x) |= A(x/t), ”co plati pro vSechny, plati i
pro t”), miizeme se pokusit najit vhodnou substituci termi za proménné tak, abychom
dostali shodné “unifikované” literaly. V naSem piiklad¢ takova substituce existuje:

x/a, z/f(a).
Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
I’. p(a, f(a))
2.q(» h(y))

3. =p(a, () v —q(f(a), v)
kde na 1° a 3¢ jiz 1ze uplatnit pravidlo rezoluce:
4. —q(f(a), v)
Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2. a 4., zvolime op¢t substituci:
v/ f(a), v/h(f(a)).
Dostaneme
2°. q(f(a), h(f(a)) )
4’. = q(f(a), h(f(a)) )
a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli. Tedy formule A je nesplnitelna.

V naSem piikladu jsme se opteli o zakon konkretizace, tedy postup byl korektni.
Problémem ovSem je to, Ze ptislusné substituce jsme hledali ”zkusmo”, intuitivné. Aby
mohl byt cely proces automatizovan (a mohl tak slouzit jako zadklad pro logické
programovani), musime najit n¢jaky algoritmus, jak provadét ptislusné unifikace. Takové
algoritmy existuji. Uvedeme zde dva:

4. Herbrandova procedura
5. Robinsonitv unifikacni algoritmus

Podle definice je dana formule A nesplnitelnd, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda
ve vSech interpretacich nad vsemi moznymi obory interpretace. Dlikaz toho, Ze A je
nesplnitelnd, by samoziejme usnadnilo, kdybychom nasli jisty pevny obor interpretace D
takovy, Ze A je nesplnitelna, praveé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve vSech interpretacich
nad timto pevnym oborem D. Takovy obor ke kazdé formuli A existuje a nazyva se
Herbrandovo universum Hy. Je tvofeno mnozinou vSech termd, které mohou byt
sestrojeny z individuovych konstant a; a funkénich konstant fj, které se vyskytuji v A.
(Pokud v A neni z4dné individuova konstanta, pouzijeme libovolnou, napft. a.) V dalS§im
vykladu budeme vyznacovat prvky Herbrandova universa kursivou, abychom je odlisili od
funk¢nich symboli formule.

Priklad 3.2.4:
6.  Pro formuli A = Vx [p(a) v q(b) D p(f(x))]
je Ha={a, b, fla). f(b), fif(@)), f(f(D). ...}
7. Pro formuli B = Vx Vy p( (f(x), v, g(x,y) )
je Ha={a, fla). g(a.a). f(f(a). g(a.f(a). g(f(a).a), ...}
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Definice 3.2.3.

Bud’ A formule v klausularni formé: Vx; Vx; ... Vy, [Ci A ...A Ci]. Zdkladni instanci
klausule C; (1 £1 < k) rozumime klausuli, kterd vznikne z C; tim, Ze vSechny individuové
proménné v C; nahradime né&jakymi prvky z Ha.

Véta 3.2.2 (Herbrand)

Formule A v klausularni formé je nesplnitelnd, pravé kdyZz existuje kone¢nd konjunkce
zakladnich instanci jejich klausuli, kterd je nesplnitelna.

Priklad 3.2.4:
Uvazujme opét formuli A z ptikladu 3.2.3:

Vx Vy Vz Vv [p(x, f(x)) A q(v, h(y)) A (=p(a, 2) v —q(z, V)]
Dokazeme pomoci Herbrandovy véty, ze tato formule je nesplnitelnd. VypiSeme jednotlivé
klausule pod sebe a budeme postupné generovat jejich zakladni instance:
L. p(x, f(x))
2.q(», h(y))
3. —p(a, z) v —q(z, v)

V nasem ptipad¢ je Ha = {a, f(a), h(a), f(f(a)), f(h(a)), h(f(a)), h(h(a)), ...}.
Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}
p(a, f(a)) A q(a, h(a)) A [=p(a, a) v =q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/f(a)}
p(a, f(a)) A q(a, h(a)) A [=p(a, a) v =q(a, f(a))]
atd., az

Substituce n: {x/a, y/f(a), z/f(a), v/h(f(a))}
p(a, f(a)) A q( f(a), h(f(a)) ) A [-p(a, f(a)) v —q( f(a), h(f(a)) )]

Rezoluéni metodou vyrokové logiky nyni snadno ovéfime, ze tato konjunkce je
nesplnitelnd. Tedy jsme nalezli protipfiklad splnitelnosti formule A (matice formule
nemuze “’platit pro vSechna x, y, z, v’ — nebot’ neplati pro valuaci, ktera témto proménnym
ptifadi individua z H, dle substituce #), a proto je tato formule nesplnitelna.

Herbrandova procedura parcialné rozhoduje, zda je dana formule A nesplnitelna.
K dané formuli postupné generujeme zakladni instance jejich klausuli a resolu¢ni metodou
vzdy testujeme, zda je jejich konjunkce nesplnitelna. Jestlize tomu tak je, pak A je
nesplnitelnd a tato procedura to po kone¢ném poctu krokt zjisti. V piipad¢ splnitelnosti A
mize procedura generovat donekonecna nové a nové zakladni instance a testovat jejich
konjunkce.

Podstatnym problémem této metody je skutecnost, ze generovani zdkladnich
klausuli je neefektivni. Pocet zdkladnich instanci, které musi byt generovany, dokud
nenarazime na protipiiklad” — nesplnitelnou konjunkci, miize byt Casto tak velky, Ze nam
pfeplni pamét’ pocitace, nehledé na Casovou slozitost takového algoritmu. J.A. Robinson
navrhl v r. 1965 metodu, kterd na rozdil od Herbrandovy procedury nevyzaduje generovani
zékladnich instanci, ale rozhodne piimo, zda k [libovolné konjunkci klausuli existuje
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substituce takova, ktera unifikuje nékteré literdly a umozni dokéazat nesplnitelnost (pokud
tato konjunkce nesplnitelna je).

Definice 3.2.4:

Necht’ A je formule obsahujici individuové proménné x;, i=1,2,...,n, a to bud’ ptimo
(jako bezprostiedni argumenty) nebo zprosttedkované (jako argumenty funkci). Oznac¢me

() :{xl/tl, xz/tz,...,xn/tn}
simultanni substituci terml t; za (vSechny vyskyty) pifedmétové proménné xj pro
i=1,2,...,n. Potom zapisem
Ac

oznacime formuli, kterd vznikne z formule A provedenim substituce o. Poznamenejme, ze
substituce se muze tykat vSech, nebo jen nckterych, nebo dokonce zddné individuové
proménné obsazené v A (v tomto piipad€ pro néktera nebo vSechna i substituujeme x;j/x;).

Formule B je instanci formule A, jestlize existuje substituce ¢ takova, ze B = Ac.

Poznamka 3.2.4:
Substituce lze skladat. Pro skladani (superpozici) substituci plati:
(op)t = o(pt) = opT, tj. skladani substituci je asociativni.
Pro identickou substituci (tj. xj/xi pro vSechna i) € plati ec = oe = o, tj. identicka
substituce hraje v algebte substituci tlohu jednotkového prvku.
Gp # po, tj. skladani substituci neni obecné komutativni.

Definice 3.2.5:
Unifikace (unifika¢ni substituce, unifikator) formuli A, B je substituce o takova, ze
Ac =Bo.
Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace o takova, ze pro kazdou jinou
unifikaci p formuli A, B plati p = o7, kde 1 # ¢, tj. kazda unifikace vznikne z nejobecngjsi
unifikace provedenim dalSi dodatecné substituce.

Poznamky 3.2.5:

1. Unifikace atomickych formuli (literald) A, B nemusi existovat, napf-.:
literaly p(x,»), q(z,a) nelze unifikovat, protoze se jedna o dva riizné predikaty (byt’
se stejnou aritou),
literaly p(x), p(f(x)) nelze unifikovat, pfestoze se jednd o stejné predikaty
(neexistuje zadna unifikujici substituce).

2. K danym dvéma formulim mtze existovat mnoho riiznych unifikaci. Necht’ napf.

A =p(x, y), B=p(u, 2).
Potom:

G = {x/u, y/2} je unifika¢ni substituce, nebot Ac = Bo = p(u,2),
p = {x/3,y/2,u/3} je unifikacni substituce, nebot’ Ap = Bp = p(3,2),
1={x/f(y),y/2,u/f(y)} je unifikacni substituce, nebot’ At = Bt = p(f(y), 2).

Ac, Ap, At jsou riznymi instancemi formule A, pfitom formule Ap je zakladni
instanci (podobné Brt, Bp, Bo jsou rliznymi instancemi formule B a Bp je zakladni
instanci).

o, P, T jsou riznymi unifikacemi formuli A, B. Unifikace ¢ je nejobecnéjsi unifikace
téchto formuli. Kazdou jinou unifikaci ziskdme z této dodate¢nou substituci, napf-.:
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p=o0c.{u/3},

T =o0.{u/f(y)}.
(Tedy nejobecnéjsi unifikace je ta “nejjednodussi”, ktera ponechavad co nejvice
proménnych volnych.)

Algoritmus /nalezeni nejobecnéjsi unifikace/ - Robinson:

Formulace zcela obecného algoritmu je pomérné slozita (patii do vypocetnich metod
um¢lé inteligence) a jeho ,,ruéni* simulace zna¢né nepiehlednd. Omezime se proto pouze
na pfipad, kdy unifikované elementarni formule nemaji na obou mistech stejnolehlych
argumentl soucasné néjaké funkéni struktury (v tomto piipadé by bylo tieba rekurzivnim
algoritmem postupné tyto struktury rozkryvat).

Predpokladejme tedy

A =p(ty, tg,....t,), B=p(s1,55,...,8;,),
kde ty, ty,....,t,;, S1, S2,...,S, jsou termy takové, Ze t;, s; nejsou soucasné funkeni struktury dle
Def. 3.1.1, bod Il)a.ii (tedy alesponi jeden znich je proménnd). Potom nejobecnéjsi
unifikaci ziskame takto:
1. Proi=1,2,...n provadgj:
Je-1i t; = s, pak poloz oj = €.
Neni-li tj = sj, pak zjisti, zda jeden z termt tj, s; predstavuje né&jakou
individuovou proménnou x a druhy néjaky term r, ktery proménnou x
neobsahuje.
Jestlize ano, pak poloz cj = {x/r}.
Jestlize ne, pak ukon¢i praci s tim, ze formule A, B nejsou unifikovatelné.

2. Po fadném dokonceni cyklu ur¢i 6 = ©10)...045. Substituce o je nejobecng)si
unifikaci formuli A, B.

Priklady 3.2.5:
1. Necht’ A = p(x, f(x), u), B=p(y, z, g(x,»))
o1 = {x}, Aoy =p(y, f(y), u), Bo1 =p(y, z, g(».y))
o2 = {z/f(y)}, Ac1o2 =p(y, f(¥), u), Bo1o2 = p(y, f(y), g(n.y))
o3 = {u/g(r.y)}, Ac16263 =p(, f(y), gv.y)), Bo16203 =p(v, f(»), gvy)).
SloZena substituce 6=016263 je unifikaci formuli A, B (Ac = p(y, f(»), g(».»)) = Bo),
a to nejobecnéjsi unifikaci.
2. Necht' A = p(x, f(x), ), B=p(, z, g(x,»))
o1 = {xy}, Aoy =p(, f(v), 2), Bo] = p(y, z, g(.y))
ox={z/f(y)}, Ac152 = p(y, f(y), f(v)), Bo152 = p(y, (), g(v.y))

Termy f(y) a g(y,y) unifikovat nelze, nebot’ se jednd o dva rizné funkcni symboly.
Formule A, B nelze tedy unifikovat.

Véta 3.2.3 (Robinson: zobecnéné rezolucni odvozovaci pravidlo):
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Necht’ Aj, Bj, L; jsou atomické formule predikatové logiky. Potom plati nasledujici
odvozovaci pravidlo:
Alv.vApvLl,Biv.vByv=ly |- Ajov..vAuovBiov..vByo,
kde o je unifikace formuli L{, Ly, tj. Ljc = Lpo.

Klauzule na levé strané odvozovaciho pravidla nazyvame rodi¢ovskymi klauzulemi
a klauzuli na pravé strané rezolventou.

Formule A’ v klausularni formé je nesplnitelna, pravé kdyZ zni lze opakovanym
pouzitim obecného pravidla rezoluce odvodit prazdnou klausuli 0O .

Poznamky 3.2.6:
1. Specidlni pfipady rezolu¢niho odvozovaciho pravidla (pfedpoklddame Lo = Lyo):

m=0, n=0: Ly, —Ly -0 odvozeni sporu
m=0, n=1: Li,-Lp vB|-Bo pravidlo MP
m=1, n=1: LivA, =Ly vB|-Ac vBo zakladni tvar rez. pravidla

2. Unifikace o formuli L1, Ly, miiZze byt jakakoliv; chceme-li vSak vyvodit z predpokladi
(rodicovskych klauzuli) nejobecnéjsi zavér (rezolventu) je tieba pouzit nejobecné;si
unifikaci.

Diukaz (zékladniho tvaru):
Ptedpoklady L1 v A, —Lp v B se transformuji na tvar Lo v Ac, —=Lyc v Bo, kde 6

je unifikaci formuli L, —L>. S témito piedpoklady se dale pracuje stejnym zptisobem jako
s puvodnimi pfedpoklady L v A, =L v B v ditkazu vét 2.2.2 a 2.2.3.

Priklady 3.2.6 /rezolucni metoda v predikatové logicel:
Porovnejte tato feSeni se sémantickym ovéfovanim spravnosti usudku, viz Piiklad 3.1.5.

I. DokaZeme spravnost usudku (analytickou pravdivost véty):
Jisty filosof odporuje v§em filosofiim, tedy odporuje sam sobé.
Vétu analyzujeme jako
(’zamyslend” interpretace je nad mnozinou individui, p — podmnozina filosofd, g —
relace, ve které budou ty dvojice, kde prvni odporuje druhému)
3 {[p(x) A Yy (p() D q(x))] D qCex)}
Formuli znegujeme a ptfevedeme na klausularni tvar:
Vx Yy {p(x) A [—p®) Vv q(x,»)] A =q(x,x)}. K jednotlivym klausulim
L. p(x)
2. =p(y) v q(x.,y)
3. —=q(x,x)
je nejobecnéjSim unifikatorem substituce {y/x}:
4. q(x,x) zl.a?2.
5. O z3.a4.

Negovana formule je nesplnitelné (kontradikce), proto je ptivodni formule logicky
pravdiva.

II. DokaZme spravnost usudku:
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Kdo zn4 Pavla a Marii, ten Marii lituje. ~ Vx ( [Z(x, P) A Z(x, M)] © L(x, M) )

Nekteti nelituji Marii, ackoli ji znaji. Ix [=L(x, M) A Z(x, M)]

Nékdo zna Marii, ale ne Pavla. Ix [Z(x, M) A =Z(x, P)]

Vx [—Z(x, P) v —=Z(x, M) v L(x, M)] odstranéni implikace (1. predpoklad)
—L(a, M) A Z(a, M) Skolemizace (2. ptedpoklad)

vy [-Z(y, M) v Z(y, P)] negovany zaver (piejmenovani x)
Klausule:

1. —Z(x, P) v =Z(x, M) v L(x, M)

2. —L(a, M)

3. Z(a, M)

4. —Z(y, M) v Z(y, P)

5. —Z(a, P) v =Z(a, M) rezoluce 1., 2., substituce x/a

6. —Z(a, P) rezoluce 3., 5.

7. —Z(a, M) rezoluce 4., 6., substituce y/a

8. a rezoluce 3., 7.

Negovany zaveér je ve sporu s predpoklady, tedy ptivodni zavér z predpoklada vyplyva.

II1. DokaZzme spravnost usudku:
Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny c¢len vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionaf.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Z4dny majitel obligaci neni akcionat.
Vx [v(x) D (o(x) v a(x))]

Vx [v(x) D —(o(x) A a(x))]

Vx [o(x) D v(x)]

Vx [o(x) D —a(x)]

Klausule: 1. =v(x) v o(x) v a(x) 1. predpoklad
2. =v(x) v —=o(x) v —a(x) 2. ptedpoklad
3. —0(x) v v(x) 3. predpoklad
4. o(k) negovany zaver
5. a(k) (po Skolemizaci)
6. —0(x) v —a(x) rezoluce 2., 3.
7. —a(k) rezoluce 4., 6., substituce x/k
8. O rezoluce 5., 7.

Pozn.: VSimnéme si, ze jsme prvni klausuli pfi dikazu nepouzili. Tedy zavér vyplyva
jiz z druhého a tietiho ptedpokladu (prvni je pro odvozeni disledku nadbytecny).
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IV. DokaZme spravnost usudku:

Kazdy, kdo ma rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Lad’ou, pak Petr nema rad Jitiho.
Vx [R(x, J) © S(x, M)]

Vx [K(x, L) o =K(M, x)]
Vx [S(P, x) o K(x, Kr)

K(Kr, L) > —R(P, J)

Klausule:

1.=R(x, J) v S(x, M)
2.—K(y, L) v —=K(M, y)
3.-S(P, z) v K(z, Kr)
4. K(Kr, L)

5.R(P,J)

6.-K(M, Kr)

7.=S(P, M)

8.—R(P, J)

9. O

V. DokaZme spravnost usudku:

1. predpoklad

2. ptedpoklad

3. predpoklad
negovany

Zaver
rezoluce 4., 2., substituce y/Kr
rezoluce 3., 6., substituce z/M
rezoluce 1., 7., substituce x/P
rezoluce 5., 8.

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.

Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
N¢ékteti milovnici fotbalu nemaji radi pivo.
Kdo neni muz, je Zena.

(musime explicitné stanovit vSechny pfedpoklady)

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Vx [M(x) © (R(x,f) A R(x,p))]

1. ptedpoklad

Vx [R(Xa,x) o (R(x,f) A R(x,p))] 2. ptedpoklad
Jx [R(X,f) A _'R(X,p)]
Vx [=M(x) D Z(x)]

Vx [—Z(x) v R(Xa,x)]

Klausule:

1
2
3.
4.
5
6
7

—M(x) v (R(x,f)
—M(x) v (R(x,p)
_‘R(Xaay) Vv (R(y’f)
_‘R(Xavy) Vv (R(yvp)
R(k,f)

M(z) v Z(2)

3. ptedpoklad
4. ptedpoklad
negovany zavér: —3x [Z(x) A —=R(Xa,x)],
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8. —Z(u) v R(Xa,u)

0. —R(Xa,k) rezoluce 4., 6. (y/k)
10. —Z(k) rezoluce 8., 9. (u/k)
11. M(k) rezoluce 7., 10. (z/k)
12. R(k,p) rezoluce 2., 11. (x/k)
13. m| rezoluce 6., 12.

VI. Dokazme: d(x,y) D p(x,»), d(x,y) A p(y,2) D p(x,2), d(a,b), d(b,c) |= p(a,c)

Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
a, b, ¢ jsou individuové konstanty oznacujici konkrétni lidi
d(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je ditétem y",
p(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je potomkem "

Dukaz:

Uzitim principu vyvraceni a pirevodem na klauzularni tvar ziskdme nésledujici
mnozinu klauzuli:

1.—d(x,y) v p(x,») piedpoklad /pravidlo/
2.—d(x,y) v =p(»,z) v p(x,z)  ptedpoklad /pravidlo/
3.d(a,b) predpoklad /fakt/
4.d(b,c) predpoklad /fakt/
5.—p(a,c) negace zavéru /cil/
Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskdme po provedeni potifebnych unifikaci nésledujici
rezolventy:

6.—d(a,c) rezoluce: 5,1 {x/a,y/c}
7.—d(a,y) v —p(y,c) rezoluce: 5,2 {x/a,z/c}
8.—p(b,c) rezoluce: 7,3 {y/b}

9. —d(b,c) rezoluce: 8,1 {x/b,y/c}
10. O rezoluce: 9,4

Odvodili jsme spor - tvrzeni je dokazano.

VIL. Dokazme: p(a), Vy[p(y) = p(f(r)] [= p(f(f(a)))

Jedna z moznych interpretaci pouZzitého jazyka predikatové logiky je tato:
proménnd y probiha mnozinu vsech celych cisel,
a je konstanta oznacujici konkrétni celé ¢islo (napft. 4),
p(») je unarni predikat s vyznamem "y je sudé Cislo",
f(y) je unarni funkce s vyznamem "druh4 mocnina ¢isla y".

Dukaz:
Uzitim principu vyvraceni a prevodem na klauzuldrni tvar ziskdme nésledujici
mnozinu klauzuli:

1.p(a) ptedpoklad /fakt/

2.—p(y) v p(f(»)) predpoklad /pravidlo/

3.—p(f(f(a)) negace zavéru /cil/

Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskdme po provedeni potifebnych unifikaci nésledujici
rezolventy:

4. —p(f(a)) rezoluce: 3, 2 {v/f(a)}
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5.—p(a) rezoluce: 4, 2 {v/a}
6. O rezoluce: 5, 1
Spor byl odvozen, tj. dikaz byl proveden.

Definice 3.2.6:
Metoda (Cistého) logického programovdni je specidlnim piipadem obecné rezolucni
metody. Oproti obecné rezolucni metodé spliuje nésledujici omezeni:
pracuje pouze s Hornovymi klauzulemi (které¢ maji nanejvys jeden pozitivni literal),
pouziva linedrni strategii generovdni rezolvent (viz kapitola 2.2) spolu s tzv.
navracenim (backtrackingem).

Poznamky 3.2.7:

1. Logické programy pouzivaji nasledujici notaci pro zapis klauzuli:

Hornovy klauzule Ekvivalentni logicky Zapis v logickém programu
tvar (Prolog)

—Q1v—Q2 v..v—QuvP |  Q1AQoA..AQy D P P:-Q1, Q2,..,.Qp. 1.

—Qjv—-QVvP QiAQ2 P P-Q1, Q2. 2

—QqvP Q1 >oP P:- Qq. 3.

P P P. 4.

—Q1v—-QVv.v=Qy | —(Q1 AQ2A...AQp) ?-Q1,Q2,..Qp. 5.

—Q1v—-Q2 —(Q1 A Q2) ?-Q1, Q2. 6.

—Q| —Q1 Q1. /-

O O O 8.

2. 'V logickém programovani pouzivame nasledujici terminologii:

Zapisy 1.,2.,3.: podminéné ptikazy (pravidla)

Zapis 4. nepodminény piikaz (fakt)
Zapisy 5.,6.,7.: cile /cilové klauzule/
Zapis 8.: O spor /prazdna klauzule/

P:- Q1, Q2,...,Qp ... podminény ptikaz (deklarace procedury)
P =p(ty, t,....t;) ... hlava procedury

P oo jméno procedury
t e formalni parametr procedury

Q1, Q2,..,Qy -.... télo (ptikazy) procedury

?-Q1, Q2,...,Qp .... mnozina cilli /mnoZina volani procedur/
Q=4q(s1, $2,..-,¢) ... hlava cile
g eeeeeeeens jméno volané procedury
SHER skutecny parametr volani
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Definice 3.2.7:

Logicky program je posloupnost piikazi (procedur) podminénych (tj. pravidel) i
nepodminénych (tj. fakt). Cilova klauzule zadavéa otdzky, na které ma program nalézt
odpovédi.

Pozn.: Pojem piikazu chapeme ve smyslu piredchozi poznamky. Logicky program je
tedy deklarativni (ne imperativni). Specifikujeme, ”co se ma provést” a neurCujeme, “jak
se to ma proveést”.

Algoritmus (interpretace logického programu):

(1) Za aktudlni cilovou klauzuli vezmi vychozi cilovou klauzuli.

(2) Je-li aktudlni cilova klauzule prazdna, ukonci vypocet s odpovédi "ano" na otazky
polozenou vychozi cilovou klauzuli. (Byly-li ve vychozi cilové klausuli volné
proménné, pak posledni substituce terml za tyto proménné je feSenim — soucast
odpovédi.) Neni-li aktudlni cilova klauzule prazdna, piejdi k bodu (3).

(3) Vezmi nejlevejsi cil v aktualni cilové klauzuli a hledej v programu piikaz se stejnym
jménem, ktery dosud nebyl s timto cilem konfrontovan (netispésn¢). Pii hledani tohoto
cile postupuj v programu shora doli (podle poradi ptikazli). Nenaleznes-li takovy
ptikaz, ukonci vypocet s odpovédi "ne" na otdzku polozenou aktudlni cilovou klauzuli.
Naleznes-li, ptejdi k bodu (4).

(4) Pokus se unifikovat hlavu vybraného cile s hlavou nalezeného stejnojmenného piikazu.
Jestlize unifikace neexistuje, vrat’ se k bodu (3). Jestlize existuje, vezmi za novou
aktualni cilovou klauzuli rezolventu dosavadni cilové klauzule s télem nalezeného

ptikazu (pfi uZziti nejobecnéjsi unifikace hlavy cile a hlavy piikazu). Pfejdi k bodu (2).

Priklad 3.2.7:

Program 1.:
1. p(X')Y):_d(X’Y)
2. p(xa}I):'d(XaZ)a p(Zo}I)
3. d(a,b)
4. d(b,c)
5. d(f,c)
Poznamka:
Porovnej s pfedchozim piikladem 3.2.6, VI k rezolu¢ni metodé. Oba ptiklady
fesi shodnou ulohu.

Uloha 1.
6. 7-p(a,c) zadani / dotaz
Vypocet 1. ulohy 1.programem:
7. ?7-d(a,c) rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(a,c) backtracking — navraceni, nebot’ cil 7. nelze splnit
7. 7-d(a,z), p(z,c) rezoluce: 6.,2. (x/a, y/c)
8. ?-p(b,c) rezoluce: 7.,3. (z/b)
9. ?-d(b,c) rezoluce: 8.,1. (x/b, y/c)
10. ano rezoluce: 9..4.
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Uloha 2.
6. 7-p(f,a) zadani

Vypocet 2. ulohy 1.programem:
7. 7-d(f,a) rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(f,a) backtracking
7. 7-d(f,z), p(z,a) rezoluce: 6.,2.
8. ?2-p(c,a) rezoluce: 7.,5.
9. 7-d(c,a) rezoluce: 8.,1.
8. 7-p(c,a) backtracking
9. 7-d(c,z), p(z,a) rezoluce: 8.,2.
10. ne d(c,z) nelze rezolvovat s zddnym piikazem, pro splnéni

cile p(c,a) byly vyzkouSeny vSechny /ob¢/ moznosti programu

Program 2.:
1. P(XaY)3'd(XaY)
2. p(Xa}I):'p(XaZ)o d(29Y)
3. d(a,b)
4. d(b,c)
5. d(f,c)
Poznamka:
Program 2. tesi tutéz ulohu jako program 1., programy se liSi pouze formalné
potadim piikazl v téle druhé procedury.

Vypocet 1. ulohy 2. programem:

7. ?7-d(a,c) rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(a,c) backtracking
7. 7-p(a,z), d(z,c) rezoluce: 6.,2.
8. 7-d(a,z), d(z,c) rezoluce: 7.,1.
9. ?-d(b,c) rezoluce: 8.,3.
10. ano rezoluce: 9..4.

Vypocet 2.ulohy 2.programem:

7. 7-d(f,a) rezoluce: 6.,1.

6. 7-p(f,a) backtracking

7. 7-p(f,z), d(z,a) rezoluce: 6.,2.
8. ?-d(f,z), d(z,a) rezoluce: 7.,1.
9. ?7-d(c,a) rezoluce: 8.,5.
7. 7-p(f,z), d(z,a) backtracking,

10. ?-p(f,u), d(u,z), d(z,a) rezoluce: 7.,2., nekonecny vypocet

PoznamkykvypoctuZ ulohy 2. programem:

Kdybychom generovali rezolventy do S$itky misto do hloubky, skoncil by
vypocet po kone¢ném poctu krokti. Druhy cil cilové klauzule 8. je ziejmé
nesplnitelny a tedy celé klauzule 8. je nesplnitelna a odpoveéd’ na otazku 2.ulohy
je tedy zaporna.

Potfebnd piejmenovavani vazanych proménnych tak, aby nedochdzelo ke
kolizim (viz napt. vznik posledni 10. klauzule rezoluci z klauzuli 7.a 2.)
provadi automaticky interpret Prologu.
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Dalsi typy moznych uloh:
?-p(a,c), p(b,a) plati soucasné p(a,c), p(b,a) ?

?2-p(x,¢) existuje x takove, ze p(x,c) ?
?-p(a,x) existuje x takové, ze p(a,x) ?
?7-p(x,y) existuji x,y takova, ze p(x,y) ?

Vypocet 2. cile 2. programem:

6. 7-p(x,c)
7. 7-d(x,c) rezoluce 6, 1 (y/c)
8. anox=b rezoluce 7, 4 (x/b)
Zadame-li stfednik ; pak se ptame na dal$i mozné predky, vyvolame backtracking:
6. 7-p(x,¢)
9. 7-p(x,z), d(z,c) rezoluce 6, 2 (y/c)
10. ?-p(x,2)
11. ?2-d(x,z) rezoluce 10, 1
12. ano rezoluce 11, 3 (x/a, z/b)
13. ?-d(b,c)
14. ano, x=a
Priklad 3.2.8:
Program:

1. s(f(x,y)):-s(x)

2. s(f(x,y)):-s(y)

3. s(g(x,y)):-s(x).s(y)

4.s(a)

5.s(b)

Poznamka:

Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
x, y jsou proménné probihajici mnozinu celych Cisel,
a, b jsou konstanty, tj. konkrétni celé Cisla,
funkce f, g maji vyznam: f(x, y) = x.y, g(x, y) = x+y,
predikat s(x) ma vyznam: ¢islo x je sudé.

Uloha:

6. 7-s(g(f(a,c),f(d,b))) zadani (ptame se, zda Cislo a.c +d.b je sud¢)
Vypocet:

7. ?7-s((f(a,c)),s(f(d,b))) rezoluce: 6.,3
8. ?-s(a),s(f(d,b))) rezoluce: 7.,1
9. 7-s(f(d,b)) rezoluce: 6.,2
10.?-s(d) rezoluce: 9.,1.
9. 7-s(f(d,b)) backtrackin
10.?-s(b) rezoluce: 9.,2.
11. ano rezoluce: 10.,5.
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Priklad 3.2.9 /Euklidiv algoritmus/:
Program:
1. nsd(x,x,X)
2. nsd(x,y,2):-p(X,y), nsd(f(x,y),y,z)
3. nsd(x,y,2):-p(y,x), nsd(x,{(y,Xx),z)
Poznamka:
Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
x,,z jsou proménné probihajici mnozinu celych ¢isel,
funkce f ma vyznam: f(x,y) =x -y,
« binarni predikat p(x,y) ma vyznam x >y,
. ternarni predikat nsd(x,y,z) méa vyznam: nejvetsim spoleénym délitelem Cisel x, y je
¢islo z.
S uzitim obvyklého matematického zna¢eni miizeme program piepsat v CitelnéjSim tvaru:
1. nsd(x,x,X)
2. nsd(x,y,z):-x>y, nsd(Xx-y,y,z)
3. nsd(x,y,z):-y>%, nsd(X,y-X,Zz)
Pozn.: Predpokladame, ze kromé téchto tii klausuli ma na$ program k dispozici vestavéné
rpatematické procedury, které pocitaji bézné matematické fakty, jako 6-4, 4>2, apod.
Uloha:

4. 7-nsd(4,6,z) zadani (hledame nejvétsiho spolecného délitele Cisel 4 a 6)
Vypocet:
5. 7-4>6, nsd(4-6,6,7) rezoluce: 4.,2.
4. ?7-nsd(4,6,z) backtracking
5. 7-6>4, nsd(4,6-4,7) rezoluce: 4,3.
6. 7-nsd(4,2,z) ,»Vypocet™ klausule 5., fakt "6>4"
7. 7-4>2, nsd(4-2,2,7) rezoluce: 6.,2.
8. 7-nsd(2,2,z) ,»Vypocet™ klausule 7., fakt "4>2"
9. ano rezoluce: 8.,1. vysledek: z=2
Priklad 3.2.10 /generovani piirozenych Cisel/:
Poznamka:
Interpretujme p(x) jako predikat "x je pfirozené Cislo" a f(x) jako funkci "naslednik
Cisla x".
Program:
1. p(0) 0 je ptirozené Cislo
2. p(f(x)):-p(x) naslednik ptirozeného Cisla je ptfirozené Cislo
Zadani:
3. 7-p(f(x)) jaka jsou vSechna pfirozena ¢isla ?
Vypocet:
4. 7-p(x) rezoluce: 3.,2.
5. p(f(0)) nebot’ otazka 3. je splnéna pro x=0
3. 7-p(f(x)) backtracking
4. 7-p(x) rezoluce: 3.,5.
6. p(f(1(0))) nebot’ otdzka 3. je splnéna pro x=f(0)
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Priklad 3.2.11 /symbolické derivovani polynomii/:
Interpretace symbolu /model jazyka/:

X,y predmétové proménné, probihajici mnozinu realnych cisel
u, v, 1,8 termy

a,0,1 pfedmétové konstanty /reélna Cisla/

f(u, v) binarni funkce predstavujici soucetu + v

g(u, v) binarni funkce predstavujici souéin u.v

d(u, x, r) ternarni predikat s vyznamem "derivace u podle x je r"

Program:
1. d(x,x,1)
2. d(a,x,0)
3. d(utv,x,r+s):-d(u,x,r),d(v,x,s)
4. d(u.v,x,r.v+u.s):-d(u,x,r),d(v,X,s)

Poznamky:
Ptikazy programu vyjadiuji zndma pravidla pro derivovani nezavisle proménné,
konstanty, souctu a soucinu.

Zadani:
5. 7-d(x.x,x,x+X) je derivaci vyrazu x.X vyraz x+x ?
Vypocet:
6. 7-d(x.,x,1),d(x,x,1) rezoluce: 5.,4.  {u/x,v/x,r/1,s/1}
7. 7-d(x,x,1) rezoluce: 6.,1.
8. ano rezoluce: 7.,1.
Alternativni zadani:
5. 7-d(x.x,X,y) co je derivaci vyrazu x.x podle x ?
Vypocet:
6. 7-d(x,x,r),d(x,X,S) rezoluce: 5.,4. {u/x,v/x,1/1,y/r.x+x.s}, tj. y=r.x+x.s
7. 7-d(x,X,8) rezoluce: 6.,1.  {r/1}, tj. r=1
8. ano rezoluce: 7.,1.  {s/1}, tj. s=1, tj. y=l.x+x.1

Priklad 3.2.12 /7 teorie grup/:
Dokazte, ze grupa, jejiz kazdy prvek je inverzni sadm k sob¢, je komutativni.

Predpoklady:
. VxVyVz[(x))z=x.(.2)] asociativita grupoveé operace
. Vx[xe=ex=x] existence jednotkového prvku e
. Vx[xx=e] autoinverze kazdého prvku
Zaver:
. VxVyl[xy=yx] komutativita grupové operace

Po ptevodu do klauzularniho tvaru dostavame nasledujici mnozinu klauzuli (p(x,y,z)
je ternarni predikat znacici x.y = z):

L. =p(x,y,u) v =p(y,z,v) v =p(u,z,w) v p(x,v,w)

2. =p(x,y,u) v —=p(,z,v) v —p(x,v,w) v p(u,z,w)

3. p(x,e,x)

4. p(ex,x)

5. p(x,x,e)
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6. p(a,b,c)
7. —p(b,a,c)

Prvé dvé klauzule vyjadiuji asociativitu (klauzule 1. fikd, Zze (x.y).z Ize prepsat na
x.(y.z) a klauzule 2. postuluje moznost opacného piepisu), klauzule 3.a 4. vyjadiuji
vlastnost jednotkového prvku, klauzule 5. stanovi, ze kazdy prvek je inverzni sam k sobé€ a
konec¢né klauzule 6.a 7. vyjadiuji neplatnost komutativniho zakona. V souladu s principem
vyvraceni chceme z klauzuli 1.-7. vyvodit spor. Uvedenou mnozinu klauzuli mizeme
zapsat jako logicky program:

L. POX,VsW):-P(%,Y,0).P(Y,2,V),p(U, 2, W)
2. p(uazaw):'p(X9Y7u)9P(Yﬁzav)9p(xavaw)
3. p(x,e,x)

4. p(e,x,x)

5. p(x,x,e)

6. p(a,b,c)

7. 7-p(b,a,c)

@ doplnit Zlatuska SOFSEM‘99
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3.3. Systém prirozené dedukce predikatové logiky

Uvodni poznamky:

Metoda pfirozené dedukce predikdtové logiky je zobecnénim metody piirozené
dedukce vyrokové logiky. Od této metody se li§i pouze tim, Ze pracuje s obecné&jSim
jazykem predikatové logiky (viz definice 3.1.1) a v souvislosti s tim pouziva rozsifenou
mnozinu vychozich deduk¢nich pravidel (viz néasledujici definice 3.3.1).

Pojem dikazu (ptimého, neptimého), pojem teorému a zpisoby dokazovani, véetné
specidlnich dokazovacich technik (technika hypotetickych piedpokladl, technika
vétveného diikazu) — viz kapitola 2.3 — zlistavaji beze zmény.

V platnosti zistavaji rovnéz véta 2.3.1 o dedukci (kazdému teorému ve tvaru
implikace odpovid4a deduké¢ni pravidlo a kazdému dedukénimu pravidlu teorém — ptesna @
formulace viz véta 2.3.1) a véta 2.3.3 o korektnosti a tplnosti (kazda dokazatelna formule
je tautologii a obracen¢ kazda tautologie je v systému piirozené dedukce dokazatelnd).

Definice 3.3.1:
Vychozimi (nedokazovanymi, primarnimi) dedukénimi pravidly jsou vSechna
deduk¢ni pravidla uvedena v definici 2.3.1 pro praci s vyrokovymi funktory, tj.:

Zavedeni konjunkce: A,B-AAB ZK

Eliminace konjunkce: AAB|-A,B EK

Zavedeni disjunkce: Al-AvB nebo BI-AVvB ZD

Eliminace disjunkce: A v B,—A|-B nebo AvB,—B|-A ED

Zavedeni implikace: BI-A>B Z1

Eliminace implikace: A>DB,A-B EI modus ponens MP
Zavedeni ekvivalence: A >SB,B>DA|-A=B ZE

Eliminace ekvivalence: A=B|-A>B,BoA EE

a nasledujici Ctyfi pravidla pro praci s kvantifikatory:

Zavedeni obecného kvantifikdtoru: A(x) |- VxA(x) YAY
Pravidlo lze pouzit pouze tehdy, jestlize formule A(x) neni odvozena z Zadného
ptedpokladu, ktery obsahuje x jako volnou proménnou.(@ rozvest

Eliminace obecného kvantifikdatoru:  VxA(x) |- A(x/t) EV
Formule A(x/t) je vysledkem korektni substituce termu t za proménnou x ve formuli
A(x), tedy term T musi byt substituovatelny za x ve formuli A.

Zavedeni existencniho kvantifikdtoru: A(x/t) |- 3xA(x) Z3
Eliminace existencniho kvantifikatoru: 3xA(x) |- A(x/c) E3

Pouzijeme-li pravidlo E3 pro rizné formule A, musime za proménnou x substituovat
vzdy jinou konstantu c.

Obsahuje-li formule A, kromé kvantifikované proménné x, jest¢ dalsi volné proménné,
1ze pravidlo eliminace existencniho kvantifikatoru formulovat obecnéji takto:

Ax AQ, YiyeeesVn) |- ACX/ T(W15ee300) VieeosVn ) E3
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V tomto ptfipad¢ nelze za kvantifikovanou proménnou x substituovat konstantu, ale
funkci zbyvajicich (volnych) proménnych. Pouzijeme-li pravidlo vicekrat pro rtizné
formule A, musime za proménnou x substituovat vzdy jinou funkci f(y1,...,yn).

Poznamky 3.3.1:

1. Pravidlo eliminace disjunkce se v literatute Casto nazyva disjunktivni sylogismus.

2. Specialnimi ptipady pravidla eliminace obecného kvantifikdtoru jsou pravidla:
VxA(x) |- A(x), VXA(X) |- A(y), VXxA(x) |- A(a), VxA |- A.

3. Specidlnimi ptipady pravidla zavedeni existen¢niho kvantifikatoru jsou pravidla:
A(x) |- IxAx), A(y) |- IxA(x), A(a) |- IxA(x), A |- Ix A.

4. Casto jsou jako vychozi pouZivana také nasledujici dedukéni pravidla (v nasem

systému piirozené dedukce, zavedeném definici 3.3.1, jsou vSak odvoditelna z pravidel
Zv,73,EV, E3):

Zavedeni obecného kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- VxA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni obecného kvantifikatoru do konsekventu
A D B(x) |- A o VxB(x), x neni volnd v A
Zavedeni existen¢niho kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- 3xA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni existencniho kvantifikatoru do konsekventu
A D B(x) |- A > 3IxB(x)
Eliminace obecného kvantifikatoru z konsekventu
A D VxB(x) |- A o B(x)
Eliminace existen¢niho kvantifikatoru z antecedentu
IxA(x) DB |-A(x) > B

Priklady 3.3.1 /ditkazy vybranych tautologii/: @ doplnit priklady ze cviceni
1) |- Vx[A(x) D B(x)] o [VxA(x) D VxB(x)]

Dukaz:

1 Vx [A(x) o B(x)] predpoklad

2. VxA(x) predpoklad

3.  AX)>B() EV:1

4 A(x) EV:2

5. B() MP:3.4

6. VxB(x) Zv':5 Q.E.D.

(Porovnej se sémantickym "dikazem" v poznamce 3.1.4., ad 4) )
Podle véty o dedukci odpovidd tomuto teorému nasledujici odvozené (sekundérni)
deduk¢ni pravidlo:

Vx [A(x) D B(x)] |- [VxA(x) D VxB(x)]

2) |-—=Vx A(x) =3Ix -A(x) (De Morganovo pravidlo)
Dukaz:
= I. —=VxA®) predpoklad
2. —dx—=A®X) ptedpoklad nepfimého dikazu
3.1. —A®X) hypotéza
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2. Ix —AX)

—A(x) D Ix —A(x)
A(x)

Vx A(x)

I.  Ix—-AX)
Vx A(x)

—-A(c)

A(c)

98

73:3.1
Z1:3.1,3.2

MT: 4,2

Y5 spor:1 Q.E.D.
predpoklad

predpoklad nepfimého dikazu
E3:1

EV:2 spor:3 Q.E.D.

(Porovnej se sémantickym "dlikazem" v poznamce 3.1.4, ad 4).)
Podle véty o dedukci odpovidaji tomuto teorému nasledujici odvozena (sekundarni)
dedukéni pravidla:

—Vx A(x) |- Ix —A(x), Ix =A(x) |- =Vx A(x)

3) - —3dx A(x) = Vx —A(x)

Dtkaz:

= I. —3dxA®X)
2.1. A(x)
2.2, dx A(x)
3. AX)>3Ix A(x)
4.  —=A()
5. Vx-A(x)

& I. Vx—-A®Xx)
2. IxA)
3. A(c)
4.  —A(c)

(De Morganovo pravidlo)

predpoklad
hypotéza
73:2.1
Z1:2.1,2.2
MT:3,1
VAR Q.E.D.
predpoklad
ptedpoklad neptimého dikazu
E3:2
EV:1 spor:3 Q.E.D.

Teorému odpovidaji nasledujici dedukéni pravidla:
—3x A(x) |- Vx =A(x), Vx =A(X) |- —3x A(x)

Pozn.: Ve druhych castech dikazt 2) a 3) jsme pouzili pravidlo eliminace existencniho
kvantifikdtoru (EJ). Toto pravidlo neni korektni vtom smyslu, Ze nemusi
zachovavat pravdivost formule (formule 3x A(x) > A(c) neni tautologii, srovnej se
Skolemizaci, viz kap. 3.2). PouZivame je vSak nejcastéji v kombinaci s pravidlem
EV. V tom pfipad¢ aplikujeme nejdiive pravidlo E3 s néjakou novou konstantou a
teprve pak EV se stejnou konstantou.

4) |- Vx[A(x) D B(x)] o [3xA(x) D IxB(x)] (6. tautologie z ptikladu 3.1.4)

Dukaz:

I. Vx[A(x) > B(x)]
2. dxA(x)

3. Aa)

4.  A(a)>B(a)

5. B(a)

6. dxB(x)

predpoklad
predpoklad
E3:2
EvV:1
MP:3,4
Z3:5 Q.E.D.
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5) |- Vx[A v Bx)]=A v VxB(x), kde A neobsahuje volnou x
(17. tautologie z prikladu 3.1.4)

Dtkaz:

= I. Vx[AvB(®)] predpoklad
2. AvB() EV: 1
3. Av-A teorém disjunkce hypotéz
3.1. A 1. hypotéza
3.2. A v VxB(x) ZD: 3.1 Q.E.D.
4.1. A 2. hypotéza
4.2. B(x) ED:2,4.1
4.3. VxB(x) ZN:4.2
44. A v VxB(x) ZD: 4.3. Q.E.D.

< 1. AvVxB(x) ptedpoklad, disjunkce hypotéz
2.1. A 1. hypotéza
2.2. AvB() ZD: 2.1
23. Vx[AvB®)] Zv:2.2 Q.E.D.
3.1. VxB(x) 2. hypotéza
3.2. B(x) EV:3.1
3.3. AvB() ZD: 3.2
3.4. Vx[A v B()] Zv:33 Q.E.D.

6) |- (A(x) > B) > (VxA(x) o B)

Dukaz:
I. AKx)oB predpoklad
2. VxA(x) predpoklad
3. —-AKx)vB podle pravidlaCo>D |--Cv Dz 1.
4. A EV:2
5. B ED: 3,4
Teorému odpovida nasledujici dedukéni pravidlo (zavedeni obecného kvantifikatoru

do antecedentu - viz poznamky 3.3.1):
Ax) DB |- VxAx)>B

Véta 3.3.1 /o korektnostil:
Kazdy teorém (dokazatelna formule) systému pfirozené dedukce predikatové logiky
je tautologii predikatové logiky: Jestlize |- A, pak |= A.

Véta 3.3.2 /o sémantické uplnosti/:
Kazda tautologie predikatové logiky je v systému ptirozené dedukce dokazatelna (je
teorémem): Jestlize |= A, pak |- A.

Definice 3.3.2 /systém prirozené dedukce s identitou/:
Systém ptirozené dedukce predikatové logiky zavedeny v definici 3.3.1 rozSifime
nasledujicim zptisobem:
Abecedu predikatové logiky zvétSime o specialni binarni predikatovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikat zdkladni rovnosti /identity/. Misto
standardniho zapisu = (x, y), budeme vSak pouzivat obvykly infixovy zapis x = y.
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Mnozinu vychozich (nedokazovanych) dedu¢nich pravidel zvétSime o nasledujici dvé
pravidla umoznujici préaci s predikdtem rovnosti. Vyrazy t, s jsou libovolné termy,
vyraz A(t) je vysledek korektni substituce A(x/t):

Zavedeni identity Al-x=x Z1d
Eliminace identity: A(t), t=s|-A(s) Eld

Piiklady 3.3.2 /dikazy teorémi a sekundérnich pravidel s identitou/:

1) |-t=s>s=t neboli: t=s|-s=t (pravidlo symetrie)
Dukaz:
l.t=s predpoklad
2.t=t ZId: 1
3.s=t Eld: 2, 1 /A(x)jex=t/ Q.E.D.
2) [-t=s>(s=r>t=r) neboli: t=s,s=r|-t=r (pravidlo tranzitivity)
Dukaz:
l.t=s predpoklad
2.s=r1 predpoklad
3.s=t pravidlo komutativity: 1
4.t=r Eld: 2,3 /A(x)jex=1/ Q.E.D.
3) |t=s>(A(t)=A(s)) neboli: t=s |- A(t) D A(s)
Dtkaz:
=: l.t=s predpoklad
2. A(t) predpoklad
3. A(s) Eld: 2, 1 Q.E.D.
<: l.t=s predpoklad
2. A(s) predpoklad
3.s=t pravidlo symetrie: 1
4. A(t) Eld: 2,3 Q.E.D.
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3.4. Axiomaticky systém predikatové logiky

3.4.a. Uvodni poznamky:

Nebudeme zde znovu opakovat obecné charakteristiky formalnich systému, které
jsme neformalné vyjadrili v 2.4.a, nebot’ axiomatickd metoda v predikatové logice je
zobecnénim axiomatické metody ve vyrokové logice. Od této se 1isi pouze tim, Ze pracuje
s obecnéjsim jazykem (jazykem predikatové logiky — viz definice 3.1.1) a v souvislosti s
tim pouZziva roz§ifenou mnozinu vychozich teorémil (axiomi, resp. axiomovych schémat) a
rozsifenou mnozinu vychozich odvozovacich pravidel — viz nésledujici definice 3.4.1.

Pojem dikazu (s prdzdnou nebo neprazdnou mnozinou piedpokladi) a pojem
teorému — viz kapitola 2.4 — zGstavaji beze zmény.

Ptimocare se zobecnuji hlavni véty o axiomatickém systému vyrokové logiky: véta o
dedukci (kazdému teorému ve tvaru implikace odpovidd dedukéni pravidlo a kazdému
deduk¢énimu pravidlu teorém), véta o korektnosti (kazda formule dokazatelna s prazdnou
mnozinou ptredpokladii je tautologii, nebo logicky vyplyvd zmnoziny piedpokladii
v pfipadé ditkkazu z pfedpokladl) a sémantické Uplnosti (kazda tautologie je dokazatelnd).

3.4.b. Formalni systém (logicky kalkul) Hilbertova typu

Definice 3.4.1 /definice axiomatického systéemu Hilbertova typu/:

= Jazyk:
Viz definice 3.1.1 s jedinou vyjimkou: mnozina funktori je omezena na
funktory —, o, V.

Ll Axiomovd schémata:.
Al: Ao(BoA)
A2: (AoB2C)o>(A>B)o(A>(0))
A3: (Bo>—-A)>(A>B)

A4: VxA(x) o A(x/t) Term t je substituovatelny za x v A
AS5: (Vx[A 2 B(x)]) o (A > VxB(x)), xnenivolndv A
. Odvozovaci pravidla:
MP: A, A>B|-B (pravidlo odlouceni, modus ponens)
G: A|-VxA (pravidlo generalizace)@

Diikaz je konecna posloupnost kroki — dobfe utvotrenych formuli (DUF) dle
gramatiky jazyka, z nichz kazd4 je bud’ axiém nebo vznikne z ptedchozich DUF
pomoci odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazovana formule —
teorém.

Poznamky 3.4.1:

1. Pravé definovany axiomaticky systém predikdtové logiky je zobecnénim
axiomatického systému vyrokové logiky zavedeného v definici 2.4.1.
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2. Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, D, V. Ostatni funktory
mizeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zptehlediujici zapis formuli) definované
takto:

Z1: AAB =3f—(A>—-B)

72: AvB =3—A>B

73 A=B =gf(A>B)A(BDA)
74 : IxA =4r—Vx —-A

Symboly A, v, =, 3 nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k ozna¢ovani slozenych formuli jistého typu.
Axiomatickych systému predikatové logiky je mnoho a rizné systémy pracuji s
riznymi mnozinami funktori (a pfirozené i1 s rliznymi mnoZzinami axiomi nebo
axiomovych schémat).

3. Pii psani formuli lze vyuzivat konvenci Setticich zdvorky — viz poznamka 3. k definici
3.1.1.

4. Volba axiomi neni pochopitelné zcela libovolna; aby byl systém “rozumny”, tedy

korektni, podléha dvéma kritériim:

. Kazdy axiom je tautologie

. Mnozina axidomi musi umoziovat, aby se z nich daly odvodit vSechny logicky
platné formule a pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy
zadny axiom neni dokazatelny z jinych axiomui — nezdavisla mnoZina axiomii.

5. Rovnéz volba odvozovacich pravidel neni libovolnd. Aby byl systém korektni, musi
pravidla ‘zachovavat pravdivost vtom smyslu, ze formule, kterou podle pravidla
obdrzime, je pravdiva alesponi ve vSech modelech pfedpokladii pravidla, tedy z téchto
predpokladii vyplyva.

Tedy pro kazdé pravidlo Aj,...,A, |- B by mélo platit, ze A,,...,A, |= B. Pravidlo
generalizace A(x) |- VxA(x) vSak zjevné tento pozadavek obecné nespliuje, formule
A(x) D VxA(x) neni tautologie. Piesto je Hilbertiv kalkul korektni systém a formuli
A(x) D VxA(x) vném nedokdzeme. Jak je to mozné? Intuitivni zdiivodnéni tohoto
pravidla je nasnadé: Mame-li dokdzat néjakou vlastnost pro vSechny objekty, je mozno
ji dokazat na jednom /ibovolné vybraném (pii ditkazu vSak nesmime pouzivat zadnych
dalsich specifickych vlastnosti tohoto objektu). Vzpomenime si, jak jsme provadéli ve
Skole naptf. dikazy v geometrii. Nakreslime /ibovolny trojihelnik a pro tento
trojuhelnik provedeme néjakou konstrukci, jejiz pomoci dokdzeme zkoumanou
vlastnost (tohoto) trojuhelnika, a protoze to byl trojuhelnik libovolny, prohlasime, ze
tuto vlastnost maji vSechny trojuhelniky. Musime si vSak dat pozor, aby zvoleny
trojuhelnik byl skutecné libovolny, tedy aby nemél néjakou dalSi vlastnost, tfeba
rovnoramenny, protoze takovéto specifické vlastnosti nesmime — ani podvédomé —
v dikazu vyuzit. Jinak bychom naSe tvrzeni dokéazali pouze pro vSechny rovnoramenné
trojuhelniky.

Podrobné viz Véta 3.4.2 o korektnosti.
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Piiklady 3.4.1 /dikazy teorémil a sekundarnich odvozovacich pravidel/:

1) |- A(x/t) D IxA(x)
(pravidlo zavedeni existen¢niho kvantifikatoru ve tvaru teorému — viz def. 3.3.1)

Dtkaz:
I. Vx—-Ax) D> -Ax/t) ax. schéma A4
2. —=Vx—A(x) D Vx -A(x) teorém typu ——C > C
3. ——Vx —-A(x) D -A(x/t) CoD,DoE|I-CoE:2,1 TI
4. —3xA(x) D -A(x/t) 74:3
5. [3xAx) o =A(x/t)] o [A(x/t) D IxA(x)] ax. schéma A3
6.  A(x/t) D IxA(x) MP:4,5 Q.E.D.
2) A>B(x) |- A> VxB(x) x neni volna v A

(pravidlo zavedeni obecného kvantifikdtoru do konsekventu — viz poznamka 3. k
definici 3.3.1/

Dukaz:

1. A>B() predpoklad

2 Vx[A D B(x)] G: 1

3. Vx[A>B(x)] o[A > VxB(x)] ax. schéma A5

4 A D VxB(x) MP:23  Q.E.D.

Véta 3.4.1 /o dedukcil/:
Pro uzavrenou formuli A a libovolnou formuli B plati:
|- A > B pravé tehdy, kdyz A |- B.

Poznamka 3.4.2:
Tvrzeni

"je-li |- A o B, pak také A |- B"
plati bez ohledu na to, zda formule A je, ¢i neni uzaviena (platnost tvrzeni vyplyva ihned z
pravidla MP). Naproti tomu opacné tvrzeni

"je-li A |- B, pak také |- A o> B"
pro oteviené formule A (tj. formule obsahujici aspoil jednu volnou proménnou x) platné
neni. To ukdZeme na nasledujicim ptikladé. Necht' formule A je A(x) a formule B je
VxA(x). Potom dedukce A |- B ptfedstavuje obecné platné odvozovaci pravidlo (pravidlo
generalizace viz definice 3.4.1) A(x) |- VxA(x), zatimco formule A(x) D VxA(x) obecné
platnd neni (neni to tautologie a tedy — podle véty 3.4.2 o korektnosti — neni ani
dokazatelnd) — srovnej s pozndmkou k definici 3.1.5. a s poznamkou 3.4.1.

Véta 3.4.2 /o korektnosti/:
Kazda dokazatelnd formule predikatové logiky (tj. teorém kalkulu Hilbertova typu)
je také tautologii predikatové logiky. Formalné: Jestlize |- A, pak |= A.

Diikaz /nastin/:

Vsechny formule, které obdrzime z axiomovych schémat A1-AS5 jsou tautologiemi,
tedy jsou pravdivé v kazdé interpretacni struktute I (pfi libovolné valuaci e volnych
proménnych). Korektnost pravidla MP (modus ponens) byla demonstrovéna v ditkazu
Postovy véty 2.4.4.

Korektnost pravidla generalizace A(x) |- VxA(x) je zaruCena definici splilovani
formule VxA ve struktufe I. Pfedpokladejme, ze jsme v dikazové posloupnosti dosud
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pravidlo generalizace nepouzili. Tedy formule A(x) musi byt tautologii (nebot’ mohla
vzniknout z axidému — tautologii pouze pouzitim pravidla MP, které zachovava pravdivost).
To znamend, Ze v libovolné struktuie I plati, Ze |=; A(x)[e] — formule A(x) je pravdiva v I
pro libovolné ohodnoceni e proménné x. Tedy plati pro /ibovolné individuum 1 € M, kde
M je universum zvolené v interpretacni struktute I, ze formule A je pravdiva v 1 pro
valuaci, kterd pfifazuje individuum i proménné x, tedy |=; A[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace
stejnd jako e az na to, Ze piifazuje proménné x individuum i. Tedy formule VxA(x) je
pravdiva v I, |=1 VxA(x). Pravidlo generalizace je korektni v tom smyslu, Ze zachovadva
pravdivost formule v interpretaci.

Poznamka 3.4.3. Jelikoz pojmy pravdivosti formule v interpretaci (pravdivost pro vSechna
ohodnoceni volnych proménnych) a splnitelnost formule v interpretaci (pravdivost pro
alespont jedno ohodnoceni volnych proménnych) pro uzaviené formule splyvaji, bude se
pravidlo generalizace ‘“chovat korektné” vzdy za predpokladu, Ze odvozujeme
z tautologickych axiomi nebo ze specialnich axiomi, které jsou vsSechny wuzavicené
formule. Proto jsou specidlni axiomy teorii voleny vzdy jako uzaviené formule, tzv.
sentence Ci vyroky. Viz kapitola 4.

Véta 3.4.3 /o sémantické uplnosti axiomatického systéemu - K. Gadel/:
Kazda tautologie predikatové logiky je dokazatelna (v logickém kalkulu Hilbertova
typu). Formalng, je-li |= A pak |- A.

Definice 3.4.2 /axiomaticky systém predikatové logiky s identitou/:
Axiomaticky systém zavedeny v definici 3.4.1 rozsifime nasledujicim zpisobem:
Abecedu predikatové logiky zvétSime o specialni binarni predikatovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikat zdkladni rovnosti (identity). Misto
standardniho zapisu =(x, y), budeme vSak pouZzivat obvykly infixovy zapis x = y.
Mnozinu axiémovych schémat zvétSime o nasledujici tfi schémata charakterizujici
predikat rovnosti:

|- Vx (x =Xx) R1
|- VX1 ... VX VY1 oo Vi [X1 =01 A A X =yn D t(x1,..x0) = (01,5 00)]
pro libovolny n-arni funkéni symbol R2
|- VX1 oo VX VY1 Y [X1 =01 A A X =0 D P(XL,e e Xn) = POV1Le - -5V0) ]
pro libobolny n-arni predikatovy symbol p
R3

Poznamky 3.4.4:

1. Axiomova schémata R2, R3 tikaji, ze identické pfedméty nelze rozliSit pomoci zadné
funkce nebo predikatu. Napliuji tak Leibnitzovo pojeti identity: identické je to, co
nelze zadnym zptisobem rozlisit.

2. Rovnost (identitu) lze charakterizovat i jinym zpiisobem — viz napt. zavedeni identity v
systému piirozené dedukce. Axidémova schémata R2, R3 miZeme také nahradit
nasledujicimi axiomy komutativity a tranzitivity rovnosti:

|- VxVy[x=y>y =x] R2'
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|- VxVyVz[x =y Ay =zDx =z] R3'
V systému predikatové logiky zavedeném definici 3.4.2 jsou vSak formule R2', R3'
dokazatelnymi formulemi .

3. Podle toho, zda povazujeme pojem rovnosti za univerzalni logicky pojem nebo za
specialni (specificky) pojem konkrétniho formalniho systému (vztahujici se ke
konkrétni pfedmétné oblasti, napt. k teorii pfirozenych cisel), davame piednost bud’
predikatové logice s rovnosti (podle definice 3.4.2) nebo predikdtové logice bez
rovnosti (definice 3.4.1).

Priklad 3.4.2 /dtikazy formuli s rovnosti/:
1) -VxVylx=y>oy=x]

Diikaz:
1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z = y=t)] R3 (predikatem p je rovnost =)
2.X=y AX=XDX=X=)=X 4-ndsobné pouziti "pravidla A4"
na 1., subst. x/x, y/y, z/x, t/x
3.X=Y AX=X D Y=X pravidlo AAB>(B=C)-FAAB>Cna?2
4. Vx[x=x] R1
5.x=x "pravidlo A4" na 4., subst. x/x
6. X=y DX=y A X=X pravidlo A|-B>B A Anas.
7. x=y Dy=x pravidlo A>DB,B>C|-A>Cnab6., 3.
8. VxVy[x=y D y=x] pravidlo G na 7.(dvakrét), Q.E.D.
2) |- VxVyVz[x=y Ay=z>Dx=z]
Dukaz:
1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z=y=t)] R3 (predikatem p je rovnost =)
2. x=y Ay=z D (x=z=y=)) 4-nasobné pouziti "pravidla A4" na 1.,
subst. x/x, y/y, z/z, t/y
3. Vx [x=x] R1
4. y=y "pravidlo A4" na 4., subst. y/y
5.Xx=yAy=zDx=z pravid. A,Bo>(C=A)|-B>Cna4.2.
6. VxVyVz [x=y A y=z D x=Z] pravidlo G na 5./tfikrat/, Q.E.D.
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4. Formalizované teorie predikatové logiky 1. radu.

Uvodni poznamky:
1. Historicky vyvoj teoril.

a) Stadium empirické popisné teorie:
. Ditiraz je kladen na shromazd’'ovani faktt pied hledanim souvislosti mezi
nimi.
. Otédzka "co plati?" ptedchazi otazce "proc to plati?".
. Jsou dany pouze vzory feseni (paradigmata) typickych tuloh

b)Stadium neformalizované axiomatické teorie:

. Stanoveny primitivni pojmy, které se nedefinuji, ale pomoci nichz se definuji
vSechny ostatni pojmy. Stanoveny primitivni poznatky (axidomy), které se
nezdivodiuji (nedokazuji), ale ze kterych se odvozuji vSechny ostatni
poznatky.

. Pouzivani symboll pro formalni zapis poznatkd.

. Prostiedky odvozovéni a dokazovani formalizovany nejsou, logika je pouzivana
na intuitivni urovni.

. Priklady neformalizovanych axiomatickych teorii:

. Euklidovské geometrie (4. st. pt. Kr.).

. VSechny matematické teorie az do konce 19.stoleti.

. Fyzikdlni teorie: mechanika (klasickd, relativistickd, kvantova),
termodynamika, teorie elektromagnetického pole, geometricka optika,...

c¢)Stadium formalizované axiomatické teorie:

. Zformalizovany jsou nejenom poznatky, ale i procesy odvozovani jednéch
poznatkli z druhych. Logika je nedilnou soucasti kazdé¢ teorie.

. Formalizace dokazovani neni samoucelnd. Nutnost formalnich dikazi byla
vyvolana objevenim antindmii (sportl) v zakladech matematiky (teorii mnozin).
Proto se snazime budovat korektni (bezespornou) teorii.

. Formalizovanad teorie mize byt rozvijena automaticky (formaln¢€) bez
porozuméni obsahovému smyslu (sémantice) dokazovanych tvrzeni.

2. Antinomie (paradoxy).
a) Antinomie mnoZiny vSech mnoZin.

. Necht M je mnozina vSech mnozin. To znamend, ze kazdd podmnozina
mnoziny M je prvkem mnoZziny M. Z toho plyne, Ze mohutnost (pocetnost,
kardinalita) mnoziny M je alespoil rovna mohutnosti mnoziny vsech
podmnozin mnoziny M, neboli

card (M) > card 2M).

« Na druhé strané je ziejmé, Ze mnozina vSech podmnoZin neprazdné
mnoziny (a mnozina vSech mnozin neprazdnou zajisté bude) ma vétsi
mohutnost nez vychozi mnozina (krom¢ toho, ze obsahuje vSechny
jednoprvkové podmnoziny, obsahuje navic mnoho dalSich podmnozin),
neboli card (M) < card (2M).

To je ve sporu s pfedchozi nerovnosti.
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b) Russellova antinomie.

Ziejm¢ neni obecné vhodné, aby podmnozina dané mnoziny (a specialné
tedy 1 celd mnozina) byla prvkem dané mnozZiny. Definujme proto jako
normalni mnozZinu takovou mnozinu, kterd neni svym vlastnim prvkem.
Polozme otazku: je mnozina N vSech normalnich mnozin normalni
mnoZzinou?
Je-1i odpovéd’ na poloZenou otazku ano, pak N neobsahuje sebe samu jako
svij prvek a tedy N neni mnozinou v§ech normélnich mnozin.
Je-li odpovéd’ na poloZzenou otazku ne, pak N obsahuje sebe samu jako svij
prvek a tedy N — v rozporu se svou definici — obsahuje jako prvek mnozinu,
ktera neni normalni.
Ob¢ dv€ mozné odpovédi na polozenou otazku jsou tedy Spatné. Podstata
sporu lépe vynikne z formdlniho zapisu. Symbolicky muzeme definici
mnoziny N zapsat takto:

xeN & —(xex) .
Polozena otazka vede ke sporné formuli (kontradikei)

NeN < —(NeN).

c¢) Podobnych antinomii, jako jsou dvé vySe uvedené, bylo formulovano vice. O
zpusobech, jak se jim vyhnout, viz kap.4.3 o formalizovanych teoriich mnozin.

3. Hilbertity program (pocatek 20. stoleti).

Pocatkem 20. stoleti pozadoval D. Hilbert vytvofeni zformalizované teorie
zahrnujici celou matematiku a dokdzani bezespornosti této teorie finitnimi
prostiedky.

V 30. letech K. Godel dokazal nemoZnost naplnéni Hilbertova programu:

bezespornost formdalni aritmetiky (a vSech teorii, které aritmetiku
prirozenych ¢isel obsahuji jako svou c¢ast) nelze dokazat finitnimi
prostiredky

kazd4 bohatsi formalni teorie (zahrnujici alesponl aritmetiku pfirozenych
¢isel) je neuplnd, tj. existuji dobie formulovana tvrzeni (reprezentovana
formulemi), kterd nejsou v ramci dané teorie ani dokazatelna, ani
vyvratitelna.
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4.1. Teorie relaci a algebraické teorie 1. radu.

Definice 4.1.1:

Formalni teorie je zadana trojici:
= formalni jazyk teorie
*  mnozina axiomil teorie
= mnozina dedukénich pravidel teorie

Formalni jazyk teorie 1. iadu je jazyk predikatové logiky 1. fadu (viz definice
3.1.1). Formalni jazyk je tedy mnozina vSech dobfe (syntakticky spravné) utvotenych
formuli.

MnoZina axiomu teorie je podmnozina mnoziny vSech dobie utvoienych formuli.
Sestava ze dvou Casti:

*  mnoziny logickych axiomu (napft. téch uvedenych v definici 3.4.1 — tedy tautologii)

* mnoziny specidlnich (specifickych) axiomii. Mnozina specidlnich axioml

charakterizuje pomoci formuli predikatové logiky vlastnosti (a vztahy mezi nimi)

vSech objektl uréenych primitivnimi pojmy teorie (tj. specialni predikatové a

funk¢ni symboly, spec. konstanty), které v jazyce teorie vystupuji. Tedy specialni

axiomy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v ”zamyslené” interpretaci predmétné
oblasti.

MnoZina dedukcénich pravidel teorie splyva s mnozinou dedukénich pravidel
pouzitého kalkulu predikatové logiky (viz napt. definici 3.4.1).

Formalni teorie (v $irSim slova smyslu) je mnozina vSech formuli, které 1ze odvodit
z axiomu teorie pomoci deduk¢nich pravidel teorie. Vzhledem k tomu, zZe teorie je plné
charakterizovana mnozinou T specidlnich axiému, ztotoZiiujeme né€kdy formalni teorii T
s mnozinou specialnich axiému teorie (pojem formalni teorie v uz§im slova smyslu). Proto
byva definovan pojem dikazu z teorie takto:

Dikaz formule A 7 teorie T (znaCime T |- A) je posloupnost dobfe utvorenych

formuli (krokt diikazu) takova, ze:
» posledni krok této posloupnosti je dokazovana formule A
» kazdy krok diikazu je bud’to

0 logicky axiom, nebo

O specidlni axidom teorie, nebo

0 formule, kterd vznikla z ptedchozich krokt aplikaci nékterého dedukéniho

pravidla teorie

Poznamky 4.1.1:

1. Axiomaticky systém predikatové logiky (napf. ten zavedeny definici 3.4.1) je
specidlnim pifipadem formdlni teorie s prazdnou mnozinou specidlnich axiém.
Axiomaticky systém vyrokové logiky (napf. ten zavedeny definici 2.4.1) je rovnéz
specialnim piipadem formalni teorie s prazdnou mnozinou specidlnich axiomil a navic
s omezenou mnozinou logickych axiému. Viz Gvod ke kapitole 2.4.
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2. Formalni teorie mohou byt rovnéz budovany napf. na bazi ptirozené¢ dedukce. V
Gentzenové systému je mnozina logickych axiomil dana jedinym schématem (A > A) a
mnoziny deduk¢nich pravidel jsou obsahlejsi (viz napft. definice 3.3.1 a2 2.3.1).

wewvr

axiomaticky, jsou teorie relaci (pfedevsim ostrého a neostrého usporadani, ekvivalence),
dale vSechny algebraické teorie (teorie grup, okruhi, téles, svazil, atd.) a aritmetické teorie.

Priklad 4.1.1 /Teorie (ostrého) uspoiddani/:

1. varianta:
Specialni konstanty:
= ... binarni predikatové konstanta
< ... binarni predikéatova konstanta
Logické axiomy: axiomy predikatové logiky bez rovnosti
Specialni axiomy:

Ul. Vx [x = x] reflexivita
U2. Vx Vy [x=y D y=x] symetrie
U3. Vx Vy Vz [(x=y A y=z2) D (x=2)] transitivita

U4. Vx Vy Vz [(x=y A x<z2) D (y<z)]

US. Vx Vy Vz [(x=y A z<x) D (z<)]

U6. Vx Yy [(x<y) D =(y<x)] asymetrie

U7. Vx Vy Vz [(x<y A y<z) D (x<2)] transitivita
US. Vx Vy [x=y v x<y v y<x]

U9. Vx Jy [x<y]

U10.Vx Jy [y<x]

UlLVx Vy [x<y D3z [x<z A z<Yy]]

2. varianta:

Specialni konstanta:

< ... binarni predikatovy symbol /konstanta/

Logické axidomy: axiomy predikatové logiky s rovnosti (viz definice 3.4.2)

Specialni axiomy:
V1. Vx Vy [x<y D =(y<x)] asymetrie
V2. Vx Vy Vz [x<y A y<z D x<z] transitivita
V3. Vx Vy [x=py v x<y v y<x]
V4. Vx Jy [x<y]
V5. Vx Jy [y<x]
V6. Vx Vy [x<y D Jz (x<z A z<Y)]

Rdzné obsahlé teorie:

* Teorie rovnosti: U1-U3
Modely: rovnost na mnozing pfirozenych (celych, racionalnich, redlnych) ¢isel, rovnost
na mnozin¢ vSech matic daného typu,...

» Teorie ostrého uspoiradani U1-U7 nebo V1-V2
Modely: rovnost a ostré uspofadani na mnoziné piirozenych (celych, racionalnich,
redlnych) cisel, rovnost a vlastni inkluze na mnoziné vSech podmnozin dané
mnoziny,...
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* Teorie linearniho ostrého usporadani: U1-U8 nebo V1-V3
Modely: rovnost a ostré usporadani na mnozin¢ ptirozenych (celych, raciondlnich,
redlnych) ¢isel, rovnost a lexikografické uspofaddni na mnozing vsech slov nad danou
abecedou,...

» Teorie hustého usporadani: Ul-Ul1 nebo V1-V6
Modely: rovnost a ostré uspotadani na mnozing raciondlnich (realnych) ¢isel,...

Priklad 4.1.2 /Teorie castecného (neostrého) uspoidaddani/

Struktura <M, < > (tj. neprazdna mnozina M, na které je definovana bindrni relace <,
< c M x M), kterd spliiuje axiomy teorie ¢astecného usporadani, tj. mnozinu formuli 1), i1),
iii), se nazyva (¢dsteéné) usporddand mnofina neboli poset’.

1) Va (a<a) reflexivita
i) Vavb[(a<bAab<a)>D(a=D>)] antisymetrie
1) VavbVcel[(a<bArb<c)D(a<Lo)] transitivita

Pozn.: Relace, ktera splituje pouze axidmy i) a iii), tedy neni antisymetrickd, se nazyva
kvazi-usporadani.

Modely:
Mnozina N pfirozenych ¢isel pii obvyklém uspofadani mensi nebo roven.
Mnozina individui uspotfadana relaci “’starsi nebo stejné stary”.
Mnozina N pfirozenych ¢isel s relaci |, kterd je definovéana jako m | n pravé kdyz m dé€li

n (beze zbytku).

£
1

Posledni ptiklad ilustruje, pro¢ je toto usporadani nazyvéano ‘Caste¢né’. V mnoziné¢ M
mohou totiz existovat tzv. nesrovnatelné prvky a,b, pro které neplati ani a < b ani b < a.

Poznamka: Na CasteCné uspotadanych mnozindch zavadime dva dualezit¢ pojmy, a to
pojem supréma a infima. Bud’ (M, <) Castecné usporadana mnozina a N jeji podmnozina.
Rekneme, e prvek a € M je suprémem mnoZiny N v M, znaéime a = supu(N), jestlize
prvek a je nejmensi horni zdvora mnoziny N v M, tj. plati, ze

Vx[xeNDazx)AVy(yeMAy2x)D(y=a)

Analogicky definujeme infimum mnoZiny N v mnoZiné M, znacime a = infy(N), jestlize
prvek a je nejvétsi dolni zdvora mnoziny N v M, tj. plati, ze

Vx[xeNDax)AVy(y e MAy<x)D(a=y)].

Casto se stava, ze relace, ktera se jevi jako Gaste¢né usporadani, je ve skute¢nosti kvazi-
uspotadani, nebot’ nesplituje axidm antisymetrie:
Model axiému 1) a iii) — kvaziusporadand mnoZina:
Mnozina F formuli jazyka PL' uspotadana relaci logického vyplyvani |=.
(Plati-li, ze A |=B a B |= A, pak formule A, B jsou pouze ekvivalentni, av§ak ne
identické: napt. A>DBa—-A v B.)

Chceme-li ptesto takovou mnozinu (¢astecn€) usporadat, pouZzijeme nasledujici “trik”: Je-li
relace |= kvazi-uspotadanim, pak definujeme na dané mnoziné F relaci ekvivalence takto:
A < Bpravé kdyz A |= B a B |= A. (Pfipominame, Ze relace ekvivalence musi spliiovat
axiomy reflexivity, symetrie a transitivity.)

? Vyraz “poset” je akronym pochazejici z anglického partially ordered set”
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Je zndmo z teorie relaci, Ze kazda relace ekvivalence = na mnoziné M definuje
rozklad mnoziny M na disjunktni podtiidy (podmnoziny M) takové, Ze jejich sjednoceni
pokryva celou mnozinu M. Tedy do jedné tiidy tohoto rozkladu patii vSechny vzéjemné
ekvivalentni prvky a kterykoli z nich mtze slouzit jako representant dané tfidy (vzhledem
k ekvivalenci). Mnozina téchto tfid rozkladu se nazyva faktorova mmnoZina a znaci se
obvykle M/=, jeji prvky pak znac¢ime [m], kde m je prisluSny representant tiidy.

Uvazme nyni mnozinu F formuli jazyka PL' a k ni p¥islusnou faktorovou mnozinu
F/<. Na této mnozin€ nyni definujeme ¢aste¢né uspotradani takto:

[A1] £ [Az] prave tehdy kdyz A |= As.
Struktura < F/<, < > nyni tvoii poset. Abychom to ukazali, musime nejdiive ovéfit, ze
relace < je dobie (tj. korektn¢) definovana a pak dokézat, Zze jsou splnény axiomy
uspotadani 1), ii), ii1). Aby byla definice uspotadani korektni, nesmi dana relace zaviset na
vybéru representantil tiid. Necht tedy A;” € [A1] a Ay’ € [Az]. Pak ovSem plati, ze
A=Al F A Ay, tedy i A’ |= Ay’ a definice je korektni. Reflexivita a transitivita
relace < jsou ziejmé. Ukazeme, Ze nyni je tato relace i antisymetricka. Je-li [A;] < [Az] a
[A2] <[A1], pak A;|= Az a Ay |= Aj. To znamend, ze A; < A, a tedy [A;] =[Az].

Priklad 4.1.3 /Teorie grup/:
Struktura <G, f> (tj. neprazdnd mnozina G, na které je definovana binarni operace —
zobrazeni f: G x G — Q), kterd spliiuje axiomy teorie grup, tj. mnoZinu formuli 1), i1), 1ii)
(resp. 1), ii), iii), iv) ) se nazyva grupa (resp. komutativni, Abelova grupa):

(f je binarni funkcni symbol)

1) JeVaf(ea)=1flae)=a existence jednotkového prvku
i)  VaVbVc f(f(a,b),c) = f(a,1(b,c) asociativita

iil) Vaddf(a,d)=1(d,a)=e existence inverzniho prvku
iv) VaVb f(a,b) = 1(b,a) komutativita

Studium teorie grup ilustruje metodu axiomatického zkoumani. Zobecnéni shodnych
”situaci” vede nejprve k vyjasnéni podstaty této shody a potom k formulaci axiomi. Tim
se ziskava soustava predstavujici souhrn zékladnich principi platnych v kterémkoli ze
soubortt shodnych situaci (tedy feceno “jazykem logiky” — v kterékoli interpretacni
struktufe, kterd spliiuje mnoZinu axiomil). Ze soustavy axiomil se pak logickou dedukci (na
zéklad¢ inferencnich pravidel axiomatického systému) buduje teorie zahrnujici jako
specialni ty “situace”, které daly podnét k tvorbé axiomi. Tedy mnozina teorémii dané
teorie je pravdiva v kazdé takové situaci”, tj. v kazdé interpretacni struktute, ktera je
modelem axiémi. Mohou tak byt objeveny i neofekavané “shody”, tj. modely jiné nez
puvodni zamyslené interpretace a jejich studium je pak usnadnéno. Nemusime znovu
dokazovat vSechna tvrzeni platnd v tomto modelu, vime, Ze plati vSechny teorémy nasi
teorie.

Pozn.: Jako funkcni symbol f volime obvykle znak “nasobeni” ¢.’, nebo znak “’s¢itani” ‘+’
v komutativni grupg, a to s infixni notaci. Inversni prvek pak zna¢ime a’', resp. -a,
jednotkovy prvek znac¢ime 1, resp. 0.

Objasnéme si tuto tlohu teorie grup na jednoduchém piikladu: Ctenafi jsou dobie
Znamy vzorce
a) u-vtv-w=u-w

b)  uv.vw=uw
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c) logyu.logyv=logyu
pro pocitani s realnymi Cisly.
Zkoumejme analogii téchto vzorci z jednoticiho grupového hlediska. Piedevsim je
ziejmé, ze mnozina redlnych Cisel tvoii jak vzhledem k ndsobeni tak vzhledem ke s¢itani

komutativni grupu. V kterékoli grupé plati teorém (grupovou operaci znacime nyni e,
zavorky vzhledem k asociativité¢ vynechavame):

-1 -1 -1
d) uev evew =yew

Snadno nahlédneme, ze vzorce a) 1 b) jsou specialnimi ptipady tohoto teorému d) (vzorec
a) pro aditivni grupu, b) pro multiplikativni grupu).

Ozna¢me nyni R mnozinu R — {0}. Abychom poznali, Ze 1 vzorec c¢) piedstavuje
prepis teorému d), uvazujme mnozinu R s binarni operaci ® defunovanou takto:

uev=IlogU.logV,kde U,V jsou takové, ze plati u =1logU, v =1ogV.

Protoze u ® v=u.v, je zfejmé, ze <R, o> je komutativni grupa.
Uvédomime-li si, 7e prov# 0 je u @ v' =1logU . (log V)" =log;oU . logy10 = logyU,
vidime, ze z d) dostavame

logyU . logwV =1u e vieyew!

—uew'= logwU pro v, w # 0.
Ptiklad 4.1.3.1: Mnozina Z celych cisel tvoti vii¢i s¢itani komutativni grupu <Z, +>.

Priklad 4.1.3.2: Uvazujme mnozinu Z celych ¢isel a definujme na této mnozin€ relaci
ekvivalence takto: @ =, b modulo n prave tehdy kdyz n | (a - b), tj. Cisla a, b maji v
kladné casti” stejny zbytek po deleni ¢islem n. Tato ekvivalence definuje (jako
kazda ekvivalence) na Z rozklad na tfidy celych ¢isel kongruentnich modulo #.
Ozna¢me tuto faktorovou mnozinu tfid jako Z / =, a jeji prvky oznacime jako [i],
kde 1 je representant prislusné tiidy (kterykoli prvek, nejcastéji ten, jehoz absolutni
hodnota je nejmensi, tedy reprezentanty budou ¢isla 0, 1, 2, ..., n-1). Pro nazornost
si zapiSeme napt. mnozinu Z / =s modulo 5 vyc¢tem jejich prvki:

[0]={...-10,-5,0,5, 10, 15, ... }
[1]=1{. -9,-4,1,6,11,16,..}
2]=1{. -8-3,2,7,12,17,..}
[3]=1{. -7,-2,3,8,13,18,..}
[4]=1{.. -6,-1,4,9,14,19, ..}

Definujme na faktorové mnoziné Z / =, bindrni operaci + jako s¢itani tfid takto:

[i] + [j] = [i+].

Toto scitani je dobfe definovano, nebot’ definovany soucet nezavisi na vybéru
representantt s¢itanych trid: Je-li [i] = [1°], [j] = [J’), pak n | (i-") a n | (j-}°), tedy
n | (1-1’+j-)’), n | (it - 1’+j’). To znamena, ze [i+j] = [i’+j’]. Snadno nahlédneme, Ze
struktura <Z/=,, +> tvoii vici takto definovanému sCitdni komutativni grupu (je
modelem axiémi grupy). Jednotkovym (¢i spiSe nulovym) prvkem je tfida [0] a
inversnim (opacnym) prvkem k [a] je tfida [-a].

Priklad 4.1.4 /Teorie svazii /:

Mnozina M, na které jsou definovany dvé binarni operace (zobrazeni M x M — M)
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N (priisek) a U (spojeni) takové, Ze tato struktura <M, N, U> splituje nésledujicich Sest
axiomdi, se nazyva svaz:

1) V(abc)(avub)yuc=av(buc) asociativita
i) V(abc)(anb)ync=an(bnc) asociativita
i) V(ab)aub=bua komutativita
iv) V(@b)anb=bna komutativita
v) V(ab)(anb)yua=a Booleovy vlastnosti

vi) V(@b)an(bua)=a

V teorii svazi plati nasledujici dva teorémy, které¢ urcuji souvislost teorie svazi s
teorii ¢astecného (neostrého) uspotradani:

Véta: Jestlize S = <M, N, U> je svaz, pak binarni relace < definovand na M predpisem
a<bhb oggaub=b=anb=a
je castecné usporadani a navic plati
V(ab) [sup{a,b} =a v b], V(ab) [iInf{a,b} =a M b].

Véta: Je-li S = <M, < > CasteCné uspofadand mnozina takova, ze pro kazdou dvou
prvkovou podmnozinu mnoziny M existuje v M jeji suprémum a infimum, pak
struktura S = <M, N, WU> s operacemi priseku a spojeni definovanymi tak, Ze
a U b =g supmia,b}, a N b=¢4infy{a,b}, je modelem axiomu svazu, tedy tvofi svaz.

V kazdém svazu dale plati nasledujici dva teorémy:

- (anb)yu@anc) <anbuc)

- (@aub)yn(@auc) 2au((bnc)

K uvedenym svazovym axiomim miizeme dle potfeby piiddvat axidomy a zkoumat
tak rizné tidy svazl. Plati-li ve vySe uvedenych teorémech rovnost, pak se jedna o axiém
distributivity a svazy, které jej splituji se nazyvaji distributivni svazy. Dalsi dilezitou
ttidou jsou moduldrni svazy, které spliuji axiom

Y(abc)((asc)Dlav(bnc)y=(avub)nc)l)
Ptiklady svazii:

Mnozina 2™ viech podmnozin dané mnoziny M, kde prisek je definovan jako prinik
mnozin a spojeni jako sjednoceni mnozin, tvoti (distributivni) svaz.

Faktorova mnozina F/<> tvoii (distributivni) svaz tiid ekvivalentnich formuli, kde
prasek a spojeni jsou definovany takto:

[A] U [A2] = [A1 v Ao, [A] N [A2] = [A1 A As],

tedy jako tfida definovéna disjunkei, resp. konjunkei.

Kazdy distributivni svaz je modulérni, ale ne naopak:
Mnozina {o, a, b, ¢, i} s uspofadanim definovanym takto:
a<i,b<ic<i,a>0,b>0,c>o0 tvofi modularni svaz, ktery neni distributivni, coz
snadno nahlédneme, znazornime-li si tuto mnozinu Hasseovym diagramem:

SN,
NV
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0

Mnozina {i, a, b, ¢, o} s uspotadanim dle nasledujiciho obrazku je svaz, ktery neni

modularni:
/ N\
\ /

Teorie svazi je v posledni dobé hojné vyuzivana i v oblastech “mimo matematiku”, napt. v
informatice pfi sémantickém vyhledavani na webu jsou vyuzivany tzv. konceptudlni svazy.

Priklad 4.1.5 /Teorie rodokmenu a piibuzenskych vztahii/:
« Univerzum: mnozina vSech individui (Zijicich i zemfielych)
Specialni primitivni symboly (funk¢ni a predikatové) /se ”zamyslenym
vyznamem”/:
« O ... unarni funkéni konstanta /O(x) ... otec x/
M ... unarni funkéni konstanta /M(x) ... matka x/
m ... unarni predikatova konstanta /m(x) ... x je muzského pohlavi/
. z...unarni predikatova konstanta /z(x) ... x je zenského pohlavi/
. Logické axiomy: axiémy predikatové logiky s rovnosti
Odvozené funkce:
DO(x) =31 O(O(x)) ... déd po otci /otec otce/

DM(x) =3 O(M(x)) ... déd po matce /otec matky/
«  BO(x) =¢f M(O(x)) ... baba po otci /matka otce/
. BM(x) =g M(M(x)) ... baba po matce /matka matky/

. Odvozene predikaty:
. rod(x,y) ©4f x=0(y) vx=M(y) ..xjerodiCemy
pred(x,y) <df rod(x,y) v 3z [pred(x,z) A rod(z,y)]

... X je ptredkem y
dit(x,y) <4f rod(y,x) ... X je ditétem y
pot(x,y) <df pred(y,x) ... X je potomkem y

sour(x,y) <df 3z [rod(z,x) A rod(z,y)]

X,y jsou sourozenci

. Specialni axiomy:

Al. Vx3y [y = O(x)] kazdy mé otce
Vx3y [y = M(x)] kazdy ma matku
A2.V(x,,2)[y = O0x) A z=0(x) D y=z] otec je jediny

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2003



Matematicka logika. 115

V(x,y,2)[y = M(x) A z=M(x) D y=z] matka je jedina

A3. V(x,y) [x =O0(y) D m(x)] kazdy otec je muz
V(x,p) [x =M() D z(x)] kazdé4 matka je Zena
A4. Vx [m(x) v z(x)] kazdy je muzem nebo zenou
Vx —[m(x) A z(x)] nikdo neni muzem i zenou
AS. Vx —pred(x,x) nikdo neni svym vlastnim predkem
. Ngkteré jednoduché véty dokazatelné z axidomu (vSechny proménné jsou obecné
kvantifikovany):
« |- —rod(x,x)
« |- sour(x,y) = sour(y,x)

« |- pot(x,y) A pot(y,z) D pot(x,z)

Definice 4.1.2:

Teorie T’ je silnéjsi neZ teorie T, jestlize kazdd formule dokazatelnd v T je
dokazatelnd i v T’, ale ne naopak, tedy existuje alespoii jedna formule, kterd je v T’
dokazatelna, ale v T nikoliv.

Teorie T a T’ jsou ekvivalentni (stejn¢ siln¢), jestlize kazdd formule, kterd je
dokazatelnd v jedné teorii, je dokazatelna i v druhé.

Teorie T’ je rozSifenim teorie T, jestlize pouziva vEétsi mnoZinu specialnich symbola
nebo vychazi z vét§i mnoziny specialnich axioml neZ teorie T. Je-li rozSifena teorie T’
ekvivalentni s pivodni teorii T, pak hovofime o nepodstatném (konzervativnim)
rozSifeni. Je-1i teorie T’ silnéj8i nez teorie T, pak hovotime o podstatném rozSiieni.

Priklady 4.1.5:

Teorie (ostrého) usporadani definovand axiomy UIl-Ull je siln€jsi, nez teorie
definovana axiomy U1-U8.

Teorie (ostré¢ho) usporadani definovana axiomy Ul-Ul1 (v predikatové logice bez
rovnosti) je ekvivalentni s teorii uspofddani definovanou axiomy V1-V6 (v predikatové
logice s rovnosti).

Pfidani axiomu V6 k teorii V1-V5 ma za nasledek jeji podstatné rozsiteni. Zavedeni
nového specialniho symbolu < novym specialnim axiomem x<y = x<y v x=y, je vSak pouze
konzervativnim roz$ifenim.

Poznamky 4.1.2: /Syntakticka — lingvisticka definice/
1. Nové symboly mizeme ve formalni teorii definovat (zavést) dvojim zpisobem:

«  Metasystémové pomoci metasymbolu "=4f" nebo <>4f. V tomto piipadé neni novy
symbol soucasti formalniho systému, ale pouze zkratkou pro urcitou formuli. Napf.
zapis x#y muzeme povazovat pouze za zkracené oznaceni formule —x=y. Neboli

X£Y =df —x=y.
. Systémové pomoci nového specidlniho axidému ve tvaru ekvivalence (rozSifenim
teorie). Napt. symbol nerovnosti miize byt “implicitn¢ definovan” formuli
XZY = 2X=),
kterd rozSifuje mnozinu specidlnich axiomu.
2. Korektnost systémové definice nové piredmétové konstanty.

Plati-li soucasné (tj. 1ze-li v teorii odvodit)
|_ Jx A()C),
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— AG) A AG) D x=,
pak lze konstantu ¢ zavést novym axiémem ve tvaru
|- A(x/c)
(ptitom predpokladame, ze symbol ¢ nebyl dosud v teorii pouzit).
Ptiklad: Protoze v teorii pfirozenych ¢isel plati
|- 3x [x =S(0)], (kde S je interpretovan jako funkce néslednik)
|- x=S(0) Ay=S(0) o x=y,
1ze definovat konstantu 1 novym axiomem
|- 1=1S(0).

3. Korektnost systémové definice nového funkcéniho symbolu.
Plati-li soucasné (tj. 1ze-li v teorii odvodit)
=3y A(X1%2,-%n, ),
I— A(X1,X0,...Xn, 2) A A(X],X2,....Xp, 1) D z=t,
pak lze v této teorii definovat funkéni symbol f (pfedpoklddame, ze symbol f nebyl
dosud v teorii pouzit) novym axiomem ve tvaru
-y =1(x1.X2,....xn) = A(X],X2,....X0, V).
Ptiklad: Protoze v teorii pfirozenych ¢isel plati
=3y [y =xx],
|-z=XxXAt=XxXxDz=L,
lze v této teorii zavést funkéni symbol sqr novym axiomem
|-y=sqr(x) = y=x.x.
4. Korektnost systémové definice nového predikatového symbolu.

Novy predikatovy symbol p (v teorii dosud nepouzivany) lze zavést novym axidomem
ve tvaru

= PO Xn) = AX]XD50-%n)
Piiklad: V teorii uspofdddni mlzeme definovat novy predikdtovy symbol <
axiomem tvaru
|- x<y =x<y v x=y

5. Obecné podminky korektnosti definice.

. Definovany symbol obsazeny v definiendu (levé Casti definice) je symbol, ktery se
dosud v systému nevyskytoval.

. Definiens (prava cast definice) obsahuje jen dfive definované symboly. Vyjimkou
jsou rekurentni definice.

.V definiendu se kazda proménna vyskytuje jen jednou.

. Kazda volnd proménnd vyskytujici se v jedné casti definice se musi vyskytovat i v
druhé ¢asti (podminka homogenity).
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4.2. Vlastnosti a vyznam formalnich teorii — Goédelovy vysledky

Uvod.

David Hilbert (1862-1943) byl vynikajici némecky matematik, pfedstavitel formalistické
Skoly, kterd povazovala matematiku za jakousi “hru se symboly”, kterd ma sva pravidla,
jako napft. hra v Sachy. Abychom to ilustrovali, zavedeme jednoduchy systém S:
Konstanty: &, %
Predikaty: & a
Axiomy systétmu S: (1) Vx (x> AXx)
Ix x> ¢k
AV
Inferenéni pravidla: MP (modus ponens), EV (eliminace v§eobecného kv.), Z3
(zavedeni existenc¢niho kv.)
Teorém: A &

Duikaz: AV (axiom 3)
dx ax (Z3)
*% (axiom 2 a MP)
&% DO AN (axiom 1 a EV)
A% (MP)

Symboly a cely systém S jsou zcela bez jakéhokoli vyznamu. Axiomy nejsou

‘pravdivé’, jsou to jakasi “implicitni pravidla” pro praci se symboly. Podle (pre-

hilbertovskych”) formalistii je celd matematika takovato hra se symboly, jenom

trochu vice komplikovana a rafinované;jsi.
(Jiz Gottlob Frege (1884) napadl toto formalistické pojeti. Nemizeme zde opakovat
vSechny jeho argumenty, uvedeme jen jeden: Hra v Sachy nebo nas systém S mohou byt
jen hry bez jakéhokoli vyznamu ¢i pravdivosti. AvSak meta-teorie her muize byt
smysluplnd matematika. Napf. to, Ze vySe uvedeny dikaz se sklada z péti kroki, nebo to,
ze kral a dva stfelci nemohou vynutit mat, jsou smyslupiné, objektivné pravdive meta-
teorémy.)

Hilbert si v§iml, Ze paradoxy a konceptudlni problémy matematiky jsou vzdy spojeny
s usuzovanim zahrnujicim nekonecno. Jelikoz se vSak veSkera nase zkuSenost opird pouze
o konecné objekty, musime v “nekonecné klasické matematice” pracovat tak, ze ji
rozdélime na bezproblémovou konecnou cast, ptidame jakési “idedlni prvky”, které
”ukazuji na nekone¢no” a vSe ud¢élame tak, abychom mohli s takovym systémem pracovat
finitnimi prostfedky s plnou diivérou, Ze se nemohou objevit paradoxy. ’Idedlni nekonecné
prvky” nemiizeme samoziejmé ptidavat libovolné. Absolutné nutnou podminkou je to, ze
pridanim nevznikne nekonzistence. Jako ptiklad uvedeme analogii. M&me dvé teorie T
(tepla) a S (svétla), o kterych vime, Ze jsou obé pravdivé (7o teple resp. o svétle”). Tedy 1
jejich konjunktivni spojeni, teorie T a S bude pravdiva. OvSem jsou-li T a S “dobré
nastroje”, to znamena konzistentni teorie, nezarucuje to jesté, ze i jejich spojeni bude
dobrym nastrojem, nebot’ néktera tvrzeni si mohou protifecit (co plati o teple, nemusi platit
o svétle a obracen¢). Tedy Hilbert chtél dokazat, ze jednotlivé ¢asti nekone¢né matematiky
mohou byt pfidany ke konecné matematice tak, aby nevznikla Zadna nekonzistence. Navic,
takové diukazy chtél obdrzet bez ohledu na logické vyplyvani, pravdivost, sémantiku,
pouhou manipulaci se symboly, jejichz konecnd struktura je jasna, ptehledna a
rozpoznatelna.
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Existuje mnoho zptisobu, jak dokazat konzistenci. Jednoduchym zptisobem je napf.
nalezeni modelu. Chceme-li napf. dokdzat konzistenci transfinitni teorie mnoZin,
nemuzeme pouzit tuto teorii k diikazu jeji vlastni konzistence. NemiiZeme rovnéz nijak
demonstrovat, ze existuji (aktudln¢) nekoneéné mnoziny, které jsou touto teorii korektné
popsany. Pti kazdé takovéto demonstraci bychom vzdy pouzili jen konecny pocet objekta,
1 kdybychom mohli jit pokazdé o krok déal” a to “’potencialné nekonec¢né daleko”. AvSak
jelikoz je (syntakticky) diikaz pouze posloupnost symbolli manipulovana podle urcitych
pravidel, stacilo by ukazat, ze Zadna takovato posloupnost symbolli nevyusti napt. ve vyraz
”0=1"nebo "m = »”.

Hilbertliv program byl velice ambiciézni a mél mnoho cili: Pfedevsim, celd
klasicka matematika (ktera byla az do té doby smésici formalnich a neformalnich ptistupii)
musi byt disledné zformalizovana. (Cast prace v tomto duchu odvedli jiz Whitehead
s Russellem v Principa Mathematica (1910).) Dale, je nutno piesné¢ definovat pojem
‘finitni metody’. Nakonec pak budou tyto finitni metody aplikovany na zformalizované
verze klasické matematiky tak, ze ukazi jasné a prehledné jednotlivé vlastnosti a vztahy a
co predevsim, dokézi jejich konzistenci. Mnoho vynikajicich matematiki a filosoft 20.
stoleti (napf. Ackermann, Bernays, von Neumann, atd.) pracovalo na tomto programu. To,
ze Godelovy véty o netplnosti dokdzaly nemoznost jeho realizace (v plné §ifi), je dnes
vSeobecn¢ znamo. Avsak nékteré “’vedlejsi produkty” programu (napf. axiomatizace, teorie
modeld, teorie rekursivnich funkci, teorie algoritmti a vypocetnich metod, atd.) pfinesly
cenné vysledky a vyznamné obohatily moderni matematiku.

Poznamky:

1. Studiem vlastnosti formalnich teorii se zabyva véda zvand metamatematika.
Metamatematika je neformalni teorie formdlnich teorii. Skute¢nost, ze odvozovani v
metamatematice je neformalni (intuitivni) - a jiné byt nemlze - je vyvaZena tim, Ze
metamatematika pouzivd jen finitnich (konec¢nych) postupl, jejichz korektnost je
bezprostiedné evidentni. Neni napt. dovoleno pracovat s aktudlnim nekonecnem (s
nekonecnymi mnozinami), tak jak je to v klasické matematice bézné.

2. Veskeré finitni prosttedky metamatematiky mohou byt reprezentovany pomoci
aritmetiky pfirozenych Cisel (poznamenejme, ze aritmetika pfirozenych cisel pracuje
pouze s tzv. potencialnim nekonecnem ve smyslu: ke kazdému ptirozenému cislu
existuje naslednik). Pomoci tzv. gédelizace l1ze ptitadit kazdé formuli formalni teorie
prirozené Cislo a odvozovani jednéch formuli z jinych formuli je pak pfevedeno na
vypocet jistych aritmetickych funkci (rekurzivnich funkci).

Cilem této kapitoly je podat ptehledné, mirné¢ popularné, avSak presné¢ Godelovy
prevratné vysledky. Jelikoz jsou tyto vysledky chapany Casto chybné, nékdy az ’mysticky”
a pritom pivodni Gddelovy formulace a diikkazy jsou technicky ponékud obtizné, a tedy
v ramci tohoto struéného ucebniho textu nereprodukovatelné, poddme vyklad z pohledu
dne$ni matematické logiky a pfitom vyuZzijeme z velké ¢asti velice zdatilého ¢lanku Petra
Hajka (1996).

Pro uplnost zopakujeme nyni nékteré pojmy, se kterymi jsme se jiz setkali v prubéhu
vykladu. V matematické logice pracujeme s vyroky (neboli sentencemi) chapanymi jako
presné definované matematické objekty. Definujeme, co to znamend, ze néjaky vyrok o je
dokazatelny (z néjaké mnoziny vyrokll) a Ze néjaky vyrok je pravdivy (pfi néjaké
interpretaci jeho slozek, tj. v néjakém modelu). Pojmy dokazatelnosti a pravdivosti jsou
dva zékladni pojmy matematické logiky. Otazka, v jakém jsou tyto pojmy vztahu, tedy
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Jsou dokazatelné piesné ty vyroky, které jsou pravdivé?

je jednou z centralnich otazek matematické logiky. Aby méla tato otazka smysl, musi byt
pfesné definovano, co je to vyrok, pravdivost, dokazatelnost, a to Ize ud¢lat riznymi
zpisoby — v zévislosti na expresivni sile logického systému. Jelikoz je predikatovy pocet
1. fadu jednim ze zékladnich logickych kalkuld, nas vyklad byl soustfedén na tento systém.

Tedy v PL':
uzaviené formule jsou vyroky.

Znovu zdliraznéme, Ze nema smysl fict, Ze vyrok a je pravdivy (¢i nepravdivy), nebot’ bez

interpretace jeho specidlnich (funkénich a predikatovych) symbolii nema vyrok o ’smysl”.
Tedy vyrok o muze byt pravdivy v interpretacni struktufe I, — v modelu vyroku a,
nepravdivy ve struktuie I,.
Formule je tautologie (logicky pravdiva), je-1i pravdiva v kazdé interpretacni struktuie
(pti kazd¢ interpretaci).
Vyrok ¢ je dokazatelny z vyroki (axidomul) a,...,0,, (znacime ay,...,a, |— @), je-li
poslednim krokem diikazu, coz je posloupnost formuli takova, ze kazdy krok této
posloupnosti je bud’ néktery z axioml a,,...,0,,, nebo vznikl z ptredchozich kroki
(formuli) aplikaci nékterého z odvozovacich pravidel daného systému.
Ma-1i byt kalkul “smysluplny”, musi byt dikaz korektni (sémanticky bezesporny), tj.
”zachovavat pravdivost”: JestliZe aly,...,0ln |- @, pak Oiye..,0n |= @, tedy vyrok ¢ je
pravdivy v kazdém modelu mnoziny {a,...,0n} -
Proto, jestlize chceme dokazovat tautologie, musi byt vSechny (tzv. logické) axiomy
daného kalkulu tautologie; pak tyto logické axiémy (jako predpoklady dikazu)
nevyznacujeme: Jestlize |- ¢, pak |= o.

V r. 1928 publikovali Hilbert a Ackermann praci Grundlaziige der theoretischen Logik.
V ni dospéli k formulaci korektniho logického kalkulu predikadtového poctu 1. fadu s
logickymi axiomy a pravidly jen mirn¢€ odliSnymi od téch, které jsme uvedli v kapitole 3.4.
(tedy 5 axiomt a 2 pravidla: modus ponens a generalizace) a polozili zakladni otdzku —
problém uplnosti takto definovaného logického kalkulu:

Jsou dokazatelné vSechny tautologie PL"?

Obsah disertace Kurta Godela (publikované v r. 1930) dava positivni odpovéd’ na tuto
otazku:

Véta 4.2.1. /Godelova véta o tiplnosti PL'/:

Predikétovy pocet 1. fadu (s axiémy a pravidly uvedenymi v 3.4.1 nebo jinymi korektnimi
a vhodnymi) je Gplny logicky kalkul, tj. dokazatelné jsou v ném pravé vSechny tautologie
PL'. Dokazatelnost je v PL' ekvivalentni logické pravdivosti: |= ¢ pravé kdyz |- ¢.

Vétu lze jeste zesilit:
Silna Godelova véta o uplnosti PL': Vyrok ¢ je v kalkulu PL' dokazatelny ze specialnich
axioml a.,...,0, dané teorie (tedy nejen z logickych axiomul — tautologii) pravé kdyz ¢ z
téchto axiomu logicky vyplyva (je pravdivy v kazdém modelu teorie):
Ol1yeeesOn |[— @, pravé kdyz oy,...,0ln |= Q.

Diikaz zde nemtZeme podrobné probrat (svou technickou narocnosti je mimo

ramec tohoto ucebniho textu), proto jej pouze naznacime. Poznamenejme, Ze dnes je bézny
jiny diikkaz nez ten, ktery podal Godel ve své disertaci. Zakladni myslenka je vSak stejna
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v origindlnim diikkaze 1 v dikazech pozdéjsich. K jejimu vysloveni potiebujeme jesté
nékolik novych pojmi a vét:

Definice 4.2.1:

Teorie T je (syntakticky) bezespornd (konzistentni), jestlize pro zddnou uzavienou
formuli A jazyka teorie neplati soucasné |— A i |- —A, tj. formule A a —=A nemohou byt
soucasn¢ dokazatelné (dokazatelna je nejvyse jedna z téchto formuli).

Poznamky 4.2.1:

1. Pozadavek uzavienosti formule ma néasledujici vyznam. Uzaviena formule (bez
volnych pfedmétovych proménnych) vypovida pouze o vlastnostech objekti
representovanych primitivnimi pojmy teorie, kdezto oteviend formule (s aspon jednou
volnou pfedmétovou promeénnou) vypovida i o vlastnostech konkrétnich predmétt. Tak
napf. uzaviena formule VxVy [x+y = y+x] vypovida pouze o vlastnostech funkci
representovanych primitivnimi symboly "+" a "=", kdezto oteviend formule x+y = 6
vypovidd 1 o vlastnostech pfedmétl x,y (definuje konkrétni mnozinu dvojic (x,»)
spliyjici dany vztah). Formule x+y = 6 a —(x+y = 6) definuji rizné mnoziny dvojic.

2. Bezespornost teorie nelze zaménovat se zdkonem sporu. Zakon sporu, tj. formule
—(AA—A) je soucasti teorie, kdezto bezespornost je vlastnost teorie. Ve sporné teorii,
jak hned ukazeme, lze dokazat kazdou formuli a tedy specialné i zdkon sporu. Na
druh¢ stran€ 1ze konstruovat bezesporné teorie ve kterych zakon sporu neplati.

Véta 4.2.2:
Teorie je bezesporna pravé tehdy, existuje-li asponl jedna formule, kterou nelze z
teorie odvodit (tj. kterd do teorie nepatii).

Diikaz:

1. Je-li teorie bezesporna, pak v ni nelze soucasné odvodit formule A, —A. Tedy existuje
aspon jedna formule, kterou nelze v teorii odvodit.

2. Je-li teorie spornd, pak v ni Ize odvodit formule A, —A. Vzhledem k zakonu vyrokové
logiky A © (—=A D B), neboli A,—A |- B, lze pak v teorii odvodit libovolnou formuli B.

Poznamka 4.2.2:
Sporna teorie je naprosto jalova, bezespornost teorie je samoziejmym poZadavkem.
Bezespornost teorie je tedy velmi slaba vlastnost.

Definice 4.2.2:
Axiom Aj je nezavisly na axiomech
Al AL 1A+ AR (*)
jestlize Aj nelze na zéklad¢ téchto axioml dokazat.
Systém axiomit A1,A),...,Aq je nezavisly, jestlize kazdy z nich je nezavisly na
zbytku ostatnich.
Véta 4.2.3:
Ke kazdému konetnému systému axiomi existuje nezavisly systém axiomui
ekvivalentni s pivodnim systémem.
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Diikaz:

Vylou€enim zavislého axiomu ze systému axidémi vznikne ekvivalentni systém.
Vzhledem ke kone¢nému poctu axiomti musi byt proces eliminace zavislych axiomu po
kone¢ném poctu krokti ukoncen.

Véta 4.2.4:
Axi6m Aj je nezavisly na axidmech (*) prave tehdy, je-li teorie
Al Ai-1,ABA+15An (%)

bezesporna.
Diikaz:
1. Je-li teorie (**) spornd, pak lze z (**) odvodit jakoukoliv formuli a tedy i A;. Plati-li

vSak

AN o ANAL A=A A A ACA AR DA
pak plati také

Ain.A Al AAFIA A Ap DA
coz vyplyva ze zakona vyrokové logiky (P A =Q AR 2 Q) o (P A R © Q). Je-li tedy
teorie (**) spornd, pak axidom Aj je zavisly na axiomech (*).
2. Je-li axiom A; zavisly na axiomech (*), pak lze z (**) odvodit Aj 1 —A; a teorie (**) je
sporna.

Priklady 4.2.1:

Uvazujme teorii hustého linedrniho uspofadani zleva i zprava neomezené mnoZiny,
tj. teorii danou axiomy V1-V6 (ptiklad 4.1.1). Zde napf. plati:

. Axidm V4 je nezavisly na zbylych axidmech. Nahradime-li axiom V4 jeho negaci, tj.
formuli —Vx3y [x<y], vznikne bezesporna teorie. Jejim modelem miliZe napi. byt
ptirozené usporadani realnych ¢isel z intervalu (-0, a>, kde a je néjaké realné Cislo.

. Podobn¢ axiom V5 je nezavisly na zbylych axiomech.

. Podobné axiom V6 je nezavisly na zbylych axiomech. Nahradime-li jej jeho negaci,
vznikne bezesporna teorie jejiz modelem miiZze byt napf. pfirozené uspotradani celych
Cisel.

Definice 4.2.3:

Teorie T je uplna, jestlize pro kazdou uzavienou formuli A jazyka teorie plati bud’ |-
A nebo |- —A, tj. ze dvou formuli A, —A je vzdy aspon jedna dokazatelna.

Je-1i teorie T navic bezesporna (coz zpravidla ml¢ky ptredpokladame), pak ze dvou
formuli A, —A této teorie je vzdy dokazatelna prave jedna.

Poznamky 4.2.4:

1. POZOR: Pravé definovanou tplnost teorie /definice 4.2.3/ nelze zaménovat se
(semantickou) uplnosti logického kalkulu zavedenou v kapitoldch 2. a 3. a
formulovanou v Godelovych vétach o uplnosti!

2. O pozadavku uzavienosti formule viz pozndmku k definici 4.2.1.

3. Uplnost teorie nelze zamé&hovat se zdkonem vylouéeného tietiho. Zakon vylouéeného
tretiho, tj. formule A v —A je soucasti teorie, kdezto Uplnost je vlastnost teorie.
Zéakon vylouceného tietiho je jakoZzto tautologie dokazatelny i v netuplnych teoriich.
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4. 'V netplné teorii existuji dobfe formulované otdzky (reprezentované formulemi
jazyka teorie), na které teorie nedava odpoveéd’ (formuli ani jeji negaci nelze dokézat).
V Uplné teorii existuje odpovéd’ na kazdou smysluplnou otazku (tj. pro kazdou
formuli jazyka teorie plati, Ze je dokazatelna tato formule nebo jeji negace).

5. Uplnost teorie neni zadouci, chceme-li studovat obecné rysy nékterych pojmd, které
se v riiznych pfedmétnych oblastech projevuji znaéné odlisn€ (napft. spole¢né rysy
pojmu uspofadani, které je n€kdy uplné jindy nelplné, n€kdy se tyka konecnych
mnozin, jindy nekonecénych, né¢kdy je husté, jindy neni, atd.). Chceme-li vSak
vycerpavajicim zpusobem popsat urcitou jedineCnou piedmétnou oblast (napf.
aritmetiku pfirozenych nebo redlnych cisel), pak je naopak idedlem uplnd teorie.
Bohuzel Godelovy véty o neuplnosti (viz déale) dokazuji, ze tento ideal nelze
v ptipadé aritmetiky naplnit.

Priklady 4.2.2:

. Uplnymi teoriemi jsou napf-:

. Teorie uspotadani V1-V6 /viz ptiklad 4.1.1/

. Netplnymi teoriemi jsou napf.:

. Teorie uspotadani V1-Vk, kde k=2,3.4,5

. Teorie V1-V3 je nelplna. Lze nalézt dva modely takové, Ze v jednom plati axiom V4
/napt. prirozené usporadani celych cisel/ a v druhém jeho negace /napft. pfirozené
uspotadani vSech zapornych celych cisel/.

. Teorie V1-V4 je neliplna. Lze nalézt dva modely takové, Ze v jednom plati axiom V5
/napft. pfirozené uspotfadani celych cisel/ a v druhém jeho negace /napf. pfirozené
usporadani vSech ptirozenych Cisel/.

. Teorie V1-V5 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, ze v jednom plati axiom V6
/napt. ptirozené uspotfadani raciondlnich ¢isel/ a v druhém jeho negace /napf.
ptirozené uspofadani vSech celych cisel/.

Véta 4.2.5:
Kazd4 bezesporna teorie T ma alesponi jeden model.

Naznak dukazu silné véty o uplnosti (viz 4.2.1):

Z véty 4.2.5 jiz lehce plyne silnéd véta o uplnosti: Kdyz teorie T nedokazuje néjakou
formuli ¢ (¢ je uzaviena), pak teorie T U {—@} je bezesporna a tedy md model M. To je
vSak model teorie T, ve kterém neni pravdiva formule ¢. ”Zformalizujeme-li” tuto uvahu,
je dikaz ziejmy: Jestlize neni pravda, ze T |- ¢, pak neni pravda, ze T |= ¢, cozZ je
ekvivalentni s: Jestlize T |= ¢, pak T |- .

Naznak dukazu véty 4.2.5: Potfebujeme jesté pojem Henkinovské uplnosti:

Teorie T je Henkinovska, jestlize pro kazdou uzavienou formuli tvaru 3x ¢(x) existuje
konstanta ¢ takova, ze T dokazuje formuli 3x ¢(x) > ¢(c).

(Pfipomenime, Ze tato formule pochopitelné neni tautologie — srovnej se Skolemizaci, kap.
3.2.1. Konstanta ¢ se nazyva svedek pro formuli ¢(x).)

Lze ukézat, ze ke kazdé bezesporné teorii T existuje silnéjsi (ve smyslu definice
4.1.2) bezesporna T°, kterd je Henkinovska a Uplna. K teorii T’ se uz snadno sestroji
model. Za mnozinu M (universum — srovnej s Herbrandovym universem) vezmeme
mnozinu vSech konstant této teorie. Predpokladejme pro jednoduchost, ze T ma jediny
bindrni predikat P. Jeho interpretaci bude relace R € M x M takova, Ze <c,d> € R pravé
kdyz T’ dokazuje formuli P(c,d). Tim mame strukturu <M, R>, ktera je modelem T’, a tedy
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1 teorie T. (K ovéfeni skute¢nosti, Ze tato struktura je modelem T’ je ovSem nutny fakt, ze
T’ je Henkinovsky Uplna.)

Hilbert oc¢ekaval vétu o uplnosti. Godeltiv vysledek z r. 1930 byl velmi cenny,
ale nebyl vlastné ptrekvapenim. Hilbert vSak ocekaval ve svém programu “formalizace
aritmetiky” jesté daleko vice. PfedevSim ocekaval, ze se podafi ukazat, ze predikatovy
pocet 1. fadu je rozhodnutelny v tom smyslu, Ze se podafi najit algoritmus, ktery o kazdé
formuli rozhodne (tedy v konecném poctu krokli odpovi ano ¢i ne na otazku), zda je dana
formule tautologie. Déale ocekéval, ze se podafi nalézt ’pfirozenou” uplnou teorii, ktera
bude pln¢ charakterizovat aritmetiku, tedy bude dokazovat vSechny pravdivé vyroky o
ptirozenych ¢islech. Godelovy véty o netplnosti (publikované v roce 1931) ukazuji, Ze tato
o¢ekavani jsou nesplnitelna. A to byl ve své dob¢ zcela necekany vysledek, ktery zménil
zasadnim zptsobem “tvai moderni matematické logiky”. Abychom tyto neformalni avahy
formulovali pfesné, potiebujeme jesté nékolik definic:

Definice 4.2.4:

Teorie je rozhodnutelnad, jestlize existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli ¢ jazyka
teorie rozhodne (v kone¢ném poctu kroku), zda ¢ je platnym vyrokem teorie T
(dokazatelnou formuli v T — pattici do teorie) ¢i nikoliv.

Pozn.: Zde ptedpokladame, ze pojem algoritmu je dostatecné presné urcen (napi. pomoci
Turingova stroje).

Priklady 4.2.3:
. Rozhodnutelnymi teoriemi jsou napt.:
Vyrokova logika
Teorie uspotadani V1-V6
. Nerozhodnutelnymi teoriemi jsou napf. (jak za chvili ukdzeme):
Predikatova logika
Formalni aritmetika

Nyni budeme zkoumat teorie, které maji za sviij model nasledujici strukturu N, ktera
je jednou ze zakladnich matematickych struktur. Tedy ted’ nebudeme hledat spole¢né rysy
v riznych “situacich”, ale budeme se snazit pln¢ charakterizovat — axiomatizovat jednu
predmétnou oblast, tj. mnozinu pfirozenych Cisel spolu s pfirozenymi operacemi scitani,
nasobeni a relaci uspotfddani. (Funkce, relace, atd. na mnoziné piirozenych c¢isel budeme
znacit tuéné, abychom je odlisili od pfislusnych symboll jazyka teorie, kterym jsou tyto
funkce, relace, atd. ptifazeny v zamyslené interpretaci.)

N =<N,0,S,+.,==>

kde N bude universum diskursu — mnozina ptirozenych ¢isel 0, 1, 2, ...
0 je cislonula

S je unarni funkce z N do N — operace ndslednik

+ je binarni funkce s¢itani ptirozenych cisel

je binarni funkce nasobeni ptirozenych Cisel

je bindrni relace rovnosti

< je binarni relace mensi nebo roven”

Abychom mohli tuto strukturu popisovat jazykem teorie PL', musi tento jazyk obsahovat
symboly odpovidajici vySe uvedenym funkcim a relacim. Budeme je pro piehlednost
znacit stejné, jen ne tucné.
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Nyni nds nebudou zajimat tautologie, tj. vyroky pravdivé v kazdé interpretaci naseho
jazyka, ale vyroky pravdivé v jedné standardni interpretaci, tj. ve struktuie N piirozenych
¢isel. Budeme studovat teorie, které¢ maji N za sviij model a umoznuji dokéazat (pokud
mozno vSechny “rozumné”) vyroky o pfirozenych cislech. Tedy nyni se zdméry a postup
axiomatizace ponckud lisi napf. od ptipadu axiomatickych algebraickych teorii. Nebudeme
hledat spole¢né rysy rtiznych situaci”, ale budeme zkoumat jednu “situaci” — aritmetiku
prirozenych Cisel. V takovém ptipad¢€ postupujeme tak, ze si v§imame toho, jak provadime
jednotlivé dilkkazy neformdlné, ¢i intuitivné, pfedevSim pak toho, kterou minimdlni
mnozinu predpokladii potfebujeme nutné a vzdy. Tyto spolecné piedpoklady pak
formulujeme jako mnozinu (specialnich) axiomti. Uvedeme jako ptiklad dvé takové teorie,
a to Robinsonovu aritmetiku Q a Peanovu aritmetiku PA.

Priklad 4.2.4 / Robinsonova aritmetika Q a Peanova aritmetika PA /:

Robinsonova aritmetika je teorie o nasledujicich sedmi axiomech ( které jsou generalni
uzavéry nasledujicich formuli):

Q —-Sx=0 neboli S(x) # 0
Q SE)=S()>x=y

Qs x+0=x

Qs x+SH»)=Skx+y)

Q5 x.0=0

Qs x.S(=(x.y)+x
Q; x=ZLy=3z(z+x=y)

Tyto axidmy popisuji zakladni vlastnosti aritmetickych operaci. Pfiddme-1i k nim
schéma axiomu indukce (Ind), dostaneme Peanovu aritmetiku PA:

Ind  {9(0) A Vx [@(x) D @(S())]} 2 Vx 9(x)

Pozn.: V§imnéme si, Ze Q je konecné axiomatizovana teorie (ma kone¢ny pocet axiomil),
PA vSak ne, nebot’ jsme pfidali schéma axiomt indukce.

Ziejmé jsou vSechny axiomy teorie PA (a tedy i Q) pravdivé ve struktuie N. Tedy je
tato struktura modelem obou teorii. Rikame mu standardni model aritmetiky. Kazdé
pfirozené Cislo n € N ma své ”jméno” v jazyce aritmetiky, totiz term S(S...(S(0)...))
oznacovany jako n a zvany n-ty numerdl. Tedy napf. ¢islo 1 je pfifazeno termu S(0), ¢islo
2 termu S(S(0)), atd. Teorie Q je dosti slaba, PA je hodn¢ silnd a dokazuje spoustu
znamych tvrzeni o pfirozenych ¢islech.

Nékteré jednoduché véty a jejich dikazy (metodou piirozené dedukce)
UkaZme si dv€ jednoducha pouziti axiomu indukce.

- Vx (0+x=x)
Nejprve ozna¢ime ¢(x) formuli 0 +x = x.
Necht' 0 + x = x. Pak S(0 + x) = S(x) /Def. 3.4.2 ax. R2/
S(0+x)=0+ S(x) axiom Qg
0+ S(x) =S(x) /transitivita a komutativita identity/

Vx[(0+x=x)D20+S(x)=Skx)] ZI,ZV

Tedy jsme v Q dokazali vyrok Vx [¢@(x) D @(S(x))]

Vyrok ¢(0), tj. 0 + 0 = 0, je snadno dokazatelny dle axiomu Qs.
V axiomu Ind méme tedy dokazatelné ob¢ premisy.
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To znamena, ze PA |- Vx (0 + x = x)

To neni trividlni vysledek, protoze zatim nevime, zda z axiomli Robinsonovy nebo
Peanovy aritmetiky plyne komutativita s¢itdni. DokaZzeme nyni asociativitu s¢itani.

Y@y [(z+y)tx=z+(y+x)]
Oznacime ¢(x,y,z) formuli (z + y) + x =z + (y + x).
Necht’ y a z jsou ddna. Axiom Q3 dava ¢(0,y,z).
Necht dale x je dano a necht’ (z + y) + x =z + (y + x).
Pak S((z + y) + x) =S(z + (y + x)).
Uzijeme axiom Q4 jednou na levou stranu a dvakrat na pravou stranu:
S(z +3) +x) = (z + ) +S®)
Sz+(y+x)=z+SH+x)=z+ ¥+ Skx))
Dohromady: (z + y) + S(x) =z + (v + S(x))
Ovétili jsme, Ze Vx ( 0(x,),2) D ¢(S(x),»,2) ).
Tedy dle axiomu Ind méme Vx ¢@(x,y,z).
Protoze ¢isla y a z byla libovolna, mame V(x,),z) ¢(x,y,z).

Nasledujici teorémy — viastnosti aritmetickych operaci jsou dokazatelné v PA
(teorémy jsou generalni uzavéry formuli):

z+ty)+tx=z+(@H +x) z.y).x=z.(.x)
O+x=x z.p+x)=z.y+tz.x
S(y)+x=S( +x) —(x = S(x))

ytx=x-+y ytx=z+tx>dDy=z
0.x=0 x+y=0>x=0Ay=0)
SG).x=y.x+x x.y=0>2x=0vy=0)
y.X=Xx.y Ju(u+tx=yvuty=x)

Dale uvedeme explicitni definice nékterych neprimitivnich (odvozenych, sloZzenych)
pojmill pomoci pojmi primitivnich.

Predikatové symboly:
o X2y Sdf—(x=y) binarni predik. symbol
o xy&dfdz[x+ S(z)=y] binarni predik. symbol
. X>YSdf y<x binarni predik. symbol
o XYz ESdf XY AY<z ternarni predik. symbol (< (x,),2) )
o xpedr Iz[y=2zx] binarni predik. symbol ("x déli y")
o sd(x,y,z) ©df xpy Axlz ternarni predik.symbol

("x je spolecnym délitelem y,z")

o prv(x) =g (>1) A =3y =L A y#Ex A ylx]
unarni predik. symbol
("x je prvocislo™)

Funk¢ni symboly:
1=4f S(0), 2 =gf S(S(0)), 3 =df S(S(S(0))), ...
nuldrni funkéni symboly (pfedmétové konstanty)
. y= x2 Sdf Yy =xx unarni funkéni symbol (druha mocnina)
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. Y= x3 Sdf z[z= x2 A y=zX] unarni funkéni symbol (tfeti mocnina)
«  x=nsd(y,z) &df sd(x,y,z) AVt [sd(t,y,z) Dt <x]
binarni funk¢éni symbol ("x je nejv. spolecny délitel ¢isel y,z"

Vlastnosti relace < (opé€t generalni uzavery):
X<yAy<zoOx<z
X<YyVvVi=yvy<x
—(x <x)

Vztah relaci < a <k sob& navzajem a k operacim:
x<y=x<yvx=y
x<yox+tz<y+z
x<S)=x<yvx=y
x<yAnz#0>ox.z<y.z

Neékteré dalsi teorémy aritmetiky prirozenych cisel:
e |-x#0 2 3q3r [y =x.qtr A r<x]
existence celoCiselného podilu a zbytku
« Fy=xqrirp Arp<x Ay =x.qtrg A<y Dqp=qQ AT
jednoznacnost celociselného podilu a zbytku
o x20 2 (319311 = x.qtr A 1<x]
existence a jednoznacnost celo¢iselného podilu a zbytku
« [ Vx3y [y>x A prv(y)]
Euklidova véta: ke kazdému ¢islu exist. prvocislo, které je vétsi nez
dané ¢islo = prvocisel je nekonec¢né mnoho.

« 1225 =3xy.2) [(SC))T + (SO = (S(2))"]
Fermatova véta — byla dokézana.

V PA tedy lze dokézat, Zze operace s prirozenymi ¢isly maji ocekavané vlastnosti:
sCitani a nasobeni jsou asociativni a komutativni operace, nasobeni je distributivni viici
s¢itani, relace < a < jsou skute¢né neostré a ostré uspotradani, nula je nejmensi pfirozené
¢islo, nejvetsi prirozené Cislo neexistuje, ¢islo S(x) je vzdy nejmensi mezi Cisly vétsimi nez
x, atd.

Teorie Q je dosti slaba, nebot’ pfi dikazu mnohych vSeobecnych aritmetickych
tvrzeni potfebujeme pravé axiomy indukce. PA je jiz hodné silna teorie a dokazuje spoustu
znamych tvrzeni o pfirozenych ¢islech. PA vSak neni tplna teorie: Existuje vyrok ¢, ktery
je pravdivy v N, avSak neni dokazatelny v PA (a pochopitelné ani —¢ neni dokazatelny
v PA, nebot’ —¢ neni pravdivy v N a PA je korektni).

Jesté jednou shrneme: Co to znamend, Ze teorie T je nelplnd? JelikoZ je kazda
formule ¢ v dané zamyslené interpretaci (v nasem piipadé N) pravdiva ¢i nepravdiva, prali
bychom si, aby naSe teorie dokazovala jednu z ¢ ¢i —¢ (tu pravdivou — T je korektni).
Tedy netplna teorie ”dokazuje malo”. Na druhé strané¢ mlze “mit pfili§ mnoho modelt”
v tom smyslu, Ze dokazuje formule takové, které jsou sice pravdivé v N, ale jsou pravdivé i
v jinych interpretacich nasich axiomt, tfeba i zna¢né odlisSnych od té zamyslené (tedy
neizomorfnich s N), nebot’ dle véty o uplnosti kalkulu musi dokazovat vSechny formule
vyplyvajici z axioml. Tedy mnozZina axiomil je nedostatecna, slaba. Mohli bychom fict:
Dobr4, tak néjaké axiomy (konzistentn¢) ptidame tak, abychom charakterizovali pfirozena
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¢isla uplné, vycerpavajicim zpusobem. To by sice bylo mozné, ovSem pak bychom
nedosdhli toho, aby teorie byla “rozumna” v tom smyslu, Ze vzdy pozndme, zda dana
formule je ¢i neni axiomem (rekurzivné axiomatizovana teorie). Nasledujici véta ukazuje,
ze v ptipad¢ aritmetiky nelze splnit oba pozadavky — uplnost a rekurzivitu. Netplnost neni
specielni vlastnost teorie PA.

Definice 4.2.5:

Teorie je rekurzivné axiomatizovand, jestlize existuje algoritmus, ktery o kazdé
formuli @ jazyka teorie rozhodne (v konecném poctu krokil), zda ¢ je ¢i neni axiomem
teorie.

Véta 4.2.6 /Prvni Godelova véta o neuplnosti/:

Necht' T je teorie, obsahujici Q (tj. jazyk teorie T obsahuje jazyk aritmetiky a T
dokazuje vSechny axiomy teorie Q). Necht' T je rekurzivné axiomatizovana a necht’ N je
jejim modelem. Pak T je netiplna teorie.

Pozn.: Podle pozdéjsich vysledka lze predpoklad, ze N je modelem teorie T nahradit
slabsim predpokladem, Ze T je bezesporna (Rosserova véta).

Upfesnili jsme tedy, co je to “pfirozend” nebo “rozumnd” teorie, v niz by byly
dokazatelné vSechny pravdivé vyroky o ptirozenych cCislech. Rozumna je jisté jen takova
teorie, kterd je bezesporna (jinak bychom v ni dokazali vSe). A k pfirozenosti zajisté patii
to, Ze jsme schopni rozpoznat, zda dana formule je ¢i neni axiomem, tedy zZe je rekurzivné
axiomatizovatelnd, jinak bychom v t¢ teorii nemohli dokazovat nic. Ale Zadna takova
teorie neexistuje podle véty 4.2.6.

V dal$im nazna¢ime jednotlivé kroky ditkazu Godelovy véty o netplnosti. Pfedev§im
poznamenejme, ze Godeliv dikaz byl inspirovan zndmym Epimenidovym paradoxem
lhate: Véta, ktera fika ja jsem nepravdiva”, neni ani pravdiva ani nepravdivd. Nema totiz
vibec Zadny smysl (stejné jako véta “ja jsem pravdivd”). OvSem zatimco Epimenidovu
”vétu” nelze v jazyce aritmetiky vibec zapsat, v Godelové dikazu neni vibec zadny
paradox a formule g, kterou nalezl Godel, je dobfe utvorend, lze ji zapsat a ukazat o ni, ze
je pravdiva v N, ale nedokazatelna z teorie T. Navic, Godeliv diikaz je konstruktivni, tedy
Godel piislusnou formuli opravdu zkonstruoval. V roce 1989 publikoval Boolos novy
dikaz, ktery je snad jednodussi, ale neni konstruktivni, je to diikaz sporem. Booliv dikaz
je inspirovan jinym znamym paradoxem, a to Berryho paradoxem (Nejmensi celé cislo
nepojmenovatelné meéné nez dvaceti sedmi slabikami — spor, pravé jsme takové Cislo
pojmenovali dvaceti Sesti slabikami). My zde vylozime hlavni ideje piivodniho Godelova
dikazu.

Nejprve musime aritmetizovat syntaxi aritmetiky. Formule jazyka aritmetiky jsou
jisté posloupnosti znakd, dikazy jsou jisté posloupnosti formuli. Lze definovat jednoduché
ocislovani vsech formuli a dikazt (v dané teorii T), tj. funkci gn (Gddel number)
ptitazujici kazdé formuli ¢ a kazdému dikazu d v teorii T ¢islo gn(e) a gn(d), a to jedno-
jednoznacéné (rtizné vzory maji razné obrazy). Kromé toho je funkce gn efektivni v tom
smyslu, ze existuje algoritmus, ktery ji pocita, a také algoritmus, ktery ke gn(x) pocita jeho
VZOT X.

Dalsi potfebny pojem je X-uplnost teorie Q. Dokazujeme, ze Q a zadnd rozumna
siln¢j8i teorie neni Uplna. Na druhé strané vSak existuje tfida formuli (Z-formule — jsou
v uzkém vztahu k algoritmiim) takovych, ze kazdy X-vyrok pravdivy v N je dokazatelny
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v Q. Piitom z rekurzivni axiomatizovanosti teorie T plyne, ze mnozina Godelovych cisel
formuli dokazatelnych v T je definovatelna v N jistou X-formuli, kterou ozna¢ime DoK(x).
Tedy: Teorie T dokazuje ¢ pravé kdyz Dok(gn(@)) je pravdivé v N. (an(@) je numeral,
jehoz vyznamem je Godelovo Cislo formule ¢.)

Tieti ingredienci je Gédelovo diagonalni lemma. Pro kazdou formuli @(x) jazyka
aritmetiky existuje uzaviena formule y takova, Ze v Q je dokazatelna formule
v = ¢ (gn(w)). Tedy gan(y) je jméno Godelova ¢isla formule y a formule ¢ (gn(vy)) “fika”,
ze toto ¢islo mé vlastnost @. Navic je tato formule ekvivalentni s y, a to dokazatelné v Q.
Tedy v 1ikd” — ’ja mam vlastnost ¢”.

Zbyva posledni napad: Aplikovat diagonalni lemma na formuli —~Dok(x). Dostaneme
Godelovu diagonalni formuli, oznac¢me ji g, takovou, Ze Q dokazuje formuli
g = —Dok (gn(g)). Tedy g “tikd” — ”ja jsem nedokazatelna”. Zde je ona podobnost
s Epimenidovym paradoxem. AvSak jest€¢ jednou: Zde neni Zzadny paradox. Godelova
formule mé smysl, Ize ji zkonstruovat a Ize ukazat, ze je pravdiva v N, ale nedokazatelna
v T (pochopitelné ani jeji negace nemutize byt dokazatelna).

Kdyby teorie T dokazovala g, pak by formule Dok (gn(g)) byla pravdiva v N a tato
formule je X-formule; tedy by ji Q (a tim spiSe T) dokazovalo, tj. T by dokazovalo —g, coz
je spor. Avsak teorie T je bezesporna, tedy nedokazuje g, tedy —Dok (gn(Q)) je pravdiva
v N, tedy g je pravdiva v N.

(Kdyz vsSe jesté¢ jednou shrneme strochou metafory: g ”fika” — 7ja jsem
nedokazatelnd”, a to je pravda, protoze kdyby byla dokazatelna, pak by byla nepravdiva a
teorie T by dokazovala nepravdivou formuli, coz neni mozné, protoze T je bezesporna.)
Pro kazdou rozumnou aritmetiku T najdeme vyrok g, ktery je pravdivy v N, ale
nedokazatelny z T.

Disledky:

Jelikoz plati silnd Gddelova véta o Uplnosti (viz 4.2.1), nemtize Godelova formule
g logicky vyplyvat z teorie T (nebot’ kdyby T |= g, pak by T |- @), a tedy ani z PA.
Tedy tato formule neni pravdiva v kazdéem modelu PA. Jelikoz je pravdiva ve
standardnim modelu N, musi existovat nestandardni modely PA, a to takové, které
nejsou isomorfni s N. (Pfipomenime, Ze isomorfni modely jsou takové struktury,
které se lisi pouze pfejmenovanim, jinak se ’chovaji” stejn¢.)

Kazda “rozumna” aritmetika T (tj. rekursivné axiomatizovatelnd, obsahujici Q a
ma model N) je nerozhodnutelnd (neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou
formuli rozhodl, zda je ¢i neni dokazatelna v T). Kdybychom m¢éli takovou
rozhodnutelnou teorii T, mohli bychom ji pomoci “rozhodovaciho algoritmu”
rozsifit na uplnou. To je vSak nemozné podle Rosserova vylepseni Godelovy véty o
neuplnosti.

Predikatovy po&et 1. fadu je teorie PL' s prazdnou mnoZinou specialnich axiomi.
Proto je PL' nerozhodnutelny. Neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval, zda je
dana formule ¢ v PL' dokazatelna (a tedy tautologie). Je tomu tak proto, Ze Q je
kone¢né axiomatizovana: Jsou-li Qy,...,Q7 jeji axiomy, pak je podle véty o dedukci
rozhodnuti, zda ¢ je dokazatelnd v Q ekvivalentni rozhodnuti, zda je formule
Qi A Q2 A ... A Q7D ¢ dokazatelnd v PL'.

Tedy problém logické pravdivosti je v PL' nerozhodnutelny.
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Situace vSak neni tak beznadénd (vzdyt funguje rezolu¢ni metoda!). Church
dokazal, Ze tento problém je parcialné rozhodnutelny v nasledujicim smyslu:

Existuji algoritmy (napf. rezolu¢ni metoda) takové, ze je-li predlozend formule ¢
tautologie, pak algoritmus vyda v kone¢ném poctu krok odpovéd” ANO. Pokud
vSak ¢ neni tautologie, pak algoritmus bud’to odpovi NE, nebo nemusi vydat nikdy
Zadnou odpoveéd’ (“cykluje”).

Definice 4.2.6:
Teorie je kategoricka, jestlize kazd¢ dva jeji modely jsou izomorfni (tj. odhlédneme-
li od riznosti znaceni existuje jen ”jediny”” model teorie).

Poznamky 4.2.5:

1. Formalni aritmetika 1. fadu neni kategorickou teorii. (Formalni aritmetika 2. fadu je
kategorickd, avSak za cenu neuplnosti kalkulu PL2.)

2. Existuji 1 Uplné teorie, které jsou nekategorické (napft. teorie usporadani).

3. Vétsina bezespornych teorii mize mit modely o rizné kardinalité (s riiznou mohutnosti
univerzalni mnoziny). Tato skute¢nost motivuje zavedeni slabsiho pojmu, tzv. a-
kategoricnosti. Teorie je a-kategorickd, jestlize vSechny jeji modely o kardinalité o
jsou izomorfni. D4 se ukazat, Ze formalni aritmetika neni v 1. fddu ani o-kategoricka.

Piiklady 4.2.4:

Prikladem nekategorické teorie je teorie usporadani V1-V6. Ukdzeme, ze existuji
dva neizomorfni modely této teorie. Jednim modelem je pfirozené uspotfddani < na
mnoziné redlnych ¢isel. Druhym modelem je uspofddani << na mnozin¢ redlnych Cisel
definované takto (Q je zde mnozina racionalnich ¢isel):

x<<y Sdf[(xeQ) A ¥eQ) A xp)] v [(xeQ) A (2 Q)] v [(x2Q) A (¥€Q) A (x<)].
V tomto uspotadani jsou vSechna racionalni ¢isla pfed vSemi iraciondlnimi ¢isly a v ramci
kazdé skupiny plati piirozené uspoiadani. V tomto uspofadani plati 20<<v?2, agkoliv
\2<20. Ob& uspotadani (oba modely) spliuji viechny axiomy V1-V6 a pfitom nejsou
izomorfni.

Zbyva pojednat o druhé Godelové vété o netplnosti.

Véta 4.2.7 /Druha Godelova véta o neiiplnosti/: Zadna rozumna aritmetika T (spliiujici
dalsi rozumné podminky, napt. tedy Q, PA) nedokazuje svou vlastni bezespornost.

Diikaz (naznak): Uvniti teorie T lze vyjadfit tvrzeni o bezespornosti teorie pomoci
predikatu Dok, napt. vyrokem —Dok(gn(e)) v —Dok(gn(=@)) pro né&jakou uzavienou
formuli ¢. Ozna¢me vyrok vyjadiujici bezespornost symbolem KON. Godel si v§iml, ze za
jistych dalSich podminek je formule KON ekvivalentni jeho diagonalni formuli g, tj. T
dokazuje KON = g. Protoze T nedokazuje g, nedokazuje ani KON.

Shrnuti: Dusledky obou Gdédelovych vét jsou znamy. Predevsim, nadéje formalistl, ze
sémanticka pravdivost bude redukovatelna na syntaktickou dokazatelnost, byly zmareny na
zaklad¢é prvni véty. JelikoZz tento vysledek se tyka kazdé teorie dostateCné silné, aby
obsahovala aritmetiku, tyka se celé klasické matematiky. Druha véta vSak byla jesté vice
destruktivni pro Hilbertiiv program: Nemoznost dokazat konzistenci klasické matematiky
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absolutnim finitnim diikkazem. Tedy matematika nemtize byt redukovéna na mechanickou
praci se symboly, na pouhou syntax. Sémantické pojmy jako pravdivost, logické
vyplyvani jsou v matematice zakladnimi nezastupitelnymi pojmy.

(Kurt Godel sam zastaval Platonsky pohled na filosofii matematiky. Tvrdil, Ze existuji
abstraktni entity jako mnoziny, tfidy, funkce, atd., které jsou ozna¢ovany matematickymi
symboly, tedy matematické symboly maji sviij vyznam. Navic, jak tvrdil, ’lidskd mysl
nemuze byt stroj”, tvofiva Cinnost matematika, matematické objevovani, se neobejde bez
jisté matematické intuice ...)
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