Okruh ¢.1 Definice logického vyplyvani, vlastnosti deduktivnich usudki

Usudek Py, ..., P,/ Z je deduktivné sprdavny (platny), znaéime Py, ..., Py |= Z,

jestlize zavér Z logicky vyplyva z predpokladi Py, ..., Py, tj. za vSech okolnosti takovych, ze
jsou pravdivé vSechny pfedpoklady Py, ..., Py, je (za téchto okolnosti) pravdivy i zavér Z.
Okolnostmi se ve VL rozumi valuace vyrokovych proménnych, v PL1 jsou to interpretace
predikatovych a funkcénich symbolii relacemi a funkcemi nad universem.

Tedy jinymi slovy: Za zadnych okolnosti, nikdy se nemiize stat, aby byly vSechny
ptedpoklady Py, ... , P, pravdivé a zaroven zavér Z byl nepravdivy. Zavér Z je pravdivy za
vSech okolnosti takovych, za kterych jsou pravdivé vSechny predpoklady.

Spravnost tsudku ovétujeme bez empirického zkoumani ”stavu svéta”, tedy pouze tzv.
analytickymi metodami, nebot” spravnost usudku je dana pouze logickou strukturou premis a
Zaveru.

Model mnoZiny formuli, vyplyvani v PL1:

B Model mnoZiny formuli {Al,...,An} je takova interpretace I, ve které jsou pravdivé
v§echny formule Al,...,An.

B Formule B logicky vyphva 7 Al, ..., An, znaCime Al,...,An |= B, jestlize B je
pravdiva v kaZdém modelu mnoziny formuli Al,...,An.

B Tedy pro kazdou interpretaci I, ve které jsou pravdivé formule Al, ..., An (= Al,...,
|=1 An) plati, Ze je v ni pravdiva i formule B (|]=; B).

B Okolnosti* z ivodni definice vyplyvani (viz prednéaska 1) tedy chapeme v PL1 jako
interpretace (predikatovych a funkénich symbol relacemi a funkcemi nad universem).

Interpretace jazyka predikdtové logiky 1. Fadu je tato trojice objekti (ktera je nckdy
nazyvana interpretacni struktura):

A) Neprazdna mnoZzina M, kterd se nazyva universum diskursu a jeji prvky jsou individua.

B) Interpretace funkénich symbold jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-arnimu funkénimu
symbolu f ur¢ité zobrazeni fy;: M" — M.

C) Interpretace predikatovych symboll jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-drnimu
predikatovému symbolu P jistou n-arni relaci Py < M”, tj. podmnozinu Kartézského
soulinu M".

Sémantickd véta o dedukci

Usudek P1,...,Pn |= Z je platny, pravé kdyz je analyticky nutné pravdivy také vyrok
tvaru (P1 A..APn) D Z, tj. |= (P1 A...A Pn) D Z.

Nutné, jestlize jsou pravdivé vSechny premisy P1,...,Pn, pak je pravdivy i zavér Z.

Tedy plati: P1,....Pn |= Z < (pravé kdyz)
Pl,..,Pn-1 |=Pn>Z &
P1,...Pn-2 |=(Pn-1 APn) > Z =

=Pl A..APn) DZ



Zakon o spojovani predpokladi:
P1,...,Pn |= Z pravé tehdy, kdyz |=(P1 A ... APr)DZ

Logika tedy rovnéz zkouma skladbu — konstrukci jednotlivych slozenych vyrazi (soudi)

z jejich podvyrazi. Jednou z disciplin logiky je proto rovnéz tzv. logicka analyza jazyka,
ktera spoc¢iva v nalezeni ptislusné logické konstrukce vyjadiené danym vyrazem. OvSem ne
vSechny deduktivné spravné usudky miizeme ovéfit pomoci daného logického systému. Proto
hovotime o expresivni sile logického systému, ktera je dana tim, do jaké miry podrobnosti
muizeme analyzovat jednotlivé vyrazy. Idedlni logicky systém by nam mél umoznit
analyzovat premisy do takové hloubky, abychom mohli odvodit vSechny zavéry, které

z téchto premis logicky vyplyvaji (provést vSechny adekvatni inference) a ovétit vSechny
spravné usudky. Pfi nedostatecné jemné a presné (pripadné nespravné) analyze premis pak
muzeme dojit k riznym paradoxnim zavérim

Uvedeme nyni piiklady logickych systémi podle jejich expresivni sily.

Vyrokova logika (VL) umoziiuje analyzovat pouze do Grovné elementarnich vyrokd, jejichz
strukturu jiz dale nezkouma.

Predikatova logika 1. ¥adu (PL') umoZiuje navic analyzovat elementarni vyroky do Grovné
vlastnosti jednotlivych objektl zdjmu (tzv. individui — prvkl univerza diskursu) a jejich
vztahtl.

Predikatové logiky vysSich ¥ada (PL") umoziuji navic analyzovat vlastnosti vlastnosti,
vlastnosti funkci, atd.

Jednim z nejexpresivnéjsich logickych systémi je tzv. Transparentni intensionalni logika
(TIL), které pracuje s objekty libovolného tadu.

Vlastnosti deduktivnich Gsudki
1) Platny Gsudek miZe mit nepravdivy zavér.

Oveétime-li (dokazeme-li) spravnost (platnost) usudku, nedokazeme tim pravdivost (mame na
mysli empirickou pravdivost) zaveru! Je to proto, Ze spravnost usudku ovéiujeme bez
empirického zkoumani ’stavu svéta”, tedy pouze tzv. analytickymi metodami, nebot’ spravnost
usudku je déna pouze logickou strukturou. Zavér je pravdivy pouze za predpokladu
pravdivosti premis.

1) Platny tsudek tedy mize mit nepravdivy zavér. (V tom ptipadé je ovSem
alespon jedna z premis nepravdiva.)

Pt.:  Vsechny muchomirky zelené jsou prudce jedovaté.
Tato tuzka je muchomiirka zelena.

Tato tuzka je prudce jedovata.

* Tedy, dokadZeme-li, ze zavér logicky vyplyva z ptedpokladt, nedokdZeme tim, Ze
zaver je pravdivy

+ Je pravdivy za piedpokladu pravdivosti premis
Usudek, jehoZ premisy jsou pravdivé se anglicky nazyva sound. (spolehlivy, presvédéivy).

¢ pravdivost ¢i nepravdivost premis mtize byt ndhodna zalezitost, kdezto vztah vyplyvani mezi premisami
a zavérem je nutny vztah (,,za v§ech okolnosti ... ). Stejné jako je tautologie logicky, tedy nutné



pravdiva formule. Ma-li tvar implikace, zGstava (dle definice implikace) pravdiva, i kdyz antecedent
implikace je nepravdivy.

2) Monotonnost. Jestlize Py, ..., P, |= Z,pak Py, ..., Py, Pyt |[= Z, pro libovolnou dalsi
premisu Pp;.

3) Tranzitivita.
Jestlize Py, ...,Ph|= ZaQy, ...,Qm, Z|= Z’,pak Py, ..., P, Q1, ..., Qm |5 Z°.

4) Reflexivita. Je-li B rovna jedné z premis Py, ..., Py, pak Py, ..., P, |= B.

Definice (analytické pravdivost, kontradikce)

Vyrok V je analyticky pravdivy, znaCime |= V, je-li pravdivy za vSech okolnosti, vzdy.
(Mnozina ptedpokladl je prazdna, V nemtize byt nepravdivy.)

Mnozina {Pi, ..., P,} vyroki je spornd (kontradiktoricka, nesplnitelnad), jestlize nemiize
nikdy za zadnych okolnosti nastat piipad, ze by byly vSechny Py, ..., P, pravdivé, znac¢ime

Py, ..., Po|= . (Tedy z této mnoziny logicky vyplyva jakykoli vyrok, i nepravdivy, proto musi
byt vzdy alespon jeden P; nepravdivy.)

Nyni mizeme formulovat jesté jednu dilezitou vlastnost deduktivnich tsudki:
5) Ze sporné mnoziny ptedpokladi vyplyva jakykoli zavér.

Vsechny pravdivé matematické vyroky jsou analyticky pravdivé. "Bézné” vyroky ptirozeného
jazyka nejsou analyticky pravdivé (jsou empirické, o ’stavu svéta”, mohou byt nckdy
pravdivé, jindy ne).

Diikaz tvrzeni A z predpokladi Py,...,P, je posloupnost tvrzeni B,,...,By, takova, Ze:
= Bn=A
= pro kazdé i < m plati, Ze B; je bud’

- jeden z pfedpokladi P; nebo

- Bjvznikne z ptedchozich By,...,Bi.; uplatnénim néjakého odvozovaciho pravidla.
Ptitom je samoziejmé zadouci, aby odvozovaci pravidla byla volena tak, aby zachovavala
pravdivost, tedy aby to, co dokdzeme, logicky vyplyvalo z danych pfedpokladi. Chceme-li
charakterizovat urcitou védeckou disciplinu (naptiklad v matematice teorii pfirozenych cCisel
nebo teorii mnozin ¢i grup apod.), miizeme se pokusit zvolit jistou mnoZzinu pfedpokladd,
kterym fikame axiémy a o kterych piedpokladame, Ze jsou pro tuto oblast pravdivé (tedy
pravdivé v jisté zamyslené interpretaci), a za pouziti vhodnych odvozovacich pravidel dokazat
mnoha (nebo dokonce v idedlnim ptipad¢ vSechna) tvrzeni, pravdiva v nasi disciplin€. (Pokud
jsou axiomy analyticky pravdivé, pak tvrzeni, ktera dokdzeme, jsou rovnéz analyticky
pravdiva, tedy vzdy, nejen ve zvolené disciplin€. V tom piipad¢ se jedné o ,,prazdnou teorii,
tj. ditkazovy kalkul.) Takovéato mnozina axiomu a odvozovacich pravidel (formulovana
v jistém formdlnim jazyce) se pak nazyva logicka teorie.



