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Poznamky k textu. Tento text vznika v priubéhu kursu v letnim semestru 2015/16 modi-
fikovanim textu z béhu kursu v roce 2014/15. Bude postupné pfibyvat, aktudlnost verze bude
ziejma z data uvedeného vyse, a také z obsahu, ktery bude ¢lenén po jednotlivych tydnech
v semestru. Jedna se o podpirny pracovni text, ktery bude také dostupny z web-stranky
predmétu

http://www.cs.vsb.cz/jancar/KOMB-OPT /komb-opt.htm.

Jako zakladni referen¢ni kniha miize pro nés slouzit [5]:

Bernhard Korte, Jens Vygen: Combinatorial Optimization (Theory and Algori-
thms), Springer (5th edition 2012)

(viz také stranku jednoho z autorii, http://www.or.uni-bonn.de/~vygen/co.html, kde jsou
mj. nékteré aktualizace/opravy).

Budeme také pouzivat péknou knihu mensiho rozsahu [9]:

Jon Lee: A First Course in Combinatorial Optimization, Cambridge texts in ap-
plied mathematics (2004, reprinted 2011).

Ke kombinatorické optimalizaci lze pochopitelné nalézt mnohé materidly také na webu ...

Neékteré (jednoduché) pojmy z kombinatoriky a teorie grafti predpokladame. Na FEI jsou k
této oblasti k dispozici pékné skripta [8, 7, 6], pfistupna napt. ze

stranky Petra Kovare http://homel.vsb.cz/ kov16/predmety.php.

(Je tam mj. také pojednano o minimalni kostte, nejkratsich cestach, tocich v sitich, maximal-
nim pérovéni, ... , a dalsich tématech, s nimiz se zde také struéné setkame.)

Zde také predpokladame elementarni znalosti z linedrni algebry a slozitosti algoritmu a
vypocetnich problému (k nimz lze snadno také najit materidly na FEI a jinde; ke slozitosti
algoritmi a problémi napf. v [4]).



Tyden 1 (od 8.2.)

Hladové algoritmy a matroidy.

Pfipomnéli jsme si nejprve hladovy (greedy) algoritmus nalézajici kostru maximalni véhy
na ohodnoceném grafu; pouzili jsme Exercise (Maximum-weight spanning tree) str. 58 v [9].

Na tomto problému jsme také ilustrovali, co se mysli kombinatorickou optimalizaci. Pripo-
mnéli jsme, ze koster tiplného grafu s n vrcholy je n™ 2 (s tim, Ze kdyby nékdo chtél najit a
predvést néjaky pékny diikaz tohoto Cayleyho tvrzeni, je vitdn); nas hladovy algoritmus je
tak vyrazné lepsi neZ probirani vsech moznosti ....

Pak jsme definovali jednoduchy problém z oblasti rozvrhovani (scheduling); pouzili jsme
Exercise (Scheduling) str. 59 v [9]. Zde ndm nebylo hned zfejmé, zda a jaky hladovy algoritmus
dojde k optimalnimu feseni.

Definovali jsme pojem matroidu, jako struktury M se zakladni, ¢i nosnou, mnozinou (ground
set) E(M) a mnozinou Z(M) C 2F(M) tzy. nezavisljch mnozin (independent sets) splitujici
axiomy [I1,12,13:

I1: ) e Z(M);
12: XCY,Y € I(M) = X € T(M);
I3: X,Y e I(M),|X| <|Y]| > Je €Y ~ X : X +eeI(M)

(Tak jako [9] piseme X + e misto X U {e}.) Jako piiklad E(M) jsme vzali mnozinu hran
daného grafu, prvky Z(M) jsou pak lesy, tedy mnoziny hran bez cykli.

Pak jsme upravili “algoritmus pro kostru” na hladovy algoritmus pro matroid s vahou, tedy
pro M = (E(M),Z(M),c), kde ¢ : E — R (obecné vahu, nebo téz cenu, c¢(e) uvazujeme jako
realné ¢islo, byt v nasich piikladech se jedna o éisla celd); uvedli jsme tento algoritmus

So:=0; k:=1,U := E(M);

while U # () do

choose s € U of maximum weight; U := U — sg;
if Sp_1+ s € I(M) then
S =S 1+sp k=k+1
end if
end while

a dokézali jsme (pozn.: ddno jako ukol!), Ze tento algoritmus nalezne nezavislou mnoZinu
s nejvétsi vahou; vice konkrétnéji, dokazali jsme, ze pro kazdé k € {0,1,...,ry(E(M))}
algoritmus sestroji néjakou nezavislou mnozinu Sy, kterd ma maximalni vdhu mezi nezéavis-
lymi mnoZinami s k prvky. Cislo ry/(E(M)) lze chapat jako “dimenzi” ¢i “hodnost” (rank)
matroidu M, tj. pocet prvkd nejvétsi nezavislé mnoziny.

Ukézali jsme si (tkol!), Ze tento postup nemizeme aplikovat na hledani nejvétsi nezavislé
mnoziny v grafu; systém téchto nezavislych mnozin nespliuje axiom I3.

Dali jsme si nékolik tkolti na pfi§té; jsou vyjmenovény nize. Takové tikoly mohou re-
prezentovat typy otézek/prikladu u zapoétu a zkousky. (To budeme upfestiovat. Je
mozné, Ze v nékterych pripadech si student bude moci zvolit mezi “vice informatickou” a
“vice matematickou” verzi.) Pfedpokladam, ze tyto tikoly vzdy dofesime za aktivni spolu-
ucasti studentii (pocité se se zapoctovymi body za prislusnou aktivitu).



. Ukazte rozumnou implementaci hladového algoritmu pro kostru, specidlné vysvétlete
zpusob, jak testovat, zda pfiddnim hrany nevznikne cyklus. (A to i v piipadé, ze postu-
pujume podle obecného algoritmu, pfi némz vznikajici mnozina hran miize tvotit vice
souvislych komponent!)

. Dokazte, Ze lesy na grafu (podgrafy neorientovaného grafu, které neobsahuji cyklus)
spliiuji [jakozto mnoziny hran] axiomy I1,12,13; specidlné jde o I3, tedy o fakt, ze kdyz
les F1 ma vice hran nez Fs, tak lze jednu hranu z F7, ktera neni v Fo, pfidat k F», aniz
v ném vznikne cyklus.

. Dokazte, Ze uvedeny hladovy algoritmus pro matroid s vahou opravdu déla to, co se v
textu tvrdi.

. Ukazte, jak lze na “jobech” v naSem scheduling problému pfirozené definovat matroid,
z néhoz pak vyplyne optimalita hladového algoritmu (toho, ktery vznikne instanci obec-
ného “matroidového algoritmu”).

. Popiste ramcové implementaci hladového algoritmu pro nas “scheduling”.

. Uvazujme matici A typu m x n nad R (nad télesem realnych ¢isel). Chapejme ji jako
reprezentaci matroidu M, kde E(M) je mnozina sloupct matice A a Z(M) obsahuje
pravé mnoziny vzajemné nezavislych sloupci (chapanych jako vektort v R™). Ovéite,
ze se opravdu jednéd o matroid.

. Pfipomenme, Zze mnoziné vrcholu grafu fekneme nezdvisld mnozina, jestlize mezi zad-
nymi jejimi dvéma vrcholy neni hrana. Uvazme nasledujici algoritmus, jehoz vstupem
je graf G = (V, E):
S:=0;U:=V;
while U # () do
choose (any) v € U; U :=U — v;
if S + v je nezavisla mnozina then
S =5+v
end if
end while

Ukazte, ze dany algoritmus nesestroji vidy nejvétsi nezavislou mnozinu v daném grafu.
Systém nezavislych mnozin na daném grafu tedy netvoii matroid; co chybi?



Tyden 2 (od 15.2.)

Sesli jsme se jen ve ¢tvrtek 18.2. (jak bylo avizovdno v prvnim tydnu). Hlavni naplni byly
tkoly z minulého tydne. Nékteré nebyly dodélany, dokonéili jsme je na pfednésce 22.2. (coz

1. Ukazte rozumnou implementaci hladového algoritmu pro kostru, specidlné vysvétlete
zpusob, jak testovat, zda pfiddnim hrany nevznikne cyklus. (A to i v pfipadé, ze postu-
pujume podle obecného algoritmu, pfi némz vznikajici mnozina hran miize tvofit vice
souvislych komponent!)

V ptipadé budovéani kostry tak, Ze postupné vznikajici les je stéle souvisly (tedy je
stromem), sta¢i u kazdého vrcholu udrzovat informaci, zda je jiz napojeny.

To ovSem nestaci pfi aplikaci obecného hladového algoritmu (pro matroidy) budujiciho
lesy s maximdlni vahou postupné pro pocet hran k£ = 1,2,...,n—1 (kde n je pocet
vrcholti grafu). Jako datovou strukturu vhodnou pro testovani pfislusnosti koncovych
vrcholt hrany k rtznym (souvislym) komponentdm (dosud vybudovaného grafu) a k
jejich tpravam jsme si pfipomnéli Union-Find.

Popis této datové struktury najdete snadno na Internetu, i se zajimavymi souvis-
lostmi ohledné vypocetni slozitosti. Zde jen stru¢né neformalné strukturu pripome-
neme. Kazdy vrchol grafu vybavime ukazatelem na svého rodice; nejprve kazdy vrchol
ukéze na sebe, je svym vlastnim rodi¢em a reprezentantem své komponenty. Navic
mé kazdy reprezentant, tj. kazdy vrchol se “smyckou” (odkazujici sdm na sebe), pfi-
Fazenu jistou vdhu (jistou horni mez pro hloubku), na zac¢atku 0. Kdyz mame spojit
dvé komponenty, ukaze reprezentant té s mensi vdhou na reprezentanta druhé; kdyz
jsou vahy stejné, zvolime jednoho reprezentanta a ptipojime na druhého, pficemz ten
druhy zvysi vahu o jedna. Kdyz mame k vrcholu najit reprezentanta, postupujeme po
ukazatelich az ke smycce; cestou projdené vrcholy si pfitom pamatujeme a posléze
jim zacilime ukazatel na ten vrchol se smyckou, ¢imZ dochazi k zlepseni struktury,
tj. k zplostovani stromt tvofenych ukazateli.

Zaveér je, ze v principu je Casova slozitost prislusného hladového algoritmu stejnéa jako
slozitost setiidéni hran podle jejich vahy ...

2. Dokazte, ze lesy na grafu G (podgrafy neorientovaného grafu, které neobsahuji cyklus)
spliiuji [jakozto mnoziny hran] axiomy I1,12,13; specidlné jde o I3, tedy o fakt, ze kdyz
les F1 ma vice hran nez F», tak lze jednu hranu z Fi, ktera neni v Fs, pfidat k F», aniz
vznikne cyklus.

Na cviéeni kolegové navrhli pfevod na linedrni matroid (o némz je fe¢ nize), korektnost
prevodu nebyla ale prokazana.

Pozdéji jsme dokondili piimy dikaz: Kdyby kazda hrana z F; méla oba konce v jedné
komponenté grafu G.F2 (kde G.F znaci podgraf grafu G se stejnou mnozinou vrchold,
ale s mnozinou hran F), tak by kazda komponenta grafu G.F2 musela obsahovat alespon
jednu celou komponentu grafu G.F; a pocet komponent G.F; by byl stejny nebo vétsi
nez pocet komponent G.F» (pfipomenime, Ze izolovany vrchol je také komponentou).
Ovsem pocet komponent grafu G.F (pro les F) je roven |V(G)| — |F| (podle snadné



indukce), éimz dostaneme spor (jelikoz poc¢et komponent G.F; je mensi nez pocet kom-
ponent G.F2).

Dokazali jsme tak, ze kdyz pro lesy F1, Fo plati |Fi| > |Fa|, tak v Fy existuje hrana,
ktera spojuje dvé rtizné komponenty grafu G.Fs.

. Dokazte, ze uvedeny hladovy algoritmus pro matroid s vdhou opravdu déla to, co se v
textu tvrdi.

Dodélali jsme pozdéji. Pomoci axiomtt matroidu jsme ptivedli ke sporu predpoklad, ze

k algoritmem sestrojené nezavislé mnoziné Siy; = {e1,ea,...,€x11} existuje néjaka
nezavislda mnozina S = {f1, fa,..., fx+1} takova, ze ¢(S) > ¢(Sk+1) ...

. Ukazte, jak lze na “jobech” v nasem scheduling problému pfirozené definovat matroid,
z néhoz pak vyplyne optimalita hladového algoritmu (toho, ktery vznikne instanci obec-
ného “matroidového algoritmu”).

Na cviceni jsme diskutovali néasledujici algoritmus.

Opakuj nasledujici krok:

mezi joby v seznamu s nejvySsim deadlinem vyjmi job s nejvétsi vdhou a
ten zafad k vykonani na konec; pocatek provedeni tohoto jobu urcuje novy
nejvyssi deadline d,,,q.; deadliny téch jobi ze seznamu, které maji deadline
vy$si nez dyqz, Sniz na dygz-

Diskutovali jsme spravnost algoritmu, ale vSimli si, Ze to meni instance obecného algo-
ritmu (pro konstrukei nezavislych mnozin s max. vahou v matroidu).

Diskutovali jsme i tento postup, ktery se ukazal jako chybny:

opakuj nasledujici krok:
mezi joby v seznamu s nejmensim deadlinem vezmi job s nejvétsi vahou
a ten zafad k vykondni; vyfad ze seznamu ty joby, které jiz diky jejich
deadlinu nelze pridat.

Pozdéji jsme si uvédomili, Ze jako systém nezavislych mnozin lze vzit ty mnoziny jobt,
které jsou proveditelné (v ramci svych deadlines). Specialné jsme si ovéfili, Ze mnozina
S C Jobs je proveditelnd (a tedy nezavislda v nasem matroidu) pravé tehdy, kdyz pro
kazdé d € {1,2,...,dmaz} (kde dpqs je nejvétsi deadline u vsech jobi) plati, ze v S je
nejvyse d jobu s deadlinem < d.

. Popiste rdmcové implementaci hladového algoritmu pro nas “scheduling”.
Implementace je zfejma z vyse uvedeného.

. Uvazujme matici A typu m x n nad R (nad télesem reélnych éisel). Chapejme ji jako
reprezentaci matroidu M, kde E(M) je mnozina sloupci matice A a Z(M) obsahuje

pravé mnoziny vzajemné nezavislych sloupct (chdpanych jako vektort v R™). Ovéite,
7e se opravdu jednd o matroid.

To se zdalo vSem jasné diky elementéarni linedrni algebte.
. Pfipomenme, Zze mnoziné vrcholu grafu fekneme nezdvisld mnozina, jestlize mezi zad-

nymi jejimi dvéma vrcholy neni hrana. Uvazme nasledujici algoritmus, jehoz vstupem

je graf G = (V, E):



S:=0;U:=V;
while U # () do
choose (any) v € U; U :=U — v;
if S 4 v je nezavisla mnozina then
S =540
end if
end while

Ukazte, ze dany algoritmus nesestroji vidy nejvétsi nezavislou mnozinu v daném grafu.
Systém nezavislych mnozin na daném grafu tedy netvoii matroid; co chybi?

Ukazali jsme si, ze napt. graf ve tvaru hvézdy (stfed s paprsky) ukazuje, ze axiom I3
neni splnén. V budoucnu se vratime k tomu, Ze problém maximéalni nezavislé mnoziny
v tomto smyslu je NP-tézky (a Spatné aproximovatelny).



Tyden 3 (od 22.2.)

Na prvnim setkani v tydnu jsme dokoncili diskusi tkolid z minulého tydne a pak jsme se
také zamysleli nad tim, ze ke kostfe maximalni vahy lze dojit i z “druhé strany”: odebiranim
hran s nejnizsi vdhou, dokud graf zistava souvisly. (To je jisté lepsi postup v pfipadé velkého
souvislého grafu, v némz je pocet hran jen o malo vétsi nez pocet vrcholt.)

Dualni matroid. Obecnéji jsme si uvédomili, Ze ke kazdému matroidu M, danému mnozi-
nami E(M) a TZ(M) C 2EMM) | existuje dudini matroid M*. Pted jeho definici piipomefime, Ze
bdze matroidu M je kazdd mnozina B € Z(M) pro niz ry(B) = ry (E(M)); zobrazeni (rank)
rar : 26 5 N je pFitom definovano takto: r;(S) = max{|S’|; S’ C S, 5" € Z(M)}.

Pro duélni matroid M* pokladdme E(M*) = E(M) a

I(M*)={S C E(M)|E(M)\ S obsahuje bazi matroidu M }.

Splnéni axiomu I1 () € Z(M*)) al2 (X CY,Y € Z(M*) = X € Z(M™)) je zfejmé. Pro
I3(X,)Y eZ(M*),|X|<|Y|=3FeecY X :X+eecI(M")),lze provést tento dikaz
(nejlépe znazornény obrazkem):

Necht X,Y € Z(M*),|X| < |Y|. Napisme E(M) = X UBUC, kde X, B,C jsou
vzajemné disjunktni a B je baze matroidu M. Jestlize Y N C # 0, pak kazdé
e € Y N C spliuje tvrzeni. Necht nyni ¥ = Y1 UY5, kde Y7 € X a Yy, C B;
nutné |Ya| > |X N Yi|. Necht B’ C E(M) \Y je baze matroidu M; miZeme psat
B' = B/ UB, kde B, C X \ Vi a B, C (B~ Y2) UC. Diky platnosti axiomu I3
pro M muzZeme k B (coz je nezévisld mnozina v M) postupné pfidat |Bj| prvka
z B tak, ze vyslednd mnozina B” je bazi M. Jelikoz |B]| < |Ya|, existuje e € Y3
takové, ze e € B”; pro néj tedy plati B” C (E(M) ~ (X +¢)).

Nové ukoly.

1. Grafovy matroid je vlastné i linearni matroid. Uvazujme ke grafu G =
(V(GQ), E(G)) matici typu |V(G)| x |E(G)|, kde j-ty sloupec, odpovidajici j-té hrang,
ma jednicky v fadcich odpovidajicich koncovym vrcholtim j-té hrany a jinak nuly.
Ovéite, ze grafovy matroid grafu G (nezavislé mnoziny jsou lesy) odpovidé linedrnimu
matroidu reprezentovanému onou matici, interpretujeme-li ji jako matici nad télesem
{0,1} (s bindrnim séitanim, tedy 1+ 1 = 0).

2. Provedte feSeni nasi instance scheduling problému (z knihy [9]) hladovym algoritmem
v dualnim matroidu. Také se zamyslete nad implementaci tohoto algoritmu.

3. Zamyslete se nad pripadem, kdy deadlines u nasich job mohou byt racionédlni (a joby
stale trvaji vSechny stejné, tedy jednu jednotku casu).

4. Pripomerite si problém nejkratsich cest v grafu, asi jste se s nim uZ v8ichni setkali (viz
napt. kapitola 2 v [9]). Zformulujte zndmy problém “pfevoznik, vlk, koza, zeli” jako
problém hledani nejkratsi cesty v grafu.



Tyden 4 (od 29.2.)

Dokondili jsme diskusi dfivéjsich tkoli, speciadlné pak implemetaci feseni naseho “scheduling
problému” hladovym algoritmem v dudlnim matroidu. Uvédomili jsme si, ze k zjiSténi toho,
zda mnozina jobu je nezavisla v dualnim matroidu, tedy zda jeji doplnék obsahuje bazi ptivod-
niho matroidu, sta¢i udrzovat pro kazdé d € {0,1,2, ..., dpnqr—1} pocet jobu n[d] v dopliku,
které maji deadline vétsi nez d. (Cislo n[d] p¥i postupné konstrukei za¢inajici prazdnou mno-
zinou, jejimz dopliikem je mnozina vSech jobt, nesmi podklesnout pod dy,q,—d, resp. nesmi
viibec klesnout, pokud je jiz na zac¢atku mensi nez d,,q,—d).

Prunik matroida (a bipartitni parovani).

Pfipomnéli jsme si pojem pdrovdni (matching) v (neorientovaném) grafu. Jedna se o mno-
zinu S hran, v niz zadné dvé rizné hrany nejsou incidentni; kazdy vrchol ma tedy stupen
< 1 vzhledem k S (tedy v podgrafu majicim S jako mnoZinu hran). Pfipomnéli jsme si také
bipartitni grafy, tedy grafy typu G = (V(G), E(Q)), kde Vg = V1 W V4 (symbol W znamend
disjunktni sjednoceni, mnoziny V7, V5 jsou tedy disjunktni) a kazdé hrana ma jeden konec ve
V1 a druhy ve V5.

Snadno jsme si v8imli, Zze k nalezeni maximéalniho parovani v bipartitnim grafu, ¢imz se
rozumi parovani s nejvétsim poctem hran (jedné se tedy o maximal-cardinality matching),
nesta¢i hladovy algoritmus (spoéivajici v pfidavani hran, dokud to jde).

Dokazali jsme tak de facto, Ze mame-li dva matroidy M7, M se stejnou nosnou mnozinou
E = E(M;) = E(M3), tak systém mnozin

T(My)NI(M;) = {SC E|Se€TI(M),SeT(M)

obecné nespliiuje axiomy matroidu (konkrétné axiom I3):
Méjme bipartitni graf G = (V4 W Vs, E). Pak systém

7, = {S C E | kazdy v € V] m4 stupen < 1 vzhledem k S}
spliiuje axiomy matroidu (ovéfte!); tyto axiomy spliiuje i systém
Iy ={S C E | kazdy v € Vo ma stupenn < 1 vzhledem k S}.

Parovani v G oc¢ividné odpovidaji mnozindm z mnoziny 7, NZs. Kdyby systém 71 NZ, spliioval
axiomy matroidu, pak by hladovy (matroidovy) algoritmus musel najit maximalni parovani
(ovSem my jsme ukézali, Ze obecné nenajde).

Pro maximalni parovani tedy nemtizeme pouZzit (primitivni) hladovy algoritmus; pFisté si
ale mj. pfipomeneme, Ze k nalezeni maximalniho parovani v bipartitnim grafu existuji (jiné)
rychlé algoritmy. Rychlé algoritmy, tedy algoritmy s ¢asovou slozitosti omezenou polynomem
nizkého stupné, existuji dokonce i pro nalezeni maximalniho vaZeného parovani v obecném
grafu (maximum-weight matching); zde kazdd hrana mé vahu (redlné, ¢ radéji racionélni,
¢islo) a tkolem je nalézt parovani S s maximalnim soué¢tem vah hran v S.

Alespori pfitom zaznamename, ze existuji rychlé algoritmy, které pro dva matroidy M7, Mo
se stejnou nosnou mnozinou, v niz je kazdy prvek opatfeny vahou, naleznou v Z (M) NZ(Ms)
mnozinu s maximéalni vahou.

Nejkratsi cesty.

Ted jsme se ovSem vénovali problému nejkratsich cest v orientovanych grafech G = (V, E, ¢)
s vahou (cenou) na hranéch (¢ : F — R; kazda hrana mé pfifazeno ¢islo reprezentujici jeji



hodnotu, vdhu, délku ...), ktery je stavebnim blokem pro mnohé algoritmy kombinatorické
optimalizace a ktery se vyskytuje v praxi v nejriznéjsich situacich. (Nejen v situaci nalezeni
nejkratsi cesty z mésta A do mésta B.) Opirali jsme se hlavné o kapitolu 2 knihy [9] a
provadéli algoritmy detailné na ptikladé, véetné diskuse rozumné implementace. (Diskutovali
jsme i problém negativnich cykli.)

1. Bellman-Ford: pocitame vzdalenosti z vy k ostatnim vrcholiim, pfi¢emZ postupné po-

volujeme k = 0,1,2,...,|V|—2 vnitfnich vrcholi na pfislusnych cestach (paths), tj.
povolujeme cesty s maximalné 1,2, ..., |V|—1 hranami; slozitost je O(|V| - |E|) a tedy
O(IV]?).

2. Floyd-Warshall: poc¢itdme matici vzdalenosti kazdého ke kazdému; vrcholy méme sefa-
zeny vi,vs, ..., U, a pouzivame iterace i = 0,1,...,|V|, pficemz v iteraci i povolujeme
jako vnitini vrcholy p¥islusnych cest jen vrcholy vy, vs, . .. ,v;. Slozitost O(|V[3).

3. Dijkstra: v pripadé nezapornych vah pocitdme vzdalenosti z vy k ostatnim vrcholtim;
pouzivame nanejvys |V| iteraci, pfi¢emz v kazdé iteraci pfidame alespon jeden vrchol
do P (permanent) — nejkrat$i cesta z vy k nému vede pies permanentni — a upravime
“vzdalenost” u kazdého docasného (temporary) w tak, aby odpovidala nejkratsi cesté z
vp do w, v niz jsou jako vnitin{ vrcholy povoleny jen ty permanentni. Slozitost O(|V]?).

Nové ukoly.

1. Projdéte si detailné uvedené algoritmy pro hledani nejkratsich cest.

Specialné navrhnéte prehledné datovou strukturu a jeji naplnéni (nemusite pfitom po-
uzivat konkrétni programovaci jazyk), ktera po skonceni Floyd-Warshallova algoritmu
umozni snadno vyhledat nejkratsi cestu mezi libovolnou dvojici vrcholt.

2. Podejte ditkaz korektnosti Dijkstrova algoritmu. (Nejde o detailni formality, ale o jasné
argumenty, pro¢ jim nalezené cesty jsou opravdu ty nejkratsi.)

3. Predbé’né se zamyslete se nad metodou zvanou linedrni programovdni (LP), na niz se
brzy podivame podrobnéji. (Pékny tvod do LP lze nalézt napf. v [2]. Na tvodni texty
lze odkézat samoziejmé i jinam, napt. do [1].)

Strucné: jedna se o varianty problému
maximalizuj ¢!z za podminky Az < b,

kde A je redlnd matice m x n, b € R™, ¢ € R". (Hledame tedy = € R™ spliiujici Az < b,
tedy tzv. pripustné Tesent, pro néz je ¢’ maximalni, pokud takové z existuje; pokud
existuje, jedna se o optimdlni 7esens.) (Indexem ” oznacujeme operaci transpozice. Vek-
tory ¢, x,b chapeme jako sloupcové, vektor ¢! je tedy Fadkovy.)

Zformulujte nas “scheduling problém” jako instanci problému LP.

4. (“Nepovinné.”)
Zformulujte problém nejkratsich cest jako problém linearniho programovani.

K uvedené formulaci problému nejkratsich cest jako problému LP muZete pouzit Pro-
blem (Minimum-weight dipaths by linear programming), str. 77 v [9]. (POZOR: V [9]



je uvedeno max}_ . BE(G) c(e)x.. Z kontextu je ale vidét, ze byla zamyslena varianta
min ¢ gy c(€)ze [tedy max - cp o) —cle)zel.)

Ukazte, ze orientovana kostra, kterd je produktem Bellman-Fordova ¢i Dijkstrova algo-
ritmu na nasem prikladu prirozené poskytuje pfipustné reseni uvedeného LP-problému.

. (“Nepovinné.”)

Podivejte se na Example (Directed Hamiltonian tours) na str. 89 v [9]. Na zakladé
toho zkuste vysvétlit, jak bychom (jakymkoli) algoritmem A pro hleddni maximalni
(cardinality-maximum) mnoziny v pruniku Z(M;) N Z(Mz) N Z(Ms), kde My, Mo, M3
jsou tfi matroidy se stejnou nosnou mnozinou, vyresili nalezeni hamiltonovské cesty v
zadaném grafu (tj. orientovaného cyklu prochazejictho kazdym vrcholem pravé jednou).

Na zakladé vasich znalosti o vypocetni slozitosti problémii odhadnéte, zda je znam
rychly algoritmus A.

10



Tyden 5 (od 7.3.)

Pripomnéli jsme si latku minulého tydne, specialné zakladni tvar problému linedrniho pro-
gramovani.

Maximalni (vaZené) parovani v (bipartitnich) grafech.

Pouvazovali jsme nad algoritmem, ktery k zadanému (neorientovanému) grafu G = (V, E, ¢),
kde ¢ : E — R pfifazuje kazdé hrané e jeji vdhu (cenu) c(e), sestroji pro kazdé k = 0,1,...,r
néjaké parovani Sy C FE (za4dné dvé rizné hrany v Sy tedy nejsou incidentni) takové, ze
|Sk| =k a hodnota c(Sk) = g, c(e) je maximélni; je tedy

c(Sk) = max{c(S) | S je parovani s k hranami }. (1)

Zde r je pocet hran v maximalnim parovani (maximum-cardinality matching), ¢imz rozumime
nejvétsi parovani z hlediska poc¢tu hran. Cislo r nas algoritmus také zjisti.

Jako konkrétni piiklad jsme vzali instanci problému “Assignment problem” feSeného v
Example (Kuhn’s Assignment Algorithm) na str. 123 v [9].

Speciadlnim piipadem je ptipad, kde c(e) = 1 pro kazdou hranu e; algoritmus pak prosté
sestroji néjaké maximélni parovani.

Takovy algoritmus jisté existuje, sta¢i pouzit hrubou silu (brute-force), otazkou je nalezeni
efektivnich algoritmu (z hlediska ¢asové slozitosti). My jsme ukézali polynomidlni algoritmus
pro pripad bipartitnich grafii; nejprve jsme ale udélali dulezité pozorovani pro obecné grafy:

Méjme v obecném grafu G = (V, E, ¢) parovani Sy s k hranami, které je optimdlni pro k,
tedy spliiuje (1), a snazme se vytvorit néjaké parovani Sk 1 s k+1 hranami, které je optimalni
pro k+1. Pfedstavme si hrany v Si jako modré, taky s nimi incidentni vrcholy budou modré,
a ostatni hrany budou ¢ervené; vrcholy neincidentni s modrymi hranami budou cervené.

Pfipomenme, Ze cestou (path) z vrcholu v do w rozumime posloupnost na sebe navazujicich
hran s jednim volnym koncem ve v a druhym ve w, kde se zadny vrchol (a tedy ani zddna
hrana) neopakuje; pokud v = w, tak ony “volné konce” jsou spojeny, jednd se o (jednoduchy)
cyklus, ktery také formalné chapeme jako cestu z v do v.

Cestu z v do w v nasem modro-¢erveném grafu nazveme alternujici, jestlize se v ni modré a
Cervené hrany stfidaji. Dvé modré po sobé byt stejné nemohou (modré tvofi parovani a proto
na sebe nemohou navazovat), dvé incidentni ¢ervené se v alternujici cesté mohou vyskytovat
jen v piipadé, Ze se jednd o cestu z v do v (tedy cyklus) zacinajici a konéici ¢ervenou hranou;
ten cyklus pak ma lichou délku.

Hodnotou alternujici cesty p rozumime D o ons ccp €(€) = D modre ecp €(€)- Specidlné si vSim-
néme, Ze pokud je alternujici cesta sudym cyklem, tak poc¢ty modrych a ¢ervenych hran jsou
v ni stejné a jeji hodnota nemiize byt pozitivni. (Jinak by Sy nebylo optimalni; vidite pro¢?)

Tvrzeni. Jako kyzené€ Ski1 (optimalni pro k+1) muZeme vzit toto: v modro-cerveném grafu
vytvoteném z G pro Si nalezneme alternujici cestu z cerveného vrcholu do jiného cerveného
vrcholu, kterd md nejvyssi moznou hodnotu. Pak v této cesté prebarvime modré hrany na
éervené a cervené na modré. Pokud takovd cesta neezistuje, pak v G neexistuje (vibec Zddné)
pdrovani s k+1 hranami.

Dukaz. Uvazujme nejprve, Ze existuje néjaké Syp.1, které je optimalni pro k+1 (a které
nemuselo vzniknout navrzenym zpusobem); zafixujme ono Si;1 a obarvéme jeho hrany zelené
(vrcholy nepfebarvujeme).
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Jak vypadaji (souvislé) komponenty grafu vzniklého z G tak, Ze ponechdme jen modré a
zelené hrany? Zadné dvé riizné modré hrany nejsou incidentni, zadné dvé rtizné zelené hrany
nejsou incidentni ... Kazda komponenta je tedy ocividné

e bud jedna zelend hrana vznikla prebarvenim modré (jak Si, tak Sk1 obsahuji tu hranu);

e nebo se jednd o alternujici cestu (v niz byly ¢ervené hrany piebarveny na zelené); pokud
je to cyklus, nutné obsahuje stejny pocet modrych a zelenych hran a hodnota tohoto
cyklu je nula (jelikoZz Sk je optimélni pro k a Sk je optimalni pro k+1).

Jelikoz zelenych hran je o jedna vic nez modrych, alespon jedna komponenta je alternujici
cestou z Cerveného vrcholu do jiného ¢erveného vrcholu (proc¢?). Ve zbylych komponentach
jsou celkové pocty modrych a zelenych hran stejné a soucty jejich cen musi byt také stejné!
(Jinak by bud Sy nebylo optimélni pro & nebo Siy1 by nebylo optimalni pro k+1.)

Dikaz tvrzeni je tim vlastné hotov ... (domyslete ...). O

Problémem je, ze v obecném grafu je ono hledani alternujici cesty z Cerveného vrcholu
do jiného Cerveného vrcholu s nejvyssi hodnotou zapeklity problém. Problémy délaji cykly
liché délky. V piipadé “maximum-cardinality matching” (cena kazdé hrany je jedna) se to
da chytfe vyfesit (jesté se pristé k tomu vratime), pfipad “maximum-weight matching” je
technicky vyrazné komplikovanéjsi a nebudeme se jim zde dale zabyvat.

Yy

kombinatorické optimalizace, pro néz jsou znamy polynomiélni algoritmy (viz napt. [5]).

My jsme si ale v§imli, Ze u bipartitniho grafu G = (V1 UVa, E, ¢) to umime: Pro zkonstruované
optimalni Sy ddme hrandm orientaci: ¢ervené “zleva doprava”, tedy z Vi do Vo, modré (tedy
elementy Sy) “zprava doleva”, tedy z Vo do Vi; pro kazdou modrou e ted obréatime cenu,
polozime tedy (docasné) c(e) := —c(e). A hleddme prosté nejdelsi cestu z ¢erveného vrcholu
do jiného ¢erveného vrcholu; ta cesta je diky orientaci hran v nasem bipartitnim grafu au-
tomaticky alternujici! (Navic nutné zacind ve V; a konéi ve V5.) Muzeme tedy pouzit napt.
algoritmus “Floyd-Warshall”; hleddme nejdelsi cesty, ale pozitivni cykly tam nejsou (diky
optimalité Sy, jak jsme jiz diskutovali), takze ok ... Ukazali jsme tak

polynomidlni algoritmus konstruujici “mazimum-weight matching” v bipartitnich grafech.

Poznamenejme, ze nami uvedeny algoritmus je koncepéné jednoduchy: je zalozen na jedno-
duchém pozorovani a aplikaci hledani nejkratsich cest (pfesné feceno hledéni nejdelSich cest
v situaci, kdy nejsou pozitivni cykly ...). Algoritmus uvedeny v [9] je zaloZen na myslenkach
duality v linedrnim programovani, ke kterym se jesté dostaneme ...

Maximalni toky, minimalni Fezy.

Téma jsme jen stru¢né pripomnéli. (Zaklady najdete napf. ve zmitiovanych skriptech Petra
Kovafe [7] a samozifejmé i v nasich referenénich knihach [5, 9].) Vsimali jsme si hlavné ply-
nulé navaznosti na nas algoritmus pro maximum-weight matching, ktery byl postaven na
zlepsujicich cestach.

Problém jsme ilustrovali na jednoduchém piikladu Exercise (Edmonds-Karp labeling) na
s. 144 v [9].
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Jesté se k tématu strucné vratime.

Uvédomili jsme si také mj., ze problém maximéalniho toku neni striktné vzato problémem
kombinatorické optimalizace (ale specidlnim piipadem linedrniho programovani); na druhé
strané dualni problém minimélniho fezu je “Cistym” problémem kombinatorické optimalizace.

Nové tukoly.

1. Pfipomerime si instanci problému nejkratSich cest ze s. 77 v [9] a déle si pfipomenime
orientovanou kostru s kofenem ve vrcholu a, kterou vytvoril Dijkstrav algoritmus.

Vysvétlete, jak tato kostra odpovidd FeSeni piislusné instance LP (linedrniho pro-
gramu) navrzené v Problem (Minimum-weight dipaths by linear programming) také
na s. 77 v [9]. (V knize chybi znaménko —; ma byt max}_ cp ) —c(e)z., neboli
min ) ¢ () c(€)ze.)

2. Vysvétlete, co to je “Assignment problem” feseny v Example (Kuhn’s Assignment Al-
gorithm) na str. 123 v [9] a aplikujte na uvedenou konkrétni instanci (“osoby” 1,2, 3,4,
ukoly “a,b,c,d”) polynomialni algoritmus k vyfeSeni. (Pfedpoklddam, ze pouzijete ten
“n4s” algoritmus, odvozeny vyse.)

3. Pfipomenme, Z%e pro (neorientovany) graf G = (V, E) je mnozina C C V wrcholovgm
pokrytim (vertex cover), jestlize kazda hrana (v E) je incidentni alespon s jednim vr-
cholem z C'. (Kdyz nasadime “hlidace” do kazdého vrcholu v C, tak kazdd hrana je
[alespon na jednom konci] “hlidand”, ¢i “pokrytd”.)

Kdyz S je parovani a C je vrcholové pokryti (v daném grafu), tak |S| < |C| (pro¢?).

Predstavte si ted, Ze jste FeSili maximum-cardinality matching v bipartitnim grafu a
skonéili jste tedy v situaci s néjakym parovanim Sy a s modrymi a ¢ervenymi (orien-
tovanymi) hranami tak, Ze neexistuje cesta z ¢erveného do jiného ¢erveného vrcholu.
Navrhnéte vrcholové pokryti C' daného grafu tak, ze |C| = |Sk|.

Podafilo se? Pak jste dokazali tzv. Konigovu vétu:

v bipartitnim grafu se velikost mazximdlniho pdrovdani rovnd velikosti minimdlniho
vrcholového pokryti.

(Plati to i pro nebipartitni grafy, napt. kliku K3 ?)

4. Zformulujte standardni verzi problému maximéalniho toku jako problému LP (linedrniho
programovani).

5. V dohledné dobé si zkuste najit néjaky volné pouzitelny “Linear progra-
mming solver” (jedna moznost je GLPK (GNU Linear Programming Kit),
https://www.gnu.org/software/glpk/) a zkuste v ném naformulovat a vyfesit n&jakou
ulohu dle vlastniho vybéru ...
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Tyden 6 (od 14.3.)

Pfipomnéli jsme si mj. Koénigovu vétu (v bipartitnim grafu se velikost maximalniho parovani
rovna velikosti minimalniho vrcholového pokryti). Dikaz vyplynul z naseho algoritmu pro
konstrukci maximalniho péarovani (maximum-cardinality matching): po jeho skonceni vybe-
reme do (minimélniho) vrcholového pokryti C' modré body takto: z kazdé modré hrany, ktera
je dosazitelna z néjakého cerveného bodu (vzpomenme, ze ¢ervené hrany jdou zleva doprava,
z V1 do V3, a modré hrany zprava doleva, z V5 do V;), zafadime do C' pravy vrchol (ten z V53),
a ze zbylych modrych hran zafadime do C levé vrcholy (ty z V1) .... Zadn4 hrana nemohla
zustat nepokryté (proc?).

Maximalni tok, minimalni fez (pokrac¢ovani). Pfipomnéli jsme si (vyuZitim obrazku
ze s. 142, 143 v cite [9]) algoritmus postupného zlepSovani pfipustného toku, nalézanim cest
ze zdroje s do stoku t po “nenasycenych” hranach: po hrané (u,v) lze jit “po sméru” (z u do
v), jestlize aktuélné mame z. < c¢(e), anebo “proti sméru” (z v do u), jestlize mame z, > 0.
(Pfedpoklddame nulové dolni meze.) Na zafixované zlepsujici cesté upravime z. tak, abychom
tok co nejvice zvétsili (na hranach e “po sméru” zvétsime x, o A, na hranach e “proti sméru”
zmensime z, o A); hrany, které brani vétsimu zvétseni, tedy ty, které se zménou nasyti (z.
bude ¢(e) v pfipadé hran “po sméru” a 0 v pfipadé hran “proti sméru”), nazveme kritické (v
dané iteraci).

Pripomnéli jsme, ze jednoducha strategie, kterd ke zlepseni bere vzdy néjakou nejkratsi
zlepSujici cestu (nejkratsi z hlediska poétu hran, nalezenou napft. prohledavanim do siky),
zkonstruuje maximalni tok v polynomialné mnoha iteracich.

Dukaz je napt. v [9]. Jednd se o vcelku pfimocary rozbor toho, Ze pfi zvolené strate-
gii nejkratsich zlepsujicich cest po kazdé iteraci, tedy po kazdé tpravé aktualniho toku,
vzdalenost “zdroj s — vrchol v” ani vzdalenost “vrchol u — stok t” nemize klesnout, pro
kazdy jednotlivy vrchol u; vzdalenosti pfitom méfime po¢tem hran v prislusnych nejkrat-
Sich cestach uzivajicich jen nenasycené hrany. Také se snadno odvodi, ze kdyz se konkrétni
hrana e objevi jako kriticka hrana ve zvolené zlepsujici cesté v iteraci ¢ a pozdéji v iteraci
7 > 1, tak délka zlepsujici cesty v iteraci j je aspont o dvé hrany vétsi nez délka zlepsujici
cesty v iteraci i. Pro kaZzdou hranu e je tedy |V|/2 horni mez pro pocet iteraci, kdy je e
kritickd. V kazdé iteraci alesponl jedna hrana kriticka je, takze |E| - |V|/2 je horni mezi
pro celkovy pocet iteraci.

Konstrukce maximéalniho toku tak skonéi v pripadé, Ze mnozina S C V vrcholu, které
jsou dosazitelné ze zdroje po nenasycenych hranich, neobsahuje stok ¢. (Zdroj s patii do S
trividlné, je dosazitelny z s cestou nulové délky.)

Kapacita tezu (S,V N 5), tedy C(S) = X cs+(g) cle) (kde 6T (S) je mnozina hran, jez maji
pocatek v S a konec mimo S) je tedy zcela naplnéna: pro vsechny e € 61(95) je z. = c(e);
pfitom z. = 0 pro vSechny hrany e € §~ (), tedy pro hrany majici po¢atek mimo S a konec
v S.

Snadno ovéfime, ze pro libovolnou S C V, kde s € S at € V \ S, je kapacita C(S) horni
mezi pro velikost jakéhokoli (tedy i maximalniho) pfipustného toku (tj. pro bilanci zdroje, tj.
pro hodnotu §+(s) — §~(s)). Dokazali jsme tim znadmé tvrzeni struéné vyjadiené jako

mazimalni tok je roven minimdlnimu Tezu.
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Vsimnéme si tzv. dobré charakterizace v tomto pfipadé: rovnost feseni dvou “dualnich” tloh
zde prokazuje optimalitu obou z nich; navic, kdyZz jedna méa optimalni feseni, tak m4 optimalni
feSeni i dualni dloha a hodnoty téchto feSeni se rovnaji.

Zformulovali jsme problém maximéalniho toku jako problém LP (linedrniho programovani).
(UvaZovali jsme i dolni omezeni ¢ pro ptipustné toky. V tom pfipadé jako kapacitu fezu

bereme C(S) = > cs+(s) €(€) = Xees—(s) £(€).)

Maximalni parovani v obecnych grafech.

Jedna se o zobecnéni konstrukce “maximum-cardinality matching” z bipartitnich na
obecné grafy. K tomu jsme se na setkani nedostali. Nechame tuto sekci k “nepovinnému”
promysleni zajemcum.

Nazna¢me alespori myslenku polynomidlniho algoritmu, ktery k danému parovani Sy s k
hranami (v obecném neorientovaném grafu GG) nalezne parovani Sii1 s k+1 hranami, pokud
takové parovani existuje.

Ptipomenme, ze hrany v S, povazujeme za modré, i vrcholy s nimi incidentni jsou modré;
ostatni hrany a vrcholy jsou éervené. (Hrany jsou zde neorientované.) Ukazali jsme si jiz, ze
Sk-+1 existuje pravé tehdy, kdyz existuje alternujici cesta z cerveného do ¢erveného vrcholu (v
niz jsou tedy barvy hran

Cervend - modra - ¢ervend - --- - modra - Cervend).

V takové cesté je o jednu cervenou hranu navic oproti modrym; kdyz v té cesté piebarvime
Cervené hrany na modré a modré na cCervené, dostaneme Sy 1.

Predstavme si, ze zacneme hledat takovou alternujici cestu z néjakého ¢erveného vrcholu vy
hledanim do sitky. Predpokladejme, ze prislusnou cestu nenajdeme, ale narazime na cyklus

vg— Cervend modra - - - ¢ervend modra —vp— Cervena modra - - - Cervend modra Cervend —uvi.

Ted je kli¢ové pozorovani:

Na tseku “vg ¢ervend modré --- Cervena modra v;” prohodime obarveni hran; tim dosta-
neme jiné parovani Sj, s k hranami. (Z&dné dvé rtizné modré hrany se nemohly stat incident-
nimi.) Vrchol vy se takto stane ¢ervenym a mame pro néj lichy alternujici cyklus, ktery ma o
jednu ¢ervenou hranu navic oproti modrym. Z cyklu ven nevede zddné modra hrana; uzavieme
ten cyklus do “bubliny” a divame se na bublinu jako na jeden ¢erveny vrchol (provedli jsme
kontrakci nékolika vrchold do jednoho; kazdé hrana, kterd vedla do néjakého vrcholu v cyklu
ted vede do onoho jednoho vrcholu). Ve vzniklém mensim grafu jsme tim zadnou alternujici
cestu z ¢erveného do Cerveného nemohli ztratit. KdyZ nalezneme v mensim grafu cestu z Cer-
veného do CGerveného, tak v té cesté prebarvime hrany (¢imz se poc¢et modrych hran zvétsi
o jedna); pak zase “rozbalime” bublinu a pokud po nasem piebarveni ted vstupuje néjaka
modré hrana do bubliny (samoziejmé je nanejvys jedna), tak prosté obarveni hran v cyklu v
bubliné “otoc¢ime” tak, aby vrchol, do néhoz vstupuje modra hrana zvenku, mél obé hrany v
cyklu cervené ....

Linearni programovani.
Seznamime se jen kratce se zaklady linedrniho programovani. Pfipomnél jsem, ze pékny
struény uvod lze nalézt napi. v [2].
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Jako konkrétni instanci “problému diety” z [2] jsme vzali pfipad, kdy uvazujeme tii potra-
viny Fi, Fy, F3 (F jako “food”) a dvé ziviny Nj, No (N jako “nutrient”). V jednotce (napft.
jednom kg) F jsou obsazeny 1 jednotka (napf. mg) N a 2 jednotky Na. V jednotce F» jsou
obsazeny 4 jednotky N7 a 1 jednotka N». V jednotce Fj jsou obsazeny 4 jednotky N a 3
jednotky Na. Cena za jednotku F je 6 (napf. desetikorun), cena za jednotku Fj je 9 a cena
za jednotku Fj je 10. Minimalni denni doporucena déavka ziviny N; je 3 jednotky; u ziviny No
jsou to 4 jednotky. Ukolem je navrhnout nakup potravin F}, Fy, F3 tak, aby nakoupené potra-
viny obsahovaly (alespori) minimalni denni doporu¢enou davku zivin a pfitom cena ndkupu
byla co nejmensi.

Hledané mnozstvi ndkupu potraviny F; jsme si oznadili y; (pro i = 1,2, 3); jedné se o neza-
porné realné cislo. (Predpokladdme, Ze potraviny neni nutno kupovat v celych jednotkach.)
Definovali jsme si matici A typu m xn = 3 x 2, kde prvek a;; (v i-tém fadku a j-tém sloupci)
je pocet jednotek ziviny N; v potraviné Fj. Vektor b (typu m x 1) jsme definovali tak, Ze b; je
cena za jednotku Fj. Vektor ¢ (typu n x 1) jsme definovali tak, Ze ¢; je minimalni doporucena
denni davka Ziviny N;.

Mame tedy minimalizovat souéin y” b
(kde 3T je transponovany vektor y, tedy y© = (y1,v2,¥3) je typu 1 x m)
za podminek yTA > ¢ y >0
(kde 0 je nulovy vektor pfislusného rozmeéru).
Zauvazovali jsme také o dudlnim problému
max ¢!z za podminek Az < b, z > 0.

Zde (hypoteticky) “prodejce pilulek s zivinami” hledd cenu x; za jednotku ziviny N a cenu
T9 za jednotku Ny tak, aby maximalizoval cenu denni doporucené davky, ale zaroven “nebyl
drazsi” nez pfislusné potraviny.

Nové ukoly.

1. Standardné se jako primdini problém nebo téz primdlni uloha (anglicky “primal”, ¢esky
téz “primérni” ¢ “prvotni”) chape problém LP ve tvaru

max ¢z za podminek Ax < b,z > 0.
Zapiste tuto tlohu s konkrétnimi ¢isly z naseho “dietniho problému”, znazornéte ge-

. o ve , R, .- o €1 N
ometricky mnozinu pfipustnych Feseni (tedy mnozinu vektoru z = splnujicich
Z2

Az < b,z > 0) a naleznéte (néjak “logicky”) optimélni feSeni v tomto konkrétnim
ptipadé.

2. Ukazte detailné, pro¢ z podminek Az < b,z > 0,yT A > ¢,y > 0 plyne
e <yl Ax < yTb.
Specidlné ukazte, jak vyuzijeme asociativitu operace nasobeni matic.

3. K (standardni primélni) tloze
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max ¢!z za podminek Ax < b,z >0
je standardné definovana dudlni uloha
min y7'b za podminek y7A > ¢,y > 0.

Co lze vyvodit z pfedchoziho piikladu pro pfipad, kdy mame konkrétni pfipustné feseni
(oznacené) x* primélni tlohy a konkrétni pfipustné feseni y* dudlni tlohy?

. K (primalnimu) problému Az < b,z > 0,max ¢’ x jsme jako dudlni problém definovali
yTA > ¢’y > 0,miny’b. Ten se oviem da piirozené vyjadfit také jako standardni
maximaliza¢ni problém: —ATy < —c,y > 0,max —b"'y (ovéite). Zkonstruujte k posledné
uvedenému problému dudlni problém (s proménnymi oznacenymi x) a ovéite, Ze je
ekvivalentni formulaci Az < b,z > 0, max ¢’ z. (Tedy dvojnasobnou aplikaci operatoru
duality dostaneme ptivodni problém.)

. Uvazme obecny problém LP, kdy mame omezeni ve formé nerovnic i rovnic a na nékteré
proménné klademe podminku nezapornosti zatimco na jiné ne. Navrhnéte, jak mizeme
takovy problém snadno prevést do tvaru standardniho maximaliza¢niho problému.

. Zamyslete se nad tim, zda kazdé tloha LP musi mit pfipustné feSeni, a zda kazdé tloha
s pripustnym feSenim musi mit i optimalni feseni.

Uloha s pfipustnym feSenim, kterd nemé optimalni feSeni, se nazyva neomezena. Jak je
to s dudlni tlohou v tomto pfipadé? (Muze mit p¥ipustné Feseni?)

. Zkuste se zamyslet nad nasledujicim tvrzenim:

Existuje-li optimélni feseni tlohy
max ¢! = za podminek Az < b,z > 0,

tak existuje i takové optimalni feSeni x*, pro néz sloupce matice A odpovidajici nenu-
lovym slozkam vektoru x* jsou nezavislé.
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Tyden 7 (od 21.3.)

Linearni programovani (pokrac¢ovani).

Navézali jsme na predchozi jistou rekapitulaci shrnutou také nize. Zadani konkrétniho pii-
kladu (2) je pfevzato z [1].

Pripomnéli jsme, Ze mnohé problémy kombinatorické optimalizace lze prirozené vyjadrit
jako problémy celociselného linedrniho programovéani (Integer LP, ILP), kde proménné z;
(slozky vektoru proménnych x) nabyvaji jen celoéiselnych hodnot, ¢asto jen z mnoziny {0, 1};
stejné tak koeficienty v nerovnicich jsou celociselné.

Pokud jsou koeficienty racionalni, lze samoziejmé prevést na celociselné vynasobenim

spole¢nym jmenovatelem.

Obecné je ovsem ILP NP-tézky problém (jak jesté pfipomeneme pozdéji), zatimco jeho rela-
zace, tedy pripusténi vsech redlnych hodnot v daném intervalu (napf. v intervalu [0, 1]), vede
na ulohu LP, kterd je polynomidlni (jak jesté také budeme diskutovat).

Byt je LP obecné polynomialni, feseni pro velké instance mé porad velkou ¢asovou naroc-
nost z praktického hlediska. Ilustrovali jsme si to pfipomenutim problému maximalniho
toku. A¢ tento problém snadno vyjadiite jako problém LP (Ze ano), pro feSeni se v praxi
pouzivaji specializované algoritmy [vyuzivajici techniku zlepsujicich cest], které jsou vy-
razné efektivngjsi. Ov8em napf. problém multikomoditnich toki [kde méame vice dvojic
zdroj-stok s predepsanymi velikostmi tokti mezi nimi a hleddme “mix” vSech toku pfi do-
drzeni kapacit jednotlivych hran, pfipadné jesté za minimalni cenu| se umi optimélné fesit
v polynomidlnim ¢ase jen pfes LP. (V praxi pak lze upfednostnit efektivnéjsi algoritmy,
které jen aproximuji optimalni feSeni. O aproximacnich algoritmech budeme také jesté
hovofit.)

Jako ilustra¢ni piiklad LP jsme vzali nésledujici instanci (s redlnymi proménnymi x;):

maximalizuj 3x1 + x2 + 223 za podminek (2)
r1, T2, 13 2 0,

r1 4+ x2 + 3zz3 < 30,
2r1 4+ 2x9 + bxgz < 24,
dry + x99 + 223 < 36.

Standardni maximalizaéni problém a standardni minimalizaéni problém. N&s pfi-
klad je prikladem standardni maximalizacni ilohy, tedy problému typu

Az < b,z > 0,max ¢’ z.

Pripominame, Ze matice A je typu m X n, vektory bereme primarné jako sloupcové, tedy
b je typu m x 1 a ¢ je typu n x 1; transponovany ¢ je tedy Fadkovy vektor, typu 1 x n.
Pro konkrétni x je Ax sloupcovym vektorem, linedrni kombinaci sloupctt matice A, s ko-
eficienty 1, zs, ..., 7,. (Castecné) usporadani vektorti je definovano po slozkach; Az < b
tedy znamena, Ze i-t4 slozka vektoru Ax je mensi nebo rovna b;, pro i = 1,2,...,m.
Symbol 0 zde znamené vektor s nulovymi slozkami; jeho rozmér a “sloupcovost” ¢i “rad-
kovost” jsou vzdy zifejmé z kontextu. Nékdy se znak transpozice vynechava, pokud nehrozi
nedorozuméni. Nap¥. se ¢asto pise cx (skalarni soucin vektorti ¢, z) misto ¢z, apod.
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Funkce f(z) = ¢’z se nazyva tcelovd funkce (objective function, cesky také cilova funkce ¢i
kriteridlni funkce).
Pred fesenim nasi konkrétni ulohy jsme nejdiive diskutovali standardni minimalizacni pro-
blém, tj. problém typu
T T : T
y  A>c' y>0,min y" b.

(Misto sloupcti bereme nezaporné linedrni kombinace fadki; misto shora jsou tyto kombinace
omezeny zdola, a misto maximalizovani zde minimalizujeme.)

Dualita. Je p¥irozené brat y7 A > ¢!,y > 0, min y”b jako dudini problém k problému Az <
b,max c! x, ktery se pak nazyva primdlni problém (anglicky “primal”, esky téz “primarni”
¢i “prvotni”).

Spravné bychom méli rozliSovat pojem “problém”, napf. problém LP, a pojem “instance
problému”, napt. Az < b,z > 0, maxc’z pro konkrétni matici A a vektory b, c. Toto ale
vétsinou nechavame na kontext, z néhoz je jasné, co mame na mysli. VSimnéme si také,
ze yTA > ¢,y > 0, min y”b lze podle standardnich pravidel pro transpozici matic psat
ATy > ¢,y > 0,min by, nebo ekvivalentné —ATy < —c,y > 0, max —bTy.

K nasi konkrétni tloze (2) je tedy duélni tlohou tato tloha:

minimalizuj 30y1 + 24y + 36y3 za podminek (3)
Y1,Y2,Y3 > Oa
v+ 2y + 4y = 3,
yi + 2y2 + y3 = 1,
3y1 + Sy2 + 2y3 > 2

Jako kol jsme ponechali odvozeni (oéekdvaného) faktu, Ze dudlnim problémem k duélnimu
problému je zase primalni problém.

Pripustngm wvektorem (feasible vector), téz pripustngm resenim, tlohy Az < b,z >
0, max ¢’z rozumime libovolny vektor z splitujici Az < b,z > 0. Podobné pipustngm re-
genim tlohy yTA > ¢’y > 0,miny”b rozumime libovolny vektor vy spliujici y7 A > ¢,
y > 0. (Nékdy mé smysl uvazovat napf. [nepfipustné| feseni spliiujici Az < b, které neni
nezaporne.)

Jak je obvyklé, pouzivame napt. x jako symbol pro vektor proménnych, ale nékdy také
pro konkrétni vektor z R™. Konkrétni uziti by mélo byt vzdy jasné z kontextu; nékdy

uzijeme “dekoraci”, napt. x*, kdyz chceme zdiraznit, ze médme na mysli konkrétni vektor.
Snadno jsme odvodili (uz mezi tkoly), ze podminky
Ar <bz>0,y7A>cT,y>0
implikuji

e <yTAz < yTb.
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Méme-li tedy (jakékoli) pfipustné feseni z* primélni tlohy a pfipustné feseni y* dualni tlohy,
tak plati ¢’ z* < (y*)Tb. Pokud tedy nastava piipad ¢’ z* = (y*)7b, tak obé fefeni 2*, y* jsou
ve svych tlohéch optimalni!

Provedme dikaz jesté detailné. Bude se ndm to v budoucnu jesté hodit k jinému uéelu (u
“complementary slackness”).

Zapisme si nejdiive y” Az podrobnéji:

ai1, a1z, ..., 0ain T

a21,0A22, ... ,02n Z2
(ylayQ)""ym)' .

Amly Gm2, - -+ Amn Tn

Nésobeni matic je asociativni, je tedy (y” A)z = yT (Az); ditkaz de facto provedeme nize.
Rozepiseme-li vyraz (y’ A)z, dostavame

a1y a2 G1n 1

a21 a2 az o
(y17y27"'7ym)' 7(y17y27"'7ym)' 7"'7(y17y27"'7ym)' n

am1 am?2 Amn T,
neboli 27 - z, kde
T _
25 =y (a117a127---7a1n) + Y2 - (a217a227---7a2n) T Ym (amlaam27---aamn) .
Tedy

(y"A)a = (4)

= (y1a11 + Y2021 + -+ - + Ym@m1) - 1+
+(y1a12 + Y2a92 + -+ - + Ymamz) - xa+

+(y1a1n + yoaon + - + ymamn) * Ty -

Rozepiseme-li vyraz y’ (Ax), dostavame

T
T1 1
Z2 45
(y1,y2,---,ym) : (a11,a12,"' ,a1n) : 7---7(am17am27"' 7amn) :
Tn Tn
neboli
aii a12 a1n
az1 a22 a2n
(1,92, Ym) - R I el I (2T e ol IR I
Gm1 Am?2 Amn
Tedy
T _
y (Az) = (5)

=y1 - (an121 + a12x2 + - - + a1,2n)+

+y2 - (@121 + agexe + - - - + a2,xn)+

+Ym - (@11 + Amaxe + -+ -+ Amn®n) -
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Z rovnosti (4) a (5) vidime, ze

(y" Az = 2?21(2?;1 Yiaij) - T; a

y (Az) =37y - (71 i) -

V obou pfipadech (standardnimi upravami pro s¢itdni a nasobeni) dostdvame
Sty i yiaijay; tedy (yT A)z =y (Ax).

Ted si jesté vSimneme:

e Z rovnice (4) ihned plyne, ze pokud (y1a1j + Y2025 + - - - + Ym@mj) > ¢j a x; > 0 pro vs.
j=1,2,...,n, tak yT Az > Tz (kde "'z = ciz1 + coma + - - + cpy).

e 7 rovnice (5) plyne, ze pokud y; > 0 a (a2 + ajpre + -+ + aipzy) < b; pro vs.
i=1,2,...,m, tak yT Az < yTb (kde yTb = y1by + yabo + - - - + Yrbm).

Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1 (Slabd dualita) Necht x* je pripustngm fesenim problému Az < b,z > 0,maxc’ z

a y* je pripustngm vesenim problému yT A > c' y > 0,miny’b. Pak cz* < (y*)7b.

Kdyz plati 'z = (y*)T'b, tak * a y* jsou optimdlnimi veSenimi pro své prislusné problémy.
Pokud ndm tedy nékdo doda napf. feseni z* = (8,4,0) a y* = (0, %, %) u naich konkrétnich
problémii (2) a (3), pak zjisténim, 7e obé& spliiuji své omezujici podminky a navic c¢’z* =
3-8+1-442-0=284a (y*)Tb:0-30—|—%-24—{—%-36:28, méame ovéfeno, ze r* i y* jsou
optimalni (ve svych piislusnych problémech).

Pripomnéli jsme si, ze kdyz nam nékdo ukaze tok v siti a zaroven ez, jehoZ kapacita se
rovné velikosti toku, vime, Ze se jedna o maximalni tok a miniméalni fez. Podobné, kdyz
nam nékdo pro graf G doda parovani S a vrcholové pokryti C, kde |S| = |C|, tak se jednd
o maximalni parovani a minimalni vrcholové pokryti.

Rekneme, 7e problém Az < b,z > 0, max ¢’ « pro konkrétni A,b, ¢ je

a/ reditelny [¢i konzistentni]| (feasible, F), kdyZ existuje pfipustné feseni, tedy x takové, ze
Ax < b,z > 0; zde rozlisime dva podpfripady:

i/ resitelny omezeny (feasible bounded, FB), kdy# existuje d € R tak, Ze ¢’z < d pro
kazdé pripustné z,

ii/ resitelny neomezeny (feasible unbounded, FU), kdyz pro kazdé d € R existuje pfi-
pustné z splijici ¢’z > d.

b/ nefesitelny [¢i nekonzistentni] (infeasible, I), kdyZz neexistuje pfipustné feseni.

Analogicky rozélenime minimaliza¢ni problémy. Slaba dualita mj. implikuje, Ze kdyZ je stan-
dardni (primalni) uloha P fesitelnd neomezena (FU), tak k ni dudlni tloha D je nefesitelna
(a naopak).

Teprve pozd€ji se dostaneme k ditkazu nasledujici véty:
Véta 2 (Silnd dualita) Kdyz je konkrétni iloha linedrniho programovdni teitelnd omezend
(FB), tak jeji dualni tdloha je také tesitelnd omezena (FB), obé ulohy magi optimdlni vesent

a hodnoty prislusnych ucelovych funkci pro ta optimdlni Teseni se rovnagji.
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Tx YeSitelnd a omezend, tak ma optimalni

Tx* —

Kdyz tedy je napt. tloha Ax < b,z > 0,maxc
feseni 2* a duélni tloha y” A > ¢,y > 0, miny” b ma (optimalni) feseni y* takové, Ze c
(y*)".

Z vét o dualité plyne, Ze kdyZz oznacime jako P konkrétni (primélni) alohu a D k ni dulni
ulohu, tak mohou nastavat pouze ¢tyri pripady:

1 2 3 |4
P|FB|FU| I
D|\FB| I |FU|I

~

V pfipadé 1 (FB,FB) se navic optimélni hodnoty téelovych funkei rovnaji (a jsou dosazeny
pro konkrétni vektory z*, y*).

Vétu 2 bychom mohli dokazat napt. uzitim tzv. Fourierovy-Motzkinovy eliminace. To by
nam ale jesté nedalo algoritmicky navod k fegeni iloh LP. My ted zabijeme “dvé mouchy
jednou ranou” tim, ze ukdzeme tzv. simplexovy algoritmus ...

Piedem je uzitecné zamyslet se nad tim, Zze kdyz mé napf. konkrétni uloha Ax < b,z >

T2 optimalni Feeni, tedy piislusnou linedrni kombinaci sloupctt matice A, tak ma

0, maxc
i takové optimalni feSeni, které s nenulovymi (tedy pozitivnimi) koeficienty kombinuje

néjakou mnozinu nezavislych sloupcti matice A.

Konkrétni béh simplexového algoritmu. Vratme se k feseni nasi konkrétni tlohy (2).

Pridanim tzv. doplrikové promeénné (slack variable, éesky téz pfidatnd proménnd, volna pro-
ménna, proménnd zachycujici volnost, rozdilova proménnd apod.) ke kazdé nerovnici zménime
nerovnice na rovnice; v nasem pripadé pridame x4, x5, xg¢. Zaroven zavedeme specialni pro-
ménnou z, kterd bude zachycovat hodnotu tuéelové funkce. Misto hledani trojice (z1,x2,x3)
nezapornych hodnot, které spliuji nerovnosti v (2) a pro néz bude 3z1 + x2 + 223 maximéalni,
fesime tedy nésledujici ekvivalentni tlohu (promyslete si tu ekvivalenci): hleddme konkrétni
vektor (sedmici redlnych ¢isel) (x1, xo, x3, x4, x5, T6, 2) spliujici rovnice

x1 + x> + 3x3 + x4 = 30
214 + 2x9 4+ bxj3 + x5 = 24 (6)
4r1 + x99 + 2x3 + x4 = 36

—3r1 — w2 — 2m3 + z = 0

pfifemz x4, x2, T3, T4, 5, T¢ > 0 a z je maximalni mozné. (Pro z nezdpornost obecné nevyza-
dujeme; v nasem piikladu je ¢ > 0, proto z vychézi také nezaporné.) Soustavu (6) miuzeme
strucné reprezentovat matici (s oznacenymi sloupci) znazornénou nasledujici tabulkou:

X1 Ty T3 Ty Ty Te Z |

1 1 3 1 0 0 0| 30

2 2 5 0 1 0 0| 24 (7)
1 2 0 0 1 0| 36

-3 -1 =2 0 0 0 1] 0

Ramecku kolem prvku as; (tedy prvku v 3. fadku a 1. sloupci) si ted nev§imejme. VSimnéme
si ale jednotkové matice 3 x 3 tvorenou sloupci u proménnych x4, x5, xg, kdyz pomineme
posledni rddek matice. Pfi uvazovani i posledniho fddku vidime jednotkovou matici 4 x 4,
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kdyz uvazujeme i sloupec u z (ktery se nasledujicimi tipravami nebude ménit). Proménnym
x4, x5, e Fikdme v této reprezentaci bdzové proménné (basic variables, Gesky také zakladni
proménné, ale snazime se zduraznit vztah k bazi). Proménné xi,xs,x3 jsou ted nebdzové.
Méme tedy ted (B...bazové, N...nebazové), v “0-té iteraci”,

By = {4, 5,26} a No = {1, 22,23}

Soustavu (6) muZzeme také zapsat ekvivalentné takto:

T4 = 30 — T1 - T9 - 3$3
Irs = 24 — 2.%'1 — 2.%'2 — 5.%'3 (8)
T — 36 — 4$1 — i) — 2$3
z = 0 4+ 3z1 + =z + 2x3

Explicitné tim zdtraziujeme, ze hodnoty bazovych proménnych (z4,25,26) a hodnota pro-
ménné z jsou jednozna¢né uréeny hodnotami nebazovych proménnych (z1, o, z3). Tzv. bazové
feseni (basic solution) dostaneme, kdyZ polozime nebdzové proménné rovny nule; zde tedy
je bazovym feSenim vektor (z1,x9,xs, 4, xs5,26,2) = (0,0,0,30,24,36,0). Protoze v nasem
pfipadé méame b = (30,24,36) > 0, dostdvame piipustné feseni, tedy hodnoty vsech z; jsou
nezaporné. (Z technickych duvodi zde nepiseme vektory sloupcové, a¢ bychom méli.)

Pozdéji uvidime, co délat, kdyz nékterd b; jsou zadporné a bazové feseni tak neni pripust-
nym Fesenim.

Jinak také poznamenejme, Ze jako bazové feseni bychom striktné vzato méli oznacit jen
(z1, 22,23, 24,25, 26) = (0,0,0,30,24,36); jemu pak prislusi hodnota tcelové funkce, v
nasSem ptipadé 0. Zde ale bereme hodnotu z jako soucast bazového feseni.

Z rovnice pro z v (8) vidime, Ze napt. zvétSenim z7 (vzhledem k bazovému feSeni, kde =1 =
xo = x3 = 0) zvétsime hodnotu z, o jejiz maximalizaci ndm jde. Pfi zvétSeni x; musime dét
pozor, abychom stale méli pfipustné feSeni. Z rovnice pro x4 v (8) je zfejmé, Zze x; nemtzeme
zvétsit vic nez o 30, rovnice pro xs dava omezeni 12 (= %) a rovnice pro xg davd omezeni
9 (= %). Ridime se nejtvrd$im omezenim, v nasem piipadé je minimum z omezeni 9, coz

odpovida proménné xg. Zajimame se tedy o (pfipustné) bazové feseni vzhledem k
By = {1, 24,25} a N1 = {22, 23, 26}

Béazi tedy opousti 24 a vstoupi do ni z;. To je znézornéno rameckem okolo prvku as; v (7); v
3. fadku ma totiz z bazovych proménnych jednicku zg a z; oznacuje 1. sloupec. Rovnici pro

x¢ v (8) pFepiSeme jako x; = —dp, - %.%'3 — %xg + %, tedy
1 1 1
Tr1 = 9— ZCEQ — §$3 — ng,

a pravou stranu pak dosadime za x; v ostatnich rovnicich. Soustavu (8) tedy mizeme ekvi-
valentné zapsat takto:

T4 = 30 —(9 — %l‘Q — %563 — il‘ﬁ) — T2 — 3$3

x5 = 24 —2(9— 1wy —ix3—1wg) — 2z — bBug ()
r1y = 9 — i$2 - %$3 - il‘ﬁ

z = 0 4+309—3%azo—Lus—1Llug) + 2 + 223
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Upravou rovnic upravime i matici (7). To je totéz, jako kdyZ pouzijeme nésledujici kroky
znamé z Gaussovy elimina¢ni metody. (Vzpomerite si, Ze vyndsobenim [obou stran| rovnice
nenulovym ¢islem se mnozina feSeni nezméni; mnozina feSeni se také nezméni, nahradime-li
jednu rovnici tak, ze od ni odec¢teme néasobek jiné rovnice.) Zarameckované az; = 4 nazveme
pivot a matici upravime tak, aby jednotkovou matici nové vytvorily sloupce u x4, xs5,21 a
z. Hodnotu pivotu (je nenuloval) oznacime p, faddek a sloupec pivotu oznac¢ime r (row) a ¢
(column, nepletme si s vektorem c); mame tedy a,. = p, v naSem piipadé as; = 4.

Nejprve vydélme fadek r pivotem; dostaneme tedy chj = % pro kazdy sloupec j; obecné
symbol d;; znaci hodnotu v tabulce pfed tGpravou (v i-tém fadku a j-tém sloupci), symbol ciij
pak hodnotu po tupravé. Dostaneme tedy

Ty To T3 T4 Tz T 2|

1 1 3 1 0 0 0 | 30

2 2 5 0 1 0 0| 24 (10)
11 0 0 1o 9

-3 -1 -2 0 0 0 1 | O

Nyni od 1. fadku odeéteme dy.-nésobek nového fadku r (pokud r # 1), tedy CZU =dy; —dlc%

(v naSem pfipadé odeéitdme od 1. fadku pivodni 3. fadek vynasobeny i); dostaneme:

x1 T2 X3 T4 Ts T 2 |

o 32 2 1 0 -3 0] 21

2 2 5 0 1 0 0| 24 (11)
i 3 0.0 3 0109

-3 -1 -2 0 0 0 1 | O

« . ‘ 3 dr; iv 2o « vz ‘2
Obecné pro ¢ # r mame d;; = d;j — dic%; po patriéné apravé 2. fadku dostavame

Ty Xy T3 T4 Tz Te 2 |
35 I
0 ] 2 1 0 ~1 0 | 21
0 2 411 0 1 3 0| 6 (12)
i 3 0 0 3 0] 9
-3 -1 -2 0 0 0 1 | O
Analogicky upravime 4. fadek a dostavame
Ty Ty T3 T4 Ty Te Z |
3 5 T
0 g 2 1 0 ~3 0 | 21
0 ? 111 0 1 3 0| 6 (13)
1 i3 0 0 ] 0] 9
0O -3 -5 0 0 § 1 | 27
Soustava (9), a tedy i (8), je tak ekvivalentni soustavé
T4y = 21 — %$2 — %Cﬂg + %566
r5 = 6 — Sx9 — 4wz + iz
o P’ | £ (14)
I = 9 — %$2 — ?563 — %xfi
z = 27 + 272 + 5T3 — 476

()
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Bézové feseni je zde (x1, 9, x3, 24, 5, 6,2) = (9,0,0,21,6,0,27). Je vidét, Ze napi. zvyseni
x3 z nuly muze pomoci zvySsit z. Nabizi se tedy vyménit x3 za nékterou proménnou v bazi. Nez
to udélame, udélejme si jisté zjednoduseni nasi notace. Kdyz mame urceny bézové proménné
v jistém pofadi, napf. na zacatku se jednd o (x4, x5, x6), zajimé nas tvar matice, kde sloupce
u x4,T5,T¢ a 2, v daném poradi, vytvori jednotkovou matici. Odkazujeme-li k takové matici,
napf. k (7), domluvime se na struénéjsi notaci; matici (7) zapiSeme stru¢néji takto:

il T2 I3 ’
zs | 1 1 3 | 30
x| 2 2 5 | 24 (15)
z6 | 1 2 | 36
= | =3 -1 =2 | 0

Proménnymi oznacujicimi fadky rozumime aktuédlni bazové proménné (a z); ptvodni tvar
bychom dostali, kdybychom pfidali pfislusnou jednotkovou matici. K prvkim matice odka-
zujeme jako k a;;, vyjma posledniho fadku a a posledniho sloupce. K prvkiim posledniho
sloupce odkazujeme jako k b; (kromé posledniho), k prvkém posledniho fadku jako k —c;
(kromé posledniho). Prvek posledniho fadku a posledniho sloupce (tedy v pravém dolnim
rohu) oznac¢ime v (value, hodnota tcelové funkce). Toto znac¢eni pro jednoduchost pouzivame
i po upravach, kdy uz se jedna o jiné hodnoty nez jsou puvodni A, b, c. Pivot jsme zvolili takto:

i/ vybrali jsme jeden sloupec, kde ¢; > 0 (tedy —c¢; < 0); j bude sloupcem pivotu;

ii/ nasli jsme fadky ¢, kde a;; > 0, a spocetli u nich %; jako tadek pivotu jsme vzali

(nékteré) i, kde - je minimalni.
]

Jeden 1kol zad4, at vysvétlite, pro¢ je tiloha neomezend (feasible unbounded), kdyz ve
vSech fddcich méme a;; < 0.

V nasem piipadé jsme prohodili z; a xg. Dostali jsme matici (13), ve struéné podobé zapsané

Z6 T2 €3 |
zg | —% % 5 21
s | -3 5 4 | 6 (16)
N N R N A
T

Nyni vyberme ke vstupu do baze x3, protoze —cs ve sloupci oznac¢eném x3 je zdporné; novy

pivot bude tedy ve sloupci 3. Radky v 3. sloupci ddvaji omezeni postupné 52/—12 = %, % = %,
1%2 = 18. Minimum je dosazeno v 2. fadku, proto prohodime z3 (vstoupi do béze) a x5 (opusti

béazi); novy pivot bude v 2. fddku. Budeme tedy mit

By = {4, 23,21} a Ny = {x¢, 22,25}

Oznacme si pivot:

re T2 T3 |
vz | -3 3 3 |2
zs | -3 3 | 6 (17)
| o3 oz 5 |09
A A

[\)
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Méame tedy a,. = p, v naSem pfipadé ass = 4. Snadno ovéfime, Ze naSe upravy vyse se
daji schématicky zachytit takto (kde d;; znamena dosavadni hodnotu v i-tém fadku a j-tém
sloupci a d;; oznacuje novou):

i/ | dr. = = | (na misté pivotu se objevi jeho pfevracend hodnota);

1
P

ii/ pro j # c:|d,; = drj/p| (hodnota v fadku pivotu je vydélena pivotem);

iii/ pro i # r:|d;. = —d;./p| (hodnota v sloupci pivotu je vydélena pivotem a znaménko se

otodi);

~

iv/ proi # r aj # ¢ |dij = dij — drjdic/p| (od hodnoty mimo fadek a sloupec pivotu se

odecte soucin hodnot v prislusném radku sloupce pivotu a prislusném sloupci fadku
pivotu vydéleny pivotem).

Provedeme-li to u matice (17), hodnoty se zméni takto (ovéfte); pro pohodli opakujeme ma-
tici (17) jako matici (18) a vysledek po “pivotovani” je zachycen v matici (19):

re T2 T3 |
v | -7 7 3 |2
z5 | 7 3 % | 6 (18)
.
z |3 -1 -3 |27
rg w3 w5 |
Ty | L _3 _3 | 69
4 16 J6 "8 4
3 | —3 8 il 3 (19)
T | s L _1 | 33
1 16 16 8 4
z | I _1 1 | 111
1 16 8 4
Zde je tedy bazovym FeSenim (x1,x2, 3, x4, T5, Tg, 2) = (375’,0, %, %,0, 0,27.75).
Nyni lze pro piechod do béaze zvazovat pouze zy (se zdpornym —c;). Protoze g—g < %7
bazi opusti z3 (a¢ uz mimo béazi byla). Budeme mit tedy
By = {z4,22,71} a Ny = {6, 73,75}
Upravou podle pivotu v 2. fadku a 2. sloupci dostaneme
6 T3 T5 |
v | 0 5 -3 | 18
1 2
T2 | 3 %1 5, | 4 (20)
T
=l 5 5 5 |28

Ptvodni soustavu (6) jsme tedy prevedli na ekvivalentni soustavu (majici stejné sedmice
(x1,x9,x3, 4, x5, 6, T7,2) jako FeSeni) v tomto tvaru:

Ty = 18 — %563 + %565
D SN S I (21
ry = 88— 376 + T3 + &5
z = 28— %x(j — %xg — %x5
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Pfitom bazové feseni (x1,x2,x3, 24,5, T6,2) = (8,4,0,18,0,0,28) je piipustné a z nemize
byt o¢ividné vétsi pro jakékoli jiné pfipustné feseni. (Pro¢?) Nasli jsme tedy optimum!

Kdyz jsme tedy dosahli situace, kdy nejen posledni sloupec, ale i posledni fadek je nezaporny
(s pfipadnou vyjimkou pravého dolniho rohu) [k tomu doslo v tabulce 20], tak uz nas “vnitiek
nezajima”; k precteni optimalniho FeSeni nam staci

T T3 Tp

|
T4 | | 18
xo | | 4 (22)
71| | 8
5 § & | 28

OptimAlni Feseni jsme sestavili takto: polozili jsme (nebédzové) x3 = x5 = z¢ = 0 a hodnoty
bazovych jsme si precetli v pravém sloupci: 1 = 8, x9 = 4, x4 = 18. V ptivodnim problému (2)
mame tedy optimélni feseni

¥ = (xF, x5, 25) = (8,4,0), s hodnotou tcelové funkce 3z] + x5 + 225 =3 -8 +4 = 28.

Nerovnosti jsme splnili takto

x§ + x5 + 3x5 = 12 < 30 (s rezervou 18 [slack x4 = 18]),

227 + 225 + 5oy = 24 < 24 (bez rezervy, tj. rezerva 0),

Az + x5 + 225 = 36 < 36 (bez rezervy).

Zaroven jsme (né&jakym zazrakem?) z (22) precetli i optimélni feSeni dudlniho problému (3):
podivali jsme se na

x4 (pFidatnd proménnd pro 1. fadek) jako na yi,

na x5 (pfidatnd proménnd pro 2. fadek) jako na y,

a na xg (pfidatnd proménna pro 3. fadek) jako na ys.
Tabulku (22) jsme tedy prepsali do tvaru

ys 3 Y2 |
yi | | 18
zy | | 4 (23)
x| | 8

3 5 5 | 2

Polozili jsme y; = 0 (nebot jsme y; = x4 nalezli v levém sloupci), a y3, y5 jsme si precetli dole
v sloupcich odpovidajicich yo = x5, y3 = x4: tedy

v = (yi,v5,v5) = (0, %, %), s hodnotou tcelové funkce y*b = %24 + %36 = 28.

V souladu s nagim znacenim pro vektory bychom spravné méli psat (v*)T = (v, y3,v3),
(y*)T b, ale k nedorozuméni by v takovych piipadech nemélo dochazet.

Nerovnosti v (3) jsme splnili takto:

yi +2y5 + 4y5 = 3 > 3 (bez rezervy),
Yl +2y5 +y3 =1>1 (bez rezervy),
3yt + Bys + 2y5 = 2 > 2 (s rezervou).
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Pristé mj. prodiskutujeme, zda v nasem pripadé doslo k ojedinélym “zazraktim” ¢i k obecné
platnym zakonitostem ... MuZete zkusit zformulovat hypotézu o vztahu nulovych slozek op-
timalnich feseni a plnéni nerovnic s rezervou a bez rezervy ...

Nové ukoly.

1.

Diskutovali jsme, jak obecny problém LP, kdy mame omezeni ve formé nerovnic i rovnic
a na nékteré proménné klademe podminku nezapornosti zatimco na jiné ne, lze snadno
prevést do tvaru standardniho maximaliza¢niho, ¢i standardniho minimaliza¢niho, pro-
blému. Jesté si to promyslete.

. Vysvétlete, ze pro fesitelnou neomezenou tlohu musi byt duélni tloha nefesitelné.

Ukazte priklad problému LP, ktery je nefeSitelny a pro néjz je i jeho dualni problém
neresitelny.

Aplikujte simplexovy algoritmus na nas dietni problém.

. Kdyz v simplexovém algoritmu narazime na piipad —c; < 0 a a;; < 0 pro vSechny radky

i, uloha je neomezend; vysveétlete proc.

Uz jste si vyzkouseli néjaky (volné dostupny) LP solver?
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Tyden 8 (od 28.3.)

(V tydnu odpadlo pondélni setkani kvili velikonoctim.)

Nejdiive jsme prosli diivejsi tkoly; nékteré jsme fesili az v pribéhu vykladu.

Simplexovy algoritmus (dokonéeni).

Doresime nékolik véci, které v nac¢rtu algoritmu minule nebyly dojasnény.

Simplexovy algoritmus vytesi zaroven dualni problém. Pfipomenme, Ze tabulkou
typu

| 51 52 DY Sn |
tv | e aip - a, | by
to | a1 ax - amm | by (24)
tm ’ am1 am2 - Amn ‘ bm
z | —aa —ca 0 —cy | W
jsme reprezentovali soustavu rovnic, kterou nize uvadime ve dvou verzich:
t1 + a1181 + aies2 + -+ a s, = by (t1 = b1 — a1151 — a1252 — -+ - — A1pSy)
to + ag181 + agesz + -+ + az s, = b (ta = by — ag151 — agasy — -+ — a2pSy)
(25)
tm + am181 + @m2S2 + -+ + QmnSn = bm (tm - bm — Am1S1 — Qm28S2 — ** — amnsn)
Z—C18] —C289 — -+ — CpSp =V (z=v+c181 +casa+ -+ cnsp)

Resenim této soustavy rozumime jakoukoli (n+m-1)-tici redlnych ¢isel, které po dosazeni po-
stupné do proménnych $1,. .., Sy, t1, ..., tm, 2 spliiuji véechny rovnice. Na Feseni sol (solution)
je vhodné se divat jako na zobrazeni typu

sol i {s1,...,8n,t1,. . tm, 2} = R.

Reseni nazyvame pfipustnym, jestlize hodnoty pfitazené proménnym si, ..., Sy, t1,. .., ty, jsou
nezaporné. Optimalni feSeni je takové pFipustné feSeni, pfi némz je (hodnota pfifazend pro-
meénné) z maximalni. Jde ndm tedy o FeSeni soustavy

t+As=bz=v+cs,

kde t; a s; jsou nezdporné a z je maximalni mozné.

Pro tilohu Az < b,z > 0, max ¢!  na za¢atku (v “nulté” iteraci) sestavime tabulku (24) tak,
ze symboly pro proménné spliiuji (s1,...,8,) = (T1,...,Zn) a (t1,- -, tm) = (Y1, -, Ym), kde
y; reprezentuji pfidatné (¢i doplikové) proménné (slack variables); pritom symboly a;j, b;, ¢;
odpovidaji zadani A, b,c a v = 0. V dalsich iteracich (vzdy po operaci odpovidajici vybranému
pivotu) jsou pak symboly z; a y; rizné prohazovany (mezi fadkem nahote a sloupcem vlevo) a
hodnoty na mistech odpovidajicich a;;, b;, —cj, v se pfislusné méni. Pfitom se ovSem nemeéni
mnoZina Teseni soustav rovnic odpovidajicich postupné vytvarenym tabulkam; pfipomenme,
Ze TeSeni zde stale chapeme jako zobrazeni typu

{z1,. T, Y1,y Ym, 2} — R
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Aplikaci operace “pivotovani” podle pivotu p = a,. # 0 obdrzime z tabulky (24) tabulku

| 51 & - By | ]
tv | an a2 - amm | {?1
9 | o1 aga -+ agn | b2 (26)
Z€m ’ dml &mZ e dmn ‘ l;m
z ’ —61 —éz e —én ‘ 1A)

kde pro symboly proménnych mame

('El? s ?tAm) = (tl? P P Sc,trJrl, s atm) a (‘§1, s ,§n) = (51, s ,Scfl,tr, Sct1y- - ,Sn)§
symboly pro proménné v fadku pivotu a ve sloupci pivotu se prohodily (a jinak zistaly tyto
symboly beze zmény). Ciselné hodnoty a;j, bj, —c;j, v (oznacené obecné d;;) se zménily podle
(jiz dfive uvedenych) pravidel

>

1
rC p’

drj = drj/p| (pro j # ¢),

dic = _diC/p (PTO i # 7'),

dij = dij — dyjdic/p|proi # r a j # c.

Odvodili jsme si, Ze timto “pivotovanim” se mnozZina Feseni soustavy neméni. (Kdyz konkrétni
pfifazeni sol : {s1,...,8n,t1,...,tm,2} — R spliluje soustavu rovnic (25), pak spliuje i
soustavu odpovidajici tabulce (26), a naopak.)

Na tabulku (24) se ovSsem muZeme podivat i jinak, totiz “duédlné”, tedy nikoli jako na
reprezentaci tlohy

t+As=0b maxz=v+cls

T

T'1), ale jako na reprezentaci tilohy —s” +tTA = ¢TI,

(na zac¢atku tedy y + Az = b, maxz = ¢
min 2’ = v + tT'b, kterou radéji napiseme ve tvaru
s+ (—A)Tt = —c, max —2' = —v — b't.

Takze tabulka (24) mé jesté asociovanou tabulku

‘ t1 to ... tm ’
s1 | —an —an - —am1 | —a
s2 | —aiz —azx - —ama | —c2 (27)
Sn | —Q1p —A2p, r —Amn | —Cp,
—Z/ ‘ b1 b2 s bm ’ —v
kterou interpretujeme jako piedtim; reprezentuje tedy soustavu s + (—A)'t = —¢, —2' =
—v — bT't, detailnéji tedy
s1—anty —agty — - — amily, = —C1
s — anty — agty — - — Amalym = —C2
(28)
S — A1ty — Gmata — - — Appt;m = —Cp

—Z +bi+by+ -+ by =—v
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Kdyz jsme “pivotovali” podle pivotu a,. = p v tabulce (24), vznikla tabulka (26). Co se
stane, kdyz pivotujeme v tabulce (27), asociované k tabulce (24), podle odpovidajiciho pivotu
—aye = —p (ktery je v tabulce (27) v r-tém sloupci a c-tém fadku)? Ukadzeme, Ze vznikne
presné tabulka, ktera je asociovana k (26), tedy tabulka

|t fo e tm |
$1 | —ann —ao1 - —am1 | —&
S | —a12 —a2 -+ —am2 | —C2 (29)
én | _flln _512n o _flmn | _én
-7z | b1 b2 ce bm | -0

To ted pfimocafe ovéfime rozborem ptipadii. (Pouzivame font “c” pro oznaceni poradového
Cisla, at se odlisi od symbolu pro vektor “c”.) Pivotovaci pravidla ndm totiz fikaji:

i/ Na misto .r¢, tedy na misto pivotu, v tabulce (29) jde o r-ty sloupec a c-ty fadek, dej
}p, CoZ je —Qyc;

ii/ na misto .,; (j # ¢, jde o r-ty sloupec a j-tj fadek) dej

Ny « . —az; Arj ~
a/ v pfipadé j < n hodnotu —7—pJ = —TJ = —Qyj;
b/ v pfipadé j = n+1 (posledni fadek v (29)) hodnotu —f—rp = %r = by;

iii/ na misto .;c (i # r, jde o c-ty fadek a i-ty sloupec)) dej

a/ v ptipadé i < m hodnotu __“;C = % = —Q4c;
b/ v ptfipadé i = m+1 (posledni sloupec v (29)) hodnotu __—? = % = —C¢;

iv/ na misto .;; (i # r,j # c) dej
a/ v pfipadé i < m,j < n hodnotu —a;; — %p_a“) = —(aij — %) = —a;j;
b/ v piipadé i = m+1, j < n hodnotu —¢; — %;a”) = —cj — % = —¢j;
¢/ v piipadé i < m, j = n+1 hodnotu b; — %}?ic) =0b; — br'p% = b;;
d/ v ptipadé i = m+1, j = n+1 hodnotu —v — %_pcc) =—(v— br'(;cc)) = -0

Proto “pivotovanim” udrzujeme nejen stejnou mnozinu feSeni pavodni tlohy, ale také se
nemeéni mnozina feSeni soustav rovnic, které odpovidaji asociovanym tabulkam.

Kdyz tedy dospé&jeme k tabulce typu (26), s asociovanou tabulkou (29), kde vSechny bi a
—¢; jsou nezdporné, dostaneme snadno dvé “dudlni” pfipustna feSeni:

i/ zobrazeni sol; definované vztahy

sol1(35) = 0, soly(t;) = by, soly(z) = o

pifpustnym Fesenim pro y + Az = b, z = ¢’z (v nulté iteraci);
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ii/ zobrazeni sols definované vztahy

sola(t;) = 0, sola(8;) = —¢;, sola(2') =D
je piipustnym fesenim soustavy (3T + (HT(-A) = (=&)T, =2 = —b — ()T,
tedy soustavy (—8)T + (H)TA = (&)T, 2/ = o+ (£)Th, a tedy

piipustnym fesenim pro —z + y? A = ¢!, 2/ = yTb (v nulté iteraci).

Kdyz tedy definujeme sol} jako restrikci soly na proménné x1, . .., 2y, z (hodnoty pro p¥idatné
proménné y nas ted nezajimaji), tak mame piipustné feSeni soustavy Ax < b s hodnotou
ucéelové funkee ¢’z = ¢. Podobné solly vzniklé restrikci soly na proménné yi,...,Ym, 2 je
pFipustnym fesenim soustavy y” A > ¢! s hodnotou aéelové funkce y’'b = .

T

Takze sol] je optimalnim FeSenim ulohy Az < b, maxc'x a sol) je optimalnim FeSenim

duélni tlohy y” A > ¢, miny7b.

Tlustrovali jsme to jinym konkrétnim piikladem, konkrétné piikladem 1 z Exercises na
konci 4. kapitoly v [2]. Jeden z kol zad4 FeSeni dalsich ptikladi.

Nalezeni inicialniho pfipustného reseni.
V piipadé, ze fesime tlohu Az < b, > 0, max ¢!z, kde neni b > 0, tak inicidlni piipustné
feSeni nemusi byt nasnadé. (V tom ptipadé také feseni y+ Ax = b, kde x = 0, neni nezaporné.)

Vzpomenme si na problém maximalniho toku, kdyz jsme pfidali podminku dolnich mezi
na protékajici mnozstvi v jednotlivych tsecich [hranach]; nulovy tok zde neni obecné pii-
pustny. My jsme nejprve hledali néjaky pripustny tok ptvodni tlohy feSenim problému
maximdlniho toku v jiné tloze [bez dolnich mezi]. Zde jsme v podobné situaci: k nale-
zeni inicidlniho pripustného feSeni pivodni tlohy LP, nebo ke zjisténi, ze ptivodni tloha
pripustné feseni nema, dospé€jeme aplikaci simplexového algoritmu na trochu jinou dlohu.

Myslenka je jednoducha: k proménnym x1, z9, . .., z, pfiddme (také nezdpornou) proménnou
xo a misto Az < b, x > 0, max ¢! 2 budeme nejdiive fesit tilohu

A’z <b, 2’ >0, max —xq,

kde ' = (xg,21,...,2,) a A’ vznikne z A pfidanim sloupce “minus-jednic¢ek” vlevo. Hleddme
tedy nezaporné reseni soustavy

—z0 + a11x1 + a1ax2 + - + apTy, < by
—x0 + a2121 + a2 + - - + apx, < by

—20 + Am1T1 + Q222 + - A AGpp Ty < by,

ve kterém je —x¢ co nejvétsi, tedy xg co nejmensi.

Zde je pripustné feseni nasnadé:
polozme =z = (z1,22,...,2,) = (0,0,...,0) a zyg = —min{b; | i € {1,2,...,n}}. Kdyz tlohu
vyfesime a nalezneme optimalni feSeni (x§, z7,...,z}) [které je samoziejmé nezdporné], tak
jsou dvé moznosti:
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i/ zj = 0 (tedy maximalni hodnota ucelové funkce —z¢ je 0); v tom piipadé (z7,...,z}) je
pFipustnym feSenim pro Az < b, x > 0;

ii/ x§ > 0 (tedy maximélni hodnota ucelové funkce —zg je zdporna); v tom pfipadé o¢ividné
neexistuje pfipustné feseni Az < b, > 0; ptivodni tloha Az < b, x > 0, maxc’ = tedy
viibec neméa pripustné feseni.

Podivejme se, jak vypadé feseni tlohy v nasi verzi simplexového algoritmu. Vezméme opét
jeden priklad z [1]:

maximalizuj 21 — a9 za podminek (30)
z1, 22 2 0,
2,1 — x <2,
T1 - 5$2 S —4.

Nejprve tedy budeme fesit ilohu
maximalizuj — za podminek (31)
xo, 21,22 = 0,

—X0 + 2-’El - T2 S 2)
—x0 + x1 — bry < —4.

Po pridani doplitkkovych (pfidatnych) proménnych (slack variables) yi,y2 vytvofime tabulku
(nejdiive bez zardmovaného pivotu)

xg x1 T |
] -1 2 1] 2
32
w | 4] 1 -5 | 4 (32)
> ] 1 0 0 | 0

Béazové teseni (xg,x1,%2,Y1,Y2,2) = (0,0,0,2,—4,0) zde neni pfipustnym, ale to se zméni
po tomto pivotovani: do baze posleme proménnou zy (bez ohledu na to, ze posledni Fadek
v jejim sloupci neni zédporny) a béazi opusti néktera z proménnych, v jejimz fadku b; nabyva
minima; v naSem pripadé to bude proménnad g2, a proto jsme zardmeckovali pivot v 2. fadku
a 1. sloupci (bez ohledu na to, Ze je negativni). Po provedeni pfislusné transformace tabulky

dostavame
Y2 1 T2

|
| 6
| 4
|

n | -1 1 4
i) | -1 -1 ) (33)
z | 1 1 —5 | —4

a bazové teseni (xg,x1,T2,y1,Y2,2) = (4,0,0,6,2,0,—4) je jiz pfipustné! (Vzpomerime si, ze
na hodnotu uéelové funkce z podminku nezédpornosti neklademe.)

Pokracujeme jiz standardné (udrzujeme se tedy v pfipustnych feSenich). V nasem piipadé
stac¢i jen jedna dalsi iterace, protoze béazi opousti (sloupec oznacéeny) x2 (v poslednim Fadku
mame —5 < 0) a do béze se vraci zg (jelikoz % < g). Pivot je tedy v 2. fadku a 3. sloupci
(hodnota je 5), a po pfislusné transformaci dostavame
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Y2 T1 Xo \
n | L ¢ 11
T 3 (34)
2 | -5 -5 5 | 3§
> | 0 0 1 | 0

Skon¢ili jsme tedy s optimalni hodnotou zp = 0 a vektor (z1,z2,y1,y2) = (0, %,%,O) je
pripustnym feSenim tlohy (30), kdyZ v ni doplnime dopliikové proménné y1, y2. Soustava (30)

s dopliitkovymi proménnymi je zaroven ekvivalentni soustavé
14 1 9
Y1 =% +35Y2 — 521
a4 i i
T2 =g +5Y2+ 571

kde maximalizovat mame 21 — x2. (V soustavé dané tabulkou (34) jsme vypustili posledni
fadek a proménnou zg.) (Pivodni) acelovou funkci 2z; — x9 vyjaddiime pomoci aktuédlné
nebazovych proménnych s, z1 takto:

201 — 2o =231 — (3 + fyo + ta1) = —2 — tyo + 11

Standardnim simplexovym algoritmem budeme tedy ted pokracovat s tabulkou

Yy T |
‘ _1 9 ‘ 14
0T 5 (35)
I e
z |5 =51 -3

Zamezeni moznému zacykleni algoritmu.

Simplexovy algoritmus jsme definovali trochu nepfimo a v nékterych c¢astech jsme nechali
urcitou volnost: pro pivot jsme mohli zvolit libovolny sloupec j splitujici —c; < 0 (pokud jich
bylo vice) a v ném pak kterykoli fadek ¢ spliujici a;; > 0, pro néjz bi

agj

nabyvalo minima. To
minimum mize byt 0 diky b; = 0, takze ne kazdé iterace vede ke zvétseni hodnoty tcelové
funkce (ta se nezmensi, ale muze nékolik iteraci ztistat stejnd). Daji se zkonstruovat ptiklady,
kdy nevhodnd posloupnost pivotti vede k cyklu, tedy k navréiceni se ke stejné bazi.

Blandovo pravidlo. Jedno z pravidel, které takovému cyklu zamezi se jmenuje Blan-
dovo (Bland’s rule), také pravidlo nejmensiho indexu: uspofadej si proménné (napf. v poradi
T1yw s Tn, Y1, - - Ym 0d Nejmensi po nejvétsi) a pro pivot vyber vzdy ten sloupec j s —c; < 0,
ktery je oznacen nejmensi proménnou; pokud v ném je pfislusné minimum dosazeno ve vice
radcich, zvol pro pivot ten radek, ktery je oznacen nejmensi proménnou.

Diikaz toho, ze se algoritmus pii daném pravidle nezacykli, neni tézky, ale je trochu technicky
komplikovany. Jednoduseji se d4 ukézat nezacykleni napf. pro tzv. lexikografické pravidlo,
které ted objasnime.

Pravidlo se v praxi nepouzivé, zde ho uvedeme hlavné proto, abychom opravdu dokon¢ili
dtkaz véty 2 o silné dualité.

Lexikografické pravidlo. Standardni inicidlni tabulku doplnime m sloupci vpravo takto
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(pfidame jednotkovou matici a nulovy radek):

| @ x|
v | ann ag - a, | b1 1 0 ... 0
y2 | an a22 o ag, | by 001 ... 0 (36)
ym ‘ aml am2 tte a/mn ’ bm 0 0 e 1
z | —eq —ca - —cp | v 00

“Pivotujeme” poiad jen podle pivott v zakladni tabulce, pfitom pfislusné prohazujeme y; a
xj, ale ménime podle “pivotovacich pravidel” vSechna ¢isla v tabulce, véetné téch v dodanych
sloupcich vpravo. Cisla v tabulce po konkrétni iteraci algoritmu ozna¢me a;j, —¢j, bl, .
Symbolem b; oznacime vektor (b;, ., ...,.) na konci (aktudlniho) i-tého Fadku (tedy Fadkovy
vektor rozméru 1+m). (Na za¢atku, kdyZ po “nulté iteraci” mame tabulku (36), mame tedy
b; = (b;,0,...,0,1,0,...,0) s jednickou v (144)-té komponenté.) Podobné v oznac¢uje vektor
odpovidajici konci posledniho fadku (v, .,...,.).

Lezikografické usporadani vektori (omezime se na vektory stejného rozmeéru) oznaéime u <
w; polozime u < w, jestlize prvni slozka, ve které se vektory lisi je mensi ve vektoru u.
(Mame tedy napf. (5,—17,13,285,428) < (5,—17,15,—45,0).) Uspofadani je uplné (taky
fikdme linearni): libovolné dva vektory jsou si bud rovny, nebo je jeden mensi nez druhy.

Lezikograficke pravidlo u simplexového algoritmu vypada takto: sloupec j spliujici —¢; < 0
si zase muzeme vybrat libovolné, ale fddek v ném zvolime podle lexikograficky nejmensiho
vektoru f)i/&ij, kde a;; > 0.

V naSem pripadé bude tedy radek vzdy urcen jednoznacné (k danému vybranému sloupci).
Ukazeme totiz, ze vektory b1, b2, .. bm jsou linearné nezavislé, a zadny z nich tedy nemtze
byt nasobkem jiného (a tedy podily dvou rtznych vektorti se nemohou rovnat):

Na zac¢atku (pro tabulku (36)) je pfislusnd nezavislost zfejma (diky dodané jednotkové
matici). Pfedpokladejme nyni, Ze po aktudlni iteraci jsou by, ba, . . ., by, linedrné nezavislé,
coz jinymi slovy znamena, ze

S Aibi = A1by + -+ 4 A\uby, = 0 implikuje A; = -+ = A, =0
(pro libovolné realné koeﬁmenty i ) Po transformaci podle pivotu d,. > 0 dostaneme
nové hodnoty, oznacené bl, b'27 . b m takto:
C/ 1 - ! V. dic © .
b, =—b,ab;=b, — —b, proi #r. (37)
arc aI‘C

Predpoklddejme ted, ze Y .-, )\lf); = 0; to miZeme rozepsat

(dA:c _Zisér)\za c) +Zz;ﬁr)\b _0

z ¢ehoz diky nezavislosti 51,52, e ,Bm plyne, zZe véechny koeficienty jsou nulové, tedy
X\ = 0 pro viechna i # r a 2 — Z#r Aigie = 0, tedy = A — () a tedy Ay = 0. Vektory

Qrc c

b}, bh, ..., bl jsou tedy také linedrné nezavislé.

Snadno také ovérime, ze vektory 61,62, e ,Bm jsou vzdy lexikograficky pozitivni, coZ zna-
mend, ze prvni nenulova slozka je v nich pozitivni. Na za¢atku je to zfejmé (pocitame s
vektorem b > 0), a udrzovani této vlastnosti plyne z (37) [coZ mate ovéFit v jednom tkolu].
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To také znamend, Ze vektor v “pravém dolnim rohu” se transformaci podle pivotu vzdy
lexikograficky zvétsi, nebot v/ = v — - b (k v se tedy pricte lexikograficky pozitivni vektor).
Protoze konkrétni rozdéleni proménnych x4, ..., 2z, y1,. .., Ym na bazové a nebazové urcuje
celou tabulku jednozna¢né (umite vysvétlit pro¢?), algoritmus se pii dodrzovani lexikografic-

kého pravidla nemtze zacyklit.

Shrnuti simplexového algoritmu.

Vstup: matice A, vektory b, ¢ (rozméri m x n, m x 1, n x 1) s readlnymi (resp. racionalnimi)
prvky.
b,z > 0,maxc!) je feSitelna omezena (FB), fesitelnd neomezena (FU), & neiesitelna (I); v
piipadé FB algoritmus také vyda (n&jaké) optimalni feSeni 2* a hodnotu ¢’ z* (a navic vyda
optimalni feSeni y* pro dualni tlohu min{y”b |y > 0,57 A > c1'}).

Postup:
1. Sestav tabulku
! X1 x2 Tn \
yi | an a2 - a, | b
y2 | a2 age -+ az, | bo (38)
Ym | aAml Am2 - Omn | bm
z | =1 —cg -+ —cn | O

a/ Jestlize b; < 0 pro néjaké i, tak proved InitSimplex (definovan nize). Vrati-li “ne-
fesitelnd” (I), vrat “neresitelnd” a skonéi. Jinak InitSimplex vrati tabulku

T T ]
ti | ann a2 -+ Qi | {?1
to | a1 G2 -+ Ggn | b2 (39)
Z€m ’ CAlml dm2 e dmn ‘ l;m
z ’ —61 —éz e —én ‘ )

kde {t1,...,tmy 81, 80 = {WL, oo Y T1, .-, Tn ) 2 b; >0 pro vSechna i. (Jedna
se o rovnost mnozin, nemusi samoziejmé platit #; = y; apod.)

b/ Jestlize b; > 0 pro vSechna ¢, vezmi jako tabulku (39) ptivodni tabulku (38).

2. a/ Pokud neexistuje sloupec j, kde —¢; < 0, skonci s odpovédi FB a vydej FeSeni

z* = (27,...,2}), kde kazdé x; je sestrojené takto: jestlize x; oznacuje sloupec (je
tedy v hornim fadku), poloz ﬂ:;‘ = 0; jestlize x; oznacuje fadek r (je tedy v levém

sloupci), poloz T; = by. Jako hodnotu ¢Z'z* vydej 0.

(Pro dudlni pfipad vydej yv* = (vi,...,y;,), kde kazdé y; je sestrojené takto: jestlize
y; oznacuje fadek (je tedy v levém sloupci), poloz yf = 0; jestlize y; oznacuje sloupec
s (je tedy v hornim fadku), poloz y} = —é. Jako hodnotu (y*)Tb vydej 9.)

b/ Jinak vyber sloupec s, kde —cy < 0, napf. uzitim Blandova pravidla.

3. a/ Pokud d;s < 0 pro vSechna i, skonéi s odpovédi “Fesitelnd neomezena”.
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b/ Jinak vyber fadek r, kde a,s > 0 a hodnota ;—:S je nejmensi mozna. (Napf. opét
uzitim Blandova pravidla.)

¢/ Proved transformaci tabulky podle pivotu a,s; nové hodnoty opét oznaé (tj. pfifad
do proménnych naseho algoritmu) a;;, b;, —¢;, v. Jdi na bod 2.

Algoritmus InitSimplex.
Vstup: tabulka (38), kde b; < 0 pro néjaké i.
Vystup: odpovéd “nefesitelnd” nebo tabulka (39), v niz b; > 0 pro viechna i.

Postup: Vytvor tabulku

\ Zo Tl ZTo v T \
yi | -1 an a2 -+ amn | b
1 .
y2 | azl a2 as, | b2 (40)
Ym | -1 am1i am2 - Gmn | bm
> ] 1 0 0 - 0 | 0

Proved transformaci podle pivotu v prvnim sloupci a v fadku s nejmensim b;; tim se v po-
slednim sloupci (mimo pravého dolniho rohu) objevi nezaporné hodnoty.

V ziskané tabulce pokracuj podle (hlavniho) simplexového algoritmu. Skon¢is-1i se zdpornym
optimem, vydej “nefesitelnd”. Skonc¢is-li s optimem 0, vrat posledni tabulku, kterou upravis
tak, Ze odstrani$ xy s pfislusnym sloupcem (fddkem) a nahradis posledni fadek (oznaceny
z) fadkem, ktery by vznikl z posledniho Fadku vstupni tabulky stejnymi pribéznymi Gpra-
vami (tedy ve vyjadfeni ptvodni aéelové funkce nahradi§ bazové proménné jejich vyjadienim
pomoci nebazovych, pfi¢emz rozdéleni na bazové a nebazové urcuje posledni tabulka).

Komplementarita omezujicich podminek (complementary slackness).

Mame-li A, b, ¢, pro vektory xz,y fekneme, Ze jsou komplementéarni, jestlize
yT'(b—Azx) =0a (y'A—c)x = 0;

pokud plati > 0, y > 0, (b — Az) >0, (yTA — ') > 0 (pokud tedy vSechny slozky téchto
vektort jsou nezaporné), tak to znamend, ze

a/ pro kazdé i € {1,...,m} mame y; - (b; — (aj1x1 + ajoxe + -+ + ajpzy)) =0
b/ a pro kazdé j € {1,...,n} mame x; - (a1;y1 + a2;y2 + - - - + AmjYm — ¢;) = 0.

V tom piipadé tedy a;1x1 + ajoxa + -+ + ainxy, < b; (“s rezervou”) implikuje y; = 0, a y; > 0
implikuje a;121+aipx2+- - -+aimx, = b; (“bez rezervy”). Podobné a1y1+azjya+- - -+amjym >
¢; implikuje z; = 0, a x; > 0 implikuje ay;y1 + ag;y2 + -+ - + AmjYm = ¢;j.

V nasich ptikladech jsme jiz ¢astecné vypozorovali nasledujici fakt:
Véta 3 Necht z* je piipustngm tesenim ulohy Az < b, x > 0, maxclx a y* je pripustnym
resenim ulohy y' A > ¢, y > 0, miny’b. Pak x*,y* jsou optimdlnimi Tesenimi svijch tloh
praveé tehdy, kdyzZ jsou komplementdrni.

Diikaz: Necht z*,y* jsou pripustnymi FeSenimi piislusnych tloh; je tedy z* > 0, y* > 0,
(b— Az*) >0, ((y*)TA — ') > 0. Plati tedy

37



T < (y)T Ax* < (y*)Tb.
Vime, Ze x*,y* jsou optimalni pravé tehdy, kdyz ¢’ z* = (y*)7'b, tedy pravé tehdy, kdyz
Tt = (") Azt a ()T Az* = (5*)Tb. (41)
Konjunkei (41) ovSem muZeme ekvivalentné napsat jako
() TA-cDz*=0a ()T (b— Az*) = 0. (42)

O
Aplikujme vétu na velmi jednoduchém pfikladu, ktery uz znédme a bude se ndm jes$té hodit.
Vzpomenime si na nasledujici bipartitni graf se ¢tyfmi vrcholy a tfemi hranami (ktery jsme
pouzili pfi ilustraci konstrukce konvexniho obalu mnoziny pfipustnych feseni):
G=(V,E), kde V ={v1,v2} U{vs,v4} a E = {e1,e9,e3}, e = {v1,v3},e9 = {v1,04},€3 =
{’UQ, ’U4}.
Kazdé parovani v G je dano vektorem (zy, 29, 3) € {0,1}3, ktery spliiuje podminky

Tl + T2 < 1
T2 + x3 < 1

Zkusme problém “relaxovat”, uvazujme tedy x1,x2,x3 jako redlné proménné spliujici na-
vic podminku nezdpornosti: z; > 0,29 > 0,23 > 0. Pfi hledani maximalniho parovani
(maximum-cardinality matching) maximalizujeme tcelovou funkci z1 + 9 + 3.

Predstavme si, ze nékdo tvrdi, ze (z7,23,23) = (0,1,0) je optimem. Pak by ovSem pro
dualni dlohu

minimalizuj y; 4+ y2 za podminek y;,y2 > 0 a

Y1 > 1
y1 + y2 2> 1
y2 > 1

muselo existovat optimalni Feseni (y7, y3) spliujici druhé omezeni, tj. y1 +y2 > 1, bez rezervy
(protoze x3 > 0); muselo by tedy byt y; + y5 = 1. To je ovSem spor s omezenimi y; > 1 a
y2 > L.

Kdyz se naopak domnivame, ze (z7, 23, z3) = (1,0, 1) je optimem, s hodnotou tcelové funkce
2, tak to klade podminku, Ze prvni a tfeti omezeni jsou splnéna bez rezervy, tedy yj =1 a
y3 = 1. ReSeni (y},y3) = (1,1) je oviem pifpustnym fesenim a hodnota ticelové funkce je pro
néj také 2; takze jsme nasi domnénku potvrdili!

Jisté jste si u tohoto ptikladu vzpomnéli na Konigovu vétu; ptristé ji mj. elegantné doka-
Zeme pres dualitu linedrniho programovani a tzv. totdlné unimodulérni matice. (Nelekejte
se, je to jednoduché.)
Nové ukoly.
1. Vyfeste si dalsi piiklady z Exercise na konci 4. kapitoly v [2], at jste si jisti, Ze simple-

xovému algoritmu rozumite.

38



2. Zformulujte obecné prvni “pivotovani” v “pomocné” tloze maximalizace —x
(InitSimplex) a objasnéte, pro¢ po této prvni transformaci je bazové feSeni pfipustné.

3. Detailné argumentujte, ze Ax < b, x > 0 mé pfipustné feseni pravé tehdy, kdyz tloha
A'r’ < b, 2’ > 0, max —z¢ (vytvofend doddnim proménné z( jak je uvedeno v textu)
ma optimalni feSeni s hodnotou tcelové funkce 0.

4. (Nepovinné.) Ukazte, ze pii dodrzovani lexikografického pravidla v simplexovém algo-
ritmu udrZujeme vektory b; lexikograficky pozitivni (za¢indme-li s b > 0).
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Tyden 9 (od 4.4.)

Vyuka v tomto tydnu probihala samostudiem a samostatnym fesenim piikladd studenty;
jednalo se o dokonceni latky zapsané v minulém tydnu a o latku, ktera je zde zapsana v
nasledujicim tydnu.

Tyden 10 (od 11.4.)

Prosli jsme (nékteré) diivéjsi ukoly (i letmo v pribéhu vykladu); specidlné jsme si pfipomnéli
béh simplexového algoritmu na konkrétnim prikladu. Navazali jsme hned ilustraci metody
fezagicich rovin (cutting planes) k feSeni tloh ILP (Integer LP), tedy tloh celociselného
linedrniho programovani.

Jak uz jsme diskutovali, llohy kombinatorické optimalizace se typicky daji vyjadfit jako
ulohy ILP; feSeni “relaxace” (tedy tlohy LP bez podminek celoéiselnosti) neni obecné
dostacujici.

Metoda Fezajicich rovin (cutting planes) pro ILP.

Vyftesili jsme nejprve geometricky tuto jednoduchou tlohu LP:
maximalizuj z9 za podminek zo < 21,20 < —21 + 1,27 > 0,29 > 0. (43)

Snadno jsme zjistili, ze zde existuje jediné optimum, totiz (z},z3) = (3, 1), s hodnotou tiéelové
funkce %

Pak jsme tlohu ptevedli do standardniho tvaru max{c’z | Az < b,z > 0}; v naSem piipadé

jsme dostali
T R4 . -1 1 . 0
=0 1), x—<x2>, A_<1 1), b_<1>. (44)

Sestavili jsme také dudlni tlohu min{y”b | y* A > ¢T,y > 0}, reprezentovali ji geometricky
(na rozdil od primélni dlohy je zde oblast FeSitelnosti [feasible region] neomezend, je to
neomezeny polyedr, tedy nikoli polytop), a pfesvédéili se, ze optimem je zde (yi,y3) =

1

(3,3), s hodnotou t¢elové funkce samoziejmeé .

Inicialni tabulka simplexového algoritmu odpovidajici zadéni (44) je tedy

| =1 x|
Y1 ‘ -1 ‘ 0 (45)
v | 1 1 |1

0 -1 0

Jiz jsme v ni vyznadili pivot; vSimnéme si, ze diky nule na konci fadku pivotu se hodnota uce-
lové funkce (a celého pravého sloupce) nezméni, jen zménime bézové proménné a dostavame
nasl. tabulku (i s vyzna¢enim nésl. pivotu):

| =1 oy |
$2|—1 1 |0
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Z néasledujici tabulky, 1ze jiz (obé) optimalni feSeni snadno “piecist”:

non |
T I 1 T
A EENE ()
v | o3 =5 | 3
T—1 1
s 2 |2
Tabulka (47) odpovida soustavé rovnic
T2 + %yz + %Zﬂ = %
1+ %y2 - %yl = % (48)
2 4+ 32 + 3w 3

(kde z zachycuje hodnotu ucelové funkce).

Nasli jsme tedy optimalni Feseni (z7,x3) tulohy (43), které ale neni celociselné. Kdyz k
tloze (43) pfiddme podminku z1, x9 € Z (v naSem piipadé tedy x1, x € Z, kde Z, oznacuje
mnozinu celych nezapornych ¢isel), mame oc¢ividné jen dvé pfipustnéd FeSeni, totiz (0,0) a
(1,0); obé jsou v tom piipadé optimdlni, s hodnotou ucelové funkce 0. Jde ted o to, jak
takové celociselné optimdlni feSeni najit (co “nejrozumnéjsim”) obecnym algoritmem.

Kli¢ova idea uziti Fezajici roviny. Piipomenme nejdfive, ze pro a € R oznacuje |a|
celou édst Cisla a, tedy nejvétsi celé ¢islo, které je mensi nebo rovno a. (Napi. |13.9] =
[13.1] = [13] =13 a [—13.9] = |—13.1| = —14.) Jako zlomkovou édst (Fractional Part) ¢isla
a chapeme realné ¢islo FpP(a) = a — |a]. Je tedy

a=|a]+Fpr(a) a 0<FP(a)<I;

tedy FP(a) je vzdy nezaporné ¢islo.

Obecné pro x = (x1,22,...,2,) € R} mizeme nerovnici
a1r1 + agxe + -+ + apx, <b (zde b € R) (49)
vyjadrit ekvivalentné jako
|a1] z1 + FP(a1)x1 + |az] xo + FP(ag)xe + - - + |ay | ©y + FP(ay)z, < |b] + FP(D).

Jelikoz scitance FP(a;j)z; jsou nezaporné (mame totiz podminku z; € Ry, tj. 2; > 0), jejich
vypusténim nerovnost jisté neporusime; tedy nerovnice (49) implikuje nerovnici

la1] x1 + |ag) xo + -+ + |an] z, < |b] + FP(D).

Za predpokladu celociselnosti x1, ..., x, je posledni nerovnice ekvivalentni nerovnici s vypus-
ténou FP(b) (pro¢?). Za predpokladu celo¢iselnosti proménnych tedy nerovnice (49) implikuje
nerovnici
la1] z1 + |az] z2 + -+ |an] zn < |b]. (50)

Definice. Rekneme, Ze nerovnice (50) je rezajici rovina gemerovand nerovnici (49). Také
fekneme, ze rovnice vznikla z (49) nahrazenim symbolu “<” symbolem “=" generuje fezajici
rovinu (50).

Pozorovani. Kdyz nezédporné celociselné hodnoty x1,...,x, spliiuji nerovnici (49), tedy
Z?Zl ajz; < b, ¢ specidlné rovnici > "' ; ajx; = b, tak spliuji také prislusnou generovanou
fezajici rovinu (50), tedy > 7 [a;] z; < [b].
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Technicky pojem “Fezajici rovina” zde tedy pouzivime (moZnd ne uplné $fastné) pro

prislusnou nerovnici urcujici poloprostor.

V naSem konkrétnim piikladu, v soustavé (48), napf. druhd rovnice = + %yg — %yl = %

(implikujici nerovnici z7 + %y — %yl < %) generuje fezajici rovinu 1 +0-yo — 1 -y <0,
tj. nerovnici ;1 — y1 < 0. Kdyz ji chceme vyjadtit jen pomoci proménnych x1, x2, lze vyuzit
rovnici y; = x1 — z2 ze soustavy odpovidajici tabulce (45), a dostavame x5 < 0. (Zde je to
totéz jako fezajici rovina generovand prvni rovnici xo + %yg + %yl = %)

Vidime tedy, ze pozadavek celoéiselnosti proménnych v (43) implikuje nerovnici zo < 0;
kdyz ji pfiddme k ptivodnim nerovnicim, oblast Fesitelnosti (feasible region) pro relaxovany
problém je jiz jen tsecka s krajnimi body (0,0) a (1,0). Takze vyfeSeni relaxované verze
prislusné omezen€jsi tlohy jiz da celociselné optimélni feseni ptvodniho problému. Nacrtnéme
ted obecny algoritmus, ktery opakuje feSeni iloh LP postupné pro omezendjsi a omezendjsi
oblasti fesitelnosti, az dojde k celo¢iselnému optimu (existuje-li).

Geometricky je oblast fesitelnosti prinikem poloprostori, tedy polyedrem, ktery mutize mit
vrcholy s neceloc¢iselnymi soutadnicemi. Vyda-li nam algoritmus pro LP takovy vrchol,
odfezeme ho pfidanou nerovnici [fezajici rovinou], kterd zachova uvnitf nového mensiho
polyedru vSechny ptivodni body s celociselnymi souradnicemi; a pokracujeme hledanim
nového optimélniho vrcholu pomoci (relaxovaného) LP ...

Gomoryho metoda Fezajicich rovin (Gomory’s Cutting-Plane Method). Podame
obecny nacrt tohoto algoritmu, fesiciho ILP:

Vstup: matice A, vektory b, ¢ (rozméri m X n, m x 1, n x 1) s celo¢iselnymi prvky.

Vijstup: odpovéd, zda tiloha max{c'z | Ax < b,x € (Z,)"} je Fesitelnd omezena (FB),
feSitelnd neomezend (FU), ¢i nefesitelnd (I); v pfipadé FB algoritmus také vyda (néjaké)
optimalni (samoziejmé celodiselné) feseni x* (a hodnotu c!z*).

Postup:

1. Vyfes relaxovanou tilohu max{c’z | Az < b,z > 0} (v niz pozadavek celo¢iselnosti neni
kladen); feknéme simplexovym algoritmem s Blandovym (¢i lexikografickym) pravidlem.

Kdyz jsi dospél k zavéru I (infeasible), vrat I (a skonéi).

Kdyz relaxovana tloha nemd zadné feSeni, tak pochopitelné nemé ani celociselné
feseni.

Kdyz jsi dospél k zavéru FU (feasible unbounded), tak: jestlize ptivodni tloha ma ale-
spoii jedno celo¢iselné feseni (iloha ILP je “feasible”), vrat FU; jinak vrat I (a skonéi).

Jak jsme snadno ilustrovali, relaxovana tloha mtze byt fesitelna neomezena, pricemz
nem4 celociselné Feseni (napf. max{zs | 3 < 21 < 2}). O (NP-tézkém) problému
zjisténi, zda dand tloha ILP je feSitelna, se budeme bavit pozdé&ji. Neni tézké ukazat,
ze jestlize relaxovana uloha je feSitelnd neomezena a celociselna tiloha mé TeSeni,
pak je i celo¢iselnd tloha FeSitelnd neomezend. [Idea geometricky: u neomezené tilohy
s pouze celymi, ¢i obecnéji s raciondlnimi, ¢isly v zadani, roste hodnota tcéelové
funkce podél né&jaké (polo)pfimky p, s raciondlni smérnici, v p¥islusném polyedru;
kdyz polyedr obsahuje bod s celo¢iselnymi souradnicemi, tak jim prochézejici primka,
ktera je rovnobézna s p, obsahuje nekoneéné mnoho celociselnych bodl, na nichz
ucelovd funkce roste také nade vSechny meze.
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2. Necht z* je ziskané optimalni FeSeni (primdlni tlohy).
Kdyz z* je celociselné, vrat FB a z* (a skoné¢i); jinak pokracuj dalsim bodem, pfi-
¢emz aktudlni tabulka, kterd mj. rozdéluje proménné (véetné doplitkovych) na bazové a
nebazové, je ta posledni simplexova tabulka, kterou dosavadni béh algoritmu sestrojil.

3. V aktudlni tabulce nalezni fadek i, v némz prvek v nejpravéjsim sloupci (na misté b;)
neni celoéiselny a pfitom proménna oznacujici fadek je nejmensi mozna (v zafixovaném
usporadani proménnych; jde o analogii Blandova pravidla).

i/ Na abstraktnéjsi trovni lze zakon¢it popis algoritmu takto:
Fezajici rovinu generovanou rovnici v i-tém fadku vyjadfi (vyhradné) pomoci pro-
ménnych z (tedy jen puvodnimi proménnymi z1,...,x,, bez pouziti doplitkovych
proménnych) a piidej ji jako dalsi nerovnici k systému max{c’z | Az < b,z > 0}
v bodé 1; pak za¢ni znovu bodem 1 s timto novym systémem (s vétSim poctem
nerovnic a s mensi oblasti fesitelnosti).

ii/ Rozumné implementaci blizsi je tento popis:
k nerovnici odpovidajici fezajici roviné generované rovnici v i-tém radku pridej
novou doplitkovou proménnou, ¢imz vznikne nova rovnice;
tu novou doplitkovou proménnou piidej k bazovym a vyjadii ji pomoci nebazovych;
pak dopln prislusny fadek do posledni tabulky a aplikuj tzv. dudini simplezovou
metodu (s Blandovym ¢ lexikografickym pravidlem) na tuto doplnénou tabulku.

Duaélni simplexova metoda bude osvétlena nize; z konkrétniho piikladu vysvitne
i divod pro jeji pouziti.

Skondila-li tato dualni simplexova metoda s odpovédi FU, vrat I (a skonéi).
Jelikoz jsme zacinali s piipustnym fesenim dualni tlohy, tato tloha je fesSitelna
(feasible); pokud zjistime, Ze je FeSitelnd neomezend (FU), tak primélni tloha
mus{ byt nefesitelna (I, infeasible), coz plyne z véty o slabé dualité.

Jinak (tedy kdyz jsme tuto fazi skon¢ili nalezenim optiméalnich feseni y* a z* ak-

tudlni duélni a primalni ulohy), jdi na bod 2.

MNustrujme metodu na nasem konkrétnim ptikladu (43), kde navic klademe podminku celoéi-
selnosti proménnych.

Bod 1 vede k tabulce (47); diky neceloc¢iselnosti x* prejdeme na bod 3. Proménné méame
uspoiadény jako x1,x2,¥y1,Y2,..., proto vybereme rovnici v fddku odpovidajicim 1, tedy
r1+ %yg — %yl = %; k ni prislusi fezajici rovina x1 — y; < 0.

N

Pii abstraktnéjsi verzi 3.i/ bychom x; — y; < 0 vyjadfili jako 29 <0

(z posledni tabulky to odvodime z rovnic z1 + %yg — %yl = % axo+ %yg + %yl =
%, z nichz plyne y; = 221 +y2 — 1 a y2 = —2x9 —y1 + 1, tedy 2y; = 2x1 — 223,
a tedy y1 = z1 — x2),

pfidali k pivodnim omezenim, a pokracovali bodem 1 (s pivodnim systémem doplnénym
o nerovnici 2o < 0). Zde pokrac¢ujeme konkrétnéjsi verzi 3.ii/.

Nerovnici 1 — y;3 < 0 zménime na rovnici 7 — y; + y3 = 0 (pfidali jsme novou, dosud

nepouzitou, dopliikovou proménnou y3), a y3 vyjadiime pomoci aktudlné nebazovych y1, yo:
11

pouzijeme-li pouze aktualni tabulku, dosadime x1 = 5 — Sy2 + %y1 a ziskdme
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Ys = —21+ Y1 = —(% - %y2+ %y1)+y1 = —%+ %yz%—%yr

K soustavé (48) tedy pfibude rovnice y3 — %yQ — %yl = —% a tabulku (47) doplnime na

| ylz y11 | .

S B
w3 —3 |3 (51)

ys | =3 |=3| | —3

1 1 1

2 2 3

(kde si zatim ramecku nevsimame).

Tim jsme prostor pripustnych feseni relaxovaného problému ofezali, ale tak, ze jsme za-

chovali vSechna celociselnd pripustnd Tesend.

Mame pokracovat aplikaci simplexové metody na vyslednou tabulku; ale pozor: bazové feSeni
ted neni pfipustné, protoze v ném je y3 zaporné. Misto spusténi inicializa¢ni faze (primélni)
simplexové metody vyuZijeme toho, Ze porad mame k dispozici pripustné feseni dualni tlohy,
a proto spustime

Dualni simplexovy algoritmus. Je to jen pfimocard analogie “normélniho” postupu,
jejiz korektnost plyne z tivah, které jsme jiz udélali. (Simplexova tabulka reprezentuje, ptes
“asociovanou tabulku”, i duélni lohu, coZ pivotovani zachovava.) Nyni jde o to, at se pivoto-
vanim udrzujeme v ptipustnych fesenich dudlni tlohy (az do okamziku, kdy se zaroven objevi
pripustné bazové Feseni primdlni ulohy, nebo kdy zjistime, Zze dualni tloha je neomezend).

Pro simplexovou tabulku, v jejimz spodnim fadku (bez pravého dolniho rohu) jsou jen
nezaporna ¢éisla (tedy —¢é > 0) pro pivot zvolime

i/ fadek r se zdpornym b; [a nejmensi proménnou, kdyz je jich vice|; pokud takovy fadek
neni, mame optimum;

ii/ sloupec s, pro néjz a,s je zdporné a pomér == je nejblize nule [v pfipadé vice moznosti
T8
volime zase nejmensi proménnoul; pokud a,; je nezdporné pro vs. j, tak je dudlni uloha
neomezend (a primélni tloha je tedy nefesitelnd).

Pivot v nasem piikladu (51) je ordmovan. Transformaci podle toho pivotu dostaneme

| v2 y3 |
22 | 0 1 | 0
7 |1 -1 ] 1 (52)
wo| 1 -2 |1

0 1 |0

Ted uz jsou bazova feSeni dudalni tlohy i primalni ulohy pfipustnd, a tedy optimélni. (Jinak
bychom pivotovali dale.) Optimalni FeSeni primalni ulohy (z3, z5) = (1, 0) je celociselné; proto
jej vracime jako celo¢iselné optimum vychoziho problému (43) a konéime.

Mizeme si v§imnout, %e pivotem prohazujicim v tabulce (51) y1 a y2 bychom skonéili v
druhém optimu (0, 0).
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Pozndmka. Uvedli jsme si kompletni dikaz, Ze simplexovy algoritmus skon¢i (nezacykli se),
jestlize je pouzivano lexikografické pravidlo. Pro Blandovo pravidlo jsme dukaz neprovedli a

vvvvvv

neprovadime zde ani (o néco slozitéjsi) dukaz konecnosti Gomoryho algoritmu.

Vypocdetni slozitost LP a ILP. Jen stru¢né: simplexovy algoritmus pro LP neni po-
lynomidlni, protoze byla ukazana konstrukce (umélych) instanci vyzadujicich navstiveni ex-
ponencidlné mnoha béazi (odpovidajicich vrcholtim piislusného polyedru). Pfesto v praxi je
simplexovy algoritmus velmi Uspé$ny (samoziejmé s riznymi implementa¢nimi “vychytév-
kami”, které se mj. také snazi vyhybat prilis malym pivotiim a jinym pri¢inam numerickych
problémau ...)

Vyznamnou teoretickou hodnotu mé elipsoidova metoda (Khachiyan 1979) prokazujici, ze
LP patfi do tfidy PTIME; existuje tedy polynomialni algoritmus resici vSechny instance LP,
byt v praxi se diky vys$§imu stupni pfislusného polynomu nepouziva. Pozdéji byly navrzeny i
jiné verze polynomialnich algoritmi ...

Problém ILP je ovSem NP-tézky, uz jen rozhodovéni, zda je dand tloha ILP feSitelna (feasi-
ble), je NP-tézké (jak jesté budeme diskutovat); pro ILP tedy zadny polynomialni algoritmus
neni zndm (a vypada to, Ze ani neexistuje).

Jisté jste slySeli o otazce PTIMEZNPTIME (struénéji P;NP). Pres velké vyzkumné
asili se ji doposud nepodarilo zodpovédét; previada ovsem obecné presvédceni, ze NP je
vlastni nadtiidou P, z ¢ehoz by mj. plynulo, Ze pro tzv. NP-tézké problémy polynomialni

algoritmy neexistuji.

Proto je také jasné, ze Gomoryho algoritmus pro ILP obecné vyzaduje (exponencidlné) dlouhé
sekvence pridavani fezajicich rovin a feseni meziproblémut LP.

(Nepovinné.) (Exponencialné) dlouhé sekvence Fezani. Ilustraci tohoto faktu jsme jen
naznacili na p¥ikladu. Ulohu (43) jsme upravili na tuto instanci problému ILP:

maximalizuj x5 za podminek xo < 2x1,x9 < —2x1 + 2, pfiemz x1, 72 € Z . (53)

Kniha [9] uvadi na s.154 obecnéjsi problém (Chvatal-Gomory cutting planes) zo < 2kxq,
29 < —2kx1 4 2k; nase instance (53) je specidlnim pfipadem s parametrem k = 1.

Kdy7 zde fesime relaxovanou tlohu (bod 1 Gomoryho algoritmu), skonéime s tabulkou

| w1 y2 |
T T T
z | -1 01 |3 54
T9 ‘ % % ‘ 1 ( )
| 5 5 |1

Vybirame ted tedy prvni rovnici x; — iyl + in = % (s necelo¢iselnou pravou stranou); ta
generuje fezajici rovinu x; — y; < 0 jako minule, ale tentokrat tato nerovnice neodpovida
nerovnici xg < 0, ale nerovnici —z1 + 22 < 0 (v pivodnich proménnych).

Pfidanim omezeni 29 < 1 k (53) zase ufeZeme vrchol, tentokrat (%, 1), ale nezbyde pouhd
usecka. Snadno lze (geometricky) nahlédnout, Ze na zmenSeném polyedru [v nagem ptipadé
polytopu ve tvaru trojihelniku| je optimem vrchol (%, %)
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Pokracovanim v Gomoryho postupu doddme doplikovou proménnou y3 a rovnici 1 —y1+y3 =
0, kterou pomoci nebazovych proménnych vyjadiime jako ys — %yl — %yg = —%. Dostéavame
tedy nasledujici tabulku, kde hned zaramujeme pivot.

| yll y12 | .
O e S S
| 3 5 |1 (55)
ys | |—%| -1 | —3
R
Pouzitim duélni simplexové metody se dostaneme do optima
| ys y2 |
T 1 2
SR
2 | 3 3 | 3 (56)
4
y1 | —2 3 ? | g
5 3 | 3

Zde vybereme ke generovani dalsi fezajici roviny rovnici x1 — %yg + %yg = % Nové fezajici
rovina tedy bude 1 — y3 < 0; jak se mizeme snadno presvédcit, v ptivodnich proménnych
je to nase znama z2 < 0. Takze pokracovani Gomoryho algoritmu skonéi v nasledujici iteraci
(dodénim y4, vyjadfenim rovnice x1 — y3 + y4 = 0 pomoci nebazovych proménnych ys,yo [a
nové bazové y,| a vyteSenim prislusného relaxovaného problému duélni simplexovou metodou;
dodélejte sami).

Bazové Feseni pomoci determinantu.

Jak brzy uvidime, jsou prakticky se vyskytujici tllohy ILP, kde Gomoryho postup nepo-
tfebujeme, protoze vrcholy polyedru feseni maji celociselné souradnice a celoc¢iselné tloha je
tedy hned vyfesena vyfeSenim relaxovaného problému.

K pochopeni dilezitého pripadu tohoto typu je vhodné se znovu zamyslet nad tim, jak
vypada optimalni feseni tilohy LP nalezené simplexovym algoritmem. Uvazujme tilohu

max{c’z | Az = b,z > 0}

(vzniklé ze standardni maximaliza¢ni tlohy s nerovnostmi dodanim doplikovych promén-
nych, ¢imZ se nerovnosti zméni na rovnosti). V matici A mizeme piedpokladat (tj. rychlym
algoritmem docilit) nezavislost fadkti; mame tedy m nezavislych fadka a n > m sloupci.

Existuje-li optimalni feseni, pak je to bazové Teseni odpovidajici néjaké bazi sloupcového
prostoru (column space) matice A, tvofenou m nezavislymi sloupci. Kdy?z

B = (jlaj?,"' ?]m)

je uspofadana m-tice nezavislych slopucti, oznacime Ag Ctvercovou matici (m x m), kterd
je sestavena pravé ze sloupcu ji, jo,...,Jm matice A. Matice Ag je tedy regularni (neboli
nesingularni, neboli invertibilni).

K regularni matici B oznacuje B~! matici inverzni; ta tedy spliiuje vatahy B~! - B =
B - B! =1, kde I oznacuje jednotkovou matici ptislusného rozméru.
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g B g

Bézové feseni 2 = (x7,25,...,2n) piislusné k bazi § vznikne tak, Ze polozime P =

; = 0 pro

vSechna j ¢ [ a vyfeSime rovnici

L1 x%l

Ty £Cj2 .
Ag - . = b, takZe dostavame . = AE b.

xjm mfm

Vzpometime si ted na Cramerovo pravidlo pro feSeni Az = b, kde A je regularni matice
typu m x m. Reseni 2* = A~ splituje

o det(A[jb)

J Wprojzlﬂ,...,m;

det(A) oznacuje determinant matice A (ktery je nenulovy, protoZze A je reguldrni), a vyrazem
A[j < b] oznacujeme matici, kterd vznikne z A tak, ze j-ty sloupec nahradime sloupcem b.

Jen bokem si pro tplnost mizeme pfipomenout dikaz Cramerova pravidla.

Méjme regularni matici A typu m x m. Pro j =1,2,..., m definujme funkce f; : R — R
tak, ze fj(y1,...,ym) = det(A[j < y]), kde y = (y1,...,ym)?. Standardnim rozvojem
determinantu matice A[j + y] podle j-tého sloupce dostavame, Ze

FiWi, o ym) = Clyr + Chyo + -+ + Cym

pro jisté konstanty C’Z-j (kde C’Z-j je determinant matice vzniklé z A vypusténim sloupce
j a fadku 4, pfipadné vynasobeny —1). Kdyz fadkovym vektorem (C’{, ..., CJ) vynaso-
bime matici A, dostaneme vektor (0,...,0,det(A),0,...,0), kde det(A) je na j-té pozici.
(Vynasobime-li totiz vektor (Cf,...,CJ ) a sloupec matice A, ktery je jiny nez j-ty, do-
staneme determinant matice s dvéma stejnymi sloupci; ten je diky singularité této matice
nulovy.)

Polozme z* = A~'b, tedy Ax* = b. Z rovnice (Cf, o, C3)-A=(0,...,0,det(A),0,...,0)
(kde det(A) je na j-té pozici) plyne také

(C,...,C}) - A 2" =(0,...,0,det(4),0,...,0) - 2"

Levé strana se ovéem rovné (C, ..., C3)-b = Clby+---+CI by, = det(A[j + b]) a pravé
strana se rovna det(A) - z}. Proto x} = %&;b]).

Pro nase béazové feseni 2 to specidlné znamend, 7ze kdyz prvky matice A a vektoru b jsou
celociselné (coz je vyzadovano u vsech instanci ILP) a det(Ag) je 1 nebo —1, tak 8 je
celociselné.

Totalné unimodularni matice a celodiselnost feseni uloh LP.

Vyse jsme ukazali, Ze instance problému ILP, tedy tloha
max{c’z | Az < b,z € (Z,)"}, kde prvky matice A a vektort b, ¢ jsou celoéiselné

je jisté vyresena, pokud je nalezeno optimalni feseni relaxovaného problému odpovidajici bazi
B, pro niz je det(Ag) roven 1 nebo —1.

Celociselnd Ctvercova matice, jejiz determinant je 1 nebo —1, se nazyva unimoduldrni.
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Tato pro nas zadouci vlastnost (totiz, ze det(Ag) € {—1,1}) je jisté zarucena, pokud je
matice A v zadani ilohy totalné unimodulérni:

Definice (Obecna obdélnikova) celociselnd matice A se nazyva totdlné unimoduldrni,
jestlize kazda jeji ¢tvercova podmatice (vznikla z A vypusténim néjakych sloupct a fadki) ma
determinant —1, 1, nebo 0. (Mj. tedy kazdy prvek matice musi patfit do mnoziny {—1,0, 1},
nebot tvofi podmatici typu 1 x 1.)

Véta Je-li v instanci ILP max{c'x | Az < b,z € Z"} matice A totalné unimodulérni, pak
vSechna bazova feseni relaxovaného problému jsou celociselné.

Dukaz jsme jiz vlastné provedli. Staci si jen jesté uvédomit, ze dodanim jednotkové matice
(odpovidajici dopliikovym proménnym) nic nezkazime. Kdyz totiz A je totalné unimodularni,
tak také (A I) je totalné unimodulérni.

To plyne z o¢ividného faktu, ze kdyz k totalné unimodularni matici pfiddme sloupec (nebo
fadek), ktery obsahuje (nanejvys) jednu 1 a jinak nuly, tak vyslednd matice je zase totélné
unimodularni. (Reknéte si explicitné pro¢.)

Kdyz uz jsme u toho, tak si vSimneme, Ze napf. vynasobenim fadku nebo sloupce —1 také
totalni unimodularitu nepokazime.

Také si vSimneme, ze A je totalné unimodularni pravé tehdy, kdyz A7 je totalné unimo-
dularni (jelikoz pro kazdou étvercovou matici B plati det(B) = det(B7T)).

Dukaz Konigovy véty pres dualitu a totalni unimodularitu.

Pfipomnéli jsme si, Ze jsme jiz diive (algoritmicky) dokazali, Ze velikost maximalniho péa-
rovani (maximum-cardinality matching) v bipartitnim grafu se rovné velikosti minimélniho
vrcholového pokryti (minimum-cardinality vertex cover).

Ted jsme pfimocaie k uvedenému problému maximélniho parovéani sestavili linedrni program

(tj. tlohu LP, kde proménné odpovidaly hrandm grafu; maximalizovali jsme Te ZA

ecE
podminek nezapornosti x. > 0 a splnéni ) . 5(v) Te < 1 pro vSechny vrcholy v)

a ukézali jsme, ze prislusna matice je totalné unimodularni.

Tim padem je optiméalni bazové feSeni celociselné. Stejné tak optimalni bazové feseni dualni
ulohy je celociselné. Uvédomili jsme si, ze celociselné feseni duélni tlohy pfirozené odpovida
vrcholovému pokryti, pficemz tcelova funkce pocita kardinalitu tohoto pokryti.

Kazdy sloupec matice odpovidé jedné hrané; jsou v ném pravé dvé jednicky (jinak nuly),
a sice v fadcich odpovidajicich vrcholtim incidentnim s danou hranou. Diky bipartitnosti
naseho grafu mizeme vynasobit fadky odpovidajici vrcholim prvni partity —1 a docilit
tak matici (obecné odpovidajici orientovanému grafu), kde kazdy sloupec obsahuje praveé
jednu 1 a jednu —1. (Dikaz totalni unimodularity této matice je snadny; z4da to jeden
ukol.) KdyZ mame celo¢iselné feseni dudlni tlohy (tj. nezédpornou celoéiselnou linedrni
kombinaci ¥4dki), pro kazdy sloupec musi mit v feSeni nenulovy koeficient alespoi jeden
jeho “jednickovy” fadek; mnozina fadkt s nenulovymi koeficienty odpovida tedy mnoziné
vrcholi, ktera tvori vrcholové pokryti.

Vime, ze pfimé zobecnéni Kénigovy véty na obecné grafy neplati. Nebipartitni graf (zde
K3) muze vést napf. na matici

1 1 0
1 01
01 1
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kde kyZzené vlastnosti nedocilime. Matice totiZ neni totalné unimodularni: jeji determinant
je (rozvojem podle prvniho Fadku)

0 1 11
1"1 1‘_1"01

’:_2.

Nové tukoly.

1. Zkuste exaktné dokazat, ze kdyz je tloha ILP reSitelna a jeji relaxovana varianta je fe-

Sitelnd neomezend, tak i pivodni celo¢iselné tloha je Fesitelnd neomezend. (Pfipomeite
si, jak skonéi simplexovy algoritmus, kdyz je relaxovana varianta feSitelnd neomezena.)

. Vyfeste Gomoryho metodou (tézkou :-) ) tlohu
maximalizuj x; za podminek — 3z; < —1 a 3z; < 2, priemz 1 € Z.

. Vysvétlete, pro¢ matice, v niz kazdy sloupec obsahuje pravé jednu 1 a pravé jednu —1
a jinak nuly, je totdlné unimodularni. (Napovéda: postupujte indukei podle rozméru
¢tvercovych podmatic.)

. Pfipomerite si “Assignment problem” feseny v Example (Kuhn’s Assignment Algorithm)
na str. 123 v [9]. To je také iloha kombinatorické optimalizace vedouci pfirozené na tilohu
celociselného linearniho programovani. Sestavte obecné zadani pro pfislusny relaxovany
problém a ukazte, Ze ptislusnd matice je totalné unimodulérni. (Co z toho vyvodime?)
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Tyden 11 (od 18.4.)

Nejprve jsme Tesili diivejsi tkoly. Specialné jsme detailné pfipomnéli Gomoryho postup feseni
tloh ILP na tikolu 2 z minula. Také jsme diskutovali problém hlaseniI (infeasible), FU (feasible
unbounded) v nasem popisu Gomoryho algoritmu v minulém tydnu.

NP-obtiznost problému (kombinatorické optimalizace).

Jako hlavni nové téma jsme diskutovali fakt, Ze pro mnohé problémy kombinatorické opti-
malizace nejsou znamy (a “pravdépodobné” ani neexistuji) polynomialni algoritmy. Ukazuje
se, ze problémy kombinatorické optimalizace se daji (velmi) zhruba rozdélit na dvé skupiny:
polynomidlni a NP-té7ké (coz typicky znamend NP-ekvivalentni). Pfipomenime si zakladni
pojmy potfebné k této diskusi.

Vypocetni problémy a rozhodovaci problémy. Vipocetni problém, struéné jen problém,
je dan mnozinou vstupu (neboli instanci), mnozinou vystupt a zobrazenim, které kazdému
vstupu prifazuje vystup; v zakladni definici je prifazen kazdému vstupu pravé jeden vystup,
my ale budeme rovnou pocitat s problémy, kde prislusnych vystupi muze byt vice.

Prifazeni vice moznych vystupu k jednomu vstupu je u optimaliza¢nich problémut bézné.
Napf. problém minimalni kostry grafu (oznaceny tfeba MST, minimal spanning tree) mé
jako instance neorientované grafy s vdhami na hranach a koster s minimalni vahou muze
existovat k danému grafu vice. (Problém MST tedy obecné pfifazuje k danému vstupu
vice vystupi; u prislusného Fesiciho algoritmu ndm ovSem staci, Ze vrati jeden z nich.)

Mnozina vstupi je typicky spocetnéd a soucasti zadani problému je i konkrétni prezentace
vstupt a vystupt; kazdy vstup ¢i vystup de facto odpovida jisté konecné posloupnosti biti,
tedy fetézci nul a jednicek.

Konkrétni reprezentace (neboli “kédovéni”) vstupli a vystupt je vétSinou implicitni; v
nasich ivahach prosté predpokladame néjakou pfirozenou reprezentaci, ale detaily jsou
v naSem kontextu vétSinou nedutlezité. (Napf. graf lze reprezentovat incidenéni matici,
matici pak sekvenci radki s oddélovadi; jina, v nasem kontextu ekvivalentni, prezentace
je sekvence hran grafu zapsanych jako dvojice vrchold, apod.)

Dulezita konkrétnost, na niz nékdy spociva vypocetni sloZitost problému, je zptisob
reprezentace c¢isel. Standardné predpokladame binarni zépis, pripadné dekadicky; hod-
nota ¢isla je tak exponencidlné velkd vzhledem k délce jeho zépisu. (Jelikoz log,n =
(log, 10) - (logqg 1), plati logy n € O(log,yn), tj. logs n € O(logyyn) a logyyn € O(logy n),
a proto je pro ucely analyzy slozitosti algoritmi nepodstatné, zda pouzivame binarni ¢i
dekadicky zapis. Pokud bychom ovSem pouzili unarni zapis, v némz je ¢islo prezentovano

poctem “Carek”, slozitost algoritmu jakozto funkce velikosti vstupu se rdzem zmensi.)

Specialni tfidu problému (kterd hraje dulezitou roli pfi charakterizaci vypocetni slozitosti
problémi) tvoii rozhodovaci problémy (decision problems), u nichz je kazdému vstupu pfifazen
pravé jeden z vystupit ANO (neboli “true” neboli “1” neboli “accept”) a NE (neboli “false”
neboli “0” neboli “reject”).

Konkrétni rozhodovaci problém lze tak pfirozené popsat zadanim instanci (vstupi) a
zjistovaci otdzkou, na niz je pro kazdy vstup odpovéd ANO nebo NE.

Problém SAT. Vysadni postaveni v nasem kontextu ma problém SAT (satisfiability), coz je
rozhodovaci problém, u néjz jsou instancemi booleovské formule a otazkou je, zda je dané for-
mule splnitelna (tedy zda existuje pravdivostni ohodnoceni proménnych, pfi némz je formule
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pravdiva). Ptikladem formule ¢, ¢i podrobnéji ¢(x1,x9, x3, x4, x5) (coz oznacuje, Ze vSechny
proménné vyskytujici se ve ¢ jsou z mnoziny {z1,x2,x3, x4, 25}), je

(1‘1 V —x9 V 1‘5) A (—%'1 Va3V —\.%'4) A (—\.%'2 V —x3 V 1‘4);

tato formule je zaroven prikladem instance problému 3-SAT, protoze je v konjunktivni nor-
mdlni formé (conjunctive normal form, CNF) a kazda klauzule (tj. “konjunkt”, ktery je dis-
junkci literalt, kde literdl je proménnd nebo jeji negace) obsahuje pravé t¥i literaly. V souladu
se standardni praxi budeme u SAT predpokladat formule (rovnou) v CNF. (Uvedena formule
je o¢ividné splnitelnd, jak demonstruje napf. ohodnoceni spliujici 1 = 1,29 = 0,23 = 1.)

Popisujeme-li napf. podminky, které ma spliiovat néjaky systém (napf. pfipustné feseni
ulohy kombinatorické optimalizace), jedna se ¢asto o konjunkci (mnoha) jednoduchych
podminek; konjunktivni normalni forma je tak velmi pfirozend. Jinak jisté vite, ze kazda
booleovské formule se da prevést na ekvivalentni formuli v  CNF; ovSem tento prevod
v nékterych pfipadech nutné vede k exponencialné vétsi formuli. Jeden tkol vas zada
o navrh polynomidlniho algoritmu, ktery k obecné formuli ¢ sestroji ¢’, ktera sice neni
ekvivalentni ¢, ale je splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.

Neni tézké nahlédnout, ze pro typicky problém kombinatorické optimalizace lze primocare
popsat mnozinu piipustnych feseni jako konjunkci jednoduchych podminek, konkrétnéji tedy
booleovskou formuli v CNF. (Ukoly také 7adaji demonstraci v konkrétnich piipadech.) U
popisu podminky optimality (minimality ¢i maximality acelové funkce pro dané feseni) je to
komplikovanéjsi.

Pfirozenym zobecnénim problému SAT je problém Q-SAT (také oznacovany QBF, Quan-
tified Boolean Formulas), kde proménné mohou byt kvantifikovany. Pro zjednoduSeni tvah
se ¢asto uvazuje jen pfipad, kdy jsou vSechny proménné kvantifikoviny (tedy neexistuji
volné proménné); v tom p¥ipadé je splnitelnost formule totéZ co pravdivost a nesplnitel-
nost totéZ co nepravdivost. Problém SAT je opravdu specidlnim ptipadem Q-SAT: for-
mule ¢(x1,...,2,) je totiz splnitelnd préavé tehdy, kdyz formule 3z - - - Iz, d(a1, ..., 2p)
je pravdiva.

Optimalitu feSeni lze pfimocafe popsat kvantifikovanou booleovskou formuli (kde bindrné
zapsand Cisla reprezentujeme sekvencemi booleovskych proménnych). OvSem s vypocetni
slozitosti (obecného) problému Q-SAT je to horsi, jak se jesté zminime. Proto je zde
vhodnéjsi vyuzit tésné vypocetni vazby na rozhodovaci problémy, u nichz kvantifikatory

nepotfebujeme.

Rozhodovaci verze optimaliza¢nich problému. Kazdému optimaliza¢nimu problému P
(zadajicimu pro dany vstup vydéani pfipustného vystupu, ktery je optimalni vzhledem k za-
dané ucelové funkci) odpovida ptislusny rozhodovaci problém Py, (dec jako “decision”): Pye.
mé jako vstup instanci problému P a ¢islo £ a otazkou je, zda existuje pripustné feSeni s
hodnotou ucelové funkce alespon ¢ (v pfipadé maximaliza¢niho problému) ¢ nanejvys ¢ (v
pfipadé minimaliza¢niho problému). Problém Py je pak uz vcelku snadné vyjadrit jako spe-
cidlni pfipad problému SAT.

Ukoly 7zadaji také ukazat tésny “vypocetni” vztah mezi P a Pgec. Struéné Feceno: umime-li
rychle Tesit jeden z nich, umime také rychle fesit druhy.
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Vypocetni sloZitost algoritmu a problému. Problém je algoritmicky tesitelny, jestlize
existuje algoritmus, ktery ke kazdému vstupu “vypocte” piislusny vystup (nebo jeden z vy-
stupt, které problém danému vstupu pfitazuje). U rozhodovaciho problému fikdme také al-
goritmicky rozhodnutelny, nebo jen rozhodnutelny, misto “algoritmicky feSitelny”.

Problémy kombinatorické optimalizace jsou v principu vzdy algoritmicky fesitelné tzv. hru-
bou silou (brute force), kdy jsou systematicky probrana vsechna piipustnd feseni. Téch je
ovSem typicky exponencidlné mnoho (podmnozin mnoziny s n prvky je totiz 2") a jiz pro
vstupy, u nichz ptislusna zékladni mnozina (tfeba hran grafu) ma nékolik desitek prvki, se
vysledku vypoctu takového algoritmu nedockéme.

Obecné se za nutnou podminku praktické pouzitelnosti algoritmu povazuje polynomialita:
algoritmus A mé polynomialni ¢asovou sloZitost, neboli je polynomidlni, neboli mé sloZitost
O(n*) pro né&jaké k € N, jestlize existuji konstanty ¢,k € N takové, ze vypocet algoritmu A
na jakykoli vstup velikosti n skoné v nanejvyse ¢ - n¥ krocich.

Samoziejmé by bylo tfeba upfesnit, co se rozumi kroky algoritmu. Timto vyjadifenim
se odkazujeme k néjakému konkrétnimu “programovacimu jazyku”, coz mize byt jak
skutecny programovaci jazyk jako C ¢i Java, tak matematicky model typu Turingova
stroje, stroje RAM, apod. Pro naSe ucely si sta¢i uvédomit, Ze pojem “polynomialita
algoritmu” je dostatecné robustni, tedy nezavisly na tom, jaky konkrétni vypocetni model

[v némz algoritmy “implementujeme”] mame na mysli.

O problému Tfekneme, ze je polynomidlni, jestlize existuje polynomialni algoritmus, ktery jej
Fesi.

T¥idy slozitosti P, FP, NP. Ttida P (tj. PTIME) je t¥ida (neboli mnozina) rozhodovacich
problémi, které jsou fesitelné polynomidlnimi algoritmy (tj. algoritmy s polynomialni ¢asovou
slozitosti). Tfida FP (F ze slova Funkce, rozumi se funkce pfifazujici vstuptim vystupy, resp.
mnoziny vystupu) je tfida (obecnych) problémi fesitelnych polynomidlnimi algoritmy.

Napt. problém nejkratsich cest, problém maximéalniho toku, problém minimélni kostry,
problém maximélniho vazeného parovani v grafu, i obecny problém linearniho progra-
movani patii do FP. (Jak jsme jiz diskutovali, simplexovy algoritmus neni polynomiélni,
kvuli exponencidlnimu b&hu na nékterych [byt fidce se v praxi vyskytujicich| instancich,
ale k problému LP existuji jiné algoritmy, které polynomialni jsou.) Do FP samoziejmé
patfi i neoptimalizac¢ni problémy, jako je napi. tfidéni a spousta dalsich problémii.

Neékdy se mezi tiidami P a FP nerozlisuje; pak P (¢i PTIME) oznac¢uje de facto FP.
Ttidou NP, tj. NPTIME (Nondeterministic Polynomial TIME), se rozumi (vzdy jen) tf¥ida
rozhodovacich problémti, které jsou resitelné polynomidlnimi nedeterministickymi algoritmy.
Nedeterministicky algoritmus lze chépat jako standardni (deterministicky) algoritmus obo-
haceny o moznost instrukce typu (x := 0 [| z := 1), kde [] pfedstavuje nedeterministicky
vybér: konkrétni vypocet algoritmu provedenim této instrukce prifadi do z bud 0 nebo 1. Pt
pouziti takovych instrukci ma piislusny algoritmus k danému vstupu vice moznych vypocti.
Rekneme, Ze nedeterministicky algoritmus A 7esi rozhodovaci problém P, jestlize pro kazdy
vstup problému P, kterému problém pfifazuje vystup ANO, existuje alespon jeden vypocet
algoritmu A, ktery vrati ANO, a pro kazdy vstup problému P, ktery mé ptifazen vystup NE,
vrati vSechny vypodéty algoritmu A odpovéd NE.
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Polynomialita nedeterministického algoritmu A je definovana stejné jako u deterministic-
kého: musi existovat ¢, k tak, Ze kazdy vypocet algoritmu A pro vstup velikosti n skondi za
nanejvys c - n* krok.

Kazdy problém z P je tedy v NP (nebot deterministicky algoritmus je de facto specidlnim
pfipadem nedeterministického algoritmu); plati tak PC NP (ale otézka, zda se jednd o
vlastni inkluzi, je dlouhodobé oteviend). Napf. o problému SAT nevime, zda patii do P,
ale do NP patii o¢ividné: pfislusny algoritmus pro vstup ¢(z1,...,z,) provede sekvenci
instrukei (z1 := 0 a1 := 1), ..., (x, := 0 [] 2, := 1), pak vyhodnoti ¢ pro zvolené
ohodnoceni (pfifazené do “programovych proménnych” x1,...,x,) a vysledek vrati (true
jako ANO a false jako NE).

Nedeterministicky algoritmus v uvedeném smyslu neni samotejmeé nijak “prakticky”; jedna

se ale o pojem umoziujici elegantni zachyceni mnohych aspektt slozitosti problémi.

Rozhodovaci problémy P, piislusné problémtém kombinatorické optimalizace P jsou v zasadé
vSechny v NP.

Pouziva se i definice tfidy FNP. Problém, pfifazujici kazdému vstupu mnozinu vystupt
(tfeba prazdnou), patii do FNP, jestlize existuje nedeterministicky polynomidlni algorit-
mus, pro néjz plati

1. kazdy vypocet pro vstup w skon¢i vydanim néjakého vystupu z mnoziny prifazené
vstupu w nebo odpovédi NE;

2. jestliZze mnozina vystupu prifazend vstupu w neni prazdnd, pak alespon jeden vy-
pocet pro w vyda vystup z této mnoziny.

Do FNP tak patii napt. tato modifikace problému SAT: vstup je booleovska formule ¢ a
pfislusnd mnozina vystupt je mnozina vSech pravdivostnich ohodnoceni proménnych ve
¢, pro néz je ¢ pravdiva.

Polynomialni pfeveditelnost mezi problémy (P jg P a P =<, P'). Pii programo-
vani typicky pouzivame funkce (procedury) z néjaké knihovny. Predstavme si ted, Ze mame
k dispozici proceduru, kterd rozhoduje jisty rozhodovaci problém O (napi. SAT), a Ze mame
program (algoritmus) A, ktery fesi problém P, pficemz mtize (vicekrat) volat proceduru pro
O (pti kazdém volani ji predlozi konkrétni vstup neboli parametr). Pokud je A deterministicky
polynomidlni algoritmus za pfedpokladu, ze kazdé volani funkce O se poéita jako (pouhy) je-
den krok, tak jsme ukézali, ze problém P je turingovsky polynomidlné preveditelny na problém
O, coz znacime P jg O (symbol T odkazuje k “turingovsky”, p odkazuje k “polynomialné”).

Jinymi slovy: pokud mame tzv. ordkulum O, tj. rozhodovaci problém, jehoz instance
umime (hypoteticky) fesit (tedy zodpovidat ANO/NE) v jednom kroku, tak P jg @)
znamena, ze P umime fesit v polynomialnim case, relativizovaném vzhledem k O; v jiném
znaceni napiSeme P € FPY, kde FP? je tfida problémi fesitelngch (deterministickymi)
polynomidlnimi algoritmy, které mohou vyuzivat orakula O.

Tiida P? je pak restrikei tiidy FP® na rozhodovaci problémy.

Pozorovani. Kdyz P <I' O a O € P, tak P € FP. Kdyz P < O a P ¢ FP, tak O ¢ P.
(Uvédomte si ditkaz, snadno plynouci z faktu, Ze slozeni polynomt je polynom; tedy funkce
p2(p1(n)) je polynom, jsou-li p1, p2 polynomy.)
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Lze prirozené definovat

P1 ﬁ,f Po

i pro obecny problém P, (nejen rozhodovaci). Pak ovSem do prace pfislusného polynomiélniho
algoritmu pro P; (ktery muze volat proceduru pro Ps) musime zapocitat i ¢teni vysledki, které
volani procedury pro Py vraceji; velikost téchto vysledkd@ musi byt tedy také polynomialné
omezend (vzhledem ke vstupu problému P ).

Relace jg na mnoziné vsech problému je kvazi-usporadani, nebot je reflexivni a tranzitivni
(pro kazdy problém P plati P jg P; ze vztahu P jg Pa, P jg Ps plyne P jg P3
[protoze slozeni polynomi je polynom|). Pfirozené tak dostdvame i ekvivalenci

P, =T P, definovanou konjunkci Py jg Pa N Py jg Py,

ktera vystihuje vztah “problémy P; a P jsou stejné tézké” z abstraktni perspektivy, jez vidi
polynomialitu algoritmu jako “atom” (na jehoz detaily, jako je stupern polynomu apod., se
nedivame).

Jeden 1kol zad4a upfesnéni diive zminované izké vazby vypocetni slozitosti optimaliza¢niho
problému a jeho rozhodovaci verze. Za rozumnych (bézné splnénych) podminek plati pro
optimaliza¢ni problém O vztah

@) Eg Odec .

Specidlnim pfipadem turingovské polynomiélni pfeveditelnosti je (standardni) polynomiding
preveditelnost (také nazyvanad “polynomial many-one reducibility”) mezi rozhodovacimi pro-
blémy: fikdme, ze (rozhodovaci problém) P; je polynomialné preveditelny na (rozhodovaci
problém) Ps, coZ zna¢ime

P1=p Po

(tedy bez horniho indexu T'), jestlize existuje polynomidlni algoritmus, ktery pro instanci Iy
problému P; sestroji instanci I problému Ps tak, ze odpovéd (ANO/NE) ptifazend k I1 v
problému P; je stejnd jako odpovéd pfifazend k Iy v problému Ps.

Pozorovani. Jestlize P; <, P2 a P2 <), Ps3, tak P; <, P3 (tedy <, je tranzitivni).
Jestlize Py <, P2 a P2 € P, pak P; € P. (Tedy jestlize Py =p P2 aPy ¢ P, pak Py & P.)

NP-tézké, NP-uiplné a NP-ekvivalentni problémy.
Rozhodovaci problém P je NP-tézky, jestlize pro kazdy problém P’ € NP plati P’ <, P;
jestlize navic plati P € NP, pak P je NP-uping.

Pripomnéli jsme si tuto dilezitou vétu:

Véta(Cook). SAT je NP-uplny.

Idea diikazu neni tézké, jen technické: KdyZz méme problém P € NP, tak k nému existuje
nedeterministicky Turingtv stroj M a konstanty c, k tak, ze M rozhoduje problém P (tedy
ma alespon jeden akceptujici vypocet pro vstup w pravé tehdy, kdyz vstupu w ptirazuje P
odpovéd ANO) a pro kazdy vstup w velikosti n vykona M nanejvys c-n” kroki, tedy také
projde nejvyse ¢ - n* konfiguracemi, jez zahrnuji pamét velikosti nejvyse c - n*. Posloup-
nost takovych konfiguraci lze pfimocare popsat booleovskou formuli, ktera mj. obsahuje
jednu proménnou pro kazdé policko paméti v kazdém kroku vypoétu. Konjunkei (polyno-
miilné mnoha) jednoduchych “lokdlnich” vztahtt mezi proménnymi pfimocafe popiSeme
nutnou a postacujici podminku k tomu, aby splnujici pravdivostni ohodnoceni odpovidalo
akceptujicimu vypoctu M pro vstup w.
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Obecny (napft. optimalizacni) problém P je NP-tézky, jestlize pro kazdy problém P’ € NP
plati P’ jg P. Rekneme, ze P je NP-lehky, jestlize existuje problém P’ € NP takovy, ze
P jg P’. Kdyz P je NP-tézky i NP-lehky, tak je NP-ekvivalentni.

NP-uplnost se tedy vztahuje pouze k rozhodovacim problémim a (standardni) polynomi-
alni preveditelnosti =<, .

K rozhodovacimu problému P lze pfirozené definovat doplikovy problém co-P (comple-
ment of P): instance zistdvaji stejné, ale vystupy ANO/NE jsou prohozeny. (TakZe mj.
plati co-(co-P) = P.) Napf. u problému co-SAT (také oznacovaného UNSAT) se vlastné
ptame, zda dana formule je nesplnitelna.

Vsimnéme si, ze plati P jg co-P (a co-P jg P); oviem P =<, co-P obecné neplati. Proto
ma smysl zkoumat i t¥idu co-NP (tfidu doplitkovych problémt pro problémy z NP), ktera
také obsahuje t¥idu P, ale je mozné rtiznd od NP (za pfedpokladu P#NP). Problém co-
SAT moZné neni v NP, ale je ve smyslu nasich definic NP-ekvivalentni.

Poznamenejme jesté, ze NP i co-NP jsou podmnozinami mnoziny PSPACE, ktera obsahuje
problémy Fesitelné algoritmy, jimz staci k béhu polynomidlné omezend pamét (byt tieba
délaji exponencialné mnoho krokw). Napf. diive zmitiovany problém Q-SAT je PSPACE-
uplny (je v PSPACE a kazdy problém z PSPACE lze na néj polynomialné pfevést). Kupo-
divu neni ovSem dokazano ani to, ze PTIME je vlastni podtiidou PSPACE, a¢ to vypada
“hodné pravdépodobné”.

Nésledujici (jednoduché) tvrzeni ukazuje, pro¢ je zjisténi NP-obtiznosti u konkrétnich pro-
blému dilezité (nemé u nich pak smysl hledat polynomidlni fesici algoritmus a musime k
praktickému FeSeni pristoupit jinak), a zéroven ukazuje zptsob umoziujici z NP-obtiznosti
jednoho problému vyvodit NP-obtiZnost jiného.

Tvrzeni.

a/ Pokud P#NP (coz vypada “velmi pravdépodobné”), tak zaddny NP-tézky problém neni
polynomidlni.

b/ Kdyz P je NP-tézky a P <, P’, pak P’ je NP-tézky.

Vyuzitim NP-tplnosti (a tedy NP-obtiZznosti) problému SAT jsme vyvodili NP-tplnost pro-
blému hamiltonovského cyklu, oznac¢eného HC: instanci je orientovany graf a otazkou je, zda
existuje (orientovany) cyklus, ktery projde kazdym vrcholem prévé jednou. Tento problém je
ocividné v NP (jak vypadé prislusny nedeterministicky algoritmus?); jeho NP-obtiznost jsme
vyvodili tak, Zze jsme ukazali

SAT=, HC

K formuli ¢ v CNF s m klauzulemi C4, ...,C,, a n proménnymi x1, ..., Z,, kde zddna C;
neobsahuje z; 1 ~z; (takovou pripadnou C; prosté vypustime), postupné zkonstruujeme
orientovany graf G takto:

Vytvorfime “startovaci vrchol” s, vrcholy oznacené xq,—x1,...,2n, 72, a C1,...,Cpy,
a doddme hrany (s,z1), (s,721), (Zn,$), ("Tn, ) & (T3, Tiv1), (T, "Tit1), (T3, Tig1),
(mx;, ~wiy1) proi =1,2,...,n—1.

Pak dodame cestu z x1 do —z; délky 2m+1 ptes nové piidané vrcholy vi, ..., vi . Pokud
se x1 vyskytuje v klauzuli C;, pfiddme navic hrany (ve;—1,C;), (C;, va;) (to udélame pro
v8echny C; obsahujici z1).
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K cesté z x; do —x; pies vrcholy vi,...,vs,, pfiddme (hrany tvoiici) opa¢nou cestu z

-1 do z7 pies vrcholy vd ..., vi. Pokud se =z vyskytuje v klauzuli C;, pfiddme navic
hrany (’Ugi, Cl), (C“ ’Ugi_l).
Toto zopakujeme pro 2, doddnim novych vrcholt v?,...,v3 =~ a pfidanim piislusnych

hran, a pak pro zs3,z4,...,Tn,.

Provedte si detailné argumentaci, pro¢ splnitelnost vychozi formule ¢ implikuje existenci
hamiltonovského cyklu v zkonstruovaném grafu G4 a pro¢ je tomu i naopak (existence
hamiltonovského cyklu v G4 implikuje splnitelnost formule ¢).

Ukoly nés déle vedou k zamysleni, jak vyuzit NP-obtiznosti problému HC k prokéazani NP-
obtiznosti problému HK, tj. problému hamiltonovské kruznice, tedy hamiltonovského cyklu
v neorientovaném grafu. Problém HK lze pak jednoduse vyuzit k prokazani toho, Zze problém
TSP (Travelling Salesman Problem) je NP-ekvivalentni (a jeho rozhodovaci verze TSP 4. je
NP-tplna).

Problém TSP je jednim z centralnich problémt kombinatorické optimalizace, pro néjz
neni zndm polynomiélni algoritmus. My jsme si jej ilustrovali na jeho specidlnim (také
NP-ekvivalentnim) pfipadu optimélniho vrtdni dér do desky plosnych spoju (jak je to
také uvedeno na zacatku knihy [5]).

Problém celociselného linearniho programovani (ILP) je NP-ekvivalentni. Jeden
ukol 7zad4 ukazat, Ze jiz problém FeSitelnosti (feasibility) u tloh ILP je NP-tézky; to se da
ukézat snadnym pfevodem ze SAT. (Vlastné tak ukazeme, ze SAT=,ILP .., kde ILPg. je
rozhodovaci verze problému ILP.)

Problém ILP je také NP-lehky, a tedy NP-ekvivalentni, je ale trochu odlisny od jinych
NP-ekvivalentnich problémt mj. tim, Ze ukazat horni omezeni sloZitosti, tedy Ze problém je

ez

Prokazani ptislusnosti k NP je u problému SAT, TSP .. a spousty dalsich snadné: navrh-
neme polynomidlni algoritmus, ktery piislusné feseni nedeterministicky “uhodne” a pak
deterministicky ovéfi. Nutnou podminkou polynomiality algoritmu ovSem je, ze velikost
takového (uhodnutého) feseni je polynomidlné omezena vzhledem k velikosti vstupu, coz
u ILP gec neni ziejmé.

Méme-li rozhodnout, zda Az < b méa celociselné feseni (pro celodiselnou matici A a celodi-
selny vektor b), pak se nabizi uhodnout konkrétni vektor = a deterministicky ovéfit pfislusné
nerovnosti. Mame ovSem zaruceno, Ze kdyz néjaké feseni existuje, tak existuje také “malé
feSeni”, tj. FeSeni, které zapiSeme polynomialné omezenym poctem bit (vzhledem k poctu
bitd, jimiz jsou popsany A a b) 7 Ano, je to zaruceno, a proto problém feSitelnosti ILP (a
obecnéji problém ILPg..) patii do NP.

Dtkaz tohoto faktu zde neprovedeme, jen naznacime. Vzpomeiite si na obecnou definici
determinantu det(A) étvercové matice m x m:

det(A) = > sgn(o)-[] aiow
=1

o €PERM(m)
kde PERM(m) je mnoZina vSech permutaci mnoziny {1,2,...,m} (tedy bijektivnich zo-
brazeni o : {1,2,...,m} — {1,2,...,m}), sgn(c) oznacuje znaménko permutace o (tedy
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¢islo (—1)*, kde k je pocet inverzi, tedy dvojic (i, ) splitjicich i < j a o(i) > o(j)) a a;;

oznacuje prvek matice A v i-tém radku a j-tém sloupci. KdyZ d je maximalni absolutni

hodnota ¢isel v A, tak absolutni hodnotu det(A) miZzeme jisté omezit ¢islem m™ - d™, k

jehoZ zapisu ndm jisté staci polynomidlné mnoho bit (vzhledem k poctu bitd popisuji-

cich A a b). Vzpomeneme-li si déle na Cramerovo pravidlo a ivahy o bazovych FeSenich,
.

které jsme provadéli pii zkouméani totalni unimodularity, existence onoho “malého” feseni
Ax < b zaCina byt “vidét”.

Nové ukoly.

1. Uvazujte dopravni problém v této formé: Mame M skladl, které obsahuji aktualné
S1, 82, ..., Sy mnozstevnich jednotek néjaké komodity (napf. tun uhli). Dale madme N
zékazniki, kteti zadaji dovézt dq,ds, . .., dy jednotek. (Reknéme, Ze plati ZlﬁjﬁN d; <
Y 1<i<um Si-) Cena dovozu jednotky komodity ze skladu i zdkaznikovi j je ¢;;. Sestavte
odpovidajici linedrni program minimalizujici celkovou cenu pievozu (pfi uspokojeni po-
zadavki zékazniki a respektovani aktudlniho mnozstvi ve skladech). Ovéite, ze pii-
slusna matice je totdlné unimodulérni (a vyvodte odpovidajici “prakticky” zavér).

2. Ukazte, ze varianta problému SAT, u néjz povolujeme jako instance obecné booleovské
formule, je polynomialné preveditelna na variantu, u niz povolujeme jen formule v CNF.
(Napovéda. Syntakticky strom formule miZzeme pfirozené chépat jako jakysi logicky
obvod [vstupy obvodu jsou proménné ve formuli a hradla odpovidaji logickym spojkam;
pro kazdé hradlo zavedeme novou proménnou]. Stac¢i tedy popsat korektni ohodnoceni
obvodu, pfi némz je na vystupu 1.)

3. Zformulujte problém hamiltonovské kruznice (existuje v neorientovaném grafu cyklus
prochézejici kazdym vrcholem pravé jednou?), oznaceny HK, jako specidlni pfipad pro-
blému SAT. (Méte tedy popsat, jak k zadanému grafu sestrojite [co nejpfimocafeji]
booleovskou formuli, kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz graf obsahuje hamiltonov-
skou kruznici. Ukazete tak, ze HK=<, SAT.)

4. Zformulujte problém TSP (Travelling Salesman Problem), a jeho rozhodovaci variantu,
tedy problém TSPg... Pak nacrtnéte, jak bychom mohli instance problému TSP 4. pii-
mocafe popsat jako instance problému SAT.

(Napovéda. Bindrné zapsané pfirozené Cislo lze pfimocare reprezentovat sekvenci bo-
oleovskych proménnych. Ciselny predikat PLUS(a,b,c), ktery je pravdivy pravé kdyz
a+b = ¢, Ize snadno definovat pfislusnou mnozinou klauzuli [tedy (pod)formuli v CNF].)

5. Uvazujme optimaliza¢ni problém P, pro néjz mame polynomialni algoritmus, ktery k za-
dané instanci spo¢ita dolni a horni odhad optima. (To je u vSech “praktickych” problémut
splnéno.) Je snadné nahlédnout, Ze P, jg P; ukazte to. Pak ukazte, ze P jg Piee-
(Napovéda. Vyuzijte bindrniho hledani (binary search) v moznych hodnotach ucelové
funkce.)

6. Ukazte, Ze problém feSitelnosti u tloh ILP (ktery se ptd, zda pro danou celoéiselnou
matici A a celo¢iselny vektor b existuje celoéiselny vektor z spliujici Az < b) je NP-
t6zKy.
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7. Navrhnéte algoritmus, ktery ma ukazat HC=, HK (tedy polynomialni pfeveditelnost
problému hamiltonovského cyklu v orientovaném grafu na analogicky problém v neori-
entovaném grafu) a prokazte, ze vas algoritmus je v tomto smyslu opravdu v poradku.

8. Zamyslete se nad pfevodem HK=, TSP4.; to by mélo byt velmi jednoduché. Snadno
byste tak méli i ukdzat, ze HK=, TSPdAec, kde TSP (taky nazjvany metricky TSP)
odkazuje k restrikci problému TSP na instance spliiujici trojihelnikovou nerovnost (tj.
standardni axiom metrickych prostorii): pfi oznaceni c¢({u,v}) pro (nezédpornou) cenu
hrany {u,v} (tj. “vzdélenost” vrcholti u,v) plati c({u,v}) < c¢({u,w}) + c¢({w,v}) pro
vSechny vrcholy u, v, w.

98



Tyden 12 (od 25.4.)

Nefesili jsme vSechny diivéjsi tkoly (mozné se k nim struéné vratime, ale kazdy by si urcité
mél promyslet sdm). Udélali jsme ale mj. toto:

e Detailné jsme pfipomnéli pfevod SAT<, HC (ktery neni slozity, ovSem poté, co pocho-
pime hlavni myslenku).

e Ukéazali jsme snadny pievod HC<,HK (kazdy vrchol nahradime neorientovanou ces-
tou s tfemi vrcholy, ptivodni hranu vstupujici do vrcholu pak nasmérujeme na zacatek
oné cesty a zacatek hrany vystupujici z vrcholu presuneme na konec cesty; nakonec
odstranime orientaci hran).

e Ukézali jsme snadny pfevod HK=, TSP 4., dokonce HK=, TSP?E . (v ptivodnim grafu
dodame kazdé hrané vahu 1, a pak doplnime na uplny graf s tim, ze nové hrany dostanou
véhu 2; jako limit délky okruzni cesty polozime poéet vrchold).

e Také jsme probrali snadny pievod SAT=,ILP4.. (booleovské proménné z; prosté ché-
peme jako celociselné proménné s omezenim 0 < z; < 1 a pro kazdou klauzuli do-
ddme pfirozenou podminku splnénosti: napf. pro (x; V -y V —x3) je to podminka
21+ (1 —22)+ (1 —x3) > 1; ptame se na Fesitelnost (feasibility), ucelova funkce nehraje
roli [formalné mizeme tfeba maximalizovat ucelovou funkei f(z1,...,x,) = z1 a polozit
spodni limit 0]).

NP-aplnost max. nezavislé mnoziny (¢i kliky) a min. vrcholového pokryti.
Uvedli jsme myslenku pfevodu SAT <, MaxIndSet ., kde MaxIndSet (Maximum Independent
Set) je optimaliza¢ni problém pfifazujici neorientovanému grafu G = (V, E) (jakozto vstupu
problému) mnozZinu nejvétsich nezavislych mnozin (jakozto mnozinu pfislusnych vystupi);
mnozina V' C V je nezavisla, jestlize mezi zaddnymi vrcholy u,v € V’ nevede hrana (tedy
Vu,v € V' : {u,v} € E).

“Nejvétsi” je samoziejmé mysleno vzhledem k poctu prvki.

V (Casteéném) uspofadani podle inkluze je maximdlni nezavisld mnozina kazda takova ne-
zavisla mnozina, kterd neni vlastni podmnozinou jiné nezavislé mnoziny. Napt. ve “hvézdi-
covém” grafu ({0,1,2,...,n},{{0,1},{0,2},...,{0,n}}) je v tomto smyslu {0} maximalni
nezavislou mnozinou. Né&jakou maximalni nezavislou mnozinu v tomto smyslu samoziejmé
sestrojime velmi rychle: postupné oznacujeme vrcholy tak, aby mezi oznacenymi nebyla
hrana, az uz dalsi vrchol oznacit nelze.

Slovem “maximélni” v nasem kontextu se odkazujeme ke kvazi-usporadani podle poc¢tu
prvki (relace kvazi-uspotddani je reflexivni a tranzitivni, ne nutné antisymetricka); proto
bychom spi$ méli pouzivat “nejvétsi” (anglicky maximum-cardinality), ale k nedorozumeéni
by nemélo dochazet. (V hvézdicovém grafu je pro n > 2 jedind maximalni mnozina v tomto
smyslu, a sice {1,2,...,n}. Napf. v uplném bipartitnim grafu se stejné velkymi partitami
jsou maximalni [tj. nejvétsi] nezavislé mnoziny dvé.)

Pripomenme si, Ze systém nezavislych mnozin na grafu netvofi matroid, tedy pfimocary
hladovy algoritmus ke konstrukci maximélni (tj. nejvétsi) nezévislé mnoziny nemame. Jeli-
ko7 si ted odvozujeme, ze problém MaxIndSet je NP-ekvivalentni (problém MaxIndSet ge.
je NP-tplny), tak to znamend, ze neméme ani jakykoli jiny polynomidlni algoritmus fesici
tento problém, tedy vracejici pro G = (V, E) néjakou nezdvislou mnozinu s nejvétsim
moznym poctem prvki.
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Myslenka pfevodu SAT =<, MaxIndSetg.. je jednoducha:

Ke kazdé klauzuli (ve vychozi formuli v CNF) sestrojime tplny graf, jehoz vrcholy
odpovidaji literaltum v klauzuli; tyto grafy ddme dohromady (vezmeme jejich dis-
junktni sjednoceni) a navic spojime hranou kazdé dva “vzajemné nekompatibilni”
vrcholy, tj. takové vrcholy, kde jeden odpovida literdlu x; a druhy literalu —x;.
Jako limit m vezmeme pocet klauzuli, tedy pocet onéch tplnych podgrafi, z nichz
kazdy mize do nezavislé mnoziny prispét nanejvys jednim vrcholem.

Dtkaz korektnosti konstrukce:

i/ Kdyz je vychozi formule splnitelnd, tedy existuje pravdivostni ohodnoceni, pfi némz
kazda klauzule obsahuje alespon jeden pravdivy literal, tak v sestrojeném grafu ocividné
existuje nezavisld mnozina I velikosti m (z kazdého tplného podgrafu odpovidajiciho
jedné klauzuli do I zafadime jeden vrchol odpovidajici pravdivému literdlu).

ii/ Naopak, kdyZz v sestrojeném grafu existuje nezavisld mnozina I velikosti m (pro kazdou
klauzuli tedy jeji uplny podgraf pfispél jednim vrcholem), tak jisté existuje pravdivostni
ohodnoceni, pii némz jsou vSechny literdly odpovidajici vrcholim z [ pravdivé; toto
zobrazeni také ocividné splnuje vychozi formuli.

U problému MaxClique jde o mazimdlni kliku v grafu (tedy aplny podgraf s nejvétsim moznym
poctem vrcholt). Je ziejmé, ze kdyz V' C V je nezavisla mnozina v grafu G = (V, E), tak V'
je klika v “doplinkovém grafu”

G' = (V,E'), kde E' = {{u,v} |u# v a{u,v} € E},
a také naopak (kdyz V' je klika v G, tak V' je nezavisla mnozina v G’). Je tedy ocividné, ze
MaxIndSetge. =, MaxCliquege.,

kde P =, P’ znamend, ze P <, P’ a P’ <, P.
Problém MaxCliquege. je tedy také NP-tuplny. (Pfislusnost k NP je jako obvykle zfejmé.)

Standardné uvazujeme grafy bez smycéek (kde smycka je hrana, jejiz konce jsou stejnym
vrcholem). Takze smyc¢ky nejsou ani v pivodnim grafu, ani v dopliikovém (pokud nékdy
nefekneme jinak).

Jesté poznamenejme, ze explicitné nerozebirdme praktické problémy, které motivuji uve-
dené pojmy, ale neni tézké si souvislosti z praxe uvédomit. Napt. pojem nezavislé mnoziny
se prirozené objevi, kdyZz mame sestavit napt. néjaky vybor z osob, které nejsou ve vza-

jemném osobnim vztahu (zplsobujicim konflikt z4jmu), apod.

O wvrcholovém pokryti jsme jiz mluvili; pro graf G = (V, E) je C C V vrcholovym pokrytim
(vertex cover), jestlize kazd4 hrana je incidentni s C' (tedy V{u,v} € E : {u,v} N C # ().
Snadno nahlédneme:

Pozorovani V grafu G = (V, E) je V' C V nezavislou mnozinou pravé tehdy, kdyz V ~ V'
je vrcholovym pokrytim.

Z toho plyne, Ze v grafu s n vrcholy existuje nezavisld mnozina velikosti (alespon) m
pravé tehdy, kdyz v ném existuje vrcholové pokryti velikosti (nanejvys) n—m. Proto mame
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MaxIndSetge. =, MinVertexCover ge.; problém MinVertexCover pfifazuje grafu vrcholova po-

kryti s nejmensim moznym poctem vrcholt. Rozhodovaci problém MinVertexCover .. je tedy

také NP-uplny (a optimaliza¢ni problém MinVertexCover je NP-ekvivalentni).
Aproximacéni algoritmy a stupné aproximovatelnosti optimalizaénich problémri.

Dalsim tématem naseho kurzu (tématem, do kterého samoziejmé zase jen “povrchové za-
brousime”) jsou aproximaéni algoritmy pro tézké (lze presnéji fici NP-tézké) optimalizacéni
problémy.

Pripomernime, ze optimalizacni problém je urcen
a/ mnozinou vstuptu (instanci problému),
b/ piifazenim mnoziny pripustngch feseni kazdému vstupu,

¢/ tcelovou funkei, pfifazujici vstupu a jemu piislusnému piipustnému feseni néjakou redlnou
(Gasto nezapornou) hodnotu,

d/ a informaci, zda se jedna o maximalizaci ¢i minimalizaci.

Zamyslenymi vystupy problému k danému vstupu jsou pak optimdini reseni, tedy pripustna
FeSeni, pro néz je hodnota tucelové funkce maximalni ¢i minimalni. Algoritmus Fesici dany
optimaliza¢ni problém ma tedy k zadanému vstupu vratit néjaké optimalni reseni ¢i sdéleni,
ze takové Teseni neexistuje.

Optimélni feSeni neexistuje bud proto, ze neexistuje zadné pripustné feseni, nebo proto,
7e existuje nekone¢né mnoho pfipustnych feseni a tcelova funkce na nich neni omezena
[shora pro maximalizaci a zdola pro minimalizaci]. P¥ipometime, Ze u problémt kombina-
torické optimalizace je mnozina ptripustnych feSeni koneénd, nebot tato feSeni jsou jistymi
podmnozinami néjaké konec¢né mnoziny; pti systematickém prohledavani vsech feseni hru-
bou silou ovsem typicky dojde ke “kombinatorické explozi”, coz znamena, zZe pocet feSeni
roste exponencialné vzhledem k velikosti vstupu.

Jiz vime, ze u NP-tézkych problémt nemtzeme doufat v polynomialni algoritmy nalézajici op-
tima. Jelikoz tyto problémy musime v praxi néjak fesit, je prirozené hledat napi. aproximacni
algoritmy.

Aprozimacni algoritmus pro dany optimaliza¢ni problém je rychly (rozuméj polynomialni)
algoritmus, ktery pro kazdy vstup vrati néjaké pripustné feSeni; to nemusi byt optimélni,
jen optimum néjak “aproximuje”. Nasi snahou samoziejmé je, aby algoritmus aproximoval co
nejlépe, tedy aby se hodnoty ucelové funkce pro jim vydand pripustna reseni co nejvice blizila
optimu.

Aproximaéni pomér. Pfirozend moznost, jak zachytit kvalitu aproximac¢niho algoritmu,
je zkoumadni tzv. aproximac¢niho poméru, coz ted objasnime.

Méjme optimaliza¢ni problém O (tieba TSP) a aproximacni algoritmus A pro problém O
(tFeba hladovy algoritmus pro TSP: vzdy jed do nejblizsiho mésta, které jsi dosud nenavstivil).
Predpokladejme, ze ucelova funkce dava jen kladné hodnoty a optimum pro kazdy vstup
existuje; hodnotu tcelové funkce pro vstup x a jeho optimalni FeSeni oznacime vy, (x) (u TSP
je to tedy délka nejkratsi okruzni cesty pro graf popsany vstupem x).

Ke vstupu z problému O (v pfipadé TSP je tedy = popisem tplného grafu s hranami
ohodnocenymi nezapornymi [feknéme celymi] ¢isly) vyda algoritmus A piipustné feseni s 4(z)
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(v nasem prikladu tedy néjakou permutaci (i1, i2, . . . , i) mnoziny {1,2,... ,n}, kde n je pocet
[o¢islovanych] mést, tedy vrchola grafu). Tomuto FeSeni s 4 (x) pFislusi hodnota téelové funkce,
oznacend v(z,s4(z)) (v nasem piikladu je to d(iy,i2) + d(ie,i3) + -+ + d(in—1,0n) + d(in,i1)
kde d(i, j) je “vzdalenost mést” i, j, kterd je urcena vstupem x).

Aprozimacni pomeér (approximation ratio) AR4 o(x) algoritmu A pro problém O a vstup z
je
v(z,54(7))

® T oopt(@)

, jestlize jde o minimalizaci, a

Vopt ()

® v(z,s4(x))

, jestlize jde o maximalizaci.

Tento pomér je tedy nutné vétsi nebo roven 1 (pomér 1 znamend, ze algoritmus pro x nasel
optimum). Pro funkci r : N — R>; (kde R>; je mnozina realnych ¢isel vétsich nebo rovnych
1) fekneme, ze aproximaéni algoritmus A pro problém O méa aproximacni pomér r(n), fikdme
také, ze se jedné o

r(n)-aproximacni algoritmus,

jestlize pro kazdy vstup x plati ARg o(z) < r(size(z)) (kde size(z) je jako obvykle délka x
neboli pocet biti potfebnych pro zapis vstupu = v dohodnuté reprezentaci).

Pfesnéji bychom méli fikat “méa aproximacéni pomér nanejvgs r(n)”, nebot funkce r(n)
je hornim odhadem skute¢ného pomeéru, ktery muze byt tézko analyzovatelnou funkci.
Specialné dulezity je piipad kdy r(n) je konstantni funkci, tedy r(n) = ¢ € R>1.

Mohlo by nés napadnout zkoumat i aproximaéni rozdil |v(z, sa(x)) — vept(z)|. Nedava
to ale prakticky smysl; kdyby napi. existoval pro néjaky NP-tézky problém aproximacni
algoritmus s konstantnim aproximaénim rozdilem, tak by platilo P=NP (a ke kazdému
NP-ekvivalentnimu problému by existoval polynomiélni algoritmus nalézajici optimum).

TrFidy problému APX(r(n)), APX(c), APX.
Vyrazem APX(r(n)) oznacujeme t¥idu optimaliza¢nich problémi, pro néz existuji r(n)-
aproximacni algoritmy. Pro konstantni funkce tak dostdvame napt. t¥idy APX(%), APX(2),
atd. Vsechny problémy feSitelné aproximacnimi algoritmy s konstantnimi poméry shrnujeme
do t¥dy

APX = [J oy APX(c).

Obecny TSP je $patné aproximovatelny (TSP¢ APX), ale TSP2 € APX(3).
V nasich dalsich vyjadfenich nékdy tise predpokladame, ze PANP. Kdyby totiz platilo P=NP,
pak by i kazdy NP-ekvivalentni optimaliza¢ni problém patiil do APX(1).

Problém, ktery nepatii do APX (za predpokladu P#NP), je povaZovan za Spatné aproxi-
movatelny.

Vsechna takova vyjadfeni jsou samoziejmé velmi hrubé z hlediska praktického feseni; i u
takto Spatné aproximovatelného problému je samoziejmé mozné, ze bézné feSené instance
problému jsou aproximovany dobfe a rychle, napf. nékterymi heuristickymi pristupy.

TSP ¢ APX(2"). Ukézali jsme si, Ze (obecny) TSP nejenze nepatii do APX, ale nepatii ani
do APX(2") (vSe samoziejmé za piedpokladu P#NP):
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Vzpomenme si na pirevod HK=, TSP 4., kde v ptvodnim grafu doddme kazdé hrané vdhu
1 a pak doplnime na uplny graf s tim, Ze nové hrany dostanou vahu 2. KdyZ misto 2 dame
na nové hrany vahu n - 2", kde n je pocet vrcholli, tak jsme vytvorili tuto “mezeru” mezi
piipadem s odpovédi ANO (hamiltonovskd kruznice existuje) a pfipadem s odpovédi NE:

a/ kdyz v puvodnim grafu existuje hamiltonovska kruznice, tak v ziplnéném vazeném grafu
existuje hamiltonovska kruznice (okruzni cesta) délky n;

b/ kdyZ v puvodnim grafu neexistuje hamiltonovska kruznice, tak v ziplnéném vézeném grafu
ma nejkratsi hamiltonovska kruznice délku minimalné (n—1) 4+ n - 2™,

Kdyby tedy pro TSP existoval 2™-aproximaé¢ni algoritmus, tak v piipadé a/ by pro vysledny
uplny véazeny graf (kde optimum ucelové funkce je m) vydal pfipustné feSeni s hodnotou
maximalné n - 2"; v pfipadé b/ by vydal feSeni s hodnotou vétsi nez n - 2" (kdyz n > 2).
Tento algoritmus bychom tak mohli pouzivat k rychlému (tj. polynomiélnimu) rozhodovani
problému HK, coz by implikovalo P=NP.

Pro onu “mezeru” (oddéleni pfipadi s hamiltonovskou kruznici a bez ni) jsme vyuzili ne-
metrického TSP; pfifazeni vahy 2 novym hrandm neporusuje trojihelnikovou nerovnost, ale
prirazeni vahy n - 2" ji obecné porusuje.

Ted ukézeme, ze metricky TSP, tedy TSP?, dobfe aproximovatelny (v nasem smyslu) je.

TSP~ € APX(2). Ukazeme, 7e pro TSP? existuje 2-aproximaéni algoritmus (coz pozdéji
jesté zlepsime).

Uvazujme uplny graf G = (V, E, ¢) s nezdpornymi vdhami (délkami) c(e) hran e € E, kde ¢
je de facto metrika, tedy splituje trojihelnikovou nerovnost (c({u, v})+c({v,w}) > c({u, w})).

Specialné to implikuje, Ze vypoustént vrcholid z posloupnosti nezvétsuje jeji vahu, ¢imz rozu-
mime toto: Pro posloupnost vrcholu j1, jo, . . ., jr definujeme jeji vahu jako soucet c¢({j1,j2})+
c({j2,73}) + -+ + c({jk-1,Jx}) (pro porddek doplnime, Ze vdha posloupnosti s jednim nebo
zadnym prvkem je nula). Diky trojuhelnikové nerovnosti plati c({js, je+1}) + c({jes1, jeso}) =
c({Je, jer2}) (pro libovolné ¢ € {1,2,...,k—2}); tedy vypusténim vrcholu z posloupnosti jeji
véha nevzroste (klesne nebo zistane stejnd).

Vsimnéme si ted, ze kdyZ z libovolné hamiltonovské kruznice v G vytfadime jednu hranu,
dostaneme kostru grafu. Délka nejkratsi hamiltonovské kruznice (tedy “okruzni cesty”) je
tedy vétsi nebo rovna vaze minimalni kostry grafu G; struéné vyjadieno, ¢(MST) < vop(G)
(kde MST je minimalni kostra).

Uvazujme algoritmus Aj, ktery pro tplny graf G = ({1,2,...,n}, F,¢) s nezdpornymi va-
hami ¢(e) na hranédch e € E nejprve nalezne minimalni kostru MST (“matroidovym” hladovym
algoritmem) a pak vyda permutaci vrcholu (i1, 2, ..., i,) odpovidajici jejich prvnimu navsti-
veni pri prohledani kostry MST do hloubky. Polynomialita algoritmu A; je zfejmé; ukdzeme
ted, 7e A, je 2-aproximaéni algoritmus pro TSP2.

Strom MST mé n vrcholi a n—1 hran. Konkrétni béh algoritmu “depth-first-search” na
MST postupné navstévuje vrcholy j1,jo, ..., jon—1, kde j1 = jon—1 a kazdy vrchol se v této
posloupnosti vyskytuje alesponi jednou (list MST je navstiven jen jednou, vnitini vrchol je
kromé prvniho navstiveni [z pfedchtiidce] navic navstiven i pfi navratech z jeho néslednik).
Vaha posloupnosti ji, jo, ..., jon—1 se tedy rovné 2 - ¢(MST) (tedy dvojnésobku vahy kostry,
nebot védha kazdé hrany v MST se pifi béhu “depth-first-search” zapocte dvakrat). Kdyz
ted v posloupnosti 71, j2, ..., jon—1 pro kazdy vrchol ¢ ponechdme pouze jeho prvni vyskyt
(a dalsi jeho pfipadné vyskyty vypustime), s vyjimkou vrcholu j;, pro néjz ponechame i
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jeho posledni vyskyt jo,_1, dostaneme jistou posloupnost i1,is,...,%,,11, kde i1 = j1 =
Jon—1 a (i1,1%2,...,1,) je néjakou permutaci mnoziny {1,2,...,n}; vdha této posloupnosti je
nanejvys 2 - ¢(MST) (protoze “vypousténi vrcholt nezvétsuje vahu”) a je to vlastné hodnota
v(G, sa,(G)). Mame tedy

c(MST) < vope(G) < v(G,54,(G)) <2-¢(MST),

z ¢ehoz plyne, ze %&CE)G))

déani nevyloudili vahy nula; pokud v, (G) = 0 (a nas zlomek tedy nema smysl), plati také
v(G, s4,(G)) =0 (A; najde optimum).

TSPA ¢ APX(%). Alespon zaznamenejme, Ze algoritmus A; se d4 doplnit na sofistikova-
néjsi algoritmus Ag, ktery je %—aproximaénim algoritmem pro TSP2. (A mé samoziejmé

< 2. Pro pfesnost bychom meéli pfipomenout, ze jsme v za-

také polynomialni ¢asovou slozitost, ale omezenou polynomem s vys$im stupném nez je tomu
u Aj.) V nasledujici vsuvce algoritmus Ay nastinime (pro hlubsi zajemce).

Christofides (autor As) vyuzil polynomiality problému nalezeni perfektniho parovani s
minimélni vdhou v grafu s (nezdpornymi) vdhami na hranach.

My jsme dfive zminili polynomialitu problému “maximum-weight matching”;
dokézali jsme ji jen v pfipadé bipartitnich graf a pro obecné grafy jsme ukazali
jen polynomialitu problému “maximum-cardinality matching”. Perfektni paro-
vani je parovani, které je také hranovym pokrytim (edge cover), coz znamena,
ze kazdy vrchol je incidentni s néjakou hranou v onom parovani. Problémy
“maximum-weight matching” (zahrnujici verzi “nalezni parovéni s k& hranami
a maximélni vahou”) a “minimum-weight perfect matching” spolu tizce souvi-
seji a oba jsou polynomialni.

Algoritmus Ay dostane stejny vstup G = (V, E, ¢) jako A; a postupuje takto:

1. Sestroj minimalni kostru MsT grafu G.

2. Najdi mnozinu vrcholtt L C V, které maji ve stromu MST lichy stupeii (pro takovy
vrchol je pocet hran v MST, které jsou s nim incidentni, lichy); pocet prvka L je
sudy (vidite proc?).

3. Najdi na podgrafu grafu G indukovaném mnozinou vrchold L perfektni parovani S
s minimaln{ vahou ¢(5) (to jisté existuje, protoze graf G je uplny a podet prvkia L
je sudy).

4. Uvazuj podgraf G’ grafu G s plnou mnozinou vrcholt V' = {1,2,...,n}, ale jen s
hranami z MST a z S; pfitom kazdou pfipadnou hranu e € MST N .S nahrad dvéma
kopiemi €', ¢” (s vdhou c(e)). (Dovolime tak dvé rizné hrany mezi stejnou dvojici
vrchold.) Celkova vaha hran v grafu G’ je ¢(MST) + ¢(S).

5. Podle (snadno odvoditelné) Eulerovy véty v grafu G’ (ktery je souvisly a v némz
kazdy vrchol ma sudy stuperi) existuje, a lze snadno sestrojit, cyklus prochazejici
kazdou hranou pravé jednou. Sestroj takovy cyklus; tomu pfislusi jistd posloupnost
navs$tivenych vrcholu ji, jo, .. ., jk, kde j1 = jr a kazdy vrchol i mé v posloupnosti
alespoii jeden vyskyt. Vaha posloupnosti j1, jo, . . ., jk je ¢(MST) + ¢(S5).

6. Vydej posloupnost (i1,ia,...,i,) vzniklou z ji1, ja, . .., jr tak, Ze pro kazdy vrchol 4
ponechés v posloupnosti jen jeho prvni vyskyt.

Je tedy v(G, s4,(G)) < ¢(MST) + ¢(S) (protoze vypousténi nezvySuje vahu diky troju-

helnikové nerovnosti a posloupnost i1,19,...,i,,%1 tak ma nanejvys takovou vahu jako
j1)j2a e a]k)
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K prokézéani toho, Ze algoritmus As je %—aproximaénim algoritmem pro TSP? tak staci

ukazat, ze c(MST)+c(S) < 2 vop(G); jelikoz jiz vime, Ze c(MST) < vop (G), staci ukazat, ze
c(S) < 2 vopt(G). Uvazujme tedy néjakou nejkratsi okruzni cestu, tedy hamiltonovskou
kruznici v G s minimélni vahou, tedy s vahou v,p(G). Vrcholy z L se na té kruznici
vyskytuji v néjakém pofadi ji, jo, ..., jz| (kde |L] je sudé); diky trojihelnikové nerovnosti
je soucet

c({j1,j2}) + e({j2, j3}) + -+ c({djpj-1, dip }) + ez 1}
nanejvys roven vop:(G). Tento soudet je ovSem souCtem vah dvou perfekt-
nich péarovani pro L (totiz parovani {{ji,j2},{js,ja}, - {Jjz|-1,Jjz|}} a parovani
{{42, 43}, {da, g5}, {dinj—20 dipi—1}: )z J1}}). Jedno z téchto perfektnich parovéni pro
L mé tedy vahu nanejvys % Vopt (G); to znamend, Ze i vdha c(S) perfektniho parovani pro
L s minimalni vdhou je nanejvys rovna % Vopt (G).

Takze vime, ze TSP € APX(1.5); nevime oviem, zda to jde lépe, tedy zda TSP € APX(c)
pro néjaké ¢ < 1.5; ani nevime, zda by takové zlepseni implikovalo P=NP.

Znovu poznamenejme, ze onen aproximacni pomeér 1.5 se vztahuje k nejhorsim pfipadim
(worst-case), na konkrétnich praktickych instancich algoritmus muze dévat (a zfejmé také
dava) vysledky daleko blizsi optimu.

MinVertexCover € APX(2). Pro (NP-ekvivalentni) problém minimalniho vrcholového po-
kryti (pro graf G = (V, E) hleddme C C V tak, Ze kazdd hrana e € E je pokryta C, tedy
incidentni s C') nés asi jako prvni aproximaéni algoritmus napadne hladovy algoritmus tohoto
typu:

buduj C tak, ze do néj postupné zatrazuje$ takové vrcholy, které pokryvaji co
nejvice dosud nepokrytych hran.

Ukazeme nejprve, ze tento algoritmus nemé konstantni aproximac¢ni pomér, neprokazuje tedy,
ze MinVertexCover € APX; teprve pak jinym algoritmem prokazeme, zZe MinVertexCover €
APX(2).

Hladovost pro MinVertexCover neni nejlepsi.
Pro zvolené m € N (pfedstavme si velké m) konstruujeme postupné jisty graf G,,. Vezmeme
jako “zékladn{ vrcholy” vi,..., vy, a doddme vrcholy v{,...,v} a hrany {v},v;} (pro i =
1,2,...,m). Zékladni vrcholy tvofi ted (jedno) minimélni vrcholové pokryti (velikosti m) v

dosud sestrojeném grafu.
Piidame U‘I’,vg’,...,vfﬂJ a hrany {v},vi},{v?, v}, {v},vs} (tedy v? je hranami spojen s
3

prvni trojici zédkladnich vrcholt), dale ptidame hrany {v3, vs}, {v3, vs}, {v3,v6} (tedy v3 je
spojen s druhou trojici), atd.

Pak dodame v{,v3, . .. ,vaJ a hrany {vf,v1}, {v}, va}, {v}, v3}, {v},v4} (tedy vi je spojen s
4

prvni étvefici zakladnich vrcholtt), dale v3 spojime s druhou étvefici, atd. Takto pokracujeme
s pfidavanim v{,v3,...,v] | pro j = 3,4,...,m. Po dodéani v* a jeho spojeni se vSemi

zékladnimi vrcholy je graf ém hotov.

Vidime, Ze zdkladni vrcholy stéle tvofi vrcholové pokryti (velikosti m). Snadno ovSem ové-
fime, Ze nas hladovy algoritmus by do C' nejprve zaradil vrchol v, pak postupné vsechny
vrcholy v~ (s hornim indexem m—1), pak viechny v" "2, atd.; po zafazeni viech v3 do C by

)
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algoritmus jesté zafadil poslednich m vrcholi, tfeba téch zakladnich. Vratil by tedy vrcholové

pokryti C' velikosti
2] [+ e 2] o

a¢ optimalni hodnota v,y (G) by byla m. Lze snadno nahlédnout, Ze aproxima¢ni pomér pro
takto sestrojené instance je tedy ©(H(m)) kde H(m) je funkce vracejici m-té harmonické
¢islo pro argument m:

m
1 1 1 1
H(m) = =14+ -+ -+ 4+ —.
(m) Zzl ] 2 3 m
Aproximac¢ni pomér na téchto instancich je tedy ©(Inm); neni tedy konstantni, ale roste s
rostouci velikosti instanci (byt pomalu, totiz jako pfirozeny logaritmus).

Piipomenme, ze f(n) € ©(g(n)) (také nékdy znaceno f(n) = O(g(n))) znamend, ze
f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(f(n)). Neformalné fedeno to znamend, ze f(n) “roste stejné
rychle jako” g(n) (aZ na konstantni faktor).

Fakt H(m) € ©(Inm) lze nahlédnout z grafu funkce f(z) = 1 a jejtho integrélu,
pfipomeneme-li si, Ze Inz je primitivni funkce k funkci %, tedy, ze derivace lnx je %

2-aproximacni algoritmus pro MinVertexCover.
Algoritmus A prokazujici, ze MinVertexCover € APX(2), je jednoduchy:

zkonstruuj jakékoli parovani S, které je maximalni vzhledem k inkluzi (nemusi
tedy obsahovat nejvétsi mozny pocet hran, ale ned4 se rozsifit na vétsi parovani),
coz udélame velmi snadno “hladové”; pak pro kazdou hranu z S zarad oba jeji
konce do C; mnozina C' je pak jisté vrcholovym pokrytim velikosti 2 - |.S].

Optimélni vrcholové pokryti (tj. pokryti s nejmensim moznym poétem vrcholi) nutné obsa-
huje alespon jeden konec kazdé hrany z S, takze jeho velikost je minimalné |S|. (Mame tedy

v(Gsa (C)
oo (C) = 2)

Kupodivu tento jednoduchy algoritmus déva nejlepsi znamy aproximacéni pomér. Bylo
také ukazano, ze kdyby MinVertexCover patfil do APX(1.36), tak by platilo P=NP.

Jesté také miuzeme poznamenat, ze pribuzny problém MinEdgeCover, tj. problém nejmen-
$tho hranového pokryti, v némz nam jde o nejmensi mnozinu hran S takovou, ze kazdy
vrchol je incidentni s néjakou hranou z S, je polynomialni. To ve zbytku této vsuvky
prokazeme.

Uvazujme graf G = (V, E) bez izolovanych vrcholt (tedy kazdy vrchol je koncem néjaké
hrany). Vzpometime si, Ze jsme si ukazovali polynomidlni algoritmus, ktery k zadanému
grafu sestroji maximélni parovdni M (maximum-cardinality matching), tedy parovéani
s nejvétsim moznym poctem hran. PouzZijme takovou mnozinu hran M jako zaklad a
dopliime ji na hranového pokryti S tak, Ze pro kazdy nepokryty vrchol w (tj. neincidentni
s M) pfiddme jednu hranu incidentni s u. (Kazd4 hrana incidentni s nepokrytym vrcholem
méa druhy konec nutné pokryty néjakou hranou v M; pfipomerime rovnéz, ze izolované
vrcholy v nasem grafu nejsou.)

Dostali jsme tedy hranové pokryti S velikosti |M| + (|V| — 2|M|). Ovéfme, Ze se jednd
o minimalni hranové pokryti. Uvazujme tedy néjaké minimalni hranové pokryti X C E.
Vezméme podmnozinu Y C X, kterd je parovanim a ma nejvétsi mozny pocet prvki.
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Vrcholy neincidentni s Y jsou tedy pokryty hranami z X, které jsou napojeny na Y
(maji jeden konec incidentni s Y'). Kdyby Y nebyla maximalnim parovanim (maximum-
cardinality matching) v G, tak by existovala alternujici cesta P z ¢erveného vrcholu vy
do cerveného vrcholu vg, kdyz hrany v Y a s nimi incidentni vrcholy chapeme jako modré
a ostatni hrany a vrcholy chdpeme jako cervené (alternujici cesta stiida Gervené a modré
hrany); pfedpoklddejme, Ze takova cesta P existuje. KdyZ nyni z X odstranime dvé hrany,
které pokryvaly v1 a ve, a déle z X odstranime modré hrany z oné alternujici cesty P, a
naopak pfiddme ¢ervené hrany z P, tak pocet hran ve vysledném X’ je o jedna mensi nez
v X, ale X’ je rovnéz hranovym pokrytim — spor.

Takze Y je maximalnim parovanim v G a nas algoritmus nutné nasel parovani M, kde
|M| = |Y|, a pak dodal |[V| — 2|M| hran k pokryti zbylych vrcholt; vytvorené hranové
pokryti S ma tedy stejny pocet hran jako ono uvazované optimalni X.

2-aproximaéni algoritmus pro MinWeightVertexCover.
Vyuzitim linedrniho programovani snadno navrhneme 2-aproximacni algoritmus i pro
MinWeightVertexCover; u tohoto problému mé kazdy vrchol v vstupniho grafu nezapornou
véhu, ¢ cenu, ¢(v) a my hleddme vrcholové pokryti s nejmensi vahou.

Uvazme tuto tlohu LP vytvofenou ke grafu G = (V, E, ¢):

Kazdému vrcholu v doddme proménnou x, s omezenim 0 < x, < 1; pro kazdou
hranu {u,v} € E doddme nerovnici z,, + x, > 1; minimalizujeme ) - c(v)zy.

Jako uloha ILP (celo¢iselného LP) to presné vystihuje problém MinWeightVertexCover. ILP
je ovSsem NP-ekvivalentni, jak vime. Relaxovanou tlohu vSak mtzeme vyfesit polynomialnim
algoritmem pro LP. Takto dospé&jeme k optimalnimu feSeni x*, které nemusi byt celociselné,
ale pro kazdou hranu {u,v} mame jisté splnéno z, > % nebo z > % Pak ovSem

C={veV]z,>=}

DN =

je vrcholovym pokrytim a jeho vaha ) - c(v) je o¢ividné maximalné dvojnasobkem relaxo-
vaného optima ) .y, ¢(v)z}, a tim spiSe maximalné dvojnasobkem skutecného (celociselného)
optima.
Problém mnoZinového pokryti MinSetCover.
Problém MinSetCover je zobecnénim problému MinVertexCover. Neformalné fec¢eno: mame
mnozinu X “schopnosti” (skills) a mnozinu osob F, z nichz kazdd ma néjaké schopnosti;
méame nalézt co nejmensi tym C C F tak, aby vSechny schopnosti z X byly tymem pokryty.
Formalné: vstupem je koneénd mnozina X a mnozina F C 2%, kde |JF = X; hledame
C C F tak, ze YC = X a |C] je minimalni.

Vyrazem 2% oznac¢ujeme mnozinu viech podmnozin mnoziny X ; ekvivalentni interpretace
chape 2% jako mnoZinu vSech zobrazeni mnoziny X do mnoziny 2, kde 2 = {0, 1} (coZ je
standardni p¥i definici ¢isel [¢i ordindld] v teorii mnozin).

NapiSeme-li JY, rozumi se tim, Ze prvky Y jsou mnoziny a |JY oznacuje sjednoceni
v8ech mnozin v Y, tedy Y = {x | x € M pro n&jaké M € Y}.

Analyza hladového algoritmu (ber vzdy osobu, kterd mé nejvic schopnosti z téch dosud
nepokrytych) je souéasti jednoho referatu-projektu. Aproximacni pomér zde vyjde ©(lnn)
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(konkrétnéji 1+1nn), jako u hladového postupu pro MinVertexCover. U problému MinSetCo-
ver je ovSem znamo, ze nemizeme Cekat zasadni zlepSeni; kdyby totiz MinSetCover patfil do
APX(clnn) pro jisté ¢ > 0, tak by platilo P=NP.

Nové ukoly.

1. Vysvétlete, co by musel spliiovat algoritmus, ktery by byl 2-aproximac¢nim algoritmem
pro problém MaxClique.

2. Ukazali jsme tésny vztah mezi problémy MaxClique, MaxIndSet a MinVertexCover.
Myslite, ze z existence 2-aproximacniho algoritmu pro MinVertexCover nutné plyne
existence 2-aproximacniho algoritmu pro MaxClique? (Vysvétlete sviij nazor.)

3. Ukazali jsme 2-aproximacni algoritmus pro MinWeightVertexCover vyuzitim linear-
niho programovani. Pti praktické implementaci je samoziejmé vhodné se poohlizet i
po piimych algoritmech (nevyuzivajicich obecného “déla” v podobé LP). Zde je jeden
jednoduchy 2-aproximacni algoritmus:

i/ Dostanes zadany graf G = (V, E,¢), kde kazdy vrchol v mé pfifazenu
nezapornou vahu (cenu) c(v).
ii/ Ptifad pro zac¢atek kazdé hrané e € E vahu c(e) := 0; plati tedy podminka
(invariant)
VoeVicw) > Y cle) (57)
e€d(v)
(¢ili soucet vah incidentnich s kterymkoli zvolenym vrcholem neni vétsi
nez vaha onoho vrcholu).
iii/ Prober v n&jakém potadi vSechny hrany a pro probiranou hranu e vzdy
maximalné zvys jeji vahu c(e) tak, aby jsi zachoval invariant (57).

iv/ Nakonec vydej mnozinu C “nasycenych” vrchola, tj.

C={veVlcw)= > ce)}

e€d(v)
Dokazte, ze se opravdu jedna o 2-aproximacni algoritmus pro MinWeight VertexCover.

4. Vysvétlete, proc¢ je problém MinSetCover zobecnénim problému MinVertexCover.
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Tyden 13 (od 2.5.)

Nejdiive jsme si podrobné pripomnéli pojmy potifebné k diskusi aproximacnich algoritmi a
(ne)aproximovatelnosti konkrétnich optimaliza¢nich problémti.

Pfi diskusi pfedchozich tkolt jsme si mj. uvédomili, ze (hypoteticky) 2-aproximaéni algorit-
mus pro problém MaxClique by v daném grafu vzdy nalezl kliku alespon polovicni velikosti
(v poc¢tu vrcholt) vzhledem k optimu, tedy vzhledem ke klice s nejvétsim moZnym poctem
vrchold.

Odvodili jsme si také, ze pfes té€snou souvislost problému MinVertexCover a MaxIndSet, a
tedy i MaxClique, nam 2-aproximac¢ni algoritmus pro MinVertexCover nepomuze k vytvoreni
2-aproximacniho algoritmu pro problém MaxClique.

Pak jsme si jen uvedli, ze je dokonce znamo, ze MaxClique nelze aproximovat s konstant-
nim aproximaénim pomérem, tedy ze MaxClique ¢ APX (zase samoziejmé za predpokladu
P#£NP).

Planoval jsem alespon nastinit dukaz faktu MaxClique¢ APX, jelikoz tento dikaz je
zv1ast zajimavy. Nedostali jsme se k tomu, tak alespoii nastifiuji zde pro hlubsi zajemce.

Vzpomenme si, Ze jsme celkem snadno dokazali TSP ¢ APX, a sice pfevodem z NP-
uplného problému (konkrétné problému hamiltonovské kruznice), ktery vytvofil (dosta-
teénou) “mezeru” mezi optimem v pt¥ipadé, kdy odpovéd pro vychozi instanci byla ANO,
a optimem v pfipadé, kdy tato odpovéd byla NE.

Ve zndmém dikazu MaxClique ¢ APX se také vyuziva techniky mezer (gap technique), ale
v technicky nesmirné komplikovangjsim hévu. Ditkaz se totiZ opira o tzv. PCP-teorém (kde
PCP lze ¢ist jako Probabilistically Checkable Proofs), tj. tvrzeni, Ze tfida rozhodovacich
problémi oznacovand PCP(logn, 1) je rovna tiidé NP.

Rozhodovaci problém P (napt. SAT) patii do tfidy PCP(logn, 1), jestlize existuje poly-
nomidlni pravdépodobnostni algoritmus V' (Verifier), ktery pfi praci na dané instanci T
(problému P) velikosti n

a/ predpokladd existenci néjakého “dukazu” P; k dané instanci I, coz je Fetézec 2p(n)
bitl pro néjaky polynom p

(velikost toho pfedpokladaného diikazu je tedy exponencidlni vzhledem k
velikosti T),

b/ muze vyuzit O(logn) ndhodnych bita
(Ize si predstavit, Ze pro jistou konstantu ¢; € N, algoritmus V nej-
prve vygeneruje ndhodné bity 71,79, ..., 7¢, logn [PFesnéji bychom méli psat
7|y logn )]s které pak mohou ovliviiovat dalsi vypocet),

¢/ muze se O(1)-krat (tedy co-krat, pro néjakou konstantu co € N) zeptat na néjaky
bit P;[i] pfedpokladaného dikazu
(adresa (index) i onoho bitu je tedy &fslo z mnoziny {1,2,...,2P("} které
V vzdy pfi dotazu zapiSe bindrné do vymezeného prostoru velikosti p(n);
tyto vyzadané bity (dodané néjakym vnéjsim “agentem” jménem “Prover”)
také samoziejmé mohou ovlivnit vypocet algoritmu V'),

d/ skonéi (v polynomidlné omezeném poctu kroktl) ve stavu “accept” nebo “reject”.
Navic ovSem musi platit (pro prokazani toho, ze P € PCP(logn, 1)), Ze

e kdyz I je pozitivni instance (tedy problém P ptifazuje I odpovéd ANO), tak musi
existovat diikaz (fetézec biti) P, pro néjz vSechny vypocéty V na I skonéi ve stavu
accept (Verifier V tedy v tomto p¥ipadé akceptuje I s pravdépodobnosti 1),
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e kdyz I je negativni instance, tak pro jakykoli “diikaz” P’, Verifier V akceptuje s
pravdépodobnosti nejvys %
Pro konkrétni instanci I a konkrétni fetezec P’ je pro kazdou moZnost
hodnot nahodnych bitd r1,72,...,7c; 10gn (t€ch moznosti je 2° logn tedy
n°) vypocet uréen jednoznacéné. Verifier zde tedy muze akceptovat pro
nanejvys jednu polovinu z téch n°* moznosti.

Neni viubec vidét, ze napi. pro SAT néjaky takovy polynomialni Verifier V' s pfislusnymi
dtkazy P; pro pozitivn{ instance I (tj. pro splnitelné formule) existuje.

Piirozenym dikazem toho, Ze dana booleovska formula je splnitelné, je pravdi-
vostni ohodnoceni proménnych splitujici formuli. OvSem neni vidét, jak takovy
dikaz algoritmu V pomiuze, kdyz se mutze zeptat jen na nékolik bitd dikazu,
kde onen pocet “nékolik” viibec nezavisi na vstupni formuli!

Byl to prekvapivy netriviadlni vysledek dosazeny v 90. letech jako vyvrcholeni série vy-
zkumnych praci v oblasti tzv. interaktivnich protokoli, Ze SAT opravdu poskytuje moz-
nost takového ovéteni; to je podstata vysledku PCP(logn,1) = NP.

KdyZ se chceme presvédéit, zda dand (velkd) booleovskd formule v CNF s
tfemi literdly v kazdé klauzuli je splnitelnd (tedy je pozitivni instanci NP-
uplného problému 3-SAT) a miZzeme se zeptat jen na nékolik bitd z dikazu,
ktery obsahuje splnujici pravdivostni ohodnoceni proménnych, tak se nabizi
moznost zvolit ndhodné klauzuli (k tomu nam staéi log m bit, kde m je pocet
klauzuli) a zeptat se na hodnoty tii proménnych v klauzuli: kdyz tyto hodnoty
¢ini klauzuli splnénou, akceptujeme; jinak zamitneme. Takhle snadno to ovSem
nefunguje, nebot ohodnoceni miZe nespliiovat napf. jen jedinou z m klauzuli
a my se do ni trefime jen se zanedbatelnou pravdépodobnosti. Celd technicka
(netrividlni) finta se d& vyjadfit tak, Ze formuli vhodné “nafoukneme” tak,
aby pravdépodobnost trefy do nesplnéné klauzule u nesplnujiciho ohodnoceni
nebyla zanedbatelna ....

Kazdy problém z PCP(logn, 1) se d4 snadno pfevést na problém MaxClique s “mezerou”.

Méjme ptislusny algoritmus V' s konstantami ci1,ce jako vySe. Pro danou in-
stanci I velikosti n sestrojime graf G takto: Kazdy vrchol odpovida jedné
moznosti volby ndhodnych bith ri,7g,...,7¢, 10gn & jedné moznosti odpovédi
41,92, - - -,qc, Na dotazy na bity dikazu, pfi nichz algoritmus V' pro instanci /
akceptuje. (Téch vrcholi je tedy nanejvys 2¢1108™ . 2¢ tj. O(n1).)

Dva vrcholy spojime hranou, jestlize se 1isi jejich hodnoty ndhodnych vektori a
prislusné bity dikazu jsou konzistentni — tzn., Zze kdyz se vypocty odpovidajici
oném dvéma vrcholim ptaji na stejny bit dikazu (majici stejny index neboli
stejnou adresu), tak musi dostat stejnou odpovéd.

Cely graf G pro I o¢ividné zkonstruujeme v polynomialnim case.

Snadno ted ovéfime, ze kdyz I (velikosti n) je pozitivni, tak v sestrojeném
grafu Gy existuje klika velikosti n“'; kdyz je instance I negativni, tak maxi-
malni klika v G; mé velikost nejvyse %ncl.

Vyuzitim faktu SAT € PCP(logn, 1) (¢ obecnéji NP CPCP(logn, 1)) snadno vyvodime,
ze MaxClique ¢ APX (za pfedpokladu P#NP).

Volba % pro omezeni pravdépodobnosti, s jakou mize Verifier V akceptovat
negativni instanci, totiz neni podstatnd. Kdyz vezmeme algoritmus V', ktery
pro I vzdy provede dva nezavislé vypocty algoritmu V' a akceptuje jen tehdy,
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kdyz oba tyto vypocty akceptuji a jsou konzistentni, tak srazime pravdépodob-

nost prijeti negativni instance na maximalné % . % = %. Vyuzitim V' k pfevodu

na problém MaxClique (tj. ke konstrukei grafu Gy k instanci I) tedy udélame
veétsi mezeru: maximalni klika v pripadé€ negativni instance je nanejvys ¢tvrti-
nova oproti pripadu pozitivni instance.

Takovym zptsobem vyvratime hypotézu MaxClique € APX(¢) pro libovolnou
danou konstantu ¢ € N.

Pseudo-polynomialni algoritmy. SilnA NP-obtiZnost.

Pobavili jsme se o ¢islech v instancich (optimaliza¢nich) problému, kterda udavaji véhy,
ceny, vzdalenosti, ... Typicky je zapisujeme binarné ¢i dekadicky, takze hodnota téchto cisel
je exponencialni vzhledem k délce jejich zapisu. U nékterych problémt je toto podstata jejich
NP-obtiZnosti, u mnohych ale ne.

Problémy typu SAT, MinVertexCover, MaxClique apod. zddna takova ¢isla v instancich
nemaji, takZe u nich obtiZnost jisté nespociva v “exponencialité” hodnot é&isel. (Cisla u
téchto problém typicky pouzivame k oc¢islovani vrcholt grafu, booleovskyjch proménnych,
apod., ale jejich hodnoty jsou malé vzhledem k pfirozené definované velikosti instance.)

V této souvislosti (pfi zkouméni zadsadnosti vlivu bindrniho zépisu ¢isel na obtiznost problému)
je uziteéné zvazit variantu problému, pfi niz zapisujeme ¢isla undrné (napft. ¢islo 245 tedy
dvéstéctyticetipéti “Carkami”).
Vypocetni slozitost algoritmu je funkci velikosti vstupu a proto se pii unarni reprezentaci
¢isel slozitost algoritmu (a problému) formalné snizi (oproti normélnimu p¥ipadu s binarni
reprezentaci). Samoziejmé v praxi takovym “snizenim” nic neziskdame, Gvahy s undrni
reprezentaci jsou ale dobré pro charakterizaci zdroje obtiznosti konkrétnich problémii.

Pridejme si definice dvou pojmi:

e Méame-li algoritmus A fFeSici problém P, fekneme, Ze algoritmus A je pseudo-
polynomialni, jestlize je polynomidlni (tj. ma ¢asovou sloZitost omezenou polynomem)
v pripadé, Ze ¢isla v instancich P jsou reprezentovana unarné.

e Rekneme, 7e problém P je silné NP-tézkyj (strongly NP-hard), jestlize je NP-tézky i pri
unarnim zapisu ¢isel v instancich.

Pfipomeneme-li si, jak jsme prokazovali NP-obtiznost problému jako je TSP ¢i ILP (v pfe-
vodech z jinych NP-tézkych problému jsme v konstruovanych instancich nepotfebovali velka
Cisla, dokonce jako “vdhy” stacily jednicky a dvojky), tak je zfejmé, Ze tyto problémy jsou
silné NP-tézké.

NP-tézké problémy, v jejichz instancich se (“exponencialné velkd”) ¢isla nevyskytuji (jako
je SAT, HC, MaxClique apod.), jsou podle nasi definice také silné NP-t&zké.

Standardnim ptikladem NP-tézkého problému, které neni silné NP-tézky, je problém batohu
(ktery jsme uz v jisté verzi diskutovali u diskuse nejkratsich cest v acyklickych grafech).

Problém Knapsack budeme uvazovat v této (standardni) verzi:
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a/ Instance I je dana sekvencemi kladnych celych ¢isel wq,...,w, (vdhy n pfedméti) a
€1,...,¢n (ceny téchto pfedméti), a dale ¢islem B (“Bound”, nosnost batohu).

b/ Pfipustnym Fesenim k dané instanci I je kazdd mnozina S C {1,2,...,n} (mnozina [in-
dext] vybranych pfedmétt) spliujici ), gw; < B (nosnost nesmi byt pfekrocena).

¢/ Ucelova funkee je v(I,S) =Y ,cg ¢ (cena vybranych predmétit).

d/ Hodnotu ucelové funkce maximalizujeme. (Hleddme tedy vybér predmétt, ktery nepte-
kroé¢i nosnost a ma nejvétsi cenu.)

Problém Knapsack ma pseudo-polynomialni fesici algoritmus (jak si pfipomeneme v tikolech).

Ukézali jsme si NP-obtiznost dokonce pro nasledujici podproblém (rozhodovaciho) problému
Knapsackge.:

Problém SubsetSum:
Instance: kladna cela ¢isla c¢1,co,...,c, a B.

Otézka: existuje S C {1,2,...,n}, pro niz plati ), gc; = B ?
Zminénou NP-obtiznost jsme ukdzali pfevodem 3-SAT =, SubsetSum.

Pfipomenime, Ze 3-SAT (v kazdé klauzuli jsou pravé tii literdly) je také NP-uplny; snadno
lze totiz ukazat SAT <, 3-SAT. (2-SAT je ovSem polynomidlni.)

Strucné jsme se jesté dotkli dvou témat:

e Pojem (uplného) polynomidlniho aproximaéniho schématu
(PTAS ... Polynomial Time Approximation Scheme,
FPTAS ... Fully Polynomial Time Approximation Scheme).

O tom jesté také pohovorime pristé, pficemz se mj. vratime k problémtm z oblasti
“scheduling”.

e Metoda vétveni a mezi (branch-and-bound) jako dalsi moZnost, jak pfistoupit k Fe-
Seni konkrétnich tézkych optimaliza¢nich problémi (napf. ILP). Této metodé je mj.
vénovana kapitola 7 v knize [9], kterd metodu uvadi srozumitelnym zpisobem na jed-
noduchém prikladé.

Nové tukoly.

1. Vysvétlete, pro¢ za predpokladu P£NP nemuze existovat problém, ktery je silné NP-
tézky a pritom ho fesi néjaky pseudo-polynomialni algoritmus.

2. Pripomente si dfive diskutovany algoritmus pro feseni problému batohu, zaloZzeny na
dynamickém programovéni, a upravte ho pro nasi verzi problému Knapsack.

Jedna moznost spoé¢iva v postupném vyplilovani “dvourozmérného pole” C[i, j], kde
1€{0,1,2,...,n} aj€{0,1,2,..., B}; do konkrétniho policka C[i, j] mame zapsat
nejvétsi moznou (souhrnnou) cenu pfedmétit vybranych z mnoziny {1,2,...,4}, které
maji (souhrnnou) vahu j (zapiSeme —oo, kdyZz takovd mnozina neexistuje).
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Vysvétlete, proc¢ je tento algoritmus pseudo-polynomialni, ale ne polynomialni.

. Pfipomerite si konstrukci v 3-SAT =<, SubsetSum; v konstruovanych instancich pro-
blému SubsetSum se vyskytovala “velkd” ¢isla (s polynomidlné dlouhym zapisem, ale
exponencidlné velkou hodnotou, vzhledem k velikosti vychozi instance 3-SAT).

Technicky se ndm hodil dekadicky zapis k zvyseni prithlednosti konstrukce.

Proc¢ nelze ¢ekat, Ze by se nam ta konstrukce podafrila i bez onéch velkych cisel?
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Tyden 14 (od 9.5.)

Rekli jsme si par véci k zdpocétové pisemce a probrali jeji strukturu v ilustracnim textu,
ktery byl studenttim zasldn. Pfipomnéli jsme si nékteré zédkladni pojmy, jejichz znalost se u
zapoctové pisemky predpoklada.

Napf. to byly pojmy potfebné k objasnéni vztahu P Eg Paec, ktery plati v zasad€ pro

vvvvv

ilustrovali na konkrétnim pfipadé, ukazali jsme totiz podrobné, ze TSPjg TSP gec.

Pro danou instanci TSP lze v polynomialnim ¢ase spocitat délku dop: nejkratsi okruzni
cesty, jestlize mzeme vicekrat volat proceduru pro rozhodovaci problém TSP 4., ktera
odpovidé v jednotkovém case; libovolnd okruzni cesta ndm totiz uréi horni odhad d pro
dopt a pak postupujeme metodou ptleni intervalu [1,...,d] (binary search), pfi¢emz vy-
uzivame volani TSPg... Kdyz uz zname d,p¢, probirdime postupné hrany, pficemz pro
kazdou hranu e udéldme toto: Zjistime, zda pfi zvySeni véhy e (napf. o 1) zstava v grafu
néjaka okruzni cesta délky dop: (to zjistime pfislusnym volanim TSPg..); kdyZz ano, po-
nechdme hrané e onu zvySenou vdhu (tim padem e urcité neni soucasti zadné nejkratsi
okruzni cesty v upraveném grafu), kdyZz ne, nechdme hrané e pavodni vahu a oznacime
ji jako kritickou (kazdé nejkratsi okruzni cesta ji zarucené obsahuje). Na zavér plati, Ze
kritickych hran je tolik, kolik je vrchold, a vytvateji (pravé jednu) nejkratsi cestu. (Proc¢?)

Pfipomnéli jsme si z minulého tydne pojmy pseudo-polynomialnich algoritmi a silné NP-
tézkych problémii.

Knapsack je typicky problém, ktery je NP-ekvivaletni (¢i NP-tplny v rozhodovaci verzi),
ale zarovei Fesitelny pseudo-polynomidlnim algoritmem. Neni tedy silné NP-t&zky (také
se nékdy fika, Ze je slabé NP-tézky), samoziejmé za pfedpokladu P#£NP.

PTAS a FPTAS.

Uvedli jsme si pojmy aproximacnich schémat, které zachycuji jesté silnéjsi typ aproximo-
vatelnosti (nékterych) NP-tézkych optimaliza¢nich problému nez je aproximovatelnost s kon-
stantnim aproximac¢nim pomérem (byt jakkoli malym).

APX* oznacuje t¥idu optimaliza¢nich problémii, které jsou (polynomidlng) aproximova-
telné s aproximacnim pomérem 1+& pro libovolné malé realné e > 0. Je tedy APX" =
Ne>oAPX(1+4¢). Existence PTAS ¢ dokonce FPTAS pro problém O znamena jesté silngjsi
typ aproximovatelnosti nez pouhou podminku O € APX".

Polynomidlnim aprozimacnim schématem (PTAS, Polynomial Time Approximation Scheme)
pro optimaliza¢ni problém O rozumime algoritmus A, ktery pro zadanou instanci I problému
O a zadané € > 0 (typicky ve formé ¢ = %, kde z je kladné celé ¢islo) vypocte néjaké pripustné
v(I,s4(1,€))

Vopt

feSeni s4(1,e) s aproximaénim pomérem maximalné 1+ (tedy o < 1+4¢ v pfipadé

#&IL)) < 1+4¢ v pfipadé maximalizace). Navic pro kazdé zafixované e
musi mit ptislusné verze algoritmu A (jejimz vstupem je tedy pouze I) polynomidlni ¢asovou

slozitost vzhledem k size(I).

minimalizace a

Piné polynomidalni aprozimacni schéma (FPTAS, Fully Polynomial Time Approximation
Scheme) pro optimaliza¢ni problém O je algoritmus A, ktery pro zadanou instanci I pro-
blému O a zadané £ > 0 vypocte néjaké pripustné feseni s4(I,¢) s aproxima¢nim pomeérem
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maximalné 1+¢ a navic ma polynomialni ¢asovou slozitost vzhledem k size(I) i vzhledem k
% (jeho ¢asova slozitost je tedy v O((size(I))“! (%)02) pro néjaké konstanty cq,c2).
Napt. pro problém Knapsack existuje FPTAS, coZ je silngjsi fakt neZ existence pseudo-

polynomidlniho algoritmu.

Existence FPTAS pro problém O implikuje existenci pseudo-polynomialniho algoritmu
pro O, za jistych podminek kladenych na tcelovou funkci, které jsou ovSem u prirozenych
optimalizac¢nich problémt splnény.

Napt. pro problém MinVertexCover?!"*" (minimélni vrcholové pokryti v rovinnych grafech),
ktery je rovnéz NP-tézky, je zndmo PTAS, ale ne FPTAS.

My si niZe uvedeme hlavni myslenku FPTAS pro Knapsack, byt ve formé rozvrhovaciho
problému pro dva procesory. Pfesnéji feceno, onen rozvrhovaci problém, oznaceny P2|C),qz,

je ekvivalentni problému MaxSubsetSum (jehoZ instanci jsou kladna cela ¢isla cq,co, ..., ¢,
a B a hleda se mnozina J C {1,2,...,n}, kterd maximalizuje soucet ), ;c; za podminky
Zz‘eJ ¢j < B )

Rozvrhovaci problémy (scheduling).

Rozvrhovaci problémy tvoii specifickou podoblast kombinatorické optimalizace. Tohoto té-
matu se zase jen letmo dotkneme. V tomto kurzu uz jsme se setkali s jednim konkrétnim
problémem z této oblasti, ktery Sel resit “matroidovym hladovym algoritmem”.

Existuje dohodnuté klasifikace specialni t¥idy problémi v této oblasti a dohodnuté znaceni
problémt v této tridé. My se podivame na tfi vybrané problémy doplnéné o znamé informace
o jejich vypocetni slozitosti:

1/ problém P2|resocoo,p; = 1|Cpqg - ... polynomidlni;
2/ problém P2|Cpag - NP-ekvivalentni, s FPTAS;
3/ problém P3|resloo,p; =1|Cpag --.... NP-ekvivalentni, silné NP-tézky.

Nejprve se podivame na druhy problém, u néjz prezentujeme vyse avizované FPTAS.

Problém P2|Caz-
Znaceni P2 znamend, ze predpokldddme dva paralelné bézici procesory (stroje, machines)
My, My, které jsou stejné, tedy maji stejné vlastnosti (napft. rychlost) ohledné zpracovani
ukolt (jobs). Instance problému obsahuje tkoly Ji, Ja,...,J, s pfislusnymi dobami trvani
(processing times) p1,ps2,...,pn (coZ jsou, Feknéme, kladna celd éisla). Kazdy tkol ma byt
bez preruSeni proveden na jednom procesoru (tedy kterémkoli z M, My). Kazdy procesor
miize v kazdém okamziku pracovat na nejvys jednom ukolu. Pripustnym feSenim k instanci
naseho optimaliza¢niho problému P2|C},. je jakékoli pfifazeni tikold procesortm; to de facto
odpovidéd podmnoziné J C {1,2,...,n} obsahujici indexy tkold pfifazenych procesoru M
(tikoly se zbyvajicimi indexy jsou piifazeny procesoru Ms). Ucelova funkce je dana znace-
nim C),4, (maximum completion time); jde ndm o minimalizaci ¢asu, kdy budou zpracovany
vSechny tkoly (minimalizujeme hodnotu Cj,4,). V nasem piipadé tedy minimalizujeme ma-

ximum ze soucti Zz‘ej p; a Zigj Di-

U obecného rozvrhovaciho problému je pfipustnym feSenim k dané isntanci konkrétni
Casovy rozvrh zpracovani jednotlivych tkoli na jednotlivych procesorech; pripustnost
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spo¢iva v tom, ze nedochézi ke kolizim, tedy Ze v zadném okamziku nema zadny pro-
cesor zpracovavat vic nez jeden tukol, atd. V nasem konkrétnim pripadé predpokladame,
7e kazdy procesor zpracovava piidélené ukoly v libovolném pofadi, bez meziprodlev. (V
po ukonceni kol Jo a Jy”, coz pridava dalsi podminky na pripustnost rozvrhu. Takovou
zévislost v ndmi uvaZzovaném problému P2|C),,, nemame.)

Rozhodovaci verze problému P2|C,.. je pochopitelné v NP a navic z NP-obtiznosti problému
SubsetSum snadno vyvodime NP-obtiZznost problému P2|C),,.. (Jeden kol zdda toto odvo-
zeni.) Zname rovnéz pseudo-polynomialni algoritmus pro P2|Cl,q, (nebot tento problém lze
prirozené chapat jako specialni pfipad problému Knapsack).

Vsimnéme si, ze hladovy piistup napt. ve formé “setad joby od nejdelsiho po nejkratsi
a postupné je davej vzdy tomu procesoru, ktery ma aktudlné kratsi ‘néklad’ (a, feknéme,
procesoru My, kdyZ maji oba stejny ndklad)” mize vést k vyrazné neoptiméalnimu feseni.

Vezméme napr. tkoly s délkami 51,49, 34, 33, 33. Optimum C,4, je 100, hladovy pfistup
da 116.

Ukazme nejdiive PTAS pro problém P2|C),q.. Pro danou instanci prezentovanou &isly
P1,P2s--.,Pn a € spofteme ¢ = > | p; a prohldsime kazdé ¢&islo p; > ef za “velké”; ¢isla
p; < ef jsou “mala”. Velkych ¢isel je tedy nanejvys é = % Vyzkousejme vSech 2: moznosti
ptifazeni velkych tkolt (jobu J; s p; > &f) procesorum My, My, pFicem? kazdou tuto moznost
prirazeni velkych doplnime hladovym prifazenim maljch. 1Tento algoritmus je tedy ocividné
polynomialni pro kazdé fixni e, jelikoz v tom pfipadé je 2= brano jako konstanta (nezavisla
na vstupu).

Ovéfme splnéni podminky kladené na aproximacni pomér. V optimalnim feseni jsou velké
ukoly néjak rozdéleny mezi M; a Ms,. Toto rozdéleni velkych tkold nas algoritmus také
zvazoval. Pak doplnil hladové vSechny malé tkoly; pokud takto vzniklé feseni neni opti-
malni, tak naklad jednoho procesoru je méné nez o ef delsi nez naklad druhého. Soucet
néakladu je ¢, takze v pripadé neoptimality je nalezené C.,,, mensi nez g + 5—;; mame tedy

& <vom(D) <ol sa(l,6)) <5+ 5 = §(1+2), atedy “L2atiel) <1 4.

Vopt (I

Problém P2|C),4,; mé ovsem i FPTAS; to je mj. pfedmétem jednoho referatu.

Idea se d& intutivné pfiblizit takto: pouzijeme standardni pseudo-polynomidalni algorit-
mus (zaloZzeny na metodé dynamického programovéani), pficemz pracujeme se “zaokrouh-
lenymi” ¢isly; zaokrouhleni musi byt dostateéné velké k tomu, aby byl algoritmus polyno-
mialni, ale takové, aby zaokrouhlovaci chyby nenarusily zadany aproximacni pomeér.

Problém P2|resooo,p; = 1|Cpaq-

Oproti predchozimu problému zde ve specifikaci pribyla neprazdna prostfedni ¢ast. Vyrazem
pj = 1 znacime, ze vSechny tkoly (joby) maji jednotkovou dobu trvani. Do hry ale navic
vstupuji zdroje (resources); t¥i kolecka o znamenaji, Ze na né nejsou kladeny dalsi podminky.
Tim myslime, Ze kazda instance kromé ukolt Ji,Ja,...,J, (s jednotkovou dobou trvani)
obsahuje také zdoje Ry, Ra, ..., Ry; kazdy zdroj R; ma kapacitu s; (kladné celé ¢islo) a kazdy
ukol J; je doplnén naroky ry;,79;,...,7s na jednotlivé zdroje. V zadném okamziku nemohou
naroky préavé provadénych tkoli pfekrocit v souhrnu kapacitu nékterého zdroje.

Uvazme nésledujici polynomidlni feSeni tohoto optimaliza¢niho problému. K instanci (v
znaceni uvedeném vyse) sestrojime graf, v némz vrcholy odpovidaji tkolam Jy, Ja, ..., J,.
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Mezi dvéma rtznymi vrcholy J; a J; vedeme hranu pravé tehdy, kdyz tkoly J; a J; jsou
kompatibilni, tzn., Ze pro kazdy zdroj Rj, mame rp; + 7,5 < s5. Ve vzniklém grafu nalezneme
maximalni parovani (maximum-cardinality matching) S; pro kazdou hranu {J;, J;} € S pii-
Fadime jeden konec procesoru M; a druhy konec procesoru Ms. Zbylé tikoly nakonec vSechny
prifadime M. Nalezené Cy,q, je tedy n—|S|. (Jeden kol zada ovéfeni,Ze se jedna o optimum.)

Problém P3|resloo,p; = 1|Cpqz-

Oproti pfedchozimu problému zde predpokladdame tii (identické) procesory a jen jediny
zdroj. Problém je zase o¢ividné NP-lehky (tedy jeho rozhodovaci varianta je v NP). D4 se
také ukazat, ze je NP-tézky, dokonce silné NP-tézky. Ukaze se to snadno pfevodem problému
3-Partition: instanci jsou kladna celd ¢éisla a1, ag, . . . , ag; (pocet ¢éisel je ndsobkem ti{) a otazkou
je, zda lze dan4 ¢isla rozdélit do trojic tak, ze souéty vSech jednotlivych trojic jsou stejné (tedy

Z?t:1 a;
i)

ze soucet kazdé trojice je
Znamé kniha [3] uvadi jako Sest zdkladnich NP-tuplnych problému problémy
3-SAT, 3-DM, MinVertexCover, MaxClique, HamiltonianCircuit, Partition.

Problém Partition je v zdsadé totéz jako SubsetSum, ptame se totiz, jestli dand mnoZina
¢isel se da rozdélit na dvé ¢asti tak, ze soucty obou ¢asti jsou stejné.

Problém 3-DM (3-dimensional matching) je zobecnénim otazky perfektniho parovani v bi-
partitnim grafu: Mame ted t¥i “partity”, tj. koneéné vzdjemné disjunktni mnoziny U, V, W,
kde |U| = |V| = |W| = k, a mnozinu “trojhran” E C U x V x W. Ptame se, zda existuje
podmnozina S C FE, |S| = k, jejiz prvky jsou vzajemné disjuktni (tedy “trojhrany” v S
perfektné pokryvaji U, V, W).

X

Jen v problému Partition vystupuji ¢isla a tento problém je “slabé” NP-uplny, jak vime.

Problém 3-Partition najdeme v [3] jako sedmy zékladni NP-tplny problém. A¢ je to také

’

“Ciselny” problém, je silné NP-t&zky. (Dtikaz ukazuje pfevod z 3-DM a je dost technicky.)

Problém 3-Partition pfevedeme polynomialné na rozhodovaci verzi problému P3|res 1oo, p; =
1|Chae takto:

K instanci a1, aq, ..., ag sestrojime tkoly Ji,Jo, ..., J3 (s jednotkovou dobou trvani), pii-
¢emz a; chapeme jako narok ukolu J; na zdroj (na onen jeden zdroj R;). Jako kapacitu zdroje

3t
vezmeme §1 = @ (Pfedpokladame, ze s; vyjde celé, jinak je jasné, ze ona instance pro-
blému 3-Partition ma odpovéd NE.) Jako limit na C,,q, vezmeme ¢. (Dikaz korektnosti zada
jeden tkol.)

Nové ukoly.
1. Vyjdéte z toho, ze SubsetSum je NP-tézky a dokazte, ze P2|Cyq. je NP-tézky.

2. Ukazte, ze vySe navrzeny zpusob feseni problému P2|resoo o, p; = 1|Cqq vede zarucené
k optimu.

3. Ukazte, ze vySe navrzena konstrukce skutecéné prokazuje, ze problém 3-Partition je po-
lynomialné preveditelny na rozhodovaci verzi problému P3|res1oo,p; = 1|Cpaz-
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