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Tyden 6

Prednaska - prvni c¢ast
Redukce bezkontextovych gramatik

Pfipomnéli jsme si relaci = na mnoziné (IT U X)* pro danou bezkontextovou gramatiku
G = (I, X, S, P). Také jsme si obecné pripomnéli reflexivni a tranzitivni uzdvér relace,
konkrétné pak relaci =*.

Vime tedy, ze (pro danou G) je =* nejmensi mnozinou dvojic («, 5) € (ITUX)* x (ITUX)*
spliiujici nasledujici tfi podminky (pro kazdé «, 3,y € (IIU X)*):

e a="a;
o (a=[(,0="y) = a="7.
Na konkrétnim prikladu

S — aSb|aAbb|e
A — aAB|bB
B — aAb| BB
C — CC|cS

jsme se pak zabyvali redukci bezkontextové gramatiky.

Pfitom jsme obecné pro gramatiku G = (I, X, S, P) definovali mnozinu Dg (znacenou D,
kdyz G je z kontextu jasna) nasledujici induktivni definici. (Tedy D je nejmensi mnoZina
spliiujici néasledujici podminky.)

e SeD;
e (XeD, (X —aYp)ePYell) =Y eD.

Je vidét, ze D obsahuje vSechny dosazitelné neterminaly, tedy takové, které se mohou obje-
vit v néjakém odvozeni z pocatecniho S (byt to odvozeni nemusi tfeba skoncit terminalnim
slovem). Tedy D={Z €Il | 3o, : S =" aZf }.

Mnozinu 7 (¢i 7) vSech netermindli, z nichz lze odvodit alesponl jedno terminélni slovo,
tedy mnozinu 7 = {Z € II | Ju € ¥* : Z =* v }, miZeme definovat induktivni definici s
jedinou podminkou:

e (X —ao)ePac(BUT))=XeT.

Obé definice davaji oc¢ividné navody k algoritmické konstrukei pfislusnych mnozin; ty jsme
si také ujasnili a provedli.

(Pozndmka. Na minulém cviceni jsme u definice 7 uvedli dvé podminky. Vypichli jsme
totiz zvlast pripad a € ¥*, na jehoz zakladé zjisti algoritmus ty netermindly, které odvodi
terminani slovo jednim krokem.)
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Zjistili jsme, Ze pro zredukovani gramatiky G je vhodné nejdiive zjistit mnozinu 75 a
odstranit z G vSechna pravidla, ktera obsahuji alespon jeden neterminal, ktery neni v 7.
Vysledna gramatika G’ o¢ividné generuje tentyz jazyk jako G.

(Co to znamend, kdyz nic nezbude, tedy ani S nepatii do 75 7 Samoziejmé

L(G) =)

Pro G’ nyni zkonstruujeme mnozinu Dg a odstranime vSechna pravidla, ktera obsahuji
neterminal(y), jez nejsou v Dgr. Vysledna gramatika G” je jiz redukovana.

De facto jsme tak ukazali nasledujici vétu.

Véta. Ke kazdé BG G, pro niz L(G) # 0, lze sestrojit redukovanou gramatiku G’ tz.
L(G") = L(G).

Poznamka. Opacny postup, tj. odstranéni nedosazitelnych neterminali a poté odstranéni
téch, které neodvodi terminalni slovo, k redukované gramatice vést nemusi. To ilustruje
napf. gramatika s pravidly S — a, S — XY, X — bX, Y — a.

Specialni formy bezkontextovych gramatik

Pripomnéli jsme si, co jsou nevypoustéjici gramatiky; tyto gramatiky nemaji pravidla typu
X — e. Algoritmus prevodu obecné bezkontextové gramatiky G na nevypoustéjici grama-
tiku G’ takovou, ze L(G") = L(G) — {e}, navrhnete na cviceni. Tim bude jasna nasledujici
véta.

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit nevypoustéjici gramatiku G’ tz. L(G') = L(G) — {e}.
Poté jsme si pfipomnéli gramatiky v Chomského normdlni forme. Takova gramatika ma
vyhradné pravidla ve tvarech X — Y Z a X — a. Tedy na pravé strané kazdého pravidla
je bud jeden terminal nebo dva netermindly. Ilustrovali jsme si konstrukei, ktera dokazuje
nasledujici vétu.

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit BG G’ v ChNF tz. L(G') = L(G) — {¢}.

Prevod gramatiky G do ChNF se da rozdélit do ¢tyt krokii:

e prevod na nevypoustéjici gramatiku,
e odstranéni pravidel typu X — Y,

e pro kazdy terminal a pfiddme novy neterminal A, a pravidlo A, — a; na kazdé pravé
strané del$i nez 1 nahradime a netermindlem A,,

e kazdé pravidlo typu X — Y1Y5...Y,, kde n > 3, nahradime pravidly

X — }/1217

Zy — Yoy,

Zn—3 - Yn—QZn—2a
Zn72 - YanYn
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kde Zy, Z,, ..., Z,_ 5 jsou nové pridané neterminaly.

Prvnimi dvéma kroky se zabyvate na cvifeni (druhym v referatu). Na pfedndsce jsme si
(druhy a) zbyvajici kroky ilustrovali na piikladu nasledujici gramatiky.

S— (B)|FE
E—F+F|FxF
F—al|S

Déle jsme si alespori uvedli gramatiky v Greibachové normalni formé (GNF). Takova
gramatika ma vyhradné pravidla ve tvarech X — aq, kde a je terminal a « je fetézec
neterminali (tfeba prazdny).

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit BG G’ v GNF tz. L(G') = L(G) — {¢}.

Zasobnikové automaty

Uvedli jsme neformalné model ,zdsobnikovy automat® (ZA) a zkonstruovali jsme konkrétni
ZA M prijimajici jazyk
L = {wecw® | w € {a,b}*}.
(Sestavili jsme patfi¢nou mnozinu instrukei typu (¢,a, X) — (¢, @).)
Zaroven jsme uvedli forméalni definici zasobnikového automatu jako struktury

M - (Q, E, F) (57 QO7 ZO) Y

kde @ je konecna mnozina stavu, 3 je konecna vstupni abeceda, I' je kone¢na zdsobnikovd
abeceda, qy € () je pocdtecni stav, Zy € I' je pocatecni zdsobnikovy symbol a

§:Qx (BU{e}) xT — Ppin(@Q x I')

je prechodova funkce (neboli koneénd mnozina instrukef).
Definovali jsme konfiguraci ZA M jako trojici (¢, w,a), kde ¢ € Q, w € ¥*, a € T'™.
Na mnoziné takovych konfiguraci pfirozené definujeme relaci tj; (odvozeni v jednom

kroku) :
(¢, 0w, XB) For (¢, w,af) < 6(q,a,X) 5 (¢, )

(kde a € (X U{e}), we X*, g eI™).
Relace -}, (odvozeni v konecné mnoha krocich) je reflexivnim a tranzitivnim uzévérem
relace .

Jazykem rozpozndvanym (nebo téZ prijimanygm) zésobnikovym automatem M rozumime
jazyk

L(M)={weX|(q,w, Zy) 3 (q,¢,¢€) pro n&jaky ¢ € Q } .
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Pripomnéli jsme, zZe tedy jako zakladni bereme prijimani prazdnym zasobnikem, a specialné
jsme zduraznili, ze jako zadkladni verze se u zasobnikovych automat berou nedeterminis-
ticke zasobnikové automaty.

Vsimli jsme si, ze nas vyse sestrojeny automat byl deterministicky, coz znamena

e 0(q,a,X) je vidy nejvyse jednoprvkovd mnozina (pro a € ¥ U {¢}) (tedy neexistuji
dvé rizné instrukce se stejnou levou stranou),

e je-li 0(q,e,X) # 0, pak §(q,a,X) = 0 pro v8. a € ¥ (mize-li automat udélat e-krok,
nemiize mu jind instrukce zaroven umoziiovat precteni vstupniho symbolu).

Pak jsme nas konkrétni ZA upravili tak, aby rozpoznaval jazyk
L' = {ww® | w € {a,b}*}

a uvédomili jsme si, Ze vznikly automat uz neni deterministicky. Uvedli jsme si, ze L’ nelze
rozpoznat zadnym deterministickym ZA, tedy ze L’ nepatii do t¥idy DCFL. (Intuitivné to
neni tézké nahlédnout, exaktni diikaz je ovSem komplikovany.)

Pak jsme si uvedli vétu

Véta. (Nedeterministické) zasobnikové automaty rozpoznavaji pravé bezkontex-
tové jazyky, tedy jazyky z t¥idy CFL.

Ukézali jsme si ji jen v jednom sméru (k bezkontextové gramatice G lze sestrojit [dokonce
jen jednostavovy] ZA M tak, ze L(G) = L(M)) a ilustrovali jsme na ptikladu gramatiky

1/A— A+B
2/ A— B

3/ B— BxC
4/ B — C

5/ C — (A)
6/ C —a

Pouzili jsme tedy obecny postup
Pro BG G =(II, %, S, P) sestrojme M = ({qo}, 2, ITU X, 4, qo, S), kde
pro X € II: 6(qp, e, X) = { (g0, ) | (X — ) € P}
a pro a € X: 6(qo,a,a) = { (qo,€) }
(VSude jinde § pfifazuje (.)

[ustrovali jsme béh sestrojeného (‘velmi’ nedeterministického) ZA na slové a * (a + a)
a také fakt, ze tento béh odpovida konstrukci pfislusného deriva¢niho stromu metodou
,Shora doli“.
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Prfednaska - druha dast

Pokracovali jsme v diskusi diive uvedenych problémii.

Partie textu k prostudovani

Céasti 4.1. - 4.4. (bezkontextové gramatiky), ¢ast 5.1. (specialni bezkontextové gramatiky).
Zasobnikové automaty (¢ast 4.5.) a jejich varianty.

(Méte si udélat prinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se nad piiklady, specialné
témi planovanymi na cviceni, af se miiZete na cviceni aktivné c¢astnit a pripadné problémy
si tam objasnit.)

Cvideni
Prezentace referatu 9 a 10

Priklad 6.1

Pro bezkontextovou gramatiku G = (II, %, S, P) definujte mnoZinu vSech netermindld, z
nichz 1ze odvodit prazdné slovo, tedy mnozinu & = { Z € Il | Z =* ¢ }, induktivni definici.
E C II je tedy nejmensi mnozina spliujici podminky .... (podobné jako u obdobngch
definic v pfednésce).

Na zékladé této induktivni definice navrhnéte algoritmus konstruujici £ a aplikujte jej na
nasledujici gramatiku G.

S — AB ¢

A — aAAb|BS|CA
B — BbA|CaC|e
C — aBB|bS

Ted bychom chtéli zkonstruovat gramatiku G’, kterd nebude obsahovat tzv. e-pravidla,
tedy pravidla s pravou stranou e, ale bude generovat stejny jazyk jako G, s piipadnou
vyjimkou ¢ (tedy L(G") = L(G) — {e}).

MizZeme prosté e-pravidla z G vypustit a prohlasit vyslednou gramatiku za kyzenou G’ ?
Vysvétlete, pro¢ ne; tedy ukazte (jednoduchy) piipad, kdy tento postup nefunguje.
Zkuste pfijit na (obecné platny) postup, jak G’ sestrojit, kdyz zndme mnozinu €. (Napo-
véda. Pravidlo s pravou stranou obsahujici netermindly z £ je potfeba nahradit nékolika
pravidly, v nichz jsou nékteré vyskyty neterminalt z £ pripadné vypustény; musime pfitom
zaruCit, Ze nedojde k ztraté moznosti odvozeni néjakého neprazdného slova.)

Priklad 6.2

vvvvvv
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L={we{ab}"||w>1al|wl,=|wp}.

Pripomente si ji a pak na ni aplikujte obecny postup, ktery k bezkontextové gramatice
sestroji ekvivalentni (jednostavovy) zasobnikovy automat (realizujici metodu shora dolit).
Takto sestrojite (nedeterministicky) ZA M.

Pak zkuste (co nejefektivnéjsi) pfimy navrh ZA M’. Podaii se vam navrhnout M’ deter-
ministicky? Jestli ano, podafi se vam takovy deterministicky automat s jednim stavem?

Priklad 6.3

Pfipomente si, co to znamend, ze CFL (tfida bezkontextovych jazykt) je uzaviena
vici sjednoceni, zfetézeni, iteraci a zrcadlovému obrazu. Pak toto prokazte (jednodu-
chymi konstrukcemi, které napt. k dvéma gramatikaim G, Gy sestroji gramatiku G tz.

Priklad 6.4

Prokazte, ze CFL je uzaviena vuci pruniku s regularnim jazykem, tedy, ze pro kazdy bez-
kontextovy jazyk L a kazdy regularni jazyk R plati, ze L N R je bezkontextovy. (VyuZijte
charakterizaci CFL pomoci zasobnikovych automati a vzpomente si na konstrukci auto-
matu pro prunik dvou jazyki zadanych koneénymi automaty.)



