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Pripomenuti programu ,,sudy pocet vyskyti symbolu a“

#include <stdio.h>

int main(int argc, char xxargv) {
bool even_a = true;
while (true) {

int ¢ = getchar();
switch(c) {

case 'a’': even_a = leven_a; break;
case EOF:
case '\n':

if (even_a) { printf("Yes\n"); }

else { printf("No\n"); }
return 0;
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Kone¢ny automat (program s ,malou” paméti) zvnéjsku

fidici
do jednotka
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Program ,,sudy pocet znakl a“ jinak

A la Haskell

even_a [] = true

even_a ["a":rest] = ! even_a [rest]
even_a [_:rest] = even_a [rest]

Ala konec¢ny automat

d (1} rn n
n 14} n

A= (szvda do, F) = ({rOa rl}?{a7 b,C, S }757 rO?{rO})

kde 6 : Q x ¥ — Q je konkrétné {((ro, a), ), ((r0, b), r0),. ..}
(tedy 6(ro,a) = 1, 9(ro,b) =ro, ...)
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Kone¢ny automat - (matematickd) definice

Konecny automat (KA) je struktura (zde pétice)
A=(Q,X%,d,qo, F), kde

Q ... kone¢nd mnozZina stavd

Y ... kone¢nd mnozina (vstupnich) symbolii (abeceda)
0:QxX— Q... prechodova funkce

qgo € Q ... pocdtecni stav

F C Q ... mnozina prijimajicich (koncovych) stavii
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Abeceda, slovo, jaz

abeceda .... oznalujeme X, ', A, ...
prvky abecedy (pismena) ... oznadujeme a, b, c, ...
slovo.... u,v,w,..., u=aay...a,

délka slova ... |u|
prazdné slovo ... € (|e| = 0)

zretézeni slov ... u - v, struénéji uv

u je podslovem slova v <4 ex. slova wy, wo tZ. v = wyuws.
u je prefixem (sufixem) slova v < 4¢

znateni ¥ =¢, vl =u, ¥ =uwu, ... u" = uu..u (n-krat)
2 * ... mnozina vsech slov v abecedé *

Jazyk nad abecedou ¥ ... LC ¥*

Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI) LS 2009/2010



P¥iklad jazyka v abeced& {0,1}

L={we{0,1}*| bn(w) je délitelné tfemi a
w neobsahuje podretézec 101 }

kde bn(w) znamen3 Cislo, pro néz je w jeho binarnim zapisem (napf.
bn(0101) = 5); klademe bn(c) = 0.

Vsimnéme si, Ze
L=14 ﬂfg

kde
Ly ={we{0,1}* | bn(w) je délitelné tiemi }
L, = {w € {0,1}* | w obsahuje podretézec 101}
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Slova prijimana automatem

Méjme zadan A = (Q, X, 4, qo, F)
Zavadime znaceni

w /

q—4q
(neboli terndrni relaci, zde
podmnozinu kartézského sou¢inu Q x ¥* x Q)
Induktivni definice (co to vlastné je?)
@ g - g (axiom),
Q (6(g,a)=q A d 5 ¢") = g 2% q” (odvozovaci pravidlo).
A la ,Haskell"

succ[q][]=q
succ[q|[a:rest]=succ|[delta(q,a)][rest]

Zkratka:
pro R C Q, misto 3r € R : ¢ — r piSeme stru¢néji ¢ — R

Slovo w € ¥* je pfijimdno automatem A <4r qo . F.
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Regularni jazyky

Jazykem rozpozndvanym (prijimanym) automatem A je jazyk
L(A) = {w € £* | slovo w je pfijimdno A} = {w | go — F}

Jazyk L je reguldrni <4 existuje KA Atz. L(A)=L.
Alespon intuitivné chdpeme:
Levy kvocient jazyka L podle slova u: u\L={v|uv e lL}.

Véta. Jazyk L C ¥* je regularni pravé tehdy, kdyz je mnozina kvocient(
{w\L | w € £*} koneéna.

(... Cili kdyz si pfi ¢teni slova staci z dosud precteného pamatovat
omezenou informaci ...)

Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI) LS 2009/2010 9/23



Schviélné, poznate, které jazyky jsou regularni?

Q {we{ab}*||w|, mod 2 =0}
Q {w € {a, b}* | w zalina nebo kon¢i dvojici stejnych pismen }
Q {wefa b} [|wls <[wlp}
Q {w € {a, b,c}* | jestlize w neobsahuje podretézec abc,
pak kon¢i fetézcem bca}

Q {we{ab}*||w|s > |w|p nebo w konéi baa}
O {we{ab}*||wl|s > |w|p nebo |w|p > 2}
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(Modularni) konstrukce automatu prijimajiciho dany jazyk

L={we{0,1}*| bn(w) je délitelné tfemi a
w neobsahuje podretézec 101}

A 0 1
AL 0 1 —(q1,n) | (q1,n) (g2,1r)
<q1 | g1 Q —(q1,r2) | (q1,13) (g2,12)
2| B o —(q1,13) | (q1,11) (g2, 1a)
G| R g (q1,12) | (q1,r3) (g2, 12)
(g2,n1) | (g3,r1) (g1, 12)
A2 10 1 (g2.r2) | (g3,r3) (q1,1r2)
on|non (q2,13) | (g3,11) (q1,ra)
—rn|n n (a2,ra) | (g3,12) (q1,13)
—r3|rn n (g3,11) | (g2,1) (g3,1r)
rnln o (g3,r2) | (q2,13) (q3,12)
(q3,13) | (q2,r1) (g3,12)
(g3,12) | (92,12) (g3, 12)
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KA A pro jazyk L(A;) N L(Az) & L(A1) U L(A)

RJ A I
/

RJ A,
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Konstrukce KA pro rozpoznavani L(A;) U L(Ay)
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Nejelegantnéjsi (exaktni) popis konstrukce (... Ze jo?)

Méjme dva konec¢né automaty

A1 = (Q1,%,01,q01, F1), A2 = (@2, X, 02, qoz, F2).
Definujme A = (Q, X, 0, qo, F) takto:

0 Q=AxQ

@ pro kazdé g1 € Q1, o € @, a € L:
6((q1,g2),a) = (01(q1, a), 02(q2, @) )

@ go = (qo1, go2)

o F= (Fl X Fg)

Induktivné jde snadno dokazat toto tvrzeni (kdo to umi?):

Provs. q1,q; € Q1. 92,95 € @2, w € X%

(q1,q2) —=a (61, 05) < (a1 ——a q4) A (G2 —24, 0).
Tedy L(A) = L(Ar) N L(Az),
nebot (qo1, qo2) ——a F < (qo1 ——a, F1 A Go2 —— 4, F2).
Kdyz ddme F = (Fl X Q2) U (Ql X F2), tak L(A) = L(Al) U L(A2)
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(Nékteré) uzavérové vlastnosti tfidy REG

Véta.
Jestlize L C X* je regularni jazyk, pak

@ doplnék L = X* — L je regularni jazyk.
Jestlize L1, Ly jsou reguldrni jazyky, pak

o (L1 U Ly) je reguldrni jazyk,

o (L1 N Lp) je regularni jazyk,

@ (L1—Ly) je regularni jazyk.

Jinymi slovy

Véta.

T¥ida regularnich jazyk(, oznaéme ji REG, je uzavfena vici booleovskym
mnozinovym operacim ( ... a sice konstruktivné ... ).

Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI) LS 2009/2010 15 / 23



(Izomorfni) Gprava automatu

A 0 1 Al 0 1
=(q1,n) | (q1,n1) (g2,r) —s1 | st S s1 = (q1,n)
—(q1,r2) | (q1,3) (g2,12) S| 53 s s2 = (g2, )
—(q1,13) | (q1,11) (g2,1a) 3| S5 S6 s3 = (g3, 13)
(q1,12) | (q1,r3) (g2, 12) —s4 | 57 S s4 = (q1, r2)
(q2,r1) | (g3,1) (q1,1r) S5 | S8 sS4 s5 = (g2, 1)
(g2,12) | (a3,13) (q1,12) S6 | S9  S6 s6 = (a3, 1a)
(q2,13) | (q3,r1) (q1,ra) —s7 | 51 S s7 = (q1,13)
(a2,ra) | (93,12) (q1,13) sg | S5 S10 ss = (g3, 1)
(g3,11) | (g2,1) (g3,1r) So | S6 Si1 so = (g2, 1a)
(g3,r2) | (92,13) (g3, 1) si0 | s12 10 s10 = (g3, 12)
(g3,13) | (92,11) (g3, 13) s11 | S11 So s11 = (q1, ra)
(g3,12) | (92,12) (g3, 12) s12 | S8 Su s12 = (g2, 13)
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Co je to ten izomorfismus?

. referat na cviéeni ...
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Jakd je to mnozina?

Induktivni definice:

Mnozina X C @ automatu A= (Q, %, d, qo, F) je induktivné definovdna
takto:

1/ qo € X,

2/(geXNJa:qg-q )= g eX.

Ano, je to tak, jedna se o mnozinu dosazitelnych stavli automatu
A=(Q,X%,d, qo, F), tedy
Reach(A) ={q|q —" q}
Pozor, Zadnou relaci —*C Q x Q jsme jesté nedefinovali!
Ale je to jasné, ne?
@ relace — je definovana takto: g — ¢’ <4r Ja: g 24,

@ relace —* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace — .
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Reflexivni a tranzitivni uzavér relace

relace p na mnoziné M ... p C M x M
piSeme Casto xpy misto (x,y) € p
p je reflexivni &g Vx € M : xpx

p je tranzitivni &g
Vx,y,z € M : (xpy A ypz) = xpz

Reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace p ...
nejmensi relace p*, kterd obsahuje p a je reflexivni i tranzitivni
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dosazitelny a L(A") = L(A).

Odstranéni nedosazitelnych stav(i

Tvrzeni. Ke kazdému KA A lze zkonstruovat KA A’, v némz kazdy stav je

Al O 1
81 S1 S2
S> S3 S4

53| S5 S
“—S4 | S7 52
S5 | S8 S4

S6 | S9  S6
“—S7 | S1 59
Sg | S5 S10
So | S6 S11
510 | S12 S10
S11 | S11 59
S12 | S8 S11

1/ go € Reach(A), 2/ (q € Reach(A) AN q — ¢’ ) = q’ € Reach(A).
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Podilovy automat (faktor-automat)

KA=(Q-,%,0,qo, F) definujme ekvivalenci ~ na mnoziné Q takto:
/ toAcc _ | toA
q ~ q <:>df qu cc — Lq? cCc

Podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaleny A., definujeme takto
(piseme struénéji [g] misto [q]~):

Ao =(Q-,%, 6, [qo], F.), kde

Qw={lqllqe @},

Fe={lallgeF}

6-(lal. ) = [6(q. 2)]

Korektnost definice (co to je?) plyne z
(p~q=(peF&qeF))az(p~qg=dpa)~dg,a)).
Jak ukdzeme, ze L(A) = L(A~) ?

Stadi (induktivné dle délky slova) dokazat

q—"aqd & [qd —a.[q]
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Pripomenuti: relace ekvivalence

Relace p na mnoziné M je
ekvivalence <qr p je:
o reflexivni (Vx € M : xpx),
@ symetricka
(Vx,y € M : xpy = ypx),
o tranzitivni (Vx,y,z € M :
(xpy A ypz) = xpz).
Ekvivalence p definuje na M rozklad

{IXlp [ x e M}

tj. systém vzajemné disjunktnich mnozin, zvanych tfidy ekvivalence, jejichz
sjednocenim je M, kde

X, ={y | xpy }.
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Jak ale zjistit, zda LZOACC = LS?ACC ?

Al O 1
81 S1 S2
S2 S3 S4

S3 S5 S6
<S4 S7 So
S5 | S8 sS4

S6 | S9  Sp
“—S7 | S1 So
Sg | S5 510
S9 | S6 S11
510 | S12  S10
S11 | S11 59
S12 | S8 S11

~0, ™1, Y2y .-
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