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Tyden 10

Prednaska
Nedeterministické algoritmy a jejich slozitost; tfida NPTIME

Ujasnili jsme si pojem nedeterministického algoritmu (Turingova stroje) a definici toho, co
to znamena, ze néjaky nedeterministicky Turingtv stroj M rozhoduje dany problém P.

7y

Také jsme pfimocafe rozsifili pojem (¢asové) slozitosti na nedeterministické stroje a defi-
novali jsme tiidu NPTIME.
Ukézali jsme si (nedeterministické) algoritmy prokazujici, ze problém SAT (splnitelnost bo-

oleovskych formuli) a IS (Independent Set, rozhodovaci verze problému nezavislé mnoziny
v grafu) jsou v NPTIME.

Polynomialni preveditelnost; NP-uplné problémy

Jiz zndmy pojem preveditelnosti mezi problémy jsme vyuzili v definici polynomiélni pieve-
ditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polynomiélni ¢asovou
slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vsimli jsme si, jak mtize prokazand polynomidalni preveditelnost mezi problémy pomoci v
urc¢ovani (ne)pfislusnosti k PTIME ¢ NPTIME.

Definovali jsme pojem NP-tiplného problému; problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS
jsou priklady NP-tplnych problémii.

Pripomenuti: animace ukazuji dikkaz Cookovy véty, tedy dikaz toho, ze SAT je NP-tplny,
a dale demonstruji SAT « 3-SAT, 3-SAT « IS, IS <« HC, HC < HK (a také nyni pozadovany
prevod HK <« TSP.)

PSPACE, NPSPACE, PSPACE-tiplnost

Uvédomili jsme si, Ze napi. pro zjisténi toho, zda Bily m4 né&jakou strategii ve hie SACHY,
kterd mu zarucuje vitézstvi v 200 tazich (rozumi se, ze Bily tdhne maximalné 200-krat),
bychom uméli celkem pfimocare sestavit algoritmus; napt. zavolame
MaBilyVS(VychoziPozice, Bily, 200), kde

MaBilyVS(Pozice, NaTahu, Limit):

if ((Pozice, NaTahu) piedstavuje mat Cernému) return ANO;

if ((Pozice, NaTahu) pfedstavuje pat nebo mat Bilému nebo Limit=0) return
NE;

if (NaTahu=Bily) {Postupné pro kazdy tah Bilého v Pozice zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Cerny, Limit), kde Pozice’ vznikne z Pozice provedenim
prislusného tahu; kdyz je v néjakém pripadé vraceno ANO, tak return ANO,
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jinak return NE};

if (NaTahu=Cerny) {Postupné pro kazdy tah Cerného zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Bily, Limit-1); kdyz je ve vSech pfipadech vraceno ANO,
tak return ANO, jinak return NE}.

Snadno si ovSem spocteme, ze odpovédi bychom se od tohoto algoritmu nedockali, ale neni
to tim, Ze by pretekla pamét. Je snadno vidét, Ze pro prirozenou implementaci v zdsadé
staci pamét velikosti 400 pozic (400 ,Sachovnic“). (Ano, jedné se o jisty priichod stromem
hloubky < 400; pfitom neni tfeba konstruovat v paméti cely strom, ale staci vzdy udrzovat
aktualni vétev.)

Tim jsme si pfipomnéli, Ze i v malém prostoru (malé paméti) se pochopitelné daji provadét
¢asové narocné vypocty.

Nadefinovali jsme t¥idy PSPACE, NPSPACE a uvedli si Savitchovu vétu (z uéebniho textu),
ktera mj. implikuje PSPACE = NPSPACE.

Uvédomili jsme si inkluze
PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

M4 se obecné zato, ze obé inkluze jsou vlastni, byt nikdo nevyvratil moznost PTIME =

PSPACE.

Pripomnéli jsme si, co jsou NP-tplné problémy a nadefinovali jsme PSPACE-upiné pro-
blémy. Jako priklady PSPACE-tplnych problému jsme uvedli QBF (problém pravdivosti
kvantifikovanych booleovskych formuli), Eq-NFA (ekvivalence nedeterministickych koneé-
nych automatt) a Eq-RegExp (ekvivalence regularnich vyrazi). (Kazdy posluchac je jisté
jiz schopen kazdy nami zkoumany problém presné specifikovat a uvést priklady pozitivnich
a negativnich instanci ...)

Uvedli jsme také, Ze nejruznéjsi deskové a grafové hry se daji zformalizovat jako PSPACE-
tézké (pripadné PSPACE-tplné) problémy. Napf. u Sachti by to ovSem chtélo definovat napf.
(n x n)-Sachy (pro vSechna n, nejen n = 8). (Pfipomenme, ze podle naSich definic patii
kazdy problém s koneéné mnoha instancemi do t¥idy 7 (1), tedy ma konstantni slozitost!)
Vsimli jsme si, Ze problém QBF lze definovat jako zjistovani existence vitézné strategie ve
hie dvou hracu, kde Eva (,existenéni hrac“) nasazuje existencné vazané proménné a Adam
(,,univerzalni hra¢“) nasazuje univerzalné vazané proménné.

Partie textu k prostudovani

Casti 8.3., 8.4., 8.5. (tifda PTIME, t¥ida NPTIME, NP-tipIné problémy). Kapitola 9 (spe-
cidlné Trida PSPACE).
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Cviceni
Priklad 10.1

Definujte pojem polynomidlni preveditelnosti jako specialni pfipad dfive uvedené (algorit-
mické) preveditelnosti mezi problémy. (P¥islusny prevadéjici algoritmus musi mit polyno-
mialni ¢asovou slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vysvétlete nejdiive pfesné, co mame udélat, chceme-li prokazat polynomialni preveditel-
nost problému HC (hamiltonovsky cyklus v orientovaném grafu) na problém HK (hamil-
tonovska kruznice v neorientovaném grafu).

Pak to udélejte.

Priklad 10.2

Vysvétlete pojem ,, NP-tuplny problém®.

Definujte problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS (s priklady pozitivnich a negativ-
nich instanci). Tyto problémy jsou NP-uplné. U kazdého si alespoii uvédomte algoritmus,
prokazujici prislusnost k NP.

Priklad 10.3

Uvazujme nasledujici problém (jeden z ¢asto uvadénych NP-tiplnych problémi). (Uz jsme
jej v jiné souvislosti uvazovali minule.)

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujictho (ANO/NE verze))

VSTUP: mnozina ,mést* {1,2,...,n}, pfir. ¢isla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,limit*).
OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouha nejvyse ¢, tj. existuje permutace {iy, iz, ..., i, }

mnoiiny {1, 2, c. ,n} tz. d(il, 22) + d(iQ, 23) + -+ d(in_l, Zn) + d(ln, Zl) < 0?

Je to rozhodovaci (neboli ANO/NE) verze optimaliza¢niho problému. Odvodte nejdiive,
jak vypada onen optimaliza¢ni problém (tedy co je jeho vstupem a co odpovidajicim vy-
stupem).

Déle ukazte néjakou malou (ale ne uplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného pro-
blému TSP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Pak prokazte (navrhem konkrétniho nedeterministického algoritmu), ze TSP je v NP.
Nakonec zkuste vymyslet diikaz NP-obtiZznosti problému TSP.

(Napovéda. Muzete vyuzit faktu, Ze problém hamiltonovské kruznice (HK) je NP-tplny.)
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Priklad 10.4
Uvazujme problém

NAzev: ILP (problém celociselného linedrniho programovani)
VsTup: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky jsou cela
cisla.

OTAzZKA: Existuje celoéiselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b7

Ukazte nejprve néjakou malou (ale ne Gplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného
problému ILP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Vysvétlete presné, co bychom museli udélat, kdybychom chtéli ukazat, ze 3-SAT < ILP.
(Zbytek ptikladu je nepovinny.)

Zbude-li Cas, zkuste tuto preveditelnost dokézat. Pfinejmensim ale uvedte, co bychom
mohli Fici o slozitosti problému ILP poté, co bychom prokazali 3-SAT < ILP.

Dale pouvazujte o tom, zda ILP patti do NP.

Je to tak, ale je to priklad problému, jehoz pfislusnost k NP neni ihned zifejma — na rozdil
od drivéjsich prikladt problémt v NP.

(Spokojime se zde jen s odkazem na fakt, Ze se d4 ukdzat, Ze existuje-li feSeni nerovnosti
Ax > b, pak existuje i feSeni ,dostatecné malé“ — jeho zapis je polynomialni vzhledem
k zapisu A a b; feSeni se tedy da v polynomialnim ¢ase ,uhodnout® a ovérit. )

Priklad 10.5
Definujte tfidu PSPACE a pojem ,,PSPACE-tplny problém“; ptikladem je:

NAzev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovangch booleovskijch formuli)
Vstup:  formule  (3z1)(Vao)(Fzs)(Vaa) ... (Fron-1)(Vae,)F (21, 22, ..., 2e,),  kde

F(x1, 9, ...,29,) je booleovskéd formule v konjunktivni normalni formé.

OTAZKA: je dané formule pravdiva?

Uvedte néjaké malé, ale netrivialni, pfiklady pozitivnich a negativnich instanci problému.
(Zbytek ptikladu je nepovinny.)

Definujte pravidla hry pro hrace Eva (,existenc¢ni hrac¢“) a Adam (,univerzalni hrac“),
ktefi postupné nasazuji hodnoty proménnych. Jde o to, definovat hru tak, aby Eva méla
vitéznou strategii (mimochodem, co to je vitézna strategie?) pravé tehdy, kdyz je zadan4
formule pravdiva (a Adam mél vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz je zadana formule
nepravdiva).

Zbude-li ¢as, nakonec ilustrujte na malém piikladu, jak 1ze obecnou plné kvantifikovanou
booleovskou formuli ¢ prevést (v polynomialnim ¢ase) na ekvivalentni ¢, ktera je ve tvaru
pozadovaném pro vstup problému QBF.



