Charakterizace reguldrnich jazykd, kanonické automaty

Levy kvocient jazyka L podle slova u: u\L={v|uv e L}.

Véta. Jazyk L C X* je regularni pravé tehdy, kdyz je mnozina kvocient(
{w\L | w € £*} koneéna.

Dikaz v jednom sméru stoji na pozorovani, Ze kdyz pro kone¢ny automat
A=(Q,%,6,q0, F) mdme gy — q, tak w\L(A) = Lq, kde definujeme
Ly={ue¥*|q—>F}.

Pro druhou implikaci si vSimneme, Ze pro

{w\L|weX*}={Lo,L1,..., L} mizeme Lo, Lq,...,Lx chipat jako
stavy kone¢ného automatu, kde klademe L; —>» L; pravé kdyz a\L; = L;.
Dodame-li jako pocate¢ni stav L = e\L (feknéme, Ze je to Lp) a
oznacdime-li jako pfijimajici stavy ty L;, které obsahuji ¢, dostavame
kone¢ny automat A, pro néjz plati L(A) = L (jak Ize snadno ovéfit).
Koneény automat je kanonickym automatem pro jazyk L C ¥*, jestlize je

izomorfni vySe uvedenému automatu se stavovou mnoZinou
{w\L|weX*}.
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Priklad izomorfnich automatt

A 0 1 Al 0 1
<(q1,n) | (q1,r1) (g2, 1r2) s | st S s1=(q1,n)
—(q1,r2) | (q1,13) (g2,12) S| 53 s s2 = (g2, )
(q1,13) | (q1,11) (g2, 1a) 3| S5 S6 s3 = (g3, 13)
(q1,12) | (q1,r3) (g2, 12) sS4 | 57 S s4 = (q1, r2)
(q2,11) | (g3,1) (q1,r) S5 | S8 sS4 ss = (g2, 1)
(g2,12) | (a3,13) (q1,12) S6 | S9  S6 s6 = (a3, 1a)
(q2,13) | (q3,1) (q1,ra) “—s7 | 51 S s7 = (q1,13)
(a2,ra) | (93,12) (q1,13) sg | S5 S10 ss = (g3, 1)
(g3,11) | (g2,1) (g3,1r) So | S6 Si1 so = (g2, 1a)
(g3,r2) | (92,13) (g3, 12) si0 | s12 10 s10 = (g3, 2)
(g3,13) | (92,11) (g3,13) s11 | S11 So s11 = (q1, ra)
(g3,12) | (92,12) (g3, 12) s12 | S8 Su s12 = (g2, 13)
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Co je to ten izomorfismus?

Dva konec¢né automaty
A1 = (Q1, X, 61, qo1, F1), A2 = (Q2, %, 02, qo2, F2)
jsou izomorfni, jestlize

existuje zobrazeni (funkce) f : Q1 — Q> takové, ze

o f je bijekce
(“prosté”: g # q' = f(q) # f(q'),
“na":Vre @Qdge Q1:f(q)=r)

o f(qo1) = f(qo2)

e gceF «— flgehk

0 q LN q < f(q) % f(q')
neboli f(d1(q, a)) = 92(f(q), a)

Tedy: Izomorfni automaty A;, Ay jsou “stejné, az na pojmenovani stavi”.
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Kanonické a minimalni automaty

Koneény automat A je minimdlni, jestlize neexistuje automat A’,
ktery ma méné stavii nez A a pritom plati L(A) = L(A").

Véta. Nasledujici podminky pro konecny automat A jsou ekvivalentni:
1. A je minimalni.
2. A je kanonicky (pro jazyk L(A)).

Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI) 460-4065



dosazitelny a L(A") = L(A).

Odstranéni nedosazitelnych stav(i

Tvrzeni. Ke kazdému KA A lze zkonstruovat KA A’, v némz kazdy stav je

Al O 1
S1 S1 So
S> S3 S4

S3 S5 S6
<S4 S7 So
S5 S8 S4

S6 | S9 56
Sy S1 So
Sg | S5 S10
S9 S6  S11
510 | S12 S10
511 | S11 59
512 S8 S11

1/ go € Reach(A), 2/ (q € Reach(A) A q — ¢’ ) = q’ € Reach(A).
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Pripomenuti: relace ekvivalence

Relace p na mnoziné M je
ekvivalence <qr p je:
o reflexivni (Vx € M : xpx),
@ symetricka
(Vx,y € M : xpy = ypx),
o tranzitivni (Vx,y,z € M :
(xpy A ypz) = xpz).
Ekvivalence p definuje na M rozklad

{IXlp [ x e M}

tj. systém vzajemné disjunktnich mnozin, zvanych tfidy ekvivalence, jejichz
sjednocenim je M, kde

X, = {y | xpy }.
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Podilovy automat (faktor-automat)

KA=(Q,X%,0,qo, F) definujme ekvivalenci ~ na mnoziné Q takto:

q-~ q/ —df Lq = Lq’

Podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaleny A.., definujeme takto
(piseme struénéji [g] misto [g]~):
AL = (QN’ 2, 0n, [qO]a FN)! kde
Q.={[dlqeQ},
F.={ldllgeF}
d~(lql, a) = [6(q, )]
Korektnost definice (co to je?) plyne z toho, Ze
p ~ q implikuje d(p, a) ~ d(q, a).
Jak ukdzeme, ze L(A) = L(A~) ?
Stadi (induktivné dle délky slova) dokazat
0 qg—aq = [qd —a.ld]
o [q] LA [d] = I :r~q,qg-5ar
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Priklad podilového automatu

Il ={2,4,7}
Il = {3,5,6}

~Njolovdw| o
Nolw(~No| s wlo

~|(@)(«] »|(w] | =

a b
1|
111
n |
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Jak ale zjistit, zda L,

Al O 1
S1 S1 So
So S3 S4

53| S5 S
Sy S7 S
S5 | S8 sS4

S6 | S9  Sp
<—S7 S1 So
Sg | S5 S10
S9 | S6 S11
510 | S12  S10
S11 | S11 S9
S12 | S8 S11

~0, 1, Y2y e
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Poznamka: koinduktivni pFistup

Na nasi konstrukci relace ~C Q x Q
definované vztahem

g~q e Llg=Ly
(pro automat A = (Q, X, d, qo, F)), se lze divat takto:

vezmeme (nejvétsi) relaci Ry = Q x Q,
postupné aplikujeme jisty monoténni funkciondl F : 29%Q — 2@xQ
(pro Ty C T, mame F(T1) C F(T?))

dostadvame tak relace R D Ri D2 Ry O ---
kde Rl == ]:(Ro), R2 == ]:(Rl), RPN

az se dostaneme k (nejvétsimu) pevnému bodu R (pro néjz R = F(R))
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Rozhodovani ekvivalence automatu

Véta. Existuje algoritmus, ktery pro zadané konec¢né automaty A;, A
rozhodne, zda L(A;) = L(Az).

Jedna idea algoritmu (umite ji dotahnout?):
| L(A1) = L(A) | <= | (L(A1) — L(A2)) U (L(A2) — L(Ar)) = 0]

Mate jiny (lepsi) napad?

K A1, Ay zkonstruujeme ekvivalentni redukované automaty v normovaném
tvaru a ty porovname.

(Kdyz jsou stejné, tvrdime L(A;1) = L(A2), jinak L(A1) # L(A2).)

(Je to korektni??)

Véta. Nasledujici podminky pro koneény automat A jsou ekvivalentni:

1. A je minimalni.

2. A je kanonicky (pro jazyk L(A)).

3. A je redukovany, tj. nem3 nedosazitelné stavy a nema riizné stavy q, q’
spliujici Lg = Ly .
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(Procedury) konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

¥ ©

Sjednoceni (Union)

Zietézeni (Conc)

F9 9 [ F e

Iterace (lter)

€
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Syntaxi fizeny preklad RV na ZNKA

reguldrni vyraz (1*0 +10)*1
syntakticky strom Conc
* 1 Iter 1
Union

Conc Conc

fter 0 1 0

linedrni zapis
Conc(Iter(Union(Conc(lter(1),0), Conc(1,0))),1)
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Bezkontextové gramatiky

P¥iklad: aritmetické vyrazy v abecedé {a,+,%,(,)}
konkrétni retézce: a+axa, (a+a)xa
(a je zde atom, reprezentuje napf. celé ¢islo)

(EXPR) —> a

(EXPR) — (EXPR) + (EXPR)
(EXPR) —> (EXPR) x (EXPR)
(EXPR) —> ((EXPR))

E—a|E+E|EXE]|(E)

Odvozeni (derivace), slova a+ a x a:
EE+E=a+E=a+ExE=a+axE=a+axa
leva derivace, prava derivace ...
E=E+E=E+ExXE=E+Exa=E+axa=at+axa
A jesté priklad derivace, ktera neni ani leva ani prava:
E=FE+E=E+EXE=>E+axE=a+axE=a+axa
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Derivacni strom

strom odvozeni (derivacni strom)

/N N
AN AN

Témto riznym stromim odpovidaji riizné levé derivace:
E=E+E=a+E=a+ExE=a+axE=a+axa
E=EXE=E+ExXE=a+ExE=at+axE=a+axa
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Bezkontextova gramatika - formdlné

Bezkontextovd gramatika

G=(NX,S5P):

M ... kone¢nd mnozZina neterminald,

Y ... kone¢nd mnozina termindld (M N X = 0),
S €M ... poddtecni netermindl

P ... kone¢na mnozina pravidel typu

A— B, kde Acll, ge(MUX)*

Relace = (resp. =) na (MU X)*:

y=9
jestlize (3u1, 2, A, B 1)

v = pAuz, 6 = p1fuz, (A—p) € P
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Bezkontextové jazyky

="* ... reflexivni a tranzitivni uzavér relace =

(nejmensi relace, kterd obsahuje = a je reflexivni a tranzitivni)
Tedy v =* § <= ex. posloupnost ug, i1, - - -, fin tak, ze
Y=o = p1 = = g = 0.

(Derivace (délky n) slova § ze slova ~.)

Jazyk generovany gramatikou G: L(G) ={w e X*|S=>"w}
Jazyk L je bezkontextovy <4 ex. BG G tak, ze L(G) = L.

Znaceni:

a,bc, ... .. (proménné, jejichz hodnoty jsou) terminaly

U, VyW,... ... retézce terminall

AB,C,....,X,Y,Z ... neterminaly

a, 3,7, ... ... fetézce netermindli a terminald (prvky z (MU X)*)
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Leva derivace

Pro G=(,%,S,P)

a =L B (B vznikne z o levym prepsanim) << 4f
JueX*, e (MU), (X =) e P:a=uXj, B=uyd

Qg = a1 = - = a, je levou derivaci =g a; =L i1 (0<i<n—1).
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Derivacni strom - formalné

Derivacni strom (vztahujici se ke G = (1, %, S, P)), je usporadany
korenovy strom, v némz

- vrcholy ohodnoceny prvky MU L,

- koren ohodnocen S,

- vrchol ohodnoceny X (€ ) ma nasledniky ohodnocené Y7, Ya,..., Y,
(Y;eNUX), kde (X = Y1Y2...Y,) € P,

- vrchol ohodnoceny a (€ X) je listem.

Derivaéni strom pro w = ajay...a, ... ma listy zleva doprava ohodnoceny
di,d2,...,dn.

Véta. Kazdému derivaénimu stromu pro slovo w (v dané gramatice G)
prirozené odpovida pravé jedna levd derivace slova w (vyvozend z levého
prichodu stromem); naopak kazdé levé derivaci slova w pfirozené
odpovida pravé jeden derivacni strom pro w.
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Nejednoznacné gramatiky

Existence dvou riznych derivaénich stromt (levych derivaci) pro jedno a

totéz slovo ... pro preklad (vyhodnoceni sémantiky) zdvada!
Pfipomenme si

N /N
AN AN

E—a|E+E|EXE]|(E)
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Jednoznacné gramatiky a jazyky

BG G je jednoznaénd <4 kazdé slovo z L(G) ma pravé jeden derivaéni
strom (tj. pravé jednu levou derivaci).

V opaéném pfipadé je G nejednoznacna (¢&i viceznacna).

Bezkontextovy jazyk L je jednoznaény < 4f ex. jednoznacna G tz.

L(G) = L; jinak se L nazyva (vnitfné) nejednoznacny (viceznacny).

Napt.:

Li={a"b"|n>0}: S — aSb| ¢ (je jednoznaény)

Ly={abck|(i=j)v(i=k)}:

5—>51C’A52
51—>351b|€ 52—>b52c|5
C—cCle A— aA ¢

Fakt: Neex. jednoznaéna BG G tz. L(G) = Ly. (L2 je viceznaény.)

Pozn.: problém jednoznacnosti bezkontextové gramatiky je algoritmicky
nerozhodnutelny (ukdzeme pozdéji ...).
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Jednoznacné gramatiky a jazyky

K (nejednoznaéné) gramatice
R—a|b|R+R|RR|R|(R)

Ize sestrojit ekvivalentni gramatiku, kterad je jednoznacna:

R— T+R|T

T—FT|F
F— F|(R)|C
C— alb
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