Optimalizacni problémy

Ke kazdému vstupu mnozina pfipustnych reseni,

na nich definovéna cilova funkce (objective function),
hledanym vystupem je (néjaké) optimalni reseni

(tj. s minimalni, & maximalni, hodnotou cilové funkce).

Priklady:
- minimalni kostra v (hranové-ohodnoceném) grafu
- problém obchodniho cestujiciho

U min. kostry hltavy (greedy) pfistup vede k feSicimu polynomialnimu
algoritmu.

Jak jeou TSP 7?7

Nézev: TSP (problém obchodniho cestujiciho) (ANO/NE verze)

Vstup: mnozina ,,mést” {1,2,..., n}, pfir. Cisla (,vzdéalenosti") dj;
(i=1,2,...,n,j=1,2,...,n); déle Cislo ¢ (,limit").

Otazka: existuje ,,okruzni jizda" dlouha nejvyse /¢, tj. existuje permutace
{i,i2y...,in} mnoziny {1,2,... n}

tz. d(il, ig) + d(iz, i3) + -+ d(l',,,l, i,,) + d(in, il) <707
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Nedeterministické algoritmy (Turingovy stroje)

M = (Qa za ra 67 qu F)' kde
Q je konecnd neprazdna mnozina stavi,

¢ ©

> je konecna neprazdna mnozina vstupnich symboli,
I" je konecnd neprazdnd mnozina pdskovych symboli, kde X C T a
v [\ X je (pfinejmensim) specidlni znak [J (prazdny znak [blank]),

©

(]

qgo € Q je pocdtecni stav,
F C Q je mnozina koncovych stavi,
0 (QNF)xT = Pgn(Q xT x {—1,0,+1}) je pfechodova funkce.

e ©

(jeden) vypocet pro w € ¥*:
qgow = Cobpm G by -+ By G = ugv, kde g € F (&i nekonecny vypodet)
Definice relace tp (piseme jen )
jestlize 6(q,a) > (q',d’, +1), coz piseme (q,a) — (q’,d’, +1), tak
ubgav + uba'q'v,
jestlize (q,a) — (¢, d’,0), tak ubgav - ubq'a’v,
jestlize (g,a) — (q’,a’, —1), tak ubgav - uq’'ba’v.
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Casova slozitost nedeterm. Tur. stroji. Ttida NPTIME.

Casova slozitost NTM (nedet. Tur. stroje) M je funkce

Thv : N —= NU{L}, kde Tp(n) je délka (pocet kroki) nejdeliho vypoétu
M nad vstupem velikosti n.

NT(f(n)) je tfida (ANO/NE) problém rozhodovanych nedeterm. Tur.
stroji s ¢asovou slozitosti v O(f(n)).

(Pfipomenuti. V pfipadé pozitivni instance problému alespon jeden
vypocet prislusného algoritmu Gspésné skonci. V pripadé negativni instance
vSechny vypocty skondi nelispésné.)

NPTIME = ey NT(n¥) ... tiida problémi rozhodovanych
nedeterministickymi polynomialnimi algoritmy.

Priklad nedeterm. polynom. algoritmu rozhodujiciho problém SAT

(kde [] znadi nedeterm. vybér):

Vstup: booleovskd formule F (v cnf) s proménnymi x1, X2, . .., Xm
Postup: x1 :=0[] x1 =1, % =0 x =1, ...; Xp:=0[] xn =1,
vyhodnot F(x1,x2,...,Xm); (* jednoduchym polynomialnim algoritmem *)

kdyz vysledek je 1 (true), vydej ANO, kdyz 0 (false), vydej NE.
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Polynomialni preveditelnost mezi problémy

Mé&jme ANO/NE problémy Ps, Ps. Rekneme, ¥e problém Py je
polynomidlné preveditelny na problém P, coz oznalujeme

Pl < P2,
jestlize existuje (pfevadéjici) polynomidlni algoritmus A, ktery pro libovolny
vstup w problému P; sestroji vstup problému P, oznaéme jej A(w),
pficemz plati, Ze odpovéd na otdzku problému P; pro vstup w je ANO
pravé tehdy, kdyz odpovéd na otazku problému P, pro vstup A(w) je ANO.
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NP-obtiznost (hardness) a NP-Gplnost (completeness)

Tvrzeni. SloZeni polynom(i je polynom.
(Kdyz funkce f a g typu R — R jsou polynomy, tak funkce
h(x) = g(f(x)) je polynom.)

Tvrzeni. P< @ a Q € PTIME implikuje P € PTIME.
P<Q a Q@ € NPTIME implikuje P € NPTIME.

Problém @ nazveme NP-tézkym, pokud kazdy problém ve tfidé NP Ize na
problém @ polynomidlné prevést, tedy pokud plati VP € NPTIME : P< Q.

Problém @ nazveme NP-tplnym, pokud je NP-tézky a nalezi do tfidy NP.
Véta. (Cook) SAT je NP-iplny.
Tvrzeni. Kdyz P4 @ a P je NP-tézky, tak @ je NP-tézky.
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