Optimaliza¢ni problémy (pfipomenuti)

Ke kazdému vstupu mnozina pfipustnych reseni,

na nich definovéna cilova funkce (objective function),
hledanym vystupem je (néjaké) optimalni feseni

(tj. s minimalni, & maximalni, hodnotou cilové funkce).

Priklady:
- minimalni kostra v (hranové-ohodnoceném) grafu
- problém obchodniho cestujiciho

U min. kostry hltavy (greedy) pfistup vede k feSicimu polynomialnimu
algoritmu.
Jak jeou TSP ?

Nézev: TSP (problém obchodniho cestujiciho)

Vstup: Gplny graf, s mnozinou vrcholdi {1,2,..., n}, pfir. isla
(wvzdalenosti*) dj (i € {1,2,...,n}, j € {1,2,...,n}, i #j).

Vystup: permutace {i, fa, ..., in} mnoziny {1,2,...,n} (kde i1 = 1) tz.
soucet d(i1, ) + d(i2,i3) + - -+ + d(in—1,in) + d(in, i1) je nejmensi mozny.
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Aproximacni algoritmy

Jde nam o reseni NP-tézkych optimalizaénich problémi (napf. TSP).

Potrebujeme polynomialni algoritmus A, ktery k zadanému vstupu

(instanci) / vyda , pokud mozno co nejlepsi* pripustné feseni A(/).
Optimalni feSeni sopt(/) ma hodnotu (cilové funkce) (1, sopt(1)),
oznaéme m(l) = f(/, sopt(1)).

Pro algoritmus A oznaéme ma(l) = f(I, A(1)).

Jde ndm o co nejlepsi (nejmensi) aproximacni pomér.
v s dv .- I v /h bI/ H Vs mA(l)
pfipadé minimalizaéniho problému o co nejmensi
m(I)
m(l
mA(I

211
> 1L

—

v pripadé maximalizacniho problému o co nejmensi

~

APX(c) (pro ¢ € N) ... tfida optimalizaénich problémi, pro néz existuji
(polynomialni) aproximacdni algoritmy s aproximaénim pomérem < c.

APX je sjednoceni APX(c) pro viechna ¢ € N.
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Aproximovatelnost problému TSP

Tvrzeni. Jestlize PTIME # NPTIME, tak TSPZAPX.
Dikaz. .... vyuziti techniky “mezer” pfi pfevodu z problému
hamiltonovské kruznice ...

A-TSP ... TSP, kde v instancich je pozadovéano splnéni trojihelnikové
nerovnosti.

Tvrzeni. A-TSPeAPX(2).
Ddkaz. .... vyuziti minimalni kostry ... (mj. ilustrovdno jednou z animaci.)

Poznamka. Hladovy algoritmus (“jdi vzdy do nejbliz§iho nenavstiveného
vrcholu”) nema kostantni aproximaéni pomér ani pro A-TSP.

Tvrzeni. (Christofides) A-TSPcAPX(1.5).
Dikaz. .... vyuziti minimalni kostry a minimalniho vazeného parovani na
vrcholech lichého stupné v kostte ... (a Eulerovy kruznice ....).
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Problémy MinVertexCover a MaxIndSet

Nazev: MinVertexCover (minimalni vrcholové pokryti)

Vstup: neorient. graf G = (V, E).

Vystup: nejmensi mnozina C C V takova, ze kazda hrana e € E je
incidentni s C (pro kazdou hranu e = (u, v) plati u € C nebo v € C).

Nazev: MaxIndSet (maximalni nezavisla mnozina)

Vstup: neorient. graf G = (V, E).

Vystup: nejvétsi mnozina | C V takova, Ze neexistuje hrana s obéma konci
v | (pro kazdou hranu e = (u, v) plati u & | nebo v & I).

Pozorovani. V grafu G = (V, E) je mnozina C C V vrcholovym pokrytim
pravé tehdy, kdyz V ~ C je nezdvislou mnoZinou.

Hladovy algoritmus pro MinVertexCover “ber opakované vrchol, ktery
pokryva maximum dosud nepokrytych hran” nema konstantni aproximacni
pomér. (Ukazali jsme priklad s pomérem ©(log n).)

Ale MinVertexCoverc APX(2): dokud lze, pfidej oba konce néjaké hrany,
kterd dosud neni pokryta.

MaxIndSetZAPX pokud P # NP. (Vyuziva se tzv. PCP teorém.)
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