Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 1

Tyden 3

Kanonické (deterministické) kone¢né automaty
Ptipomnéli jsme si:

Véta. Jazyk L C ¥* je regularni (tzn. pfijimany koneénym automatem) pravé tehdy, kdyz
je mnozina kvocienti {w\L | w € ¥*} kone¢na.

Nacrtli jsme si dikaz:

“=": Necht L C X* je reguldrni, tedy L = L(A) pro jisty KA A = (Q,%, 0, qo, F). Snadno
ovétime, Ze g9 — ¢ implikuje w\L = L,, kdy% definujeme L, = {u € ¥* | ¢ — F}.
Mnozina {w\L | w € ¥*} m4 tedy nejvyse tolik prvki, kolik ma A stavi.

“<”: Necht {w\L | w e ¥*} ={Lo, L1,..., L} (pro k € N); necht pfitom Ly = e\L = L.
Uvazujme KA A = (Q,%.,6, Lo, F), kde Q = {Lo,L1,.... Ly}, F = {L; | ¢ € L} a
d(Li,a) = a\L;. (Jelikoz a\(w\L) = wa\L, je § : Q x X — @ dobfe definovana.) Indukci
podle délky slova snadno ovéiime, ze v automatu A méame Ly — w\L a také L(A) = {w |
Ly F}={w|wé& L} =L (nebot ¢ € w\L & w € L).

Automat popsany v ¢asti “<” je kanonickym automatem pro jazyk L; je vidét, ze je to
nejmensi kone¢ny automat, ktery L pfijima. Navic je takovy nejmensi automat jednoznacné
urcen az na izomorfismus, tedy az na pojmenovani stavi. Z uvah uvedenych niZze plyne
algoritmicka konstrukce kanonickych automati.

Redukce koneéného automatu

Podivali jsme se na néasledujici automat (ktery by vznikl po dotazeni modulérni konstrukee
z prvni prednasky: ma 3 - 4 = 12 stavi, jez vznikly pfejmenovanim puvodnich dvojic).

0 1
S1 S1 So
S9 S3 Sq
S3 S5 Sg
<S4 | S7 So
S5 S8 Sq4
S6 S9 Sg
<—S7 | S1 Sg

Sg | S5 S10
S9 | S S11
S10 | S12 S10
S11 | S11 S9
S12 | S8 S11

Rychle jsme zjistili, ze vSechny stavy jsou dosazitelné a promysleli jsme, jak zjistit, zda
existuji dva rtzné stavy q,¢ € Q = {s1, Sa, ..., s12} spliujici L, = L, . Jde tedy o zjisténi,
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zda pro ¢, ¢ existuje (¢ neexistuje) rozlisujici slovo, tj. slovo w, pro néjz plati g 5 Fa
(¢ -2 F) ¢& naopak =(q — F) a ¢ — F.

Uvédomili jsme si, ze se nabizi induktivni postup, pfi némz konstruujeme ekvivalence
~0,~1,~9,... na mnoziné () definované takto:

q ~i ¢ < pro stavy q, ¢’ neexistuje rozliSujici slovo délky < i.
Kazdé ekvivalenci ~; odpovida ptislusny rozklad R; na mnoziné Q).
Vychozi Ry jsme hravé sestrojili; ma dveé t¥idy, pfijimajici a nepfijimajici stavy.
RO: I = {817 S4, 87}7 IT = {527 83, S5, 56, 58, 59, 510, S11, 812}

Pak jsme zacali sestrojovat Ry (postupem popsanym ve studijnim textu).

Rl: I= {81784757}7 I = {82785}7 III = {83786788a89781078117812}-
Uvédomili jsme si, ze postup se opira o toto pozorovani:

pokud pro ¢, ¢ existuje rozlisujici slovo délky i + 1, tak nutné existuje b € ¥
(v nasem piipadé ¥ = {0,1}) tak, zZe ¢ LN q", q LI q" a pro ¢”,q" existuje
rozlisujici slovo délky .

(Pozn.: pouzili jsme symbol b pro proménnou, at si uvédomime, ze nemusime vzdy stereo-
typné pouzivat a.)
Kdybychom pokracovali, zjistili bychom, ze

Ry: 1= {81754}, IT = {57}, III = {32755}, IV = {53, 38}, V= {56, 59, 510, S11, 312},

atd., az bychom dospéli k pevnému bodu, tedy k rozkladu, ktery se jiz nezjemni. Ten ma
3-prvkovou t¥idu {sg, So, 511} a pak uz jen jednoprvkové tiidy.

Redukei (ptivodné 12-stavového) automatu tedy vznikne ekvivalentni automat s 10 stavy
(jeho stavy odpovidaji tfidam zavérecného rozkladu).

(Pozn. Na ptrednéasce jsme postup demonstrovali na prikladu uvedeném na slidech.)

Ekvivalence koneénych automatu; minimalni automaty

Premysleli jsme, zda bychom uméli navrhnout (a naprogramovat) algoritmus Fesici nésle-
dujici problém.

NAzEV: Evivalence koneénijch automati

VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A3),
NE — jestlize L(A;) # L(As).



Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 3

K jednomu moznému algoritmu nas pfimo privedla myslenka, Ze u negativniho pripadu,
tedy L(A;) # L(Asz), by bylo dobré také ukazat protiptiklad, tedy (co nejkratsi) slovo w,
které patii jen do jednoho z jazyka L(A;), L(Ay). Uvédomili jsme si, Ze takové slovo patii
do jazyka

L = (L(A1) = L(A2)) U (L(A2) — L(A1)) = (L(A1) N L(A2)) U (L(Az) N L(Ay))

a ze diky d¥ive probranym algoritmtm snadno sestrojime A tak, ze L(A) = L. Je nam tedy
jasny algoritmus, ktery k zadanym A;, Ay sestroji A tak, ze

L(A;) = L(As) < L(A)=0.

No a napsat proceduru (algoritmus), kterd o zadaném koneéném automatu A zjisti, zda
L(A) = 0, hravé zvlddneme (kdyZ si vzpomeneme na algoritmus pro zjistovani dosaZitel-
nych stavi; staci prosté zjistit, zda né&jaky prijimajici stav je dosazitelny [z po¢ate¢niho]).
Ekvivalence kone¢nych automatii se ovSem da algoritmicky (rychle) zjistovat i jinak. Nej-
prve jsme si uvedli nasledujici ptirozenou definici.

Kone¢ny automat A je minimadlni, jestlize neexistuje automat A’, ktery je ekvi-
valentni s A (pro néjz je tedy L(A) = L(A")) a ktery ma méné stavii nez A.

Odvodili jsme si, ze plati:

Veéta. Nasledujici podminky pro koneény automat A jsou ekvivalentni:

1. A je minimalni.

2. A je kanonicky (pro jazyk L(A)).

3. A jeredukovany, tj. nema nedosazitelné stavy a nema rtizné stavy ¢, ¢’ spliujici L, = L.

Uvédomili jsme si, ze algoritmus rozhodujici ekvivalenci koneénych automatid mutze byt
tedy zaloZen na redukci (odstranéni nedosazitelnych stavii a ztotoznéni stavi se stejnym
L,) a na pfevodu do normovaného tvaru. (Dva automaty jsou ekvivalentni pravé tehdy,
kdyZ po redukci maji stejny normovany tvar.)

Bezkontextové gramatiky

Ptipomenme, ze
(((a-a)+b)")

je piiklad (tplné uzavorkovaného) regularniho vyrazu, ktery reprezentuje jazyk v abecedé
{a,b}. Obecny regularni vyraz nad abecedou {a,b} je prosté fetézcem symboli abecedy

Y={a,b,+,-,%,(,)}.
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(Pro tplnost bychom méli pridat znaky (), €, ale zde se bez nich obejdeme.)
Ne kazdy fetézec v ¥* je ovSem regularnim vyrazem; napt. fetézec “a) + +(” regularnim
vyrazem neni.

Snadno jsme vyvodili, Ze mnozina téchto regularnich vyrazt, oznacovand RV ({a,b}), neni
reguldrnim jazykem (tedy neni rozpoznatelnd koneénym automatem). D4 se ale generovat
bezkontextovou gramatikou, napf.

R— a|b|(R+R)|(R-R)| (R).

Demonstrovali jsme si zdkladni pojmy teorie bezkontextovych gramatik. Ukazali jsme si
(levou) derivaci slova (((a - a) + b)*), pfislusny derivacni strom, apod.
Pripomnéli jsme definici bezkontextove gramatiky jako struktury

G=(IL,%, S, P)
a jazyka generovaného gramatikou
L(G)={we ¥ | S="w}.

Pak jsme se vratili k jazyku RV ({a,b}) a upravili jej tak, ze v pfislusnych fetézcich (re-
gularnich vyrazech) mizeme vynechévat tecku pro zfetézeni a nékteré zavorky podle nasi
vyse uvedené dohody. Napi. vyraz (((a-a) 4 b)*) mizeme zjednodusit na (aa + b)*. Takto
upraveny jazyk reguldrnich vyraz generuje napi. gramatika

R—a|b|R+R|R-R|RR| R | (R).

Vsimli jsme si ovSem, Ze napi. slovo aa + b ma v této gramatice dva rizné derivacéni
stromy; tedy tato gramatika neni jednoznacna. Pticinou je fakt, Ze nase dohodnut4 priorita
operatorti neni v uvedené gramatice reflektovana.

Po jistém zamysleni se nam podafilo navrhnout ekvivalentni gramatiku (tedy generujici
tentyz jazyk), ktera jednoznacna je; konkrétné slo o nasledujici gramatiku

R—T+R|T

T —FT|F
F—F|(R)|C
C—alb

Uvedli jsme pojem (vnitiné) jednoznacny bezkontextovy jazyk a nékolik souvisejicich po-
znamek (viz slidy).
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Partie textu k prostudovani

V néavaznosti na ¢ast 3.3. (moduldrni navrh) se jednd zejména o ¢ast 3.4. (dosazitelné
stavy, normovany tvar), ¢ast 3.6. (minimalizace koneénych automati) a ¢ast 3.7. (ekvi-
valence koneénych automati, minimalni automaty). Déle se jedna o ¢asti 4.1., 4.2., 4.3.
(bezkontextové gramatiky, jednozna¢né gramatiky).

(Mate si udélat pfinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se nad ptiklady, specidlné
témi planovanymi na cviceni, af se miizete na cviceni aktivné ac¢astnit a pripadné problémy
si tam objasnit.)
Cviceni
Prvni dva priklady doplnuji predchozi tyden.
Priklad 3.1
Néasledujici jazyky zadejte regularnimi vyrazy.
e [; ={01,011,0101,0111}
o Ly ={w € {a,b,c}* | w obsahuje podslovo abb}
o Ly ={w e {a,b,c}* | w zadina prefixem abc nebo konéi sufixem bcac}
o L,={we{0,1}*| |w|p mod 2 = 0}.
o Ly ={we{0,1}*| |w|p mod 3 =1}.
o Ls={w € {a,b}* | w obsahuje podslovo bab nebo |w|, < 3}
o L7 ={w € {a,b}* | w obsahuje podslovo bab a |w|, < 3}
o Lg={w € {a,b}* | w neobsahuje podslovo ab}

Priklad 3.2

Jazyky pfijimané nasledujicimi konec¢nymi automaty zadejte reguldrnimi vyrazy.

b
80
a
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Priklad 3.3

V prikladu 2.1. jste méli zkonstruovat automat pro jazyk

L = {w € {a,b}* | w za¢ina a a konci b nebo za¢ind b a kondi a}.

Pfipomerite si tento (5-stavovy?) automat. Méli jste konstruovat jen dosazitelné stavy.
Zkuste ted nalézt pro kazdou dvojici stavil ¢ # ¢ slovo w tak, ze ¢ — F a ¢ /= F (tedy
¢ — (Q—F)) & naopak ¢ A~ F a ¢ - F; takovému slovu w budeme iikat

rozlisugici slovo pro stavy q,q’.

Povedlo se? Jestli ano, co z toho o vasem automatu vyvodite?
Priklad 3.4

Provedte kompletné algoritmus redukce pro automat z prednasky

0 1
<S1 S1 So
S2 | S3 84
S3 | S5 S6
<3Sy S7 So
S5 | Sg§ 84
S6 | S9  Se
<—S7 S1 Sg

S8 | S5 S10
S9 | S S11
S10 | S12 S10
S11 | S11 99
S12 | S8 S11

Priklad 3.5

Naleznéte vSechny dvojice stavi ¢, ¢’, pro néz plati ¢ ~ ¢/, tedy L, = L.

alb alb
—01]0]1 —515|6
~1]111]2 61715
21311 «~71719
3124 81918
41213 +9 (8|7
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Priklad 3.6

Ptipomenme problém

NAzEV: FEvivalence konecnyjch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A3),
NE — jestlize L(A;) # L(As).

a uvazujme nasledujici algoritmus pro jeho fesSeni:

generuj postupné (vSechna) slova wp, wy, ws, ... v abecedé danych automati;
pro kazdé w; pritom zjisti, zda je obéma automaty prijimano ¢i obéma nepii-
jimano — kdyz je jednim pfijimano a druhym nepfijimano, skonci s vysledkem

L(Ay) # L(Ay).

Je zfejmé, ze béh tohoto algoritmu neskonéi v ptipadé L(A;) = L(A2). Lze tento nedostatek
opravit tim, zZe nechame algoritmus probirat jen slova do délky n, kde n je souctem poctu
stavii A; a Ay, a nenajde-li se rozliSujici slovo do té doby, pak algoritmus zahlasi L(A;) =
L(Ay) 7 Pokud je tomu tak (tedy odpovéd algoritmu je vzdy spravna), v ¢em je tento
algoritmus zfejmé horsi nez algoritmy probrané na prednésce?

Priklad 3.7

Pti konstrukei ekvivalence ~C @) x () definované vztahem ¢ ~ ¢’ < L, = Ly (pro automat
A = (Q,%,6,q,F), pticemz L, = {w € X* | ¢ —> F}), jsme de facto postupovali
koinduktivné: vzali jsme (nejvétsi) relaci Ry = @ X @, na ni jsme aplikovali uréity monoténni
funkcional F, dostali jsme tedy (mensi) relaci Ry = F(Rp), pak jsme dostali relaci Ry =
F(Ry), atd., az jsme dospéli k (nejvétsimu) pevnému bodu R (pro né&z R = F(R)).
(Monoténnosti funkciondlu F : 29%@ — 29%@ zde rozumime vlastnost, Ze pro T} C T
mame F(T1) C F(T5).) Snazte se funkcional F pfesné popsat.

Priklad 3.8

Odhadnéte ¢asovou slozitost algoritmu redukce koneéného (deterministického) automatu.
Pfinejmensim argumentujte, proc je algoritmus polynomialni.

Priklad 3.9

Na obrazku je derivacni strom pro slovo w = abaaacac odpovidajici jisté bezkontextové
gramatice G.
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e Vypiste vSechna pravidla G, jejichz existenci miizete vyvodit z daného deriva¢niho
stromu.

e Napiste levé odvozeni (levou derivaci) slova w podle gramatiky G.

e Najdéte mensi derivacni strom pro slovo abaaacac a zakreslete jej tak, ze vSechny
listy budou na stejné trovni (tedy odvozené slovo bude celé na , jednom Fadku*).

e Najdéte nejlevéjsi vétev (v onom mensim stromé), ktera obsahuje dva vyskyty neter-
minalu B. Vyuzijte to k dlikazu, ze gramatika generuje také slovo abaac. Pak ukazte,
7e gramatika také generuje slova aba(a)ac(ac), aba(a)?ac(ac)?, aba(a)®ac(ac)?, . ...

e Lze z dostupné informace zjistit néco ohledné jednoznacnosti gramatiky G' 7
Priklad 3.10

Jaky jazyk generuje nasledujici gramatika ? Porovnejte s gramatikou na prednésce. Je
gramatika jednoznac¢na ?

R — L | (RBR) | (RU)
L—alb

B—+]-

U—~

Priklad 3.11
Pripomente si nasledujici gramatiku z prednasky.

R—T+R|T
T —FT|F
F—F|(R)|C
C— alb
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Zvolte si néjaky (maly) regularni vyraz nad abecedou {a, b}. Nakreslete nejdiive jeho syn-
takticky strom a poté deriva¢ni strom pro zvoleny vyraz podle uvedené gramatiky. (Vidite
néjaky vztah mezi obéma stromy?)

Pak alespori neformélné argumentujte, pro¢ je gramatika jednoznacna. (Napovéda. T
(Term) reprezentuje ty reguldrni vyrazy, které nejsou ve tvaru R; + Ry (pro dva regu-
larni vyrazy Ri, Rs), a F' (Factor) reprezentuje ty vyrazy, které nejsou ve tvaru Ry + Ry
ani R1 RQ)



