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Tyden 4

Prednaska

Ukéazali jsme jednoduchy prevod kone¢ného automatu na bezkontextovou gramatiku, ¢imz
jsme prokazali, ze kaZdy requldrni jazyk je bezkontextovym jazykem (ale ne naopak). (K
automatu A = (Q, %, d, qo, F') jsme sestrojili [tzv. regularni] gramatiku G = (I, X, S, P),
kde 1 =Q, S =qo, P={q—aq | (q,a) =q}U{qg—¢clqe F}.)

‘Prekladac’ sestrojujici k regularnimu vyrazu ekvivalentni koneény automat
Pfipomenme si jednozna¢nou gramatiku G pro jazyk RV ({a,b})
R—T+R|T ;T—FT|F ;F—F|R)I|C;C—alb

v niZ jsme pro zjednoduseni vynechali symboly () a . Nase G tedy generuje jazyk v abecedé
Y ={a,b,+,%(,)}, jehoz prvky jsou piislusné regularni vyrazy.

Zamyslime se nad implementaci algoritmu, ktery k zadanému regularnimu vyrazu sestroji
ekvivalentni kone¢ny automat. Uvédomime si, ze v prvé fadé potfebujeme implemento-
vat syntakticky rozbor zadaného regularniho vyrazu, tedy konstrukci jeho syntaktického
stromu. Vime, Ze tento strom se snadno odvodi napi. z deriva¢niho stromu podle uvedené
gramatiky. Jde nam tedy o to, jak pfislusny derivacéni strom (& jeho reprezentaci napf.
v podobé konkrétniho odvozeni reg. vyrazu v gramatice) sestrojit. Ukaze se, ze se velmi
prirozené nabizi vyuziti dynamické datové struktury zdsobnik; pozdéji budeme diskuto-
vat ekvivalenci tzv. zasobnikovych automatu (tj. koneénych automatii, které navic mohou
vyuzivat zasobnik) s bezkontextovymi gramatikami.

Ted ukaZzeme algoritmicky piistup zvany rekurzivni sestup, kde se zasobnik neobjevuje
explicitné, ale je skryty v pouziti rekurzivniho volani procedur.

Jako ptiklad fetézce z L(G) vezméme

(aa +b)*.
K nému by nas kyzeny algoritmus mél sestrojit napf. (jedinou existujici) levou derivaci

R=T=F=F=(R*=(T+R)= (FI+R)= (CT+R)*= (T +R)"=
= (aF+R)* = (aC+R)* = (aa+R)" = (aa+T)* = (aa+F)* = (aa+C)* = (aa+0b)*

Takova derivace je jednoznacné dana posloupnosti pouzitych prepisovacich pravidel. Kdyz
pravidla napi. ocislujeme

1:R—>T+R2:R—T,3:T—FT,....8:C—a,9:C —b,

lze uvedenou levou derivaci reprezentovat posloupnosti 2,4,5,6,1,3,7,8,4,7,8,2,4,7,9.

Na pfednésce jsme prodiskutovali navrh nésledujiciho algoritmu (zapsaného ve formeé spus-
titelného programu v Pythonu [s jistymi chybami, viz cviceni]):
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#funkce syntAnalRV vypise pro zadany rv (reg. vyraz) pravou derivaci pozpatku
#podle gramatiky s pravidly uvedenymi nize v poznamkach,
#pokud je retezec rv skutecne reg. vyrazem (nad abecedou {a,bl})

def syntAnalRV(rv):
idx = {’val’ : 0} #aktualni index pri cteni rv zleva doprava

# pravidla s R na leve strane: R --> T+R | T, tedy 1: R --=> T+R, 2: R -—> T
def zpR(): # zpracuj neterm. R, az v prubehu se zjisti, zda jde o 1 ci 2
zpT() # mj. precte max. prefix useku rv zacinajiciho na akt.indexu,
# ktery je "termem" (odvozenym z T)
# po zpracovani index ukazuje za onen prefix
if idx[’val’] >= len(rv):
print 2 # 2: R -——> T

elif rv[idx[’val’]] == ’+’:
idx[’val’] += 1
zpR()

print 1 # 1: R -——> T+R

# T -—>FT | F ... 3: T-—>FT, 4: T -——> F
def zpT():
zpF ()
if (idx[’val’] < len(rv) and rv[idx[’val’]] in (’a’, ’b’, (C)):
zpT ()
print 3 # 3: T -—> FT
else:

print 4 # 4: T -—> F

# F-—>F+x| (R) | C
# nahrazeno F --> BH , B --> (R) | C , H --> *H | epsilon
# odstraneni leve rekurze F --> Fx

# 5: F -—> BH
def zpF(Q):
zpB()
zpH()

print 5 # 5: F --> BH
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#B-->@® | C... 6: B-—>(R), 7: B-—>¢C
def zpBQ):

if (rv[idx[’val’]] in (’a’, ’b’)):
zpC()
print 7 #7: B -——> C

elif (rv[idx[’val’]] == >(’):
idx[’val’] += 1
zpR()
if (rv[idx[’val’]] !'= ?)’):

raise Exception("ERROR 1")

else:

print 6 # 6: B -—> (R)
idx[’val’] += 1
else:
raise Exception("ERROR 2")

# H--> *H | epsilon ... 8: H --> *H , 9: H --> epsilon
def zpHQ):
if (idx[’val’] < len(rv) and rv[idx[’val’]] == ’x%’):

print 8 # 8: H -—> xH
idx[’val’] += 1
zpH(O)
else:
print 9 # 9: H --> epsilon

#C-—>alb... 10: C-->a, 11: C -——> b
def zpC(Q):
if (rv[idx[’val’]] == ’a’):
print 10 # 10: C --> a
elif (rv[idx[’val’]] == ’b’):
print 11 # 11: C -—> b
else:

raise Exception("ERROR 3")
idx[’val’] += 1

zpR(O)
print "OK"
# end of syntAnalRV(rv)

syntAnalRV (" (aa+b)*")

Pozn. Slo nam predevsim o demonstraci algoritmu, nikoli o idealni program v Pythonu.
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Nase upravend gramatika (s 11 pravidly v poznamkach v programu) je nejen jednoznaé¢na,
ale umoznuje i uvedeny postup rekurzivnim sestupem. Dala by se upravit na tzv. LL(1)-
gramatiku, ale toto téma ted nebudeme bliZe rozebirat.

Stru¢né dotahneme myslenku naseho malého prekladace. Po pfimocaré tpravé vyda vyse
uvedeny program deriva¢ni strom pro dany regularni vyraz (ktery mj. obsahuje informaci
o piislusném syntaktickém stromu). Kofen zkonstruovaného stromu pak mizeme ptedlozit
funkci NFA, ktera sestroji odpovidajici kone¢ny automat — stac¢i nadm nedeterministicky s
pfipadnymi e-Sipkami. NiZe uvedeny pseudokdd snad jiz nevyzaduje bliz§i komentéar (ale
provéfeni korektnosti ano).

automat NFA (node v)
(* procedura vracejici k zadanému vrcholu v deriva¢niho stromu automat, napf. ve formé
tabulky, ktery odpovida podvyrazu uréenému podstromem s kofenem v *)

{

al|ble

if (v.symb = ‘a’) return —q1 |G| - |- ;
alb|e

if (v.symb = ‘b’) return — Q|- @ |- ;

if (v.symb = ‘R’ and v.rule = “R — R+ T"7)
return UNION( NFA (v.succy ), NFA (v.suces) );

if (v.symb = ‘T and v.rule = “T' — FT”) return CONC(NFA (v.succy ), NFA (v.suces));
if (v.symb = ‘F’ [and v.rule = “F — BH”]):

if v.succe.sucey.symb =+’ return ITER(NFA (v.succy) ) else return NFA (v.sucey);
if (v.symb = ‘B’ and v.rule = “B — (R)”) return NFA (v.succy));
if (v.symb = ‘H’) return () # nevraci zadny automat;
otherwise return NFA (v.succy)

}

Cvicdeni
Priklad 4.1

Provedte ,ru¢né“ béh algoritmu (¢i aspon podstatnou ¢ast béhu algoritmu) syntAnalRV z
prednésky napi. pro regularni vyraz (ab)*+a. Znazornéte si rekurzivni volani zdsobnikovou
strukturou (tfeba dnem nahoru jako na pfednasce) a konstruujte pfitom odpovidajicim
zpusobem derivacni strom.
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Priklad 4.2

Dopliite (netplné) argumenty v poznamkach u programu, z nichz by méla vyplynout sprav-
nost, tedy, ze vypocet konéi s OK pfesné pro (spravné utvorené) regularni vyrazy nad
abecedou {a, b}. Pfitom byste méli odhalit, ze tomu tak neni! (Jsou tam alespori dvé rizné
chyby.)

Priklad 4.3

Uvazujme jazyk sestavajici ze vsech booleovskych formuli s proménnymi z1,22,23,... a
logickymi spojkami —, A, V; mohou se v nich pouzivat zévorky (,), ale neni nutné plné
zavorkovat. Kazda takova formule je tedy fetézcem v abecedé

E:{ZL’,O,1,2,3,4,5,6,7,8,9,_‘,/\,\/,(,)};

jako ptiklad muze slouzit fetézec (—x15V a2 Ax5) A—221V —(22V x5), ktery do jazyka patii.
(Samoziejmé zde muzeme preferovat prehlednéjsi zapis (-5 V xe Axs) A —x91 V(22 V xs5),
ale to neni podstatné.)

Navrhnéte co nejjednodussi bezkontextovou gramatiku generujici uvedeny jazyk.

Takto navrzena (jednoduchd) gramatika asi neni jednoznaé¢na; ovéite.

Zkonstruujte pak pro stejny jazyk jednoznacnou gramatiku, u niz derivac¢ni stromy piiro-
zené odpovidaji obvyklé priorité operatori: negace vaze silnéji nez konjunkce a konjunkce
vaze silnéji nez disjunkce. (Zkuste postupovat podobné jako pfi konstrukei bezkontextové
gramatiky generujici regularni vyrazy, tedy pfidavanim vhodnych neterminalii.)

Priklad 4.4
Navrhnéte bezkontextové gramatiky generujici nasledujici jazyky:
o L, ={w e {a,b}* | w obsahuje podslovo baab }
o Ly={we{ab}||w,mod3=0}
o Ly={wwh|we {a,b}*}
o L,=1{0"1"0" | m,n>0}
o Ly={0"1"|1<n<m<2n}
o Lg={we{a,b} | w=wh}
e [; je jazyk posloupnosti v abecedé { (,), [,] }, které odpovidaji spravnému uzéavorko-
vani.
Priklad 4.5

.....

(Moznéa vam pomuze chapat a jako “atomicky vyraz” a b jako “bindrni operator”.)
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Priklad 4.6

Navrhnéte bezkontextovou gramatiku G tak, ze L(G) = Ly - Ly kde

Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje podfetézec bab}

Ly ={a"u|u € {a,b}* al<n<déka(u) <2n}

Pritom pouzijte S jako pocatec¢ni neterminal, a pokud mozno jen jedno pravidlo s S na
levé strané. (Snazte se o prehledny navrh vyuzivajici co nejméné pravidel.)

Nejprve navrhnéte gramatiky G, G pro jazyky L1, Ly a z nich jsme pak jednoduse ziskejte
gramatiku pro L; - Ly (jak je naznacCeno v ¢asti 5.2., s. 166). Uvédomte si, pro¢ je obecné
dulezité zajistit, aby mnoziny neterminali gramatik GGy a G5 byly disjunktni.

Priklad 4.7

Zjistéte, zda pro nasledujici gramatiku G je L(G) # 0, ¢ili zda lze z neterminélu S vyge-
nerovat alespon jedno terminalni slovo.

S — aS|AB|CD
A — aDb| AD | BC
B — bSb| BB
C — BA|ASb
D — ABCD |e

Zobecnéte sviij postup, tedy navrhnéte algoritmus, ktery toto zjistuje pro jakoukoli zadanou
bezkontextovou gramatiku.

Pfitom postupujte obecnéji tak, ze algoritmus pro danou G = (II, X3, S, P) sestroji mnoZinu
To={X €ll | Ju e ¥*: X =* u}. Mnozinu 7 nejdiive zadejte jednoduchou induktivni
definici:

o (X »5v)ePved¥ = X €eTg,

Priklad 4.8

(Nepovinné.)

Uvazujme jazyk L = {w € {a,b}*;|w| > 1 a |w|, = |w|s}.

Charakterizujte slova z L? = L - L. Je pravda, ze L = L* ? Plati piipadné alesponi jedna z
inkluzi L C L2, [?C L ?

Charakterizujte slova z L — L.

Na zékladé predeslych tivah navrhnéte bezkontextovou gramatiku generujici L.
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Priklad 4.9

(Nepovinné.)

Navrhnéte bezkontextovou gramatiku generujici jazyk vSech palindromu v abecedé {a, b},
jejichz délka je nasobkem tii.

(Jedna se tedy o jazyk L = {w € {a,b}* | w = w® a (Jw|mod 3) =0}.)

Zkuste nejprve najit gramatiku pouzivajici jediny neterminal. Poté popremyslejte, jestli
pouzitim vice neterminalti dokazete pocet potfebnych pravidel zmensit.

(Nakonec porovnejte s FeSenim Cviceni 4.13. na s. 137.)



