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Tyden 7

Prednaska

(Vypocetni) problémy, rozhodovaci (ANO/NE) problémy, ...

Pfipomnéli jsme si obecné definice a konkrétni problémy, jako napt. SAT [problém splni-
telnosti booleovskych formuli], problém miniméalni kostry grafu (i v rozhodovaci verzi).

Je samozreymé, Ze po pochopent problému must byt kazdy schopen uvést konkrétni priklady
instanct (vstupt) a prislusnych vystupi ... .

Také jsme diskutovali pfirozené zptisoby kédovani vstupii a vystupt slovy ve vhodné abe-
cedé (kterd lze nakonec zakédovat ,bindrné“, tedy pomoci slov v abecedé {0, 1}).

Turingovy stroje

Pfipomnéli jsme si, co bylo cilem (tfiadvacetiletého) Alana Turinga, kdyz v roce 1936
zavadél tzv. Turinglv stroj, a nastinili jsme vyznam tzv. Church-Turingovy teze, ktera se
strucné da vyjadrit sloganem

algoritmus = Turingiv stroj.

Naznacili jsme konstrukei konkrétniho Turingova stroje M; s dvéma koncovymi stavy gqecept
a Qreject; ktery prijiméa (nebezkontextovy) jazyk

{a™b"c" | n > 1}.

Jedna se vlastné o sestaveni (jako vzdy, pokud moZno ptfehledného, okomentovaného) pro-
gramu s jedinym typem instrukci; jeho zacatek miize vypadat nasledovné.

(q07a) — (qlaa7+1) B
(th) — <QI7_:C7+1) pro x € {a,b}
(q17b) — <q27b7+1)

Zaroven jsme pfipomnéli definici Turingova stroje jako struktury M = (@, %, T, 9, qo, F)
(kde ¥ C T" a I' \ X vzdy obsahuje specialni symbol [J); specidlné jsme si uvédomili, ze
prechodova funkce

0:(QNF)xT'—-QxIx{-1,0,+1}
je, de facto, prislusnou mnozinou instrukei ...
Ptipomnéli jsme si, ze na vypocet Turingova stroje M se da pohlizet jako na posloupnost
konﬁguraci KO l_M K1 l_M K2 I_M LRI
(V nasem konkrétnim piipadé stroje M; napf. plati (goaaabbbece) b (agiaabbbeee)
(@agqabbbeee) & (@aagibbbeee) = (aaabgabbeee) b -+ (@aabbbectquecep]); ale napf.
(goaabbbeee) F* aabbq,ejeibecce). )
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Uvédomili jsme si, Ze nas stroj (tedy algoritmus) 7esi problém

NAzEV: Prislusnost k jazyku L = {a™b"c" | n > 1}
Vstup: w € {a,b, c}*
VY¥sTup: ANO, kdyz w € L, NE jinak.

Jinymi slovy, nas stroj (algoritmus) rozhoduje (rozhodovact, neboli ANO/NE) problém

NAzEv: Prislusnost k jazyku L = {a™b"c" | n > 1}
Vstup: w € {a,b,c}*
OTAZKA: Jew e L 7

Pak jsme si nacrtli, jak by pracoval Turingiv stroj M,, ktery fesi nasledujici problém (jenz
neni typu ANO/NE):

NAzEV: Zdvojeni slova v abecedé {a,b}.

VsTup: w € {a,b}*.

VYSTUP: ww.
Uvédomili jsme si, ze kazdy Turingtv stroj M = (Q, 3, T, 4, qo, F') pfirozené definuje cds-
tecné zobrazeni
Zobrazeni je obecné ¢astené (tedy ne nutné totalni) proto, ze pro nékteré vstupy w € X*
se vypocet M nemusi zastavit a pfislusny vystup tedy neni definovan; vyrazem !M (w) se

zpravidla oznacuje fakt, ze M se pro vstup w zastavi (a hodnota vystupu fy/(w), nékdy
oznac¢ovana piimo jako M (w), je definovana).

Simulace mezi variantami Turingovych stroji

Zavedli jsme pfirozenou definici dvoupaskového Turingova stroje (2P-TS) jako struktury
M = (QJ 27 F? 67 qo, F)v kde

J:(QNF)xI'xI'-@QxI'x{-1,0,+1} x ' x {-1,0,+1},

a zkonstruovali jsme takovy stroj, ktery fesi problém ,Zdvojeni slova“. Sestrojili jsme
pritom nasledujici mnozinu instrukei.

nyvl:’) — (q07$a+17$7+1) pro x € {(l, b}
0 — (¢, 0,-1,0,0)
D) - (Q1,l’, _17D>0) pro x € {aa b}

=)

D) — (qQ7D7+17D70)
,0) = (g2, ¢, +1,z,+1) pro x € {a,b}
q2, |:|7D) — (qhaltv |:|707 D,O)
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Pak jsme si ujasnili, jak lze obecny dvoupaskovy Turingtv stroj (2P-TS) M simulovat
jednopaskovym dvouhlavym Turingovym strojem (1P-2H-TS) M’. Stroje M, M’ maji tedy
stejné (vstupné/vystupni) chovani, tj. realizuji tutéz (¢astecnou) funkci for = far.

(Idea spociva v pouziti ,,dvoustopé pasky“, tedy misto abecedy I' stroje M ma
stroj M" abecedu I' =T'U (I" x I'). Prvni hlava méni jen ,horni stopu“, druha
jen ,dolni stopu“. Pfitom se musi osSetfit pfipadny zapisovaci konflikt, kdyz
hlavy stoji na stejném policku pasky.)

Navazali jsme nacrtem simulace obecného 1P-2H-TS M’ standardnim strojem, tedy jed-
nopaskovym jednohlavym Turingovym strojem.

(Ten si na pasce musi oznac¢ovat mista, kde by staly simulované hlavy, a ,trochu
se nabéha®.)

Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problému

Nejprve jsme si dikladné pripomnéli, co to je (v naSem kontextu) problém. Uvédomili
jsme si, ze kazdému problému P je jednoznacéné pfifazena (vétSinou nekonecénd) ,tabulka®
Tp s dvéma sloupci: v prvnim sloupci jsou v jednotlivych fadcich vyjmenovany vSechny
(pfipustné) vstupy (neboli instance) problému P

(vstupy jsou zadany vhodné zvolenymi kédy = slovy v uré¢ité abecedé [de facto
staci abeceda {0,1}] a jsou napf. sefazeny podle délky a v ramci stejné délky
lexikograficky])

a v druhém sloupci jsou uvedeny prislusné vystupy
(v i-tém fadku je tedy v 1. sloupci i-ty vstup w a v 2. sloupci je pfislusny
vystup p(w), kde p je zobrazeni p : IN — OUT ur¢ené problémem P; tabulka

Tp je prosté reprezentaci zobrazeni p).

V ptipadé ANO/NE-problému se v druhém sloupci vyskytuji jen vystupy ANO a NE.

Pozndamka. S ohledem na budouci ivahy si specidlné uvédomme, Ze pro kazdy
vstup v tabulce Tp je definovan prislusny vystup; v druhém sloupci se tedy
nikde neobjevi ,nedefinovano“ (znak L).

Napft. u problému zdvojeni slov v abecedé {0,1} je mozné pfislusnou tabulku (zobrazeni)
znazornit takto:
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Vstup | Prislusny vystup

€ €
0 00
1 11

00 0000

01 0101

10 1010

11 1111

000 000000

Analogicky si lze pFirozené predstavit ptislusnou (nekonecnou) tabulku pro problém ekviva-
lence koneénych automati (Eq-FA), problém ekvivalence bezkontextovych gramatik (Eqg-
CFG), problém zastaveni Turingova stroje (HP, halting problem), diagonalni problém za-
staveni (DHP), atd.

Uvédomme si nyni, ze kazdému algoritmu A odpovida také jista (vstupné/vystupni) ta-
bulka T4, kterd kazdému moznému vstupu w algoritmu A piifazuje

e vystup vydany algoritmem A — v pripadé, Ze béh algoritmu A pro vstup w je konecny,

e nebo specialni znak | (nedefinovano) — v pfipadé, Ze béh algoritmu A pro vstup w
je nekonecny.

Jak vime, mtizeme si (diky Churchové-Turingové tezi) pod pojmem algoritmus predsta-
vit (napf.) Turingiv stroj. Kazdy Turingtiv stroj M tedy uréuje piislusnou tabulku T),.
Miizeme ji fikat napf.

vstupné /vystupni tabulka, zkrdcené I/O-tabulka, stroje M.

Je to prosté (nekonecnd) reprezentace vstupné/vystupniho chovéani stroje M, tedy repre-
zentace prislusného I/O zobrazeni fy; : ¥* — I' U {L}, kde ¥ je vstupni a I' (celkova)
paskova abeceda stroje M.

Poznamka. Vime, ze se bez ztraty obecnosti mizeme omezit na stroje s abe-
cedami ¥ = {0,1}, I' = {0,1,0}, jejichz I/O zobrazeni je typu {0,1}* —
{0,1}* U{L} (coZ mj. znamen4, Ze stroje jsou navrzeny tak, aby pii ukonceni
vypoctu zistal na péasce jediny souvisly tsek nul a jednicek [nepierusovany
znaky []).

Pomoci uvedenych pojmt tabulky problému a I/O-tabulky algoritmu (Turingova stroje)
jsme vyjadiili, kdy je problém P algoritmicky tesitelny; v piipadé ANO/NE-problému
hovorime o algoritmickée rozhodnutelnosti, ¢i zkracené jen rozhodnutelnosti.

Jen nam tedy naprosto jasné, co je mysleno, kdyz se fekne , problém Eq-FA je rozhodnu-
telny“ a ,problémy Eq-CFG, HP, DHP jsou nerozhodnutelné*“.
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Partie textu k prostudovani

Problémy a algoritmy (¢ast 6.1.), Turingovy stroje (¢ast 6.2.). (Informativné) Model RAM
(¢ast 6.3.), simulace mezi vypoc¢etnimi modely, Church-Turingova teze (6.4.), rozhodnutel-
nost a nerozhodnutelnost problému (6.5.).

Cviceni
Priklad 7.1

Na pfednasce jsme mj. diskutovali o (vypocetnich) problémech. Zformulujte, co to je (v
nasem kontextu) pojem problém a pak specidlné rozhodovaci (neboli ANO/NE) problém.
Specifikujte napr. problém jednoznacnosti bezkontextovych gramatik, s ukazkou pozitivni
a negativni instance.

Zformulujte definici (algoritmicky) rozhodnutelného (obecné algoritmicky tesitelného) pro-
blému ...

(Vzpominate si, co jsme fekli o (ne)rozhodnutelnosti problému jednoznac¢nosti gramatik?)

Priklad 7.2

Zformalizujte situaci obchodniho cestujiciho, ktery méa soupis mést k projeti a zna vzda-
lenost mezi kazdymi dvéma mésty, jakozto (vypocetni) problém; jde pfitom o nalezeni co
nejkratsi cesty, pfi niz jsou navstivena vSechna mésta. Pak navrhnéte rozhodovaci verzi
problému (pfi niz je dan limit). Vzdy uvedte ptiklady konkrétnich instanci a pfislusnych
vystupt. (V pfipadé rozhodovaci verze uvedte alespoil jednu pozitivni a jednu negativni
instanci. )

Priklad 7.3

Navrhnéte (co nejjednodussi) Turingtv stroj M Fesici problém piislusnosti k jazyku (pa-
lindromtt) L = {w € {a,b}* | w = w?} a zadejte jej (prehlednym) seznamem instrukei.
Priklad 7.4

Navrhnéte (co nejjednodussi) dvoupéaskovy Turingtiv stroj (2P-TS) M fFesici problém pii-

slusnosti k jazyku (palindromtt) L = {w € {a,b}* | w = w?}.
Porovnejte s fesenim predchoziho prikladu a pozdéji také s fesenim nasledujiciho prikladu.

Priklad 7.5

K 2P-TS M z ptedchoziho piikladu sestrojte standardni (jednopéaskovy, jednohlavovy)
Turinguv stroj M’, ktery fesi tentyz problém. Pfitom se snaZzte pouzivat obecny postup,
ktery k libovolnému 2P-TS M sestroji standardni TS M’ simulujici M.

Priklad 7.6

Navrhnéte zptsob, jak lze Turingtiv stroj s obecnou paskovou abecedou I' simulovat Tu-
ringovym strojem s paskovou abecedou {0, 1,0}.



