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Tyden 8

Prednaska
Model RAM

Ve studijnim textu je detailné popsan model RAM, ktery je novéjsim vypocetnim modelem
nez Turingiv stroj a vychazi z architektury realnych pocitaci. Je tam uveden i konkrétni
RAM (tedy konkrétni program = posloupnost instrukei), ktery fesi nésledujici problém.

Vstup: Neprazdna posloupnost kladnych celych ¢isel ukoncena nulou.

VYsTUP: Odchylky jednotlivych éisel od aritmetického priméru zadané posloupnosti
zaokrouhleného doli.

Cinnost zminéného RAMu je také priblizena jednou z animaci.

Kazdému by ovsem mélo byt jasné, ze podivat se na definici, pfiklad a animaci RAMu je
néco zcela jiného nez konkrétni RAM sestavit. Teprve ,j0sahani si“ jednotlivych instrukci
RAMu pii konkrétnim programovani nas miize pfivést ke skute¢nému porozuméni, pasivni
pohled na animaci to sotva mutze nahradit.

Byt jsme to na prednésce spolecné neudélali, je velmi vhodné, af si kazdy sam zkusi se-
staveni RAMu feSiciho vySe zminény problém. (Déle uvazujeme celd nenulova ¢isla misto
kladnych.) Nejdfive musime pochopitelné navrhnout algoritmus, ktery pak budeme pro-
gramovat (kédovat). Ten mizeme popsat napt. nasledujicim pseudokédem.

(* variables: *)
A: array [1.. ] of integer;
cislo, pocet, soucet, prumer: integer;

pocet:=0; soucet:=0; read(cislo);

while cislo # 0 do
{ pocet:=pocet+1; A[pocet|:=cislo; soucet:=soucet+-cislo; read(cislo) };

prumer:= soucet div pocet; (* celociselne deleni *)
for i:=1 to pocet do { write(Ali]-prumer) };

Tento pseudokdd relativné pfimocaie postupné prepisSeme pomoci instrukei RAMu.
Pro jednoduché proménné si vyhradime pamétové buriky s néasledujicimi adresami

cislo ... 2
pocet ... 3
soucet ... 4

prumer ... 5
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1 READ

2 JZERO 13

3 STORE 2 16 LOAD =1

4 LOAD 3

5 ADD =1 17 STORE 1

6 STORE 3 18 SUB 3

7 STORE 1 19 JGTZ 26

8 LOAD 2 20 LOAD *8

9 STORE %8 21 SUB b5

10 ADD 4 22 WRITE

11 STORE 4 23 LOAD 1

12 JUMP 1 24 ADD =1
25 JUMP 17

13 LOAD 4

14 DIV 3 26 HALT

15 STORE 5

Obrazek 1: Priklad programu pro stroj RAM

Poli A pfifadime zakladni adresu 8 (prvek A[1] ukladame do buriky 9, prvek A[2] do buiiky
10, atd.).

Dospéjeme tak (napf.) k programu na néasledujicim obrazku.

Méame pritom detailné promyslen vyznam vSech instrukei (¢asteéné jsme si je ,animovali
na konkrétnim ptikladu), vyuziti pracovniho registru 0 a indexregistru 1 a rozdily v argu-
mentech typu “= 1", “” a “xi” (kde i je zapis celého ¢isla).

Samoziejmé je vhodné si program detailné okomentovat, aby bylo jasné, ze se opravdu
jedné o (jednu moznost) prepsani uvedeného pseudokédu do instrukci RAMu.

(Znovu zduraziuji, ze kazdy by si mél nezavisle udélat sdm; pohled na hotovou véc moc
nepomiize, jak jiz bylo zminéno.)

Simulace mezi RAMy a Turingovymi stroji

Shodli jsme se, zZe je vcelku jasné, jak 1ze jakykoli Turingtv stroj s jednostranné nekonecénou
paskou pfimocare simulovat RAMem.

Naopak je to technicky komplikovanéjsi, ale myslenkové to pro programatory zase neni tak
narocné — simulaci RAMu vicepaskovym Turingovym strojem ilustruje jedna z animaci.
(Zminili jsme pfitom pojem jednotkové a logaritmické miry [¢asu pro provadéni instrukei],
k némuz se vratime u slozitosti algoritmu a problém.)

Pripomnéli jsme si pojmy rozhodnutelnosti a nerozhodnutelnosti problémt a nezavislost
téchto pojmil na zvoleném “rozumném univerzalnim” vypocetnim modelu (coZ je napf.
model “Turingovy stroje”, model RAM, programovaci jazyk C, Python apod.).
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Diikaz nerozhodnutelnosti problému zastaveni TS

Pripomenme si, co to znamena rozhodnutelnost problému, v fec¢i ,tabulek*: problém P
(typu ANO/NE) je rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus [Turingtv stroj] M takovy, ze
vstupné-vystupni tabulka T); je konzistentni s tabulkou Tp (stejnym vstuptim odpovidaji
stejné vystupy).

Pro zajimavost si vSimnéme, ze o konkrétnim problému miizeme zjistit, Ze je rozhodnu-
telny, aniz jsme schopni urcit konkrétni algoritmus, ktery jej fesi. Podivejme se napt. na
nasledujici problém.

NAzEv: 7vPi (Sedmicky v Ludolfové cisle )
VSTUP: Pfirozené cislo k.

OTAzZKA: Existuje v desetinném rozvoji ¢isla 7w tisek sedmicek délky k& ?

Je jasné, ze problému 7vPi odpovid4 jedna z nésledujicich tabulek.

Vstup | Vystup Vstup | Vystup Vstup | Vystup Vstup | Vystup
0 ANO 0 ANO 0 ANO 0 ANO
1 ANO 1 NE 1 ANO 1 ANO
2 ANO 2 NE 2 NE 2 ANO
3 ANoO 3 NE 3 NE 3 NE
4 ANO 4 NE 4 NE 4 NE
5 ANO 5 NE 5 NE 5 NE

Ke kazdé tabulce umime snadno navrhnout pfislusny algoritmus, takze problém 7vPi je jisté
rozhodnutelny. Nevime ovsem, ktera tabulka je ta prava, takze nejsme schopni predlozit
konkrétni algoritmus a prokézat, ze fesi problém 7vPi.

Zékladem k prokazovéani nerozhodnutelnosti problému je kratky, byt trochu ,zapeklity*,
ditkaz nerozhodnutelnosti tzv. diagonalniho problému zastaveni:

NAzev: DHP (Diagonal Halting Problem)
Vstup: Turingtv stroj M (resp. jeho pfirozeny kéd t¥eba v binarni abecedé).

OTAZKA: Zastavi se (vypocet stroje) M, kdyz za¢ne pracovat na (vstupnim) slové, které
je kédem jeho samého ?

Diikaz nerozhodnutelnosti DHP (sporem). Pfedpokladejme, Ze tento problém je rozhodovan
Turingovym strojem D. Pak mtizeme vyuzit D jako proceduru a sestrojit Turingiv stroj X,
ktery se chova takto: pro zadané slovo w nejdiive zkontroluje, zda w je kédem Turingova
stroje, a kdyz ano, tak pomoci D zjisti, zda onen zadany stroj se na sviij kéd zastavi
¢i nezastavi; v pripadé kladné odpovédi od procedury D se X nezastavi (provadi napi.
nekone¢ny cyklus), v pfipadé zaporné odpovédi se zastavi. Zkusme ted zodpovédét otazku,
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zda se X zastavi, kdyz je mu na vstupu pfedlozen jeho vlastni kéd. Jelikoz nutné dojdeme
k logickému sporu, stroj D nemtize existovat.

Preveditelnost mezi problémy

Ujasnili jsme si (i vyuzitim tabulek problémil), co to znamend, kdyZ se fekne, Ze

problém P, je algoritmicky preveditelny (struénéji preveditelny) na problém Py;
oznaCujeme P; ~» Ps: existuje algoritmus, ktery k instanci I; problému P;
sestroji instanci I problému P, tak, Ze odpovéd na otdzku pro I; v P; je stejna
jako odpovéd na otézku pro I, v P,.

[lustrovali jsme si na pripadu DHP~~HP, kde HP je definovan nize. Vyvodili jsme, ze HP
je také nerozhodnutelny (vyuzitim tvrzeni 6.11. v ¢asti 6.5.).

NAzev: HP (Halting Problem)
Vstup: Turingtv stroj M a (vstupni) slovo w.

OTAZKA: Zastavi se M na w 7 (Je tedy vypocet M pro vstup w konecny ?)

Poznamka. Obecné je prirozené definovat, ze P; je preveditelny na P, jestlize existuje
algoritmus rozhodujici P;, pokud muze vyuzivat (hypotetickou) proceduru rozhodujici P;
to je tzv. turingovskd preveditelnost. Casto ale sta¢i specialni piipad, ktery je uveden vyse;
ten bereme jako zakladni.

Caste¢na rozhodnutelnost, Postova véta

Ptipomnéli jsme cdstecnou rozhodnutelnost problémi. Pritom byla podstatna nasledujici
definice, kterou zde formulujeme v feéi ,tabulek* (problému P odpovida tabulka Tp, stroj
M prirozené definuje tabulku Tyy):

Turingiiv stroj M cdstecné rozhoduje problém P (typu ANO/NE), jestlize u
kazdého vstupu, pro néjz je v Tp ANO, je v tabulce Ty, vystup ANO a pro kazdy
vstup, pro néjz je v Tp NE, je v Ty vystup NE nebo znak | (nedefinovéno).

(Pro vstupy, kterym problém P pfitfazuje odpovéd NE, nemusi stroj M sviij vypocet skon-
¢it.)

Jak se d& ocekavat, o problému fekneme. ze je cdstecné rozhodnutelny, jestlize existuje
algoritmus (Turingtv stroj), ktery jej ¢astecné rozhoduje.

Specialné jsme si uvédomili Postovu vétu (Véta 7.2.)

Uvédomili jsme si také, ze problém HP je ¢astecné rozhodnutelny (viz Univerzalni TS), a
ze tedy HP (doplikovy problém k problému HP) neni (ani) ¢asteéné rozhodnutelny.
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Univerzalni Turingiiv stroj

Algoritmus, kterym jsme prokazovali ¢aste¢nou rozhodnutelnost problému zastaveni (HP)
byl tento: na zadany stroj (program) M a vstup w spust ,interpret®, ktery provadi ¢innost
(vypocet) M na vstupu w. Takovy interpret je ovSem také program, tedy algoritmus, a
slo by jej proto realizovat (naprogramovat) ve formé konkrétniho Turingova stroje U (viz
Véta 7.3.).

Partie textu k prostudovani

Model RAM (¢ast 6.3.), simulace mezi vypocetnimi modely, Church-Turingova teze (6.4.),
rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problémi (6.5.). Univerzalni Turingiv stroj (v ¢asti

7).

Cviceni
Priklad 8.1

Zjistéte, co délaji dva nize uvedené fragmenty programil pro stroje RAM. Pfipomenme,
ze pamétova burka s adresou 0 je pracovni registr a burika s adresou 1 je indexregistr.
Hodnota operandu *i (i je zépis celého ¢isla, napt. 281) je ¢islo ulozené v burice s adresou
1 + 7, kde j je aktualni obsah indexregistru. Oproti zakladni definici zde uzivame také
symbolické nazvy paméfovych bunék (vyhrazenych pro pfislusné proménné) a symbolicka
navesti.

READ LOAD N
STORE N STORE 1
LOAD =2 zmena, LOAD  *A
cykl:  STORE temp STORE X
LOAD N
JGTZ  body cykl ggﬁD 1_ X
%&?}ﬁE temp JZERO  konec
HALT STORE 1
LOAD *A
body: SUB =1 SUB X
STORE N JGTZ zmena
LOAD  temp JUMP  cykl
MUL - temp konec HALT
JUMP  cykl

Priklad 8.2

Vysvétlete, co to je doplitkovy problém k problému P (typu ANO/NE). Pak konkrétné defi-
nujte doplitkkovy problém Non-Eq-CFG k problému Eq-CFG (ekvivalence bezkontextovych
gramatik).
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Priklad 8.3

Vysvétlete podrobné, co to znamend, kdyz fekneme, ze HP~~Non-Eq-CFG (tj. Ze Halting
Problem je pfeveditelny na problém Non-Eq-CFG). (Pteveditelnost HP~~Non-Eq-CFG zde
nedokazujeme, ale dale ji bereme jako fakt.)

Priklad 8.4

Je mozné, Ze oba problémy Eq-CFG a Non-Eq-CFG jsou ¢astecné rozhodnutelné? Umite
prokazat ¢astecnou rozhodnutelnost alespon jednoho z nich?

Priklad 8.5

Vysvétlete, co déla univerzalni Turingtv stroj U, kdyz dostane jako vstup slovo tvaru uv,
kde slovo u je kédem stroje U.

Priklad 8.6

(Nepovinné.)

Navrhnéte Turingtiv stroj M s jednostranné nekonecnou paskou, ktery pro dané vstupni
slovo w € {a,b}* sestroji (vystupni slovo) w(w)®. Stroj M tedy realizuje p¥islusné
(vstupné/vystupni) zobrazeni fy, : {a,b}* — {a,b}* (nap¥. fi(abb) = abbbba).

Pak zvolte vhodné kédovani slov v abecedé {a,b} tak, aby analogické vstupné/vystupni
zobrazeni mohl realizovat RAM. Navrhnéte konkrétni RAM M’, ktery toto zobrazeni rea-
lizuje; pfitom postupujte tak, ze RAM M’ pfimocate simuluje Turingtiv stroj M. (Nejde o
co nejjednodussi RAM pro dany kol ale o to, abyste aplikovali obecny postup prokazujici,
ze kazdy TS je mozné simulovat RAMem.)



