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Tyden 9

Prednaska

Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové gramatiky

Uvedli jsme myslenku redukce problému zastaveni na ekvivalenci dvou bezkontextovych
gramatik (¢i nedeterministickych zasobnikovych automati).

Také jsme nacrtli tzv. Postiv korespondenc¢ni problém, myslenku diitkazu jeho nerozhodnu-
telnosti a vyuziti k diitkazu nerozhodnutelnosti jednoznacnosti bezkontextovych gramatik.

Riceova véta

Uvédomili jsme si, ze kazda vlastnost V' Turingovych stroji (napf. ,stroj M ma vice
nez 100 stavi“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu
vsech Turingovych stroji na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroji, které
vlastnost V' maji, a druh& je mnozina stroji, které vlastnost V' nemaji. Vlastnost V' je
trivialng, jestlize je jedna z onéch dvou pfislusnych mnoZin prazdna (tedy bud vSechny
stroje vlastnost V' maji nebo ji nema ani jeden). Vlastnost V' je netrivialni, jestlize ji
alespon jeden stroj mé a alespon jeden stroj nema.

Diikladné jsme si promysleli, co to je vstupné /vistupni vlastnost, zkracené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroji (¢i obecné ,programi).

Specialné jsme si uvédomili, ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existuji
dva stroje My, M, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' m4 a druhy ji nema.

Probrali jsme si pak (nize uvedené) vlastnosti v feSeném piikladu 7.1. a uvédomili si, které
jsou I/0O vlastnostmi. Specidlné jsme si vSimli, Ze podle definice je kazda trividlni vlastnost
I/O vlastnosti.

a/ Zastavi se M na fetézec 001 ?
b/ Ma M vice nez sto stavi 7
¢/ Ma v néjakém piipadé vypocet stroje M vice kroki nez tisicindsobek délky vstupu ?

d/ Plati, Ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvySe n vicekrat zastavi nez
nezastavi ?

e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné nez |w|? krokt?
f/ Je pravda, Ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni ?

g/ Je pravda, ze M ma nejvyse sto stavii nebo vice nez sto stavi ?

Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:
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Kazdd netrividlni vstupné /vystupni vlastnost programi je nerozhodnutelnd.

Diikaz véty. Uvazujme libovolnou netrividlni vstupné/vystupni vlastnost V' Turingovych
stroju. Necht stroj M, ktery se nezastavi na zadny vstup, vlastnost V' nemad, a necht jisty
stroj Ms vlastnost V' ma, nebo naopak; takové dva stroje My, M, nutné musi existovat.
Uvazme nyni instanci M, w problému zastaveni. Sestrojme k ni stroj M’, ktery se chova
takto: vstup u nejprve ignoruje a simuluje stroj M na w; teprve pokud se tato simulace
zastavi (tedy M se zastavi na w), tak M’ pokracuje simulaci stroje My na vstup u. Vidime:
pokud M se zastavi na w, tak M’ ma stejné I/O chovani (mé stejnou I/O tabulku) jako
Ms; pokud se M nezastavi na w, tak M’ mé stejné I/O chovani (m4 stejnou I/O tabulku)
jako M;. Kdyby tedy vlastnost V' byla rozhodnutelna, byl by rozhodnutelny i problém
zastaveni.

Slozitost algoritmii

Ptipomnéli jsme si, Ze slozitosti algoritmi vétsinou nemyslime slozitost jejich struktury c¢i
obtiZznost jejich navrhu, ale ¢asovou (¢i pamétovou) naroc¢nost jimi definovanych vypocti.
Ptirozené jsme navrhli chapat

casovou sloZitost Turingova stroje M jako funkci Th; : N = N

tak, ze Tys(n) udava pocet kroki vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v
neghorsim pripadé (worst-case complexity).

Pozndmka. O ¢asové slozitosti ma tedy rozumny smysl hovofit jen u stroji, jejichz (vSechny)
vypocty jsou konecné.

Pak jsme navrhli (rdmcové) Turingtv stroj M; pfijimajici (pfechodem do stavu Gecept)
pravé ta slova v abecedé {0, 1}, ktera jsou z jazyka {0™1™ | m > 1}.

Jednalo se o standardni jednopéaskovy Turingiiv stroj (s jednostranné nekone¢nou paskou).
P1i analyze jeho casové slozitosti jsme si pripomnéli

asymptotickou notaci f(n) € O(g(n)), f(n) € o(g(n)), f(n) € O(g(n)) (véetnsé
béznych funkei, které se vyskytuji pti analjze slozitosti algoritmu)

a prisli na to, Ze u naseho konkrétniho stroje M; plati Ty, (n) € O(n?).

Pak jsme se zamysleli a pfisli na ndpad, jak navrhnout (standardni) stroj M, Tesici tentyz
problém, pro néjz jsme odvodili Ty, (n) € O(nlogn).

Pfitom jsme si uvédomili, pro¢ pifi takové analyze nezélezi na zakladu logaritmu (ktery zde
bereme jako 2, pokud neni feceno jinak).

Pak jsme si jesté vSimli, Ze umime navrhnout dvoupdskovy (¢i jen dvouhlavy) Turingiv
stroj M3, ktery Fesi vySe uvedeny problém a pro néjz je Ty (n) € ©(n).

Jen letmo jsme zaznamenali jako fakt, ze

mezi rozumnymi vypocetnimi modely existuji (vzadjemné) polynomialni simu-
lace,
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takze tiida PTIME, tedy trida problémi resitelngch polynomidlnimi algoritmy (tedy algo-
ritmy s ¢asovou sloZitosti omezenou polynomy), je nezavisla na tom, ve kterém (rozumném)
vypocetnim modelu (tedy ve kterém ,programovacim jazyku*) algoritmy realizujeme.

Trida PTIME

Pripomnéli jsme si definici tfidy PTIME. Pfitom jsem zdtdraznil, Ze vSechny problémy ve
studijnim textu (nejen ty, které jsou v PTIME) je t¥eba dikladné promyslet — pak nemtize
byt pro nikoho problémem u zkousky néjaky pozadovany problém presné definovat a uvést
priklady instanci s pozitivni odpovédi a instanci s negativni odpovédi.

Déle zminime néekolik obecnych metod navrhu polynomidalnich algoritmi.

Dynamické programovani

Uvazovali jsme o problému nejdelsi spolecné podposloupnosti ze sekce 10.2.4. Nejprve jsme
celkem pfimocare sestrojili rekurzivni proceduru LC'S(u, v). Analyzou jsme zjistili, ze pocet
volani LC'S pfi FeSeni instance u, v, kde |u| = |v] = n, mizZe byt vétsi nez 2". Navrzeny
algoritmus tedy jisté neni polynomialni.

Kladli jsme si otazku, zda se neda navrhnout polynomialni algoritmus fesici uvedeny pro-
blém. Zlepseni nas napadlo, kdyz jsme si uvédomili, ze pfi rekurzivnim feSeni se mnohé
podptipady mohou zbytetné fesit vicekrat (nezéavisle na sobé). Pfitom kazdy podpiipad
staci vyfesit jednou a feSeni poznamenat do vhodné ,tabulky“ (v nasem pfipadé dvou-
rozmérného pole). Pfitom postupujeme od mensich podpfipadii k vétsim. To je princip
tzv. metody dynamického programovdni. Vysledny algoritmus (také ilustrovany jednou z
animaci) uz polynomialni oc¢ividné je.

Jako pékny piiklad dynamického programovéani jsme zminili také algoritmus Cocke-
Younger-Kasami pro rozhodovani piislusnosti k jazyku generovanému bezkontextovou gra-
matikou.

Metoda ,,Rozdél a panuj“

Pfipomnéli jsme si i tuto obecnou metodu navrhu (efektivnich) algoritmt. Naznadcili jsme
si odvozeni feseni rekurentnich rovnic uzite¢nych pii analyze slozitosti rekurzivnich algo-
ritmu, jak je to probrano v ¢asti 10.2.2. Ilustrovano na mergesortu O(nlogn) a nasobeni
matic: klasicky v O(n?) (kde n je rozmér matic), zminéna sloZitost Strassenova algoritmu
v O(nl°e27),

Hltavy (greedy) pfistup u optimaliza¢nich problémi

[lustrovano na problému minimalni kostry v grafu (kde tento pfistup funguje).



Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 4

Partie textu k prostudovani

Riceova véta (v ¢asti 7.). Slozitost algoritmu (8.1., 8.2.). Dynamické programovéni (10.2.4.),
¢ast 10.2.2. (metoda ,rozdél a panuj“).

Cviceni
Priklad 9.1

Uvedte alesponi t¥i vlastnosti Turingovych stroji, pro néz plyne nerozhodnutelnost z Ri-
ceovy véty, a alespon tii vlastnosti, pro néz nerozhodnutelnost z Riceovy véty neplyne.
(Jiné pfiklady nez byly na prednésce.)

Priklad 9.2

Pripomente si, jak se pouziva a co vyjadiuje znaceni O, o, © a ptesné jej zadefinujte.
Pak sefadte néasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich rustu.

a/ n/2005, v/n-3n, n+n-logn

b/ (logn)®, n", 2V"

Priklad 9.3
Necht a,b > 1. Ukazte:

e Jc:Vx:log, r = c-log,x (tedy log,n € O(log, n))

log, n

°a = nl°&:¢ (navod: aplikujte na obé& strany funkci log;)

Priklad 9.4

Pfipomeiite si definici tfidy PTIME. Uvedte precizné priklady alespori dvou problémi z
PTIME a prokazte, Ze jsou v PTIME.

Priklad 9.5
Demonstrujte hltavy pristup pfi feSeni problému minimalni kostry v grafu (na rozumném

ptikladu s nékolika vrcholy) a ukazte, ze se jedna o polynomiélni algoritmus. (Idealni by
bylo, kdybyste také podali argumenty, pro¢ tento ptistup vede k optimalnimu feseni.)
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Priklad 9.6

Uvazte nasledujici rozhodovaci (neboli ANO/NE) verzi jistého optimaliza¢niho problému:

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujiciho ( ANO/NE wverze))

VSTUP: mnozina ,mést“ {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,,limit).
OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda* dlouha nejvyse ¢, tj. existuje permutace {iy, i, ...,0,}

mnoiiny {1, 2, Ce ,77,} tz. d(il, Zg) + d(ig, 23) + -4 d(in_l,in) + d(Zn, Zl) S 0?7

Zformulujte pfirozenou metodu hltavého pristupu k tomuto problému a zkuste na malém
prikladu prokézat, ze nemusi vést k optimu.

Priklad 9.7

(Nepovinné; doplnéni k metodé ,rozdél a panuj*)

Véta o FeSeni rekurentnich rovnic se da tvest i takto (mirné obecnéji nez je v ucebnim
textu):

Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N ¢&i alespon asymptoticky
kladnd) a pro funkci 7': N — N plati rekurentni vztah

T(n) =aT(n/b) + f(n).
Pak plati:

1. Je-li f(n) = O(n°) a c < log, a, pak T'(n) = O(n'°s ),

2. Je-li f(n) =0O(n"& ), pak T'(n) = O(n'°s* - logn).
Obecndji: je-li f(n) = O(n'%*log"n), k > 0, pak T'(n) = O(n'°&* - log"*' n).

3. Je-li f(n)=Q(n°) ac>log,a
a a-f(n/b) <d-f(n) pronéjaké d < 1 a skoro vSechna n (tedy az na kone¢né mnoho
vyjimek),
pak T(n) = ©(f(n)).

Ve 3. ptipadu lze vyvodit, ze kdyz f(n) = O(n°), tak T'(n) = ©(n°). (MiZete oveéfit.)
Pak zjistéte u nasledujicich priklad®, zda se na né véta vztahuje, a v kladném pripadé
odvodte FeSeni.

e T(n)=3T(n/2) +n?

e T(n) =4T(n/2) + n?
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