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Tyden 10

Prednaska

Nejdiive jsme dokonéili diskusi ndmét z minulé prednéasky (specidlné dynamické progra-
movéani).

Nedeterministické algoritmy a jejich sloZitost; tfida NPTIME

Ujasnili jsme si pojem nedeterministického algoritmu (Turingova stroje) a definici toho, co
to znamena, ze néjaky nedeterministicky Turingtv stroj M rozhoduje dany problém P.
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Také jsme pfimocafe rozsifili pojem (¢asové) slozitosti na nedeterministické stroje a defi-
novali jsme tfidu NPTIME.

Ukézali jsme si (nedeterministické) algoritmy prokazujici, ze problém SAT (splnitelnost bo-
oleovskych formuli) a IS (Independent Set, rozhodovaci verze problému nezavislé mnoziny

v grafu) jsou v NPTIME.

Polynomialni preveditelnost; NP-uplné problémy

Jiz zndmy pojem preveditelnosti mezi problémy jsme vyuzili v definici polynomidlni pieve-
ditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polynomiélni ¢asovou
slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vsimli jsme si, jak miize prokdzand polynomialni preveditelnost mezi problémy pomoci v
urcovani (ne)pfislusnosti k PTIME ¢i NPTIME.

Definovali jsme pojem NP-tplného problému; problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS
jsou priklady NP-tplnych problémi.

Pfipomenuti: animace ukazuji ditkaz Cookovy véty, tedy dilkaz toho, ze SAT je NP-tplny,
a dale demonstruji SAT < 3-SAT, 3-SAT « IS, IS <« HC, HC < HK (a také nyni pozadovany
prevod HK <« TSP.)

Partie textu k prostudovani

Casti 8.3., 8.4., 8.5. (tfida PTIME, tiida NPTIME, NP-tiplné problémy).

Cviceni
Priklad 10.1
Definujte pojem polynomidlni preveditelnosti jako specialni ptipad dfive uvedené (algorit-

mické) preveditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polyno-
mialni ¢asovou slozitost, tedy ¢asovou sloZitost omezenou polynomem.)
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Vysvétlete nejdiive pfesné, co mame udélat, chceme-li prokazat polynomialni preveditel-
nost problému HC (hamiltonovsky cyklus v orientovaném grafu) na problém HK (hamil-
tonovska kruznice v neorientovaném grafu).

Pak to udélejte.

Priklad 10.2

Vysvétlete pojem ,, NP-tuplny problém®.

Definujte problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS (s priklady pozitivnich a negativ-
nich instanci). Tyto problémy jsou NP-uplné. U kazdého si alespon uvédomte algoritmus,
prokazujici prislusnost k NP.

Priklad 10.3

Uvazujme nasledujici problém (jeden z ¢asto uvadénych NP-tiplnych problémi). (Uz jsme
jej v jiné souvislosti uvazovali minule.)

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujiciho ( ANO/NE wverze))
VSTUP: mnozina ,mést“ {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,,limit*).

OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouha nejvyse £, tj. existuje permutace {iy, iz, ...,i,}
mnoziny {1,2,...,n} tz. d(iy,ia) + d(ia, i3) + - - + d(in—1,n) + d(in, 1) < €7

Je to rozhodovaci (neboli ANO/NE) verze optimaliza¢niho problému. Odvodte nejdiive,
jak vypada onen optimaliza¢ni problém (tedy co je jeho vstupem a co odpovidajicim vy-
stupem).

Déle ukazte n&jakou malou (ale ne uplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného pro-
blému TSP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Pak prokazte (ndvrhem konkrétniho nedeterministického algoritmu), ze TSP je v NP.

Nakonec zkuste vymyslet diikaz NP-obtiznosti problému TSP.
(Napovéda. Muzete vyuzit faktu, Ze problém hamiltonovské kruznice (HK) je NP-tplny.)

Priklad 10.4

Uvazujme problém

NAzEv: ILP (problém celociselného linedrniho programovadni)
VsTup: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky jsou celd
¢isla.

OTAzZKA: Existuje celoéiselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b7
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UkaZte nejprve néjakou malou (ale ne plné trivialni) instanci (tedy vstup) uvedeného
problému ILP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Vysvétlete piresné, co bychom museli udélat, kdybychom chtéli ukazat, ze 3-SAT < ILP.
(Zbytek ptikladu je nepovinny.)

Zbude-li cas, zkuste tuto preveditelnost dokazat. Prinejmensim ale uvedte, co bychom
mohli Fici o slozitosti problému ILP poté, co bychom prokazali 3-SAT < ILP.

Dale pouvazujte o tom, zda ILP patii do NP.

Je to tak, ale je to priklad problému, jehoz pfislusnost k NP neni ihned ziejma — na rozdil
od drivejsich prikladi problému v NP.

(Spokojime se zde jen s odkazem na fakt, ze se da ukazat, Ze existuje-li feSeni nerovnosti

Ax > b, pak existuje i feSeni ,dostatecné malé“ — jeho zapis je polynomidalni vzhledem
k zépisu A a b; feSeni se tedy d& v polynomidlnim ¢ase ,uhodnout® a ovéfit. )



