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Tyden 12

Prednaska
PSPACE, NPSPACE, PSPACE-iiplnost

Uvédomili jsme si, Ze napf. pro zjisténi toho, zda Bily mé néjakou strategii ve hie SACHY,
ktera mu zarucuje vitézstvi v 200 tazich (rozumi se, Ze Bily tahne maximélné 200-krat),
bychom uméli celkem primocare sestavit algoritmus; napt. zavolame

MaBilyVS(VychoziPozice, Bily, 200), kde

MaBilyVS(Pozice, NaTahu, Limit):

if ((Pozice, NaTahu) piedstavuje mat Cernému) return ANO;

if ((Pozice, NaTahu) pfedstavuje pat nebo mat Bilému nebo Limit=0) return
NE;

if (NaTahu=Bily) {Postupné pro kazdy tah Bilého v Pozice zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Cerny, Limit), kde Pozice’ vznikne z Pozice provedenim
prislusného tahu; kdyz je v néjakém pripadé vraceno ANO, tak return ANO,
jinak return NE};

if (NaTahu=Cerny) {Postupné pro kazdy tah Cerného zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Bily, Limit-1); kdyz je ve vSech pfipadech vraceno ANO,
tak return ANO, jinak return NE}.

Snadno si ovSem spocteme, ze odpovédi bychom se od tohoto algoritmu nedockali, ale neni
to tim, Ze by pretekla pamét. Je snadno vidét, Ze pro pfirozenou implementaci v zasadé
sta¢i pamét velikosti 400 pozic (400 ,Sachovnic*). (Ano, jedna se o jisty prichod stromem
hloubky < 400; pritom neni tfeba konstruovat v paméti cely strom, ale staci vzdy udrzovat
aktudlni vétev.)

Tim jsme si pfipomnéli, Ze i v malém prostoru (malé paméti) se pochopitelné daji provadét
¢asové narocné vypocty.

Nadefinovali jsme t¥idy PSPACE, NPSPACE a uvedli si Savitchovu vétu (z u¢ebniho textu),
ktera mj. implikuje PSPACE = NPSPACE.

Uvédomili jsme si inkluze
PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

M4 se obecné zato, Zze obé inkluze jsou vlastni, byt nikdo nevyvratil moznost PTIME =
PSPACE.

Pripomnéli jsme si, co jsou NP-tplné problémy a nadefinovali jsme PSPACE-upiné pro-
blémy. Jako ptiklady PSPACE-tuplnych problému jsme uvedli QBF (problém pravdivosti
kvantifikovanych booleovskych formuli), Eq-NFA (ekvivalence nedeterministickych konec-
nych automatt) a Eq-RegExp (ekvivalence regularnich vyrazi). (Kazdy posluchac je jisté
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jiz schopen kazdy nami zkoumany problém presné specifikovat a uvést ptiklady pozitivnich
a negativnich instanci ...)

Uvedli jsme také, ze nejriznéjsi deskové a grafové hry se daji zformalizovat jako PSPACE-
tézké (pripadné PSPACE-tplné) problémy. Napf. u Sacht by to ovSem chtélo definovat napf.
(n x n)-Sachy (pro vSechna n, nejen n = 8). (Pfipomenme, ze podle nasich definic patii
kazdy problém s koneéné mnoha instancemi do t¥idy 7 (1), tedy ma konstantni slozitost!)
Vsimli jsme si, Ze problém QBF lze definovat jako zjistovani existence vitézné strategie ve
hie dvou hract, kde Eva (,existenéni hrac“) nasazuje existenéné vizané proménné a Adam
(,,univerzalni hra¢“) nasazuje univerzalné vazané proménné.

Dokazatelné nezvladnutelné problémy

Jestlize prokazeme NP-obtiznost ¢i PSPACE-obtiZznost néjakého problému, fikdme, Ze je
prakticky nezvladnutelny (intractable). Je totiz jasné, Ze navrhneme-li algoritmus, ktery
fesi (pfesné ten) dany problém, a neobjevime-li pfitom genidlni ,trik“, na ktery dosud
horsi) slozitost. Obecné pouzivat algoritmus (resp. odpovidajici program) budeme moci
jen na velmi mala vstupni data. Teoreticky ovsem potrad jesté moznost rychlého algoritmu
(zaloZeného na ,genidlnim triku“) existuje.

Samoziejmé je mozné, ze exponencialni algoritmus ve skutecnosti chceme pouzit jen na
malé data, anebo ho t¥eba pouzivime na data, pii nichZ se neprojevi ona (worst case)
exponencialni slozitost. V tomto smyslu praktickd nezvladnutelnost (obecného) problému
jesté neznamena, ze ho v praxi nemuze pocitacovy program uspésné fesit v pro nas zaji-
mavych piipadech. (Existuji i jiné moznosti, jak v praxi Gspésné Fesit i ,nezvladnutelny“
problém. Zminime se o tom v partiich o aproximac¢nich a pravdépodobnostnich algorit-
mech.)

Znédme ovsem i tzv. dokazatelné nezvlddnutelné problémy (provably intractable problems),
tj. ty, u nichz mame dokdzdno, ze pro né neexistuji polynomialni algoritmy. Definujeme-li
napri. tridy

EXPTIME = | J7(2").  EXPSPACE = [ JS(2")
k=0 k=0

pak EXPTIME-tézky ¢i EXPSPACE-tézky problém je takovym dokazatelné nezvladnutelnym
problémem.

Da se totiz ukazat, ze inkluze PTIME C EXPTIME, PSPACE C EXPSPACE jsou skutecné
vlastni (tzn., Ze neplati rovnost). (My to zde ale dokazovat nebudeme.)

Napf. nésledujici problém je EXPSPACE-tplny:
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NAzEv: RE? (ekvivalence requldrnich vyrazi s mocnénim)

VSTUP: dva regularni vyrazy, v nichZ je moZné pouzit mocnéni (tzn. je mozno psat o
misto a - «).

OTAZKA: reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk?

Pfipomerime, Ze problém Eg-RegExp pro standardni regularni vyrazy (bez mocnéni) je
PSPACE-uplny, stejné jako problém Eq-NFA jazykové ekvivalence nedeterministickych ko-
neénych automati. (Vime, Ze slozitost je funkci velikosti vstupu; mocnéni v reguldrnich
vyrazech umoznuje exponencidlné zkratit zapis nékterych dlouhych standardnich vyrazi.)
Existuji samoziejmeé i dokazatelné tézsi (superexponencialni) problémy. Ilustrujme je pii-
kladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani pravdivosti formuli teorie s¢i-
tani).

Rozhodnutelnost Presburgerovy aritmetiky (jen s¢itani)

NAzev: ThAdd (problém pravdivosti teorie scitdni)

VsTuP: formule jazyka 1. fadu uzivajici jediny ,nelogicky*“ symbol — ternarni (tj. 3-arni)
predikatovy symbol PLUS (PLUS(z,y,2) g v +y = 2).

OTAZKA: je dané formule pravdiva pro mnozinu N = {0,1,2,...}, kde PLUS(a,b,c) je
interpretovano jako a +b = ¢?

Dikaz rozhodnutelnosti  Presburgerovy —aritmetiky (vyuzivajici jen  predikét
PLUS(x,y, z)), tedy dtikaz véty 9.3. z kapitoly 9:

Zde viibec neni zfejmé, Ze existuje algoritmus, ktery dany problém fesi. Presburger ukazal
takovy algoritmus ve 20. létech 20. stoleti (jednim z cilii tzv. Hilbertova programu bylo
ukazat podobny algoritmus i s pripusténim predikdtu pro nésobeni — nemoznost feSeni
tohoto ukolu ukazal pozdéji Godel). Mnohem pozdéji bylo ukazano, ze kazdy algoritmus,
fegici problém ThAdd ma slozitost miniméalné 22".

Presburger ukazal algoritmus vyuzitim tzv. metody eliminace kvantifikatori. Elegantni
diikaz umoznuji také vysledky, které zname z teorie konecnych automati.

Veéta. Existuje algoritmus rozhodujici problém ThAdd.

Predstavme si tristopou pasku, kde v kazdé stopé je fetézec nul a jednicek, tj. binarni zapis
¢isla. Na pasku samoziejmé miizeme hledét jako na jednostopou s tim, ze povolené symboly
abecedy jsou usporadané trojice nul a jednicek. Snadno nahlédneme, zZe existuje konec¢ny
automat, ktery prijima prave ta slova v ,abecedé trojic“, kterd maji tu vlastnost, ze soucet
¢isla v prvni stopé s ¢islem v druhé stopé je roven cislu ve treti stopé. Thned je to jasné
pri ¢teni odzadu; pak si staci pfipomenout, ze regularni jazyky jsou uzavieny na zrcadlovy
obraz.

Z dalsich wuzavérovych vlastnosti snadno vyvodime, Ze pro libovolnou formuli
F(x1,29,...,2,) jazyka ThAdd kterd neobsahuje kvantifikatory, lze zkonstruovat kon. au-
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tomat Az pfijimajici pravé binarni zapisy téch n-tic ¢isel (na n-stopé pésce), pro které je
F(x1,x9,...,x,) pravdivé.

Pro formuli (3z,)F(x1,xs,...,x,) je mozné zkonstruovat automat, ktery pfijima pravé
bindrni zapisy téch (n—1)-tic ¢isel (dosazenych za xi,23,...,2,-1), pro které je
(Fz,) F (21, 22, ..., 2,) pravdivd: automat pracuje na (n—1)-stopé pasce, ale simuluje Az
tak, Ze obsah n-té stopy nedeterministicky hada! (Pak ho samoziejmé lze pfrevést na ekvi-
valentni deterministicky automat.)

Jelikoz (Va,)F(x1, za, ..., x,) je ekvivalentni —(Jx,)~F (21, xa, . . ., ), nacrtli jsme takto
postup, ktery k formuli jazyka ThAdd v prenexni formé postupnou aplikaci zminénych kon-
strukei sestroji koneény automat, ktery pfijme prazdné slovo (neboli néjakou ,,posloupnost
0-tic*) pravé tehdy, kdyz vychozi formule je pravdiva.

Nerozhodnutelnost aritmetiky (se s¢itanim a nasobenim)

Uvedli jsme si jen hlavni myslenku nerozhodnutelnosti pravdivosti uzavienych formuli
1.fadu s predikdty PLUS(x,y,2) (tj. = +y = 2) a MULT(z,y,2) (tj. x -y = 2) ve
standardnim modelu aritmetiky (N, +, ).

(Vyuzili jsme nerozhodnutelnosti existence akceptujiciho vypoctu zadaného Turingova
stroje M na zadaném slové w.)

Partie textu k prostudovani

Kapitola 9 (specialné Tfida PSPACE).

Cviceni
Priklad 12.1

Definujte tfidu PSPACE a pojem ,,PSPACE-tplny problém“; prikladem je:

NAzev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovanych booleovskijch formuli)
Vstup:  formule  (Jz1)(Vao)(Fz3)(Vaa) ... (Fron—1)(Vae,)F (21, X2, ..., xe,),  kde

F(x1,29,...,29,) je booleovskd formule v konjunktivni normalni formé.

OTAZKA: je dané formule pravdiva?

Uvedte néjaké malé, ale netrivialni, priklady pozitivnich a negativnich instanci problému.
(Zbytek ptikladu je nepovinny.)

Definujte pravidla hry pro hrace Eva (,existencéni hrac¢“) a Adam (,univerzalni hrac®),
ktefi postupné nasazuji hodnoty proménnych. Jde o to, definovat hru tak, aby Eva méla
vitéznou strategii (mimochodem, co to je vitézna strategie?) pravé tehdy, kdyz je zadana
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formule pravdivad (a Adam mél vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz je zadana formule
nepravdiva).

Zbude-li ¢as, nakonec ilustrujte na malém piikladu, jak 1ze obecnou plné kvantifikovanou
booleovskou formuli ¢ pfevést (v polynomidlnim ¢ase) na ekvivalentni ¢', ktera je ve tvaru
pozadovaném pro vstup problému QBF.

Priklad 12.2

Nejprve objasnéte, co to je tfida NPSPACE.

Uvazujme nyni nedeterministicky Turingiv stroj M = (Q, 3, T, 4, qo, F'), jehoZ prostorova
slozitost je omezena polynomem p (pfi praci na vstupu délky n navstivi jakykoli vypocet
stroje M nejvys p(n) policek pasky. Necht ¢ je konstanta zarucujici, Ze vSech moznjch
konfiguraci uqu stroje M, kde |uv| < £, je nejvyse 2¢ (pro vs. £ > 0).

Vysvétlete, co déla nasledujici funkce (programova procedura):

function XY (w: inicidlni obsah péasky stroje M)

function R (n:integer, C,C’: konfigurace stroje M, k:integer)
if k=0 then
if C=C’ or C |- C’
(* tj.: stroj M m@Ze nejvys jednim krokem pfejit z C do C’ *)
then return TRUE else return FALSE
if k>0 then
for all C’’ of size p(n) do
if R(n,C,C’’,k-1) and R(n,C’’,C’ ,k-1)
then return TRUE
return FALSE

for all C of size p(n) do
if C je koncovd (* tedy tvaru uqv, kde q je v F *)
and R(lwl, 0 w , C , c p(lwl))
then return TRUE
return FALSE

Odvodte, jakou paméfovou slozitost funkce XY ma. (Specidlné vezméte v potaz, Ze ona
dvé volani R(n,C,C’’,k-1) and R(n,C’’,C’,k-1) mohou pro svou praci vyuzivat tutéz
pracovni pamét.)

Je uz ted jasné, ze PSPACE = NPSPACE ?

Priklad 12.3

Co myslite, je tfida NPSPACE uzaviena na doplnék? (Tedy plati, Ze pro kazdy problém v
NPSPACE je jeho doplitkovy problém [s obracenou otazkou| také v NPSPACE 7) (Népovéda:
vyuzijte faktu, ze PSPACE = NPSPACE.)
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Priklad 12.4

Uvazujte nasledujici problém.

NAzev: Eq-NFA (problém ekvivalence nedeterministickych konecnych automati)
VsTuP: dva NFA A;, A,.
OTAZKA: plati L(A;) = L(A2) 7

Ptipomente si nejdiive algoritmus rozhodujici dany problém, ktery znate. Prokazali jste
jim, Ze problém Eq-NFA patii do EXPTIME ?

Zamyslete se, zda se vam podaii ukéazat ptislusnost problému Eq-NFA k PSPACE. (N&-
povéda. Jak vime, sta¢i ukdzat ze Non-Eq-NFA (doplnék k Eq-NFA) patii do NPSPACE.
Vysvétlete, pro¢ to staci, a pak se to snazte ukazat.)

(Pozn. Eq-NFA je také jeden ze zndmych PSPACE-tplnych problémii.)



