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Predkladany material slouZi jako studijni opora pro pfedmeéty teoretické informatiky,
specialné pro oblasti teorie jazyk(l a automatt a teorie algoritmd (i teorie vycisli-
telnosti a sloZitosti). Zplisob jeho vyuziti v konkrétnim kursu doporuci prednasejici.

~s s

Material vznikl (v lednu 2004) slou¢enim pracovnich textd k dfivéjSim samostatnym
kurs@im ‘Teorie jazykl a automatl’ a ‘VyCislitelnost a sloZitost’ a sklada se tudiz
ze dvou relativné samostatnych ¢asti. Kazda ¢ast ma svij vlastni (Gvod, oviem
odkazuje se do spole¢ného seznamu literatury (uvedeného v zavéru).

Omlouvam se za ponechané specifické poznamky u jednotlivych kurst, které v
obecném kontextu mozna nejsou relevantni.
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Kapitola 1

Uvod, cile kursu, literatura

Teorie jazykl a automatl patfi ke klasickym partiim teoretické informatiky a je
ve vétsi ¢i mensi mife soucasti studijnich pland informatiky na vSech vysokych
Skolach.

Zde predkladany material je zamySlen jako studijni opora pro Gvodni kurs v dané
oblasti. Material vznikl pfepracovanim a doplnénim pracovniho textu, jenz plivodné
slouzil jen jako doprovodny material k prednaskam. Nyngjsi text by mél umoznovat
(resp. vice podporovat) i samostatné ¢i distan¢ni studium. Specialné byly do textu
doplnény Ukoly, o jejichZ vyfeSeni je studujici na pfislusné oznacenych mistech v
textu zadan.

Poznamka. Na jafe 2003 prevedli diplomanti L. Jamrozova a L. Koblovsky text do
interaktivngjsi elektronické podoby; vyuZitim TeXovského baliku maker “Elearn” J.
Dvorského a dodanimiilustrativnich animaci k vybranym pojmdim a postupim. Vedle
tiSténé verze tohoto materialu lze tedy pracovat i s interaktivnéjSim pdf-souborem.

Text je Clenén logicky do kapitol, z nichz kazda obsahuje stru¢né specifikované
studijni cile. Jelikoz material je samozfejmé i nadale mozno pouzit jako podporu k
fadnému kursu s pfednaskami (tedy nejen k distan¢nimu studiu), je v textu vyzna-
¢eno i orientacni rozdéleni na jednotlivé pfednasky (v délce 2 x 45 minut). Pocita
se, Ze kazda prednaska je doplnéna (rovnéz dvouhodinovym) cvienim, na které
se ovSem studenti pfedem samostatné pfipravuiji. Z téchto orientacnich Gdajd je
mozné odhadnout ¢asovou narocnost studia jednotlivych kapitol Ci jejich ¢asti — jde
ovSem Cisté o orientacni odhad, jelikoZ u kazdého jednotlivce bude Cas potfebny k
diikladnému zvladnuti latky velmi individualni.

Velmi pfinosna by samozfejmé byla snaha studujiciho prostudovat probirané partie
také v nékteré z doporucenych (Ci jinych) monografii. V ¢estiné Ci slovenstingé vysly
napr. [ I, [ ] (coz je slovensky pFeklad angl. originalu z r. 1969), [ ].
Kromé uvedenych knih existuji jisté i dalSi texty v Cestiné Ci slovensting, které se
zabyvaji podobnou problematikou. Nepomérné bohatsi je ovSem nabidka pfislusné
literatury v angli¢tiné, coZ lze snadno zjistit napf. ‘surfovanim’ na Webu. Uvedme
napf. alespon [ ] €i knihu Ceského autora | ]

DalSi informace ke kursu najdete pfes odkaz na webovské strance

http://www.cs.vsb.cz/jancar
(Ci pfimo http://www.cs.vsb.cz/jancar/TJAA/tjaa.htm)
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Autor bude vdécny za jakékoli pfipominky k pfedkladanému materialu (stejné jako
obecné ke kursu), sdélené napf. e-mailem na adresu Petr.Jancar@vsb.cz

Teorie jazykl a automatd patfi k zakladnim (a dnes jiZ klasickym) partiim teoretické
informatiky, partiim, jejichZ vznik a viyvoj byl a je Uzce svazan s potfebami praxe pfi
vyvoji software, hardware a obecné pfi modelovani systémd.

NA&S kurs tvofi urcity celek s (naslednym) kursem Vycislitelnost a sloZitost, dohro-
mady by se mohly nazyvat Zaklady teorie vypoctd (Theory of Computation), cozZ je
soudcast teoretickych zaklad informatiky.

Motivovat teorii vypoctl Ize pfirozenymi otazkami typu:

- jak srovnat kvalitu (rychlost) rliznych algoritm{ feSicich tentyz problém (Gkol) ?

- jak 1ze porovnavat (klasifikovat) problémy podle jejich (vnitfni) sloZitosti ?

- jak charakterizovat problémy, které jsou a které nejsou algoritmicky feSitelné,
tji. které Ize a které nelze feSit algoritmy (specialné “rychlymi”, neboli prakticky
pouzitelnymi, algoritmy).

PTi zpfesnovani téchto a podobnych otazek, a pfi hledani odpovédi, nutné potfe-
bujeme (abstraktni) modely pocitace (tj. toho, kdo provadi vypocty). Z vice diivodU
je vhodné pfi naSem zkoumani zacit velmi jednoduchym, ale fundamentalnim mo-
delem, a sice tzv. kone¢nymi (tj. kone€né stavovymi) automaty. Konecné automaty
(pojem byl formalizovan ve 40. letech 20. stoleti), Ize chapat nejen jako nejza-
kladnéjsi model v oblasti po¢itacl, ale ve vSech oblastech, kde jde o modelovani
systém{, proces(, organismi apod., u nichz Ize vyclenit kone¢n& mnoho stavl
a popsat zpdisob, jak se aktualni stav méni provadénim urcitych akci (napf. pfiji-
manim vnéjSich impuls). (Jako jednoduchy ilustrujici pfiklad nam mUZe poslouzit
model ovladace dvefi v supermarketu zndzornény na obr. 2.1, o némz pojedname
nize.)

Velmi béZna “vypocetni” aplikace, u niz je v pozadi kone€ny automat, je hledani
vzork{ v textu. Takové hledani asi nejcastéji pouzivame v textovych editorech a pfi
vyhledavani na Internetu; specialni pfipad také pfedstavuje napf. lexikalni analyza
narazili na n&jakou variantu regularnich vyrazt, umoziujicich specifikovat celé tfidy
vzorkd. Regularnimi vyrazy a jejich vztahem ke koneé¢nym automatlim se rovnéz
budeme zabyvat.

Po seznameni se s konecnymi automaty a regularnimi vyrazy budeme pokracovat
silnéjSim modelem — tzv. zasobnikovymi automaty; o ty se opiraji algoritmy syntak-
tické analyzy pfi prekladu (programovacich) jazykd, tedy algoritmy, které napf. urci,
zda vami napsany program v Pascalu (C-Cku) je spravné pascalsky (c-Ckovsky).

Zminili jsme pojem jazyk — obecné budeme mit na mysli tzv. formalni jazyk; jazyky
prirozené (mluvené) Ci jazyky programovaci jsou specialnimi pfipady. Na naSe
modely se v prvé fadé budeme divat jako na rozpoznavace jazykd, tj. zafizeni, které
zpracuji vstupni posloupnost pismen (symbolll) a rozhodnou, zda tato posloupnost
je (spravné utvofenou) vétou prislusného jazyka.

alizované danym automatem — automat k zadanému vstupu (“spoc€itd” a) vyda
jisty vystup, tedy realizuje urcitou (vstupné-vystupni) funkci. Rozpoznavac jazyka
je pouze specialnim pfipadem, kdy vystupem je 1 i 0 (ANO &i NE). (Pozdégji se
jesté o tomto problému zminime.)



S pojmem jazyk se nam pfirozené poji pojem gramatika. Specialné se budeme veé-
novat tzv. bezkontextovym gramatikam, s nimiz jste se jiz pfinejmensim implicitné
setkali u definic syntaxe programovacich jazyku (tj. pravidel konstrukce programu);
ukazeme mj., Ze bezkontextové gramatiky generuji prave ty jazyky, jez jsou rozpo-
znavany zasobnikovymi automaty.

Seznamime se také s jednim z univerzalnich (nejobecnéjSich) modelll poditacl
(resp. rozpoznavaci jazykl) — s tzv. Turingovymi stroji. K tomuto modelu se také
odkazuje zminény kurs o vycislitelnosti a sloZitosti.

Jesté poznamenejme, Ze U€elem kursu neni popis konkrétnich “realnych” (vétsSich)
aplikaci studovanych (teoretickych) pojmi; Ucelem je zakladni seznameni se s
témito pojmy a s pfisluSnymi obecnymi vysledky a metodami. Jejich zvladnuti je
nezbytnym zakladem pro porozuméni i oném realnym aplikacim a pro jejich navrh.
Jako pékny priklad relativné nedavné aplikace mdze slouzit pouziti koneénych
automatt s vahami pro reprezentaci slozitych funkci (na realném oboru) a jejich
vyuZziti pfi reprezentaci, transformaci a kompresi obrazové informace (viz napf.
kapitolu v [ D-
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Regularni operace.

Kapitola 2

Konecné automaty, regularni jazyky

Cil kapitoly:

Seznameni se s pojmem konecného automatu, specialné
jako s prostfedkem rozpoznavani posloupnosti symboll spl-
nujicich urcCité (jednoduché) podminky. Pochopeni vSech
souvisejicich pojmid a formalnich (matematickych) definic.
Zvladnuti navrhu elementarnich automatlti a jednoduchych
algoritmU zjistujicich vlastnosti automatd.

Studijni cile: Seznameni se s pojmem kone¢ného automatu, specialné jako s pro-
stfedkem rozpoznavani posloupnosti symboll spliiujicich urcité (jednoduché) pod-
minky. Pochopeni vSech souvisejicich pojmU a formalnich (matematickych) definic.
Zvladnuti navrhu elementarnich automatd a jednoduchych algoritmd zjistujicich
vlastnosti automatd.

ZA PRED
PRED-I-ZA ZA
NIKDE PRED PRED-I-ZA
NIKDE
Obrazek 2.1:



PRED ZA PRED-I-ZA NIKDE

ZAVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO | ZAVRENO | ZAVRENO

OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO
Obrazek 2.2:

Koneény automat je systém (¢i model systému), ktery mlze nabyvat konecné
mnoho (obvykle ne “pFili§ mnoho”) stavil. Dany stav se méni na zakladé vné&jsiho
podnétu (moZnych podnétll také neni “prili§ mnoho”) s tim, Ze pro dany stav a
dany podnét je jednoznacné urceno, jaky stav bude nasledujici (tj. do jakého stavu
systém prejde). Konkrétni kone€ny automat se Casto zadava diagramem, ktery také
nazyvame stavovy diagram Ci graf automatu. Jind moznost zadani je tabulkou, ktera
je sice ponékud suchoparnéjsi, ale napf. je vhodnéjsi pro pocitaCové zpracovani.

Priklad. Diagram na obr. 2.1 je popisem jednoduchého automatu fidiciho vstupni
dvefe do supermarketu (dvefe nejsou posuvné, ale otviraji se dovnitf). Automat
mUZe byt ve dvou stavech (Zavieno, Otevieno) a podnétem (napf. snimanym v
pravidelnych kratkych intervalech) je informace, na které z podlozek (pfed dvefmi,
za dvefmi) se nékdo nachéazi. Kromé (pro naSe oko pfehledného) diagramu Ize
tutéz informaci sdélit tabulkou na obr. 2.2.

Ukol 1 Popiste slovné néjaky jednoduchy automat na mince, ktery je schopen
vydat Caj nebo kavu dle volby, a pak jej modelujte stavovym diagramem (grafem
automatu).

Na zakladé uvedeného jednoduchého prikladu mame jiz pfedstavu, co to kone¢ny
automat je. Formalizujme nyni tento pojem v jazyce matematiky. K ¢emu je to
dobré ? Pro dalSi zkoumani potfebujeme pfesnou (a jednoznacnou) definici a také
strucné a prehledné znaceni. (U takto jednoduché&ho pojmu bychom se bez forma-

M v

Definice 2.0.1 Konecny automat, zkracené KA, A je pétice (tzn., Ze je dan pétici
parametrll) A = (Q,X, 4, qo, F), kde Q je kone¢na neprazdna mnozina stavd, X je
kone€na neprazdna mnozina zvana (vstupni) abeceda, § : Q xX — ( je pfechodova
funkce, ¢o € @ je pocatecni (inicialni) stav a F C () je mnoZina pfijimajicich
(koncovych) stav.

VSimnéme si, Ze uvedena definice vyZaduje urCeni pocatecniho stavu a tzv. pfiji-
majicich (nebo téZ koncovych) stavll — o téch dosud nebyla fe¢. Vymezeni téchto
stavl je dilleZité v pfipadé, o ktery se zvlast budeme zajimat, tj. v pfipadé, kdy
kone€ny automat hraje roli rozpoznavace jazyka. Zatim fekneme jen neformalné:
jazyk rozpoznavany danym kone¢nym automatem je mnoZina posloupnosti sym-
bolli (prvkd abecedy), které automat pfijima (akceptuje), tj. téch posloupnosti, které
automat prevedou z pocatecniho do nékterého z pfijimajicich stav.

Jak uz vime, (maly) konec¢ny automat Ize Casto pfehledné reprezentovat grafem
automatu; dohodnéme se, ze pocCéatecni stav budeme oznaCovat malou vstupni
Sipkou, pfijimajici stavy pak dvojitym koleCkem.

Poznamka. V feci teorie grafll bychom presnéji méli mluvit o ohodnoceném mul-
tigrafu — mezi dvéma vrcholy mdize vést vice hran, ohodnocenych prvky abecedy.
BéZné ovSem takové hrany na obrazku znazorfiujeme hranou jedinou, na niz uve-
deme vSechna pfislusna ohodnoceni; na obr. 2.3 to ilustruje hrana vedouci ze stavu
g3 do stavu ¢, (zastupuje hranu s ohodnocenim 0 i hranu s ohodnocenim 1).
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prijima: neprijima:
1101, 010101, ... 0110, 0010, ...

Obrazek 2.3:

Ukol 2 Chapejme obr. 2.3 jako popis kone¢ného automatu A = (Q, X, 4, qo, F).
Vypiste pfimym vyétem hodnoty v8ech parametrll automatu A. Pak porovnejte s
obr. 2.7. Na obrazku je po¢atecni stav ¢; rovnou zapsan jako Ctvrty parametr misto
¢o; mohli bychom to samoziejmé také feSit zapisem ¢y = ¢;.

Obr. 2.3 jiz Ctenéfi jisté dal pfedstavu o tom, co to znamen4, Ze dany konecny
automat pfijima danou posloupnost symbol(. Je ovSem opét uzite¢né a zadouci
pojmy zformalizovat. ZaCneme pojmem jazyk a souvisejicimi definicemi; zaroven
zavedeme i znaCeni pouZivané pozdgji.

Definice 2.0.2 Abeceda je kone¢na neprazdna mnozina symboll (pismen, znakd,
signaldl apod.). Casto ji oznagujeme znakem X, jeji prvky pak znaky a,b, ¢ (s pfi-
padnymi indexy apod.).

Slovo v abecedé X je libovolna konec¢na posloupnost a,, as, ..., a, prvkd 3. Pi-
Seme ji obvykle bez ¢arek — a;a;...a,. Slova oznaCujeme symboly u, v, w apod.
Pfirozenym zplsobem definujeme délku slova, oznacujeme |ul; pro v = ajas . . . a,
je |u| = n. Symbolem |u|, oznacujeme pocet vyskytll symbolu a ve slove w.
Specialni roli hraje prazdné slovo (s délkou 0); oznaCujeme jej . Zfetézeni slov
U = aias...a,, v = biby...b, 0znacujeme u - v, strucnéji uv, a definujeme uv =
a1as . .. apbiby ... b,,. Vyrazem u" oznacujeme n-nasobné zretézeni slova u; je tedy

w = ¢, ut = u, u? = uu, v = vuu atd.

Slovo u je podslovem slova v, jestlize v I1ze psat v = wyuw, pro néjaka wy, wy (jinak
feCeno: jestlize existuji slova wy,w, takova, Zze v = wyuw,). Slovo u je prefixem
(sufixem) slova v, jestlize v = uw (v = wu) pro néjaké w.

¥* oznaCuje mnozinu vSech slov a ¥ mnozinu vSech neprazdnych slov v abecedé
Y. (Je tedy X* = Xt U {e}.)

Formalni jazyk, stru€né jazyk, nad abecedou X je libovolna mnoZzina slov v abe-
cedée Y. Jazyky obvykle oznaCujeme L (s indexy); pro jazyk L nad abecedou X je
tedy L C ¥*.

Pfiklad. Slova v abecedé > = {a, b} jsou napf. ¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aad, aba.
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Je uziteCné si uvédomit, Ze slova v kazdé abecedé lIze pfirozené usporadat (a sys-
tematicky generovat) jak jsme naznacili v pfikladu: v prvé fadé podle délky (kratSi
pfedchazi delSimu) a v ramci stejné délky abecedné (lexikograficky) — coz pred-
poklada, Ze mame usporadany prvky abecedy. Napf. pro ¥ = {0, 1} (s abecednim
usporfadanim 0 < 1) Ize prvky ¥X* generovat v pofadi ¢, 0, 1, 00,01, 10, 11, 000, 001, . . ..
Pfisludné usporadani budeme oznacovat <, (napf. 11<; 001).

Vsuvka. Pfipomenme i obecnou definici uspofadani: relace p na mnoziné A je (Cas-
teCnym) usporfadanim, jestlize je reflexivni (Vo € A : xpzx), tranzitivni (Vz,y,z €
A (zpy N ypz) = xpz)) a antisymetricka (Vz,y € A : (zpy A ypr) = = = y)).
Hovofime-li o usporadani, obvykle myslime GpIné (neboli linearni) usporadani, coz
znamena navic Vz,y € A : (zpy V ypzx) (tedy neexistuji vzajemné nesrovnatelné
prvky).

Pro relace usporadani se obvykle pouZzivaji symboly jako < a jemu podobné.
Pouzijeme-li pak symbolu <, myslime obvykle podrelaci “ostrého” (tj. irreflexivniho)
usporadani definovanou takto: x <y <= 42 <y A z #v.

Rikame-li pouze “jazyk”, rozumime tim, Ze pfislusna abeceda je bud zfejma z
kontextu nebo na ni nezalezi.

Poznamka. Byt v praktickych pfipadech ma abeceda napf. desitky prvkl, v na-
Sich pfikladech bude abeceda Casto (jen) dvouprvkova (vétSinou {a,b}, {0,1}).
Uvédomme si, Ze to neni zasadni omezeni, jelikoz pismena viceprvkové abecedy
Ize pfirozené zakodovat fetézci dvouprvkové abecedy. (Jak dlouhé fetézce byste
pouZili napt. pfi kbdovani 256-ti prvkové abecedy ?)

Poznamka. Uvédomme si, Ze operace zfetézeni slov je asociativni (tzn. (u-v)-w =
u - (v - w)); proto je napt. zapis u - v - w jednoznacny i bez uvedeni zavorek.

Ukol 3 Vypiste véechna slova v abecedé {a, b}, ktera maji délku 3.

Napiste explicitné slovo u (posloupnost pismen), které je uréeno vyrazem (ab)? - ba -
(bba)? (slovo u je tedy vysledkem provedeni operaci uvedenych ve vyrazu).
Vypiste vSechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abecedé {0, 1}).
Vypiste vSechny prefixy (sufixy) slova 0010. (Je jich pét!)

VSimnéme si jeSté, Ze s jazyky—jakoZto s mnozinami—je mozné provadét mnozi-
nové operace; napt. vysledky operaci L, U L, (sjednoceni), L; N L, (prunik), L; — L,
(mnozinovy rozdil), L (doplnék — rozumi se pro pfisludnou abecedu 3, tj. L = ©*— L)
jsou opét jazyky. Pozdéji zavedeme i specialni jazykové operace.

Ukol 4 UvaZujme jazyky

Ly = {w € {a,b} | w obsahuje sudy pocet vyskytli symbolu a},

Ly = {w € {a, b} | w zaCina a konci stejnym symbolem }.

Vypiste prvnich Sest slov (rozumi se v usporadani <, ) postupné pro jazyky LU Lo,

Ly N Ly, Ly — Lo, L.

PokraCujeme presnou definici jazyka rozpoznavaného konecnym automatem; pfi-
slusné jazyky budeme nazyvat regularni.

Definice 2.0.3 Pfechodovou funkci automatu A = (Q, %, 0, qo, F)) zobecnime na
funkci
0* : () x X* — (Q touto induktivni definici:

1. 6*(q,¢) = ¢,
2. 0*(q,wa) = §(6*(¢q,w), a).
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Obrazek 2.4:

blalja|b|c|a

fidici
q0 jednotka

Obrazek 2.5:

Ukol 5 Automat A na obrazku 2.4 nejprve zadejte vyStem parametrl, A =

(Qa Ea (57 qo, F)
Z induktivni definice ¢* pak detailné odvodte, ¢emu se rovna §*(2, bab).

Diikladné si formu a obsah induktivni definice promyslete. Zarovern se presvédcte,
Ze nemiiZe dojit k nedorozumeéni, kdyZ v dal$im budeme misto 6* psat jen 4, je totiz
5*(q,a) = d(q,a). (6* je tedy rozSifenim ¢ na vétsi definicni obor; z kontextu bude
vzdy zfejmé, odkazujeme-li se na § v uz§im nebo Sir§im smyslu.)

Definice 2.0.4 Slovo w € X* je pfijimano automatem A, jestlize §(qo, w) € F.
Jazykem rozpoznavanym (pfijimanym) automatem A rozumime jazyk L(A) = {w |
slovo w je pfijimano A}.

Jazyk L je regularni (tj. rozpoznatelny konenym automatem), jestlize existuje KA
Atz. L(A) = L.

Ukol 6 Ovéfte si, 7e uvedena definice jazyka rozpoznavaného KA skuteéné za-
chycuje (formalizuje) pfedchazejici neformalni vysvétleni. Dale zkuste formalné
nadefinovat graf G4 automatu A a definnujte jazyk L(A) pomoci (pojmd teorie
grafli na) grafu G 4.
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Konecny automat si Ize predstavovat rlizné. Pro naSe Gcely je zfejmé nejvhod-
n&jsi predstava znazorné&na na obr. 2.5. Ridici jednotka, co? je “skfifika” nabyvajici
konecné mnoha (vnitfnich) stavll (feknéme nékolika-bitova pamét), je ¢teci hla-
Vou spojena se (vstupni) paskou, na nizZ je zapsano slovo — zleva doprava jsou v
jednotlivych bunkach pasky uloZzena pismena daného slova.

Na zacatku je Fidici jednotka v poCatecnim stavu a hlava je pfipojena k nejlevéjSimu
policku pasky. Cinnost automatu, zvana vypodcet, pak probiha v krocich: v kazdém
kroku je precten symbol (hlava se po precteni posune o jedno policko doprava)
a fidici jednotka se nastavi do stavu ureného aktualnim stavem a pfeCtenym
symbolem (pfechodova funkce je v fidici jednotce “zadratovana”).

Je mozZné si také predstavit, Ze na fidici jednotce je “svétélko” signalizujici navenek,
zda aktualni stav je Ci neni prijimajici (Cili “zvenku” rozliSujeme u fidici jednotky jen
dva stavy — pfijima/nepfijima).

Uvedena prezentace konecného automatu vede k dalSi varianté definice pfijima-
nych slov. Uvedeme ji ted hlavné proto, Ze pozdéjsi definice pro dalsi modely budou
pak jen pfimoCarym zobecnénim. VSimnéte si také, Ze pfitom budeme explicitné
definovat pojem vypoctu automatu.

Vsuvka. Pfipomenme nejdfive nékteré elementarni pojmy teorie mnoZzin a algebry.
Kartézskym soucinem M x N mnozin M, N rozumime mnozinu dvojic M x N =
{(a,b) | a € M,b € N}. (Kartézské) mocniny mnoziny M lze definovat takto:
MY = M, M?> = M x M,M?> = M x (M x M),...,M*' = M x M, .... n-arni
relace na mnoziné M je podmnozina M". NejCastéji uvazované relace jsou 2-arni
(neboli binarni), proto pojmem relace p na mnoZziné M rozumime binarni relaci, tedy
p € M x M; pfitom Casto piSeme zpy misto (z,y) € p. Relace p na mnoziné M je
reflexivni prave tehdy, kdyz V@ € M : zpx; p je tranzitivni praveé tedy, kdyz Vz, y, z €
M : (xpy N ypz) = xpz. Reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace p rozumime
nejmensi relaci o’ (nejmensi ve smyslu mnozinové inkluze), ktera obsahuje p a je
pfitom reflexivni i tranzitivni.

Definice 2.0.5 Konfiguraci kone€ného automatu A = (Q, %, 0, qo, F') rozumime
dvojici (¢, w), kde ¢ € Q aw € ¥* (¢ pfedstavuje aktualni stav a w slovo, které zbyva
precist — pfipomenme, Ze Cteci hlava se pohybuje jen doprava).

Na mnoZziné v3ech konfiguraci automatu A definujeme relaci -4 takto: (¢, aw) Fa
(¢',w) pravé kdyz 6(q,a) = ¢’ (rozumi se a € X, w € ¥*). Zapis K; -4 K, Cteme
napf. “konfigurace K; bezprostfedné (tj. v jednom kroku) vede ke konfiguraci K",
“konfigurace K, bezprostfedné nasleduje za K;” apod.

Vypoctem automatu A, zainajicim v konfiguraci K, rozumime posloupnost konfi-
guraci Ky, K1, Ks,...,K,,kde Ky = Ka K; -4 K;;; pro:=0,1,...,n—1 (takovy
vypocet ma délku n, tj. sestava z n kroku).

Vypocet Ky, K1, Ks, ..., K, je pfijimajicim vypoCtem pro slovo w, jestlize K, =
(90, w) & K, = (g, ) pro néjaky q € F.

Slovo w € ¥* je pfijimano KA A, jestlize existuje pfijimajici vypocet pro slovo w.
Alternativné Ize také definovat:

Relace + je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace 4. K; F' K, pak ¢teme
napr. takto: “konfigurace K, vede ke K,", “K; odvodi K,", “K, je naslednikem K"
apod.

Slovo w € ¥* je pfijimano KA A, jestlize (qo,w) F* (q,¢) pro néjaky pfijimajici
stav ¢ € F. (Misto % piSeme jen ¥, jestlize automat A, k némuz se dana relace
vztahuje, je zfejmy z kontextu.)
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Pozndmka. VSimnéme si, Ze zapisy d(q,w) = ¢ a (¢q,w) F* (¢’,e) maji stejny
vyznam. Slo by se také napf. dohodnout, Ze (¢, w) F* (¢’,¢) budeme zapisovat
elegantn&ji ¢ — ¢’ apod. Ctenéf je vyzyvan, at' si dalsi definice a tvrzeni pouZivajici
notaci s § preformuluje i dalSimi uvedenymi zplsoby. Tim mj. vyzdvihujeme obecny
fakt, Ze totéZ sdéleni (tutéz sémantiku, tj. tentyz vyznam pojmd, tvrzeni apod.) Ize
zachytit rliznymi syntaktickymi zplsoby (znacenimi), z nichZ kazdy mize mit své
vyhody a nevyhody.

Ukol 7 Pro automat A na obrazku 2.4

- simulujte krok po kroku vypocet na slové bbaab (zapiSte pfislusnou posloupnost
konfiguraci; prvni, tedy (5, bbaab), je zachycena na obrazku 2.6).

e fafe]e]

Obrazek 2.6: Pocatecni konfigurace automatu A

- vypiste vSechna slova délky < 3 v abecedé {a,b} a zjistéte, kter& z nich patfi do
jazyka L(A).

- zakreslete graf (stavovy diagram) automatu A

- charakterizujte co nejjednoduseji jazyk L(A) (vlastnosti slov do n&j naleZejicich)

Lze snadno nahlédnout, Ze pro jazyk L(A) hraji roli jen ty stavy automatu A, které
jsou dosazitelné (z poCatecniho stavu):

Definice 2.0.6 Stav ¢ automatu (Q, X, d, qo, F) je dosazitelny, jestlize existuje w €
¥ 1Z. §(qo, w) = q.

Jako procviéeni formy induktivni definice mliZeme dosazitelnost uvést také takto:
MnoZzina dosaZitelnych stavll automatu (Q, %, 4, o, F') je nejmensi mnozina K C Q
splfiujici tyto dvé podminky: 1/ ¢, € K, 2/ jestlize ¢ € K a ¢’ = 6(q,a) pro néjaké
a € X, potom¢ € K.

Tato definice je de facto pfimym navodem k sestaveni algoritmu, ktery zjisti
vSechny dosaZitelné stavy. Pfipomenme, Ze konec¢ny automat miZeme zadat
primym vycétem vSech parametrll (napf. automat z obr. 2.3 je takto popsan na
obr. 2.7), ale také grafem (stavovym diagramem) €i tabulkou (do té je rovnéz nutno
pridat oznaceni pocate¢niho a prijimacich stavi).

A= (Qaza(sv Q17F), kde

Q = {CI17Q27Q3} 5(61170) = {1, 5(61171) = q2,

Y = {07 1} 5((]27 0) = g3, 5((]27 1) = (2,

F = {¢} 0(gs3,0) = q2, 0(gs,1) = ¢
Obrazek 2.7:
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Ukol 8 Zformulujte algoritmus, ktery pro dany KA, reprezentovany grafem, oznaci
vSechny dosazitelné stavy; algoritmus pak zformulujte pro pfipad reprezentace
tabulkou.

Aplikujte na automat z obrazku 2.4.

Jak jsme uZ zminili, odstranime-li nedosaZitelné stavy (a pfislusné tedy omezime
defini¢ni obor pfechodové funkce), rozpoznavany jazyk se neméni. Mame tedy

Tvrzeni 2.0.7 Ke kazdému KA A lze zkonstruvat KA A’, v némz kazdy stav je
dosazitelny a L(A’) = L(A).

Z tvrzeni 2.0.7 snadno nahlédneme, ze

Véta 2.0.8 Existuje algoritmus, ktery pro zadany KA A rozhodne, zda L(A) je ne-
prazdny.

(Jak vypada ten algoritmus ?)
Pro ¢tenare ted bude jisté snadné ukazat i dva nasledujici fakty:

Tvrzeni 2.0.9 Pro kone€ny automat A s n stavy je L(A) neprazdny pravé tehdy,
kdyZ existuje w € L(A) délky mensi neZ n (jw| < n).

Tvrzeni 2.0.10 Pro kone¢ny automat A s n stavy je L(A) nekonecny pravé tehdy,
kdyZ existuje w € L(A) spliujici n < |w| < 2n.

Ukol 9 Naértnéte rychly algoritmus, rozhodujici pro dany A, zda L(A) je nekonecny.

Doplnéni:

Vime, Ze i nekone¢né mnoZziny mohou mit rliznou mohutnost. (MnoZzinu pfirozenych
Cisel nazyvame spocetnou, mnozinu realnych €isel nespocCetnou.) V této souvislosti
je uzite€né si uvédomit nasledujici fakty.

Z usporadani <, je zfejmé, ze
Tvrzeni 2.0.11 Pro (konecnou neprazdnou) abecedu ¥ je ¥* nekonec€na spocetna

mnoZina (tj. existuje bijekce, neboli vzajemné jednoznacné zobrazeni, mezi ¥* a
mnozinou N vSech pfirozenych Cisel).

Poznamka. VSimnéme si, Ze ze spocetnosti X* (pro lib. abecedu X)) plyne napf.
spoCetnost mnoziny vSech racionalnich Cisel. (Pro€ ?)

Z obecné Cantorovy véty, ktera fika, Ze mohutnost mnoziny M je ostfe mensi nez
mohutnost mnoziny vSech jejich podmnozin P(M), plyne

Tvrzeni 2.0.12 Jazyk{ nad (neprazdnou) abecedou ¥ je nespocetné mnoho.

Napf. uz z téchto Gvah o mohutnostech mnozin plyne, Ze ne kazdy jazyk je regularni
— konec¢nych automatt je totiz spoc¢etné mnoho ! (Pro¢ ?)
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Normovany tvar kone¢ného automatu

V dalSim obcas vyuZijeme (specialné pak u zkuSebnich testl !) jisty pfirozené
definovany normovany tvar kone¢ného automatu, v némz jsou vSechny stavy do-
sazitelné. Lze si to predstavit tak, ze kazdému stavu ¢ pfifadime nejkratSi slovo
(pfesnéji: nejmensi slovo vzhledem k uspofadani < , pomoci néhoz je ¢ dosazi-
telny (z poCatecniho stavu), a stavy pak usporadame podle téchto pfifazenych slov,
pricemz je oznacujeme €isly 1,2, ..., n. Pfesnéji mizeme definovat takto:

Definice 2.0.13 Mame-li dan konecny automat A = (Q, %, 9, qo, F') bez nedosazi-
telnych stavll a usporadani (prvki) abecedy X (které indukuje usporadani <; na
Y*), pak fekneme, Ze A je v normovaném tvaru, jestlize

o )={1,2,...,n} (pro n&aké n > 1),
e 1 je poCatecCni stav,

e oznalime-li pro kazdy stav i € {1,2,...,n} symbolem u; nejmenSi slovo v
usporadani <, pro néz 6(1,u;) =i, pak pro i < j plati u; <y, ;.

Ukol 10 Rozmyslete si jednoduchy algoritmus, ktery kazdy KA prevede (pfejme-
novanim stavil) do normovaného tvaru.

Navod: pocatecni stav oznaCime 1. Dale, napf. v pfipadé abecedy {q, b}, zjistime
stav ¢, do néhoz automat prejde ze stavu 1 symbolem a; kdyZ ¢ neni oznacen (jako
1), oznaCime jej 2. Pak zjistime stav ¢, do néhoz automat prejde ze stavu 1 sym-
bolem b; kdyZ ¢ neni dosud oznacen, ozna¢ime jej nejmensim dosud nepouzitym
Cislem. Takto jsme "vyfidili” stav 1, pokracujeme "vyfizenim” 2 atd.

Aplikujte na automat z obrazku 2.4; vSimnéte si pfitom, Ze se takto automaticky
vymezime (oznacime) prave vSechny dosazitelné stavy

Ukol 11 Navrhnéte kone&ny automat s abecedou {0, 1,2, (RESET)}, ktery pfijima
ta slova, kde soucet symbol{ 0, 1, 2 (branych numericky) za poslednim symbolem
(RESET) (Ci od zaCatku, neni-li (RESET)) dava pfi déleni 3 zbytek 1.

Ukol 12 Navrhnéte kone&ny automat s abecedou {0, 1} pfijimajici prave ta slova,
v nichZ je sudy pocet (vyskytl) symboll 0 a kazdy symbol 1 je bezprostiedné
nasledovan symbolem 0.
Dokazte spravnost vaseho navrhu, tedy vysvétlete, pro¢ vami navrzeny automat
splfiuje dany poZadavek.

Ukol 13 Navrhnéte kone¢ny automat pfijimajici pravé ta slova v abecedé {a, b}, u
nichz prefix délky 2 se rovna sufixu délky 2 (slova maji délku alespori 2).

SnaZte se, aby tento automat mé&l minimalni pocet stavil — mlzete se pfitom také
pokusit vysvétlit, pro¢ vami navrzeny pocet stavil nelze zmensit.

Ukol 14 Pro kone&ny automat A = (@,%,0,q0, F), ¥ = {a, b}, uvedte induktivni
definici funkce R, : P(Q) — P(Q), pro niz, neformalné feceno, plati toto:

stav ¢ patfi do R,(K) praveé tehdy, kdyZ se do ¢ Ize dostat z néjakého ¢’ € K jen
pomoci a-Sipek (tedy né&jakym slovem tvaru a?).

Ukol 15 Navrhnéte kone&ny automat rozpoznavajici jazyk L, = {w € {a,b}* |
w obsahuje podslovo aba } a konecny automat rozpoznavajici jazyk L, = {w €
{a,b}* | lw|y mod 2 =0} (v L jsou tedy pravé slova obsahujici sudy pocCet b-Cek).
Pak zkonstuujte automat rozpoznavajici jazyk L; N Ly; zkuste pfitom vhodné vyuZzit
automaty zkonstruované pro jazyky L, Ls.
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Ukol 16 Na vybranych zkonstruovanych automatech si procviéte pfevod do nor-
movaného tvaru.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Uvod, cile kursu, lite- Nahoru Navrh kone&nych
ratura Katedra informatiky automatt. Regularni

FEI VAB-TU Ostrava operace.

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Konec¢né automaty, regularni Nedeterministické kone¢né
jazyky automaty a jejich vztah k

deterministickym.

Kapitola 3

Navrh koneé¢nych automatu.
Regularni operace.

Cil kapitoly: -
ProcviCeni navrhu slozitéjSich automatu modularnim postu-
pem. Pochopeni jazykovych operaci zfetézeni a iterace.

AT A4

chopeni jazykovych operaci zfetézeni a iterace.

Navrh kone¢ného automatu, ktery bude rozpoznavat zadany jazyk, je tvlrc¢i ¢innost,
vlastné jakési jednoduché programovani, a proto nelze podat “mechanicky” navod,
jak automaty vytvaret. Staci ovSem dlkladné promyslet par prikladl, aby ¢lovék s
programatorskou zkusSenosti (a tedy schopny “vZit se do role kone¢ného automatu”)
tuto ¢innost zvladl.

Mnoho véci se pfitom zmechanizovat (zalgoritmizovat) da. Napf. existuji algoritmy,

které z automatll pro “jednodussi” jazyky vytvareji automaty pro jazyky vzniklé
operacemi nad onémi (jednodussimi) jazyky.

Pfedstavme si napf., Ze chceme sestrojit automat, ktery ma rozpoznavat jazyk, jenz
je sjednocenim dvou regularnich jazykU. Pro konkrétnost napr. jazyk sestavajici ze
slov v abecedé {0, 1}, v nichZ pocet nul je délitelny dvéma nebo pocet jednicek je
délitelny tfemi. Tedy jazyk L = L, U Lo, kde Ly = {w € {0,1}* | |w|o je délitelné 2}
a Ly = {w € {0,1}* | |w|; je délitené 3}. (Oznacenim |w|, zna¢ime pocet vyskytl
symbolu a ve slové w.) Na obr. 3.1 jsou znazornény automaty rozpoznavajici jazyky
Ly aLl,.

Jak rozpozname, zda dané slovo patfi do L(A;) U L(Ay) ? Prosté je nechame
zpracovat obé&ma automatlim A;, A, a podivame se, zda alespoi jeden z nich
skoncil v pfijimajicim stavu. OvSem tuto nasi ¢innost mlZe ocividné provadét i jisty
kone¢ny automat A — viz obr. 3.2. Rozmyslete si, co jsou stavy automatu A, co je
to pocatecni a koncovy stav, a jak vypada prechodova funkce.

Pak se podivejte na obr. 3.3, znazornujici A pro nas konkrétni pfipad, a pfesvédcte
se, Ze to, co jste pochopili a co jste si odvodili, je pfesné to, co je diky matematické
notaci presné a velmi struéné& zachyceno v diikazu nasledujici véty.
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Obrazek 3.1:

0|1
-
RJ 4,
RJ A, /
Obrazek 3.2:

Obrazek 3.3:
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Véta 3.0.14 Jestlize jazyky L., L, C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L, U L, je
regularni.

Dikaz: Necht L, = L(A)), Ly = L(Ay;) pro kone¢né automaty A; =
(Qh 27517(]017 Fl)! AZ = (QQu 27527(1027 FZ)

>~

Definujme automat A = (Q, 3, 0, qo, F') tZ.

o Q=01 Xy,

* 0((q1,2),a) = (01(q1,0),02(q2,a) ) PrOVS. q1 € Q1, @2 € Q2, @ € %,
® g0 = (qo1; Go2),

o ['=(F1 X Q) U(Q1 X F3).

Je ocCividné (exaktné Ize ukazat napf. indukci podle délky w), Ze pro lib. ¢; € Q1,
@€ QraweX jed((q,q)w)=(0(q,w),d(q,w)).
Z toho snadno plyne, ze L(A) = Ly U Ls. O

Ukol 17 Mé&jme kone&né automaty bez specifikace pogate€nich a pfijimajicich
stavll A; = (Q1,%,01), Ay = (Q2, %, 02).

Definume A = (Q,%,9) tZ. Q = Q1 X Q2 a6((q1,¢2),a) = (d1(q1,a), 62(qz,a) ) pro
VS. 1 € Q1, ¢2 € Q2,a € X.

UkaZte, Ze pro lib. ¢; € Q1, ¢2 € Q2 a w € X* plati

0((q1,q2),w) = (01(qu, w), b2(q2, w) ).
Pouzijte indukci podle délky slova w.

Na zakladé (dlikazu) véty 3.0.14 pro sjednoceni ted ukazte analogickou vétu pro
prénik:

Véta 3.0.15 Jestlize jazyky L., L, C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L, N L, je
regularni.

(Napovéda: F = (Fy x F3))

Poznamka. Je velmi vhodné si uvédomit konstruktivnost naSich tvrzeni. Napf.
véta 3.0.14 (véta 3.0.15) rika jen to, Ze sjednoceni (prlinik) dvou regularnich ja-
zykUl je také regularni jazyk. Dokéazali jsme vSak vice: existuje algoritmus, ktery ke
kone¢nym automatlim rozpoznavajicim L, L, zkonstruuje automat rozpoznavajici
Ly U Ly (L1 N Ly). Podobné tomu bude u dalSich vét v tomto kursu, i kdyZ se o tom
tfeba nebudeme explicitné zminovat.

Ukol 18 Automat pro priinik poZadovany v (ikolu 15 sestrojte podle obecného na-
vodu z (dlkazu) predchozi véty. (Porovnejte se svou predchozi konstrukci.)

Zvlastni roli (zminénou jesté pozdéeji) hraji tzv. regularni operace. Vedle (mnoZinové
operace) sjednoceni k nim patfi dalSi dvé (jazykové) operace — zfetézeni a iterace.
(Prlinik mezi regularni operace nezarazujeme. Dlvody vysvitnou pozdéji.)
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Definice 3.0.16 Regularnimi operacemi s jazyky nazyvame operaci sjednocenti,
LiULy={w|we€ L nebow € Ly}, zfetézeni, Ly - Ly = {uv | u € L1,v € Ly}, a
iterace, L* = (o2, L", kde L" je definovano induktivné: L° = {¢}, L"*' = L. L".

Pfedpokladame, Ze Ctenafi uz nebude délat potize pochopit zavadéné pojmy pouze
z jejich matematické definice. Odvodi si tak napf., Ze do zfetézeni dvou jazyk( patfi
pravé kazdé takové slovo, které vznikne, kdyZ za néjaké slovo z prvniho jazyka
postavime néjaké slovo z druhého jazyka (zfetézime je). Jinymi slovy: takové slovo
se darozdelit na dveé Casti, z nichZ prvni patfi do prvniho a druha do druhého jazyka.
Mj. sivSimneme - L=L-0=0,{c}-L=L-{e} = L.

Rovnéz vidime, Ze do iterace jazyka L patfi pravé kazdé takové slovo, jez Ize
rozdélit na nékolik Casti, pfiCemz kazda z nich patfi do L — tj. vznikne zfetézenim
nékolika (konecné mnoha) slov z L. Definice nam také fika, Ze prazdné slovo patfi
do iterace vzdy (vznikne “zfetézenim nula slov z L").

Poznamka. Formalné Ize L* definovat také napf. takto: L* = { w | ex. n > 0 a slova
U, Uz, ..., U, € Ltak, Ze w = ujuy . .. uy }.

VS8imnéme si napf., Ze 0* = {¢}, (L*)* = L* apod. RovnézZ si uvédomme, Ze nase
dfive zavedené znaceni X* je v souladu s nyni uvedenou definici iterace.

Ukol 19 Procvicte si definici zfetézeni a iterace jazyk(l na malych prikladech a pak
dokazte i vyvratte obecnou platnost nasledujicich vztaht:

Ly-Ly=Ly- Ly

Ll(L2 U Lg) = LlLQ U Lng

(L1 U Ly)* = Lj(Ls - L})*

(LyN Ly)* = Lt N L}

Pfedchazejici Obsah Dalai
Konecné automaty, Nahoru Nedeterministické
regularni jazyky Katedra informatiky konecné automaty a
FEI V*"B-TU Ostrava jejich vztah k

Verze ze dne 22. Gnora 2005 deterministickym.
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Navrh konecnych automatu. Uzéavérové vlastnosti tfidy
Regularni operace. regularnich jazykd.

Kapitola 4

Nedeterministické konec¢né
automaty a jejich vztah k
deterministickym.

Cil kapitoly:
Pochopeni pojmu nedeterministického vypoctu a role nede-
terminismu v usnadnéni navrhu konkrétnich automattl. Zvlad-
nuti algoritmu pfevodu nedeterministického automatu na de-
terministicky.

Studijni cile: Pochopeni pojmu nedeterministického vypoctu a role nedeterminismu
v usnadnéni navrhu konkrétnich automat(. Zvladnuti algoritmu pfevodu nedeter-
ministického automatu na deterministicky.

UvaZujme nyni obdobu véty 3.0.14 pro zfetézeni jazykl. Jisté nas napadne pristup:
“nechame na prvni ¢ast slova béZet prvni automat, v pfijimajicim stavu pak pfedame
fizeni druhému automatu a ten docte slovo do konce”. Problém je, Ze obecné
nepostaci prosté predat fizeni pfi prvnim pfichodu do pfijimajiciho stavu (pro€ ne
?), ale je nutno nechat to jako moZznost pfi jakémkoli pfichodu do pfijimajiciho stavu.

Toto chovani snadno realizujeme automatem, v némz pfipustime nedeterminismus
— v daném stavu a pfi daném vstupnim symbolu je obecné vice moznosti, do
kterého stavu prejit. V naSem pfipadé by se nam jesté vice hodilo, aby Slo zménit
stav, aniz se ¢te vstupni symbol (pfi onom “pfedani fizeni”); tato moZnost se objevi u
ZNKA niZe. Nejprve zatneme s nasledujici definici nedeterministického kone¢ného
automatu (P(Q) oznacuje mnozinu vSech podmnozin mnozinu Q):

Definice 4.0.17 Nedeterministicky koneCny automat, zkracené NKA, A je dan
pétici parametrll A = (Q, %, 6,1, F), kde Q je kone¢na neprazdna mnozina stavdl,
Y. je (kone¢na nepradzdnd) abeceda, § : Q@ x ¥ — P(Q) je pfechodova funkce,
I C @ je mnozina poc¢atecnich (inicialnich) stavli a F C @ je mnozina prijimajicich
(koncovych) stavdl.
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pfijima napf.: neprijima napfr.:
01101 011010

Obrazek 4.1:

Pfimocare Ize opét nadefinovat graf (téZ nazyvany stavovy diagram) NKA. Pfiklad
takového grafu je na obrazku 4.1 — nadefinujte takovy graf obecné pro NKA A ! (Mélo
by byt zfejmé, Ze pro NKA A = (Q, %, 6, I, F') znazornény grafem na obrazku 4.1 je
napr. §(q1,1) = {q1, g2}, 6(¢2,0) = {g3}, 0(ga, 1) = 0 apod.)

Definice tedy pfipousti, Ze z daného stavu ¢ pro dany symbol a vychazi vice “a-
Sipek” (nebo nékdy Zadna a-Sipka), a také pripousti vice pocatecnich stavdl.

Obr. 4.1 ukazuje k danému NKA také pfiklad pfijimaného a nepfijimaného slova.
Zkuste z toho vyvodit, jak je definovano pfijimani slova nedeterministickym konec-
nym automatem, a pak teprve svilj zavér konfrontujte s dale uvedenou definici.

Pro definici vipocCtu NKA Ize takfka doslova pouZit definici 2.0.5 — jen misto 6(q, a) =
¢ napiSeme d(q, a) > ¢’ amisto g, pouzijeme napf. r,r € I. (Promyslete si podrobné
tuto modifikovanou definici, specialné si promyslete definici pfijimani slova v tomto
novém kontextu !)

Vidime tedy, Ze na rozdil od KA (uZivame téZ DKA, kdyz chceme zdlraznit, Ze
mame na mysli standardni, tj. deterministicky automat), kde k danému slovu existuje
jediny Gplny (tj. dokonceny, neprodlouZzitelny) vypocet, u NKA existuje k danému
slovu obecné vice UpInych vypodétl. Rozhodujici pro prislusnost slova w k jazyku
L(A) (rozpoznavanému NKA A) ovSem je, zda existuje alespoi jeden pfijimajici
vypocet pro w.

PFijiméani slova a jazyk L(A) Ize nadefinovat také takto:

Definice 4.0.18 Slovo w € X¥*, tvaru w = ajas...a,, je pfijimdno NKA A =
(Q,%,0,1,F), jestlize existuji stavy qo,q1,-..,q, takové, ze 1/ ¢y € I, 2/ q, € F,
3/ 6(¢i—1,a;) > ¢; pro v8. i = 1,2,... n. Jazykem rozpoznavanym (pfijimanym)
automatem A rozumime jazyk L(A) = {w | slovo w je pfijimano A}. Jazyk L je
rozpoznatelny nedeterministickym kone¢nym automatem jestlize existuje NKA A
tz. L(A) = L.

Poznamka. Velmi nazorné Ize definovat pfijimani slova rovnéz v terminech grafu
NKA. (Jak ?) VSimnéme si také explicitné, Ze dfive uvedeny KA Ize chapat jako
specialni pfipad NKA (kde §(q, a) je vZdy jednoprvkova mnoZina a také I je jedno-
prvkova mnozina).

Jak uz jsme zminili dfive, misto koneény automat (KA) nékdy pro zdlraznéni fikame
deterministicky konec¢ny automat (DKA).

Ukol 20 Charakterizujte (co nejjednodueji slovné) jazyk, ktery je pfijiman automa-
tem z obrazku 4.1.
Zkonstruujte deterministicky KA, ktery pfijiméa tentyz jazyk.
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Obrazek 4.2:

Ukol 21 Sestrojte co nejjednodudsi nedeterministicky kone&ny automat, ktery pi-
jima praveé ta slova v abecedé {0, 1}, jez zacCinaji 110 nebo kon¢i 001 nebo obsahuji
1111.

Bude nam rovnéz uziteCna nasledujici definice:

Definice 4.0.19 Defini¢ni obor pfechodové funkce v NKA A = (Q,X,6,1,F) muU-
Zeme opét pfirozené zobecnit na ¢ : @ x ¥* — P(Q), resp. jeSté obecnéji
na ¢ : P(Q) x ¥* — P(Q); a sice induktivni definici: 1/ §(K,e) = K, 2/
0(K,wa) = U esrm) 0(¢: @)

Definici si opét fadné promyslete; specialné si objasnéte, co znamena 6(K;, w) =
K. Také si vS§imnéme, Ze 6(I,w) je mnoZina pravé téch stavll, do kterych se NKA
mUZe dostat zpracovanim (prectenim) slova w (zacne-li v nékterém z pocatecnich
stavll). MUZeme tedy také psat L(A) = {w € &* | §(I,w) N F # 0}.

Ukol 22 NKA zadany tabulkou na obrazku 4.2 zadejte grafem.
Pak si na ném ilustrujte funkci 6 : P(Q) x £* — P(Q) pro zvolené argumenty.

RozSifeni funkce 6 u NKA (viz definici 4.0.19) v podstaté demonstruje, Ze nedetermi-
nisticky kone¢ny automat Ize nahradit deterministickym — byt (obvykle) s podstatné
vétSim poctem stavi:

Véta 4.0.20 NKA rozpoznavaji prave regularni jazyky (a jsou v tomto smyslu ekvi-
valentni DKA).

Dikaz: Jelikoz kazdy DKA je de facto specialnim pripadem NKA, je zifejmé, Ze

kazdy regularni jazyk je rozpoznavan néjakym NKA.

Pro opacny smeér stacCi ukazat konstrukci (algoritmus), ktera pro zadany NKA

A = (Q,%,0,I,F) vwdd DKA A, tZz. L(A) = L(A;). StaCi definovat A; =

(P(Q), %, 61,1, F1), kde pro lib. K C @ (tj. K € P(Q)) poloZime 6,(K,a) = §(K, a)

(zde se odkazujeme k oné rozSifené definici §)) adale F; = {K C Q | KN F # (}.

Dlkaz L(A) = L(A;) je zfejmy:

Prolib. slovo w plati: w € L(A) <= (I, w)NF # ) <= 6:(I,w) € F} <= w € L(A;).
U
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Chovéani DKA A; je uzite€Cné si pfedstavit ve formé “knoflikové hry” na grafu NKA
A: Na zacéatku lezi knofliky pravé na uzlech odpovidajicich I. PFijde-li nyni (pfecte-li
se) symbol a, kazdy knoflik se posune podle vSech moznych pfechodl (Sipek) a —
pritom se knoflik méize “rozmnozit” ¢i “zmizet”. Potom na kazdém uzlu, na kterém
je vice nez jeden knoflik, ponechame knoflik jediny — a jsme pfipraveni pfijmout
dals$i vstupni symbol. Dany stav (dané rozmisténi knoflik() je pfijimajici pravé kdyz
alespon jeden knoflik leZi na uzlu odpovidajicim nékterému pfijimajicimu stavu
automatu A.

VSimnéte si, Ze diikaz véty 4.0.20 ukazuje pro NKA s n stavy konstrukci DKA s
2" stavll (') Nékteré stavy u tohoto DKA mohou byt ovSsem nedosaZitelné (tedy
nékterych rozmisténi knoflikll nelze v pfedchozi hfe docilit) a omezeni se jen na
konstrukci dosazitelnych stavll miiZze nékdy znamenat obrovskou Usporu.

Ukol 23 Rozmyslete si, jak Ize pfimo&afe konstruovat napt. tabulku, ktera bude
obsahovat jen dosazitelné stavy onoho DKA.
Aplikujte tuto metodu na NKA z obrazku 4.2.

Bohuzel jsou pfipady, kdy vSechny stavy DKA dosazitelné jsou a navic nelze tyto
stavy “uspofit” ani jinym zptisobem (jedna se o tzv. minimalni, nebo téZ redukovany,
automat, jak o tom budeme hovofit pozdéji).

Ukol 24 Napt. k NKA s 5 stavy zadanému néasledujici tabulkou

al b
~1|2] -
21312
3/4/]1,3
41514
51115

se vam nepodafi nalézt ekvivalentni DKA (tj. DKA rozpoznavajici tentyz jazyk) s
méneé nez 2° = 32 stavy. (Zkuste zjistit, proc !)

Konstrukci pfitom snadno zobecnite pro NKA s n stavy, pro néjz nejmensi ekviva-
lentni DKA ma 2" stavdl.

Pozndmka. Uvédomme si ovSem, Ze ke kazdému NKA s n stavy (napf. n = 1000)
Ize pfislusny DKA realizovat (napf. simulovat na pocitaci) za pouziti (pouze) n
bitll, byt ma dany DKA 2" stavl. (Jak ?) Cili tento tkol je zvladnutelny, byt by
explicitné zkonstruovany stavovy prostor DKA vlbec nebyl ulozitelny do pameéti
pocitade ! (Resit oviem napf. problém dosaZitelnosti stavu v DKA pfi zminéné
n-bitové reprezentaci je pak UplIné jina otazka !)

Vratme se nyni k Gvaham o (nedeterministickém) automatu pro zfetézeni dvou
regularnich jazykl a pfipomernme si, Ze se nam hodi vice jiny druh nedeterminismu
— tzv. e-pfechody, diky nimZ automat miiZe zménit stav, aniz ¢te vstupni symbol:

Definice 4.0.21 Zobecnény nedeterministicky koneCny automat (ZNKA) A je
dan pétici parametrll A = (Q, X, 4, I, F). Jediny rozdil proti NKA spociva v tom, Ze
prechodova funkce je typu ¢ : Q x (X U{e}) — P(Q) a pfijimani slova je definovano
takto:

Slovo w € ¥*, tvaru w = ajas...a,, je pfijimano ZNKA A, jestlize existuji stavy
q?,qg,...,qgm,q},q%,...,q}nl,...,q?,qgﬂ...,qﬁln (m; > 1) takove, Ze 1/ ¢ € I, 2/
qn, € F,316(q5 " a) 3 qi provs. i = 1,2,...,n, 4/ 6(¢;_,,€) > ¢, pro v8. i =
0,1,2,....n,7=2,3,...,m,.
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Obrazek 4.3:

Jazykem rozpoznavanym (pfijimanym) automatem A rozumime jazyk L(A) = {w |
slovo w je pfijimano A}.

Uvedena definice pfijimani slova nevypada zrovna elegantné, ze ? Mélo by byt
nicméneé jasné, co vyjadrfuje.

Ukol 25 ZNKA z obrazku 4.3 zadejte grafem.
Naformulujte pojem pfijimani slova automatem ZNKA v feci grafll automatd.
Charakterizujte jazyk, ktery je danym automatem pfijiman.

Ukol 26 Upravte definici 2.0.5 pro pfipad ZNKA !

Poznamka. Opét tedy mame pfiklad toho, Ze jeden a tentyZ pojem Ize formalizovat
vice zplsoby (které jsou vice ¢i méné vhodné).

Uvedeme jesté jeden zplisob, hodici se k zobecnéni véty 4.0.20:

M&me dan ZNKA A = (Q,%,4,1,F). Nejprve pro K C () definujme E(K) jako
mnoZinu stavll dosazitelnych z K jen pomoci e-Sipek.

Ukol 27 Zkuste podat induktivni definici F(K) a pak se teprve podivejte na dale
uvedené feSeni.

E(K) je nejmenSi mnoZina spliujici 1/ K C E(K), 2/ jestlize g € E(K)aq' € 6(q,¢),
potom ¢’ € E(K).
Nyni mlzeme prechodovou funkci ZNKA rozsifit na ¢ : P(Q) x ¥* — P(Q) takto:

1. §(K,e) = B(K),
2. (K, wa) = U,cs.0) E(6(q, a)).

Podobné jako u NKA takto dosahneme, Ze §(7,w) je mnozina pravé téch stavll, do
kterych se ZNKA mUze dostat zpracovanim (pfectenim) slova w (a tedy L(A) =
{w e X* | §(I,w) N F # 0}), a analogicky ("knoflikovou hrou”) jako vétu 4.0.20 Ize
ukazat

Véta 4.0.22 ZNKA rozpoznéavaji pravé regularni jazyky.

VSimnéme si jesté, Ze pomoci NKA Ize podat jiny, velmi pfimocary, dikaz
véty 3.0.14. (Napovéda: definujte vhodné pojem (disjunktniho) sjednoceni (tj. “ve-
dle sebe polozZeni”) dvou NKA.) Pouzijeme-Ili navic e-Sipek (tedy ZNKA), docilime
navic snadno toho, aby vysledny NKA mél jediny pocatecni stav. (ProC ?)

Poznamka. Pro priinik nAm ani elegance e-Sipek moc nepomdiize. OvSem uza-
vienost tfidy regularnich jazykl vUci prdiniku plyne také napf. z uzavienosti VUCi
sjednoceni a doplriku, o které se zminime za chvili (de Morganova pravidla).
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Ukol 28 Zkonstruujte ZNKA rozpoznavajici jazyk L = {uv | uav € L(A) V ubv €
L(A) }, kde A je KA zadany uvedenou tabulkou. (Slova jazyka L vzniknou ze slov
jazyka L(A) vypadnutim jednoho pismene.)

RO AN D
[2INGINSINVIN iR ey

gl bW N

(Napovéda: ZNKA bude “obsahovat dvé kopie vychoziho KA".)
Nakonec alespon zapocCnéte konstrukci DKA pro jazyk L.

Ukol 29 Navrhnéte ramcové realizaci kone¢ného automatu, ktery vzdy pro zadané
slovo v abecedé {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} zjisti, zda v ném né&jaké podslovo délky tfi
ma alespon dva (nepfekryvajici se) vyskyty.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Navrh  konecnych Nahoru Uzavérové
automatt. Regularni Katedra informatiky vlastnosti tfidy
operace. FEI V"B-TU Ostrava regularnich jazyku.

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai

Nedeterministické konecné Regularni vyrazy a jejich
automaty a jejich vztah k ekvivalence s kone€nymi
deterministickym. automaty.

Kapitola 5

Uzaveéerove vlastnosti tridy
regularnich jazykad.

Cil kapitoly:

Prohloubeni schopnosti modularniho navrhu slozitéjsSich ko-
necnych automatu. Pochopeni algoritml prokazujicich uza-
vienost tfidy jazykl rozpoznatelnych kone¢nymi automaty
vUci riznym operacim.

M v

automattl. Pochopeni algoritmd prokazujicich uzavienost tfidy jazyk{ rozpoznatel-
nych kone¢nymi automaty viéi riznym operacim.

Uzavienost tfidy regularnich jazykl na zfeté€zeni a iteraci je znazornéna na obr. 5.1
a 5.2, které by mély dostate¢né naznacit myslenku. Nasleduje formalni diikaz.

Véta 5.0.23 Jestlize jazyky Lq,L, C X* jsou regularni, pak také jazyk L, - L, je
regularni. Jestlize L je regularni, pak také L* je regularni.

Didkaz: Necht L, = L(A)), Ly, = L(A;) pro koneCné automaty A, =
(Q1,%, 61, qo1, 1), Az = (Q2, %, 82, qoz, F>); mUZeme pfedpokladat Q1 N Q, = 0.

Definujme nyni ZNKA A = (Q; U Q4,3, 6, {qo1 }, F») tak, ze 6(q,a) = {0:1(q,a)} je-li
q € Qrad(q,a) = {d(q, a)}je-liqg € Qo; navic pro kazdy stav g € F je §(q, €) = {qoz}
aproq ¢ Fijed(g.e) = 0.

Je snadné ovéfit, ze L(A) = L, - Ly. (Ovéfte !)

Necht nyni L = L(A) pro KA A = (Q, %, 0, qo, F).

Definujme ZNKA A" = (QU{p}, %, ', {qo, p}, FU{p}), kde p £ Q, 0'(¢,a) = {0(¢, a)}
(a€X)aproge Fied(qge) ={q} proq ¢ Fje d(q,e) = 0 anavic §'(p,a) =0
také provs. a € X.

Je snadné ovéfit, Zze L(A’) = L*. (Ovérte !) O
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Obrézek 5.1: L(A) = L(A,) - L(A,)

£

3

Obrézek 5.2: L(A") = L(A)*
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Ukol 30 Uvédomili jste si roli pfidaného (izolovaného) pogateniho a pfijimajiciho
stavu p v dilkazu uzavfenosti na iteraci ?
UvaZujme proKA A = (Q, X, 9, qo, F') konstrukci ZNKA A" = (Q, 3,0, {qo}, FU{q0}),
kde ¢§'(q,a) = {d(q,a)} (a € X)aproq € Fjed (q,e) ={q}; proq & Fje é'(q,e) = 0.
UkaZte, Ze obecné neplati L(A") = L(A)*.

Vedle regularnich operaci (sjednoceni, zfetézeni, iterace), je mnozina regularnich
jazyk( uzavrena i vlci dalSim operacim. Uzavienost vici prlniku jsme jiz uka-
zali dfive (véta 3.0.15), snadno ukazeme také uzavienost na doplnék a vyvodime
uzavienost na (mnozinovy) rozdil:

Véta 5.0.24 Jestlize L je regularni, pak také L je regularni. Jestlize Lq, L, jsou
regularni jazyky, pak také L, — L, je regularni.

Dlikaz: Necht L = L(A), kde A je KA (Q, %, 4, q0, ). Pak L je zfejmé rozpoznavan
KA (@, %, 0, g0, Q—F). (PTijimajici a nepfijimajici stavy byly prohozeny.)

Druha &ast tvrzeni pak jiz plyne z toho, ze L1 — Ly = L1 N Lo. O

Ukol 31 UvaZujme automaty A;, A, zadané tabulkami:

alb
—q1 | 92 | 93 alb
A, —q2 | 42 | 44 Ay —T1 | T2 | T
—q3 | 45 | g3 To | T2 | T3
g4 | 92 | da T3 | T2 |1
qs | 95 | 43

Zkonstruujte obecné pouzitelnym algoritmem KA A rozpoznéavajici jazyk L(A) =
L(Ay) — L(A,). Poté se snazte jazyk L(A) co nejjednoduSeji charakterizovat (pod-
minkou, kterou spliuji slova do ngj patfici).

VSimnéme si jesté dalSich jazykovych operaci (pojem kvocientu vyzaduje hlubsi
promysleni !):

Definice 5.0.25 Zrcadlovy obraz slova u = ajas...a, je v = a,a,_; ...a1, Zrca-
dlovy obraz jazyka L je L = {u | Jv € L : u = v},

Levy kvocient jazyka L, podle jazyka L, je jazyk Lo\L; = {u | Jv € Ly : vu € Ly }.
Pravy kvocient jazyka L, podle jazyka L je jazyk Ly/Ly = {u | Jv € Ly : uv € Ly }.

Poznamka. Je uziteCné si uvédomit, Ze kvocient typu {a}\L de facto implicitné
pouzivame pfi konstrukci kone¢ného automatu k danému jazyku. (Rozmyslete si
proc.)

Ukol 32 Rozmyslete si, pro¢ obecné plati:
o (LHE =1L
o (L - Ly)t=LE.LE
o L/D=10
o L/{c}=1L
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o L/(L1UL2) :L/L1UL/L2
b Ll/L2 = (Lg\L{DL)R

Ukol 33 Zjistéte, zda plati L/(L; N Ly) = L/Ly N L/ L.
Déle zjistéte, zda operace “/” je asociativni.

Tvrzeni 5.0.26 L je regularni pravé kdyz L% je regularni.

Dlkaz: Idea: (u NKA) zaménime pocatecni stavy s pfijimajicimi a obratime Sipky.
Formalné:

Necht L = L(A) pro NKA A = (Q,%,0,1, F).

Definujme NKA A’ = (Q, %, ¢, F, I) tak, Ze provs. q1, 2 € Q, a € ¥: 2 € &' (q1,a) &
¢ € (g2, a).

Pak Ize snadno ukazat, ze L(A’) = L~. O

Zkuste dale sestavit dlikaz uzavienosti tfidy regularnich jazykt vici kvocientlim:
Tvrzeni 5.0.27 Jestlize Ly, L, jsou regularni, pak také L,\ L, a L/ Ls jsou regularni.

Navod:

Necht L, = L(A,), kde A, = (Q1,%,01,q0,F1), @ Ly = L(A), kde A, =
(Q2,%, 02, qo2, F»). Pro ¢ € @, oznaCme B, automat B, = (Q1,%,d1,¢, F1) a C,
automat C, = (Q1,X%, 01,901, {¢q}). Definume dale U = {¢ € Q; | Jw € ¥* : w €
L(As) A 01(go1,w) = q}; jinak fe€eno: ¢ € U <= L(Ay) N L(C,) # 0. (Zdlvod-
néte, pro€ existuje algoritmus rozhodujici pfislusnost k mnoziné U.) UkaZte nyni,
Ze LQ\Ll = U L(Bq)

qeU

Ukol 34 UvaZujme automaty A;, A, zadané tabulkami:

alb
—q1 | 92 | 43 alb
A, —q2 | 42 | 44 A, —T1 | T2 | T
—dq3 | 45 | g3 To | T2 | T3
g4 | 92 | da T3 | T2 |
g5 | 95 | 43

Zkonstruujte obecné pouzitelnym algoritmem KA A rozpoznéavajici jazyk L(A) =
L(Ay)/L(As) (pravy kvocient). Poté se snazte jazyk L(A) co nejjednoduSeji charak-
terizovat (podminkou, kterou spliuji slova do né€j patfici).

Pfedchazejici Obsah Dalai
Nedeterministické Nahoru Regularni vyrazy a
konecné automaty Katedra informatiky jejich ekvivalence s
a jejich vztah k FEI V"B-TU Ostrava konecnymi
deterministickym. Verze ze dne 22. Gnora 2005 automaty.
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Uzéavérové vlastnosti tfidy Minimalni koneCné automaty a
regularnich jazyku. algoritmus minimalizace.

Kapitola 6

Regularni vyrazy a jejich ekvivalence
s konecnymi automaty.

Cil kapitoly:

Zvladnuti popisu regularnich jazykll pomoci regularnich vy-
raz(l. Pochopeni algoritmU (oboustranného) prevodu mezi re-
gularnimi vyrazy a konecnymi automaty.

Studijni cile: Zvladnuti popisu regularnich jazykli pomoci regularnich vyrazt. Po-
chopeni algoritm{ (oboustranného) prevodu mezi regularnimi vyrazy a kone¢nymi
automaty.

Jiz dfive jsme zminili, Ze koneCny automat “stoji v pozadi” mj. pfi vyhledavani
vzorku v textu (napf. pfi vyhledavani webovskych stranek, které dany vzorek ob-
sahuji v zahlavi). Mame ted na mysli obecnéjsi pfipad nez je napf. hledani kon-
krétniho slova, a sice pfipad, kdy vzorek je specifikovan (booleovskou) kombinaci
jednoduchych podminek. Nap¥. si Ize pfedstavit, ze vyrazem “(Ceskx & slovensx)
V (Ceskx & némecx)” zadavame (v néjakém systému) prani nalézt vSechny do-
kumenty, které zaroven obsahuji slovo zacinajici na “Cesk” a slovo zacinajici na
“sloven” nebo zaroven obsahuji slovo zacinajici na “Cesk” a slovo zacinajici na
“némec”.

Na vyrazy podobné uvedenému lze pohliZet jako na popis (reprezentaci) urcitého
jazyka — reprezentovany jsou ty posloupnosti pismen (v “realu” napf. dokumenty, v
naSich pojmech jim fikame prosté slova), které danému vyrazu vyhovuji; vSimnéte
si, Ze takto reprezentovany jazyk je pak obvykle nekonecny.

Ted si uvedeme definici tzv. regularnich vyrazt a zptsobu, jakym reprezentuji jazyky
(jak jste uhodli podle nazvu, ukaze se, Ze regularnimi vyrazy lze reprezentovat
pravé regularni jazyky). Poznamenejme, Ze v rliznych softwarovych systémech
se setkame s rliznymi modifikacemi, nazvanymi tfeba také “regularni vyrazy”. V
nasem kursu (tak jako obecné v teorii jazykll a automattl) myslime regularnimi
vyrazy pouze pojem vymezeny nasledujici definici.

Definice 6.0.28 MnoZinu RV (X) regularnich vyrazd nad abecedou ¥ definu-
jeme jako nejmensi mnoZinu slov v abecedé X U {0,¢,+,-,*,(,) } (pfedpokladame
0,e,+,-%,(,) ¢ ) spliivjici tyto podminky:
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e ) € RV(Y),e € RV(X), prokazdé a € ¥ je a € RV (%),

o jestlize o, € RV (Y), pak také (o + 8) € RV(E),(a - ) € RV(Y),(a*) €
RV (%).

Definice 6.0.29 Regularni vyraz « reprezentuje jazyk — ktery oznaCujeme [o] —
Fn]nttf z]pt[‘i(sot))]emi[ [(?] =0, [e] = {e}, [a] = {a} adale [(a+ B)] = [a] U [B], [(a- B)] =
al - 18], [(a®)] = |al*.

Poznamka. P¥i zapisu regularnich vyrazi obvykle vynechavame zbyteéné zavorky
(asociativita operaci, vnéjSi par zavorek) a tecky pro zfetézeni; dalsi zavorky Ize
vynechat diky dohodnuté priorité operaci: * vaze silngji nez -, ktera vaze silnéji nez
+. Napt. misto ((((0-1)*-1)-(1-1))4((0-0)+1)*) obvykle napiSeme (01)*111+4(00+1)*.

Ukol 35 Zadejte regularnim vyrazem jazyk
L ={w € {0,1}* | ve w je sudy pocet nul a kazda jednicka je bezprostfedné
nasledovana nulou }

Ukol 36 Zjistéte, zda plati
[(011 + (10)*1 + 0)*] = [011(011 + (10)*1 + 0)*]
[((1+0)*100(1 + 0)*)*] = [((1 + 0)100(1 + 0)*100)*]

Ukol 37 Procvidujte si regularni vyrazy tim, Ze jimi popiSete nékteré regularni ja-
zyky, s nimiz se v naSem textu (véetné Ukolll) setkavate.

Jiz jsme avizovali, Ze vzhledem k popisu jazyk{ jsou regularni vyrazy stejné silny
prostfedek jako kone¢né automaty. Jeden smér je ziejmy:

Pro jazyky 0, {e}, {a} lze triviainé zkonstruovat rozpoznavajici KA. Na za-
kladé prislusnych konstrukci v dllkazech uzavienosti tfidy regularnich jazykl
na regularni operace pak snadno sestavime algoritmus, ktery k libovolnému
regularnimu vyrazu « sestroji (zobecnény) nedeterministicky kone¢ny automat A
rozpoznavajici jazyk [«]. VSimnéte si, Ze pocet stavll A bude pfitom v zasadé od-
povidat délce a.

Ukol 38 Myslenky algoritmu pfevodu RV — ZNKA jsou naértnuty na obrazku 6.1
— algoritmus k danému regularnimu vyrazu sestroji ZNKA s jedinym pocatecnim a
jedinym pfijimajicim stavem.

Aplikujte tento algoritmus na regularni vyraz ((01*0 + 101)*100 + (11)*0)*01.

Véta 6.0.30 Regularnimi vyrazy lze reprezentovat prave regularni jazyky.

Dukaz: Jelikoz pro jazyky 0, {¢}, {a} Ize trivialné zkonstruovat rozpoznavajici KA,
a tfida regularnich jazykl je uzaviena na regularni operace (sjednoceni, zfeté-
zeni, iterace), je zfejmy fakt, Ze ke kazdému regularnimu vyrazu o existuje (Ize
zkonstruovat) KA A tz. L(A) = [«] (tim jsme se zabyvali v tkolu 38).

Technicky slozitéjsi je dlkaz opacného sméru, Ze totiz ke kazdému KA A existuje
(opét Ize zkonstruovat) regularni vyraz a tz. [a] = L(A).

(Velmi) hruba idea:

Slovo w je pfijimano automatem A pravé kdyZz v grafu automatu existuje cesta
(ohodnocend) w zacinajici v pocate€nim stavu ¢, a koncici v “prvnim” pfijimajicim
stavu nebo v “druhém?” pfijimajicim stavu atd. — v onom “nebo” Ize snadno rozpoznat
sjednoceni jazykd.
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KdyZ cesta w vede z g, do (pevné zvoleného pfijimajiciho) ¢4, tak bud je to “pfima
cesta” — na niZz se Zzadny stav neopakuje — nebo vznikne z pfimé cesty “vloZzenim
cykll”. Pfimych cest z ¢, do ¢4 je samoziejmé kone¢né mnoho (kazda je nutné kratsi
neZ je pocet stavlli automatu), rozmisténi cykld je také koneéné mnoho, a cykly
Ize iterovat. Staci tedy “regularné” popsat cykly a budeme hotovi. Elementéarnich
cykld (téch, které neobsahuji kratsi cyklus) je sice kone¢né& mnoho, ale Ize je rlizné
kombinovat; to zplisobuje, Ze ono regularni popsani viibec neni nabiledni a je velmi
Zadouci podat presvédcivy dilkaz. Vhodny je napf. induktivni diikaz, jenz je struéné
nacrtnut nize.

Induktivni diikaz:

Necht L = L(A) pro KA A = (Q,%,6,¢1, F), kde Q = {q1,92,...,qn}. Pro vs.
i,j € {1,2,...,n} definujme R;; = {w € £* | §(¢;, w) = ¢;} (tj. jako mnoZzinu slov,
které prevedou A ze stavu ¢; do stavu g;).

Dokazeme-li, Ze kazda mnozina R;; (i,7 € {1,2,...,n}) je reprezentovatelna regu-
larnim vyrazem, jsme hotovi — je totiz L = (J, . Ru.

Zvolme nyni pevné i, j a uvazujme mnozinu R;;. Pro k € {0,1,2,...,n} definujme
Rfj jako mnozinu slov, které prevedou A ze stavu ¢; do stavu g;, pficemz vSechny
prubézné stavy maji index nejvyse rovny k. (R, = {w € Ry | Yu,v: (u # e Av #
eNw =uv A (g, u) = ¢n) = m < k}.)

Ukazeme-li, Zze pro kazdé k je mnozina Rfj reprezentovatelna regularnim vyrazem,
budeme hotovi — je totiz R;; = R};. To ovSem Ize ukazat indukci podle k. Zakladem
indukce je trivialni fakt

RY; € ¥ U {e}. Indukeni krok je zfejmy ze vztahu
Rffl = RZ’ U ( Rf,kﬂ (R£+1,/<:+1)* R'I§+1,j )

g

Ukol 39 Sestrojte regularni vyraz reprezentujici jazyk rozpoznavany automatem
zadanym uvedenou tabulkou.

alb
—1|12]1
21213
~312|1

Aplikujte pfitom postup z predchoziho diikazu, pfi némZ se postupné konstruuji
vyrazy reprezentujici mnoziny Rﬁj.

Drive jsme rovnou zavedli pojem regularni jazyk jako synonymum pro jazyk rozpo-
znatelny kone¢nym automatem. Pro Uplnost dodejme, Ze v literatufe Ize najit na-
sledujici definici regularnich jazyk(; ve svétle vysledk( uvedenych vyse je zfejmé,
Ze obsah obou definic je totozny.

Trida RJ(X) regularnich jazykd nad abecedou X je nejmensi tfida jazyk{ nad abe-
cedou X, ktera obsahuje tzv. elementarni jazyky a je uzaviena na regularni operace,
tzn.:

e elementarni jazyky, tj.  a {a} (pro kazdé a € X), patfi do RJ(X),
e jestlize Ly, L, € RJ(X), pak také L, U Ly, € RJ(X),
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o jestlize Ly, L, € RJ(X), paktaké L, - Ly, € RJ(X),
e jestlize L € RJ(X), pak také L* € RJ(X).

Poznamka. Jak plyne z uzavérovych vlastnosti tfidy regularnich jazykd, mohli
bychom regularni vyrazy obohatit napf. symboly pro priinik a doplnék (tfeba &,
-, pficemz [(a&f)] = [o] N [F], [~(a)] = £* — [a] — abeceda ¥ musi byt zfejm4 z
kontextu), aniz se zvétsi jejich vyjadfovaci sila. Zapis jazyka se tak nékdy zkrati
(napf. misto (0 + 1)*1(0 + 1)* lze psat —(0*); ztraci se ale napf. vlastnost pfimo-
¢arého pfevodu RV — ZNKA zminéného vyse. To je jeden z dlvodl pro¢ prlnik
ani doplnék nefadime k (standardnim) regularnim operacim.

Poznamka. Dllkazy matematickou indukci (napf. u véty 3.0.14 a dalSich) jsme
dosud v textu podrobné neprovadéli. Pfislusna tvrzeni byla o¢ividna a diikaz indukci
je u nich v podstaté jen rutinni cvi¢eni (ovSem velmi uziteéné !). Induktivni dlikaz
jsme skute¢né provedli az nyni u véty 6.0.30, protoZe zde se bez néj opravdu téZko
Ize obejit (jak byste méli potvrdit, pokud jste se poctivé snaZili vétu “nahlédnout” a
dokonale se presvédcit o jeji platnosti).

Regularni vyrazy nam poskytuji dalSi moZnost reprezentace regularnich jazyku.
Toho Ize mj. také vyuZzit k elegantnim dikazim nékterych dalSich uzavérovych
vlastnosti tfidy regularnich jazykl; zde to ilustrujeme na prikladu tzv. regularni
substituce.

Definice 6.0.31 Necht' X je abeceda a pro kazdé a € ¥ je dan jazyk o(a) v abecedé
A,. PoloZme o(¢) = {e} a o(uww) = o(u)o(v) pro v8. u,v € ¥*. Potom zobrazeni
o: X" — P(A*), kde A = |, A4, S€ NAZYVa substituce.

Pro kazdy jazyk L C ¥* pak definujeme o(L) = U, o(w) a Fikame, Ze jazyk o(L)
vznikl z jazyka L substituci o.

Substituce o, u niz pro kazdé a € X obsahuje jazyk o(a) pravé jedno slovo, se
nazyva homomorfismus. Homomorfismus h Ize pak tedy povaZovat za zobrazeni
typu h : £* — A* (které splfiuje h(e) = ¢, h(uv) = h(u)h(v)).

Tvrzeni 6.0.32 Necht ¥ je abeceda a o regularni substituce, tzn. o(a) je regularni
jazyk pro kazdé a € 3. Potom pro lib. regularni jazyk L. C ¥* plati, Ze o(L) je rovnéz
regularnim jazykem.

Dilkaz: Necht reg. vyraz o reprezentuje L a necht o, reprezentuje o(a), pro kazdé
a € . D& se snadno oveéfit, Ze dosadime-li do « za kazdy vyskyt symbolu «a reg.
vyraz «,, dostaneme regularni vyraz reprezentujici o(L). OJ

Ukol 40 Uvedeneé tfi tabulky nedeterministickych automat( zadavaji po fadé regu-
larni jazyky Ly, Lo, Ls.

a b 0 |1 0T 1
—A | AB,C - ~D| E |F GG R
—B - A,B,C —E | EF|D “HHG
«—C B C F| D |F

Definujte regularni substituci o pfedpisem o(a) = Lo, o(b) = Ls. Sestrojte regularni
vyraz popisujici jazyk o(L1).
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Ukol 41 K hlub&imu pochopeni né&kterych pojmé mlizete zkusit zjistit, zda plati
nasledujici obecné vztahy; h oznaCuje homomorfismus, \ levy kvocient.

o (L1 ULy) =h(Ly)Uh(Lg)

o h(LiN Ly)=h(Ly)Nh(Ls)

o {wi\(L1U Ly) = {w\ L1 U{w}\L,
o {w\(E" - L) =% —{wh\L

o Ly(Lo\Ly) =14

Pfedchazejici Obsah Dalai
Uzaveéroveé vlast- Nahoru Minimalni konecné
nosti tfidy regular- Katedra informatiky automaty a
nich jazykd. FEI VAB-TU Ostrava algoritmus

Verze ze dne 22. Gnora 2005 minimalizace.
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Sjednoceni
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Obrazek 6.1: Konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu
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Pfedchazejici Obsah Dalai

Regularni vyrazy a jejich Neregularni jazyky. Pumping
ekvivalence s kone¢nymi lemma pro regularni jazyky.
automaty.

Kapitola 7

Minimalni konecné automaty a
algoritmus minimalizace.

Cil kapitoly:
Zvladnuti algoritmu redukce konec¢ného automatu a pocho-
peni diikazu toho, Ze vede k tzv. minimalnimu automatu.

Studijni cile: Zvladnuti algoritmu redukce kone¢ného automatu a pochopeni diikazu
toho, Ze vede k tzv. minimalnimu automatu.

Vezmeme-li v (vahu praktické (implementacni) hledisko, jisté neni tfeba sa-
hodlouze motivovat otazku mozné minimalizace daného konecného automatu.
Ukazeme, Ze odpovéd je v naSem pripadé velmi potéSujici: existuje algoritmus
(dokonce “rychly” algoritmus), ktery k zadanému KA sestroji ekvivalentni automat
s nejmensim moznym pocétem stavdl.

Definice 7.0.33 Dva kone¢né automaty A;, A, nazveme jazykové ekvivalentni,
stru€néji ekvivalentni, jestlize rozpoznavaji tyZ jazyk, tj. jestlize L(A;) = L(A,).

Konecny automat nazveme minimalnim automatem jestlize neexistuje automat,
ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi pocet stavu.

NasSim cilem nyni bude dokazat tuto veétu:

Véta 7.0.34 Existuje algoritmus, ktery k zadanému kone¢nému automatu A sestroji
minimalni automat ekvivalentni s A.
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Velmi uzitecné by bylo, kdybyste
nejdfive sami zkusili (néjak) najit

alb
minimalni automat ekvivalentni —112]3
zde zadanému. 2124
V kazdém pripadé je vhodné si —~3[3]|5
Okol 42 tfeba na tomto pfikladu ilustro- 412 |7
vat dale zavadéné pojmy; kon- ~5|61|3
krétné zacnéte konstrukci roz- ~6 6|6
kladl mnoziny stav( podle ekvi- 7174
valenci 2, ~ 2 ..., které jsou 8123
definovany az trochu dalee v 9194
textu.

UkadZzeme nejdfive hlavni ideu algoritmu. UvaZujme koneCny automat A =
(Q,%,6,q0, F), rovnou bez nedosaZitelnych stavll — ty bychom jinak prosté od-
stranili, aniz zménime rozpoznavany jazyk (vzpomerite si, Ze touto otazkou jsme
se jiz zabyvali dfive). Pro kazdy stav ¢ € ) definujme

L(q) = L(A,), kde A, = (Q, %, 6,4, F)

(L(q) je tedy jazyk rozpoznavany automatem, jenz vznikne z A prohld$enim stavu
g za pocatecni, tedy mnozina téch slov, které pfevedou automat A ze stavu ¢ do
nékterého stavu v F).

Necht nyni pro dva rlizné stavy ¢, ¢ plati L(q;) = L(q2). Ted pfijde ta idea: jeden
z t&chto stavll, napf. ¢,, mlZzeme z automatu A vypustit, pficemz Sipky do négj
smeéfujici (v terminologii grafu automatu) pfesmérujeme do ¢;. Musime dodat, Ze
pokud ¢, byl poCateCnim (v automatu A), prohlasime za novy pocatecni stav ¢;.
Snadno se Ize presvédcit, Ze takto vznikly automat je ekvivalentni s (plivodnim)
automatem A, pficemZz ma méné stavll — a nema nedosazitelné stavy, kdyz A je
nemél. (Pfesvédcte se !)

Vedle odstranéni nedosazitelnych stavil tak mame k dispozici dal$i metodu, jak
zmenSovat KA pfi zachovani rozpoznavaného jazyka. Opakované pouZiti této me-
tody nas odividné pfivede k automatu, ktery je ekvivalentni s plivodnim a je to tzv.
redukovany automat, coZz znamena, Zze nema nedosazitelné stavy a pro kazdé
jeho dva rlizné stavy qi, ¢ plati L(q1) # L(qz).

Tento vysledny automat Ize elegantné popsat jako tzv. podilovy automat podle
ekvivalence ~, kde relace ~ je zavedena na mnoziné stavll KA takto:

q~q <=4 L(q) = L(¢)

(je to samozriejme jina relace nez ekvivalence mezi koneCnymi automaty zavedena
vyse).

Vsuvka. Pfipomenme, Ze relace p na mnoziné M je ekvivalence pravé tehdy, kdyz
je reflexivni (Vx € M : xzpzx), symetricka (Vz,y € M : zpy = ypx) a tranzitivni
(Vz,y,z € M : (zpy N ypz) => wxpz). Ekvivalence p definuje na M rozklad { [z], |
x € M }, tj. systém vzajemné disjunktnich mnozin (neboli tfid ekvivalence), jejichz
sjednocenim je M, pficemz s kazdym = € M jsou v pFislusné tfidé obsaZzeny pravé
prvky s nim ekvivalentni ([z], = {y | zpy}).

Formalni popis konstrukce podilového automatu:

Lemma 7.0.35 K libovolnému koneCnému automatu existuje ekvivalentni
redukovany automat.
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Dikaz: M&jme automat A = (Q, X, 4, qo, F) bez nedosazitelnych stavl. Znacenim
lq] (¢ € Q) oznaCujeme tfidy ekvivalence ~ obsahujici g (j. [¢] = {p | p ~ ¢}).

Nyni k A definujme tzv. podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaceny A ., takto:
~ = (@Qu, 5,00, [qo], Fr), kde Qu = { g ¢ e @} Fu ={d |qeF}a

d~(lg], @) = [06(g,a)] (pro V8. g € Q, a € ¥).

Korektnost definice plyne z faktu p ~ ¢ = (p € F < g€ F)azfaktup ~ ¢ =

o(p,a) ~ (g, a).

Snadno ovéfime, Ze (¢, w) = ¢’ < d-([g],w) = [¢] (napf. provedenim dlikazu

indukci podle délky w), z ¢ehoz ihned vyvodime ekvivalenci automatll A a A.. (tj.

L(A) = L(A.)), i to, Ze A. nem& nedosaZitelné stavy. O

K algoritmickému pouziti naSi metody ovSem potfebujeme ukéazat, Ze umime pro
libovolné stavy ¢, ¢, rozhodovat otazku, zda L(q;) = L(g2). Pro tyto 4Cely je vhodné
definovat L=/(¢q) jako mnoZinu v8ech slov z L(q), které maj délku nejvyée i, a pak

zavést na stavové mnoZziné automatu A = (Q, %, 9, qo, F') relace ~ ~ ~ ... takto:

0~ qo =g L(q1) = L5 (o)

Jinak feCeno: pro stavy ¢, ¢» plati ¢ 3 ¢ pravé kdyz je nelze rozlisit Zzadnym slovem
délky nejvyse i (tj. pro kazdé slovo w € ¥, |w| < i, je bud’é(ql, )€ F,d(qe,w) € F
nebo §(q1,w) & F, (5((]2, ) ¢ IF). Je ocwldne Ze relace ~ jsou ekvivalence a plati
R2ADAD .. . (tedy ¢1 7 q2 — q1 ~ g2, Neboli '~ kY je zjemnénim relace ~)
Samozfejmé vidime, Ze ¢ 2 qo pravé kdyzbud ¢, € F,qo € Fneboq, € F, ¢, € F.
Déle je zfejmé, Ze dva stavy jsou rozliSitelné slovem délky nejvySe i + 1 praveé kdyz
jsou rozliSitelné slovem délky nejvySe i nebo existuje a € X, které je prfevede do
dvojice stavll rozliSitelnych slovem délky nejvyse i; v obménéné podobé to miizeme
formalné vyjadfrit takto:

q1 ir—t} g2 <— 1 LQQ/\(\V/CLE > (5(Q1,CL) ”3’5(927@)) (71)

- - . P . 0 [ “ - o v v
VSimnéme si ted, Ze ekvivalence ~ rozI02| mnozmu stavu Q na dvé tfidy F, Q — I

(kdyz jsou obé neprazdné). Také vime, Ze " rozlozi Q na stejné nebo vice tfid nez

L, a ze vztahu (7.1) je ziejmé, ze pokud ~=""', pak L="1="= =~.

Jelikoz pfi poctu stavli n (|Q| = n) nemlze existovat rozklad na vice nez n tfid, je
dokonce zfejmé, Ze rovnost A="2 musi urcité nastat pro néjaké i < n—2. Staci tedy
postupné konstruovat relace resp. rozklady podle relaci, &7,1,72, ..., az zjistime
L="" _ vime, ze pak ~=~, a mizeme tak pro libovolné stavy ¢, ¢, rozhodovat,
zda L(q1) = L(qo) (zjiéténim, zda jsou ve stejné tfidé zkonstruovaného rozkladu
podle ~).

Mame tedy algoritmicky postup, jak k danému automatu A zkonstruovat ekvivalentni
automat B, ktery je redukovany (lemma 7.0.35 tedy plati konstruktivné) — pfitom
kdyZ A je redukovany, pak B je totoZzny s A, v opacném pripadé ma B méné stavll
nez A. Je ale B ten nejmensi mozny automat mezi automaty ekvivalentnimis A ?
Kladnou odpovéd jednoduse vyvodime z nasledujiciho jednoduchého lemmatu (na
néj se de facto odkazujeme i v diikazu 7.0.35).

Lemma 7.0.36 Mé&me dva KA A = (Q,%,0,q0, F) a A" = (Q', %, ¢, q, F') Jestlize
pro stav ¢ automatu A a stav ¢’ automatu A’ plati L(q) = L(¢’), pak pro kazdé a €
je L((S(Q7 CL)) = L(él(q/7 CL))
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Dikaz: Ukazeme, Ze kdyz L(d(q,a)) # L(8'(¢',a)), pak L(q) # L(q'). KdyZ napf.
u€ L(0(q,a)) au ¢ L(0'(¢,a)), pak nutné au € L(q) a au & L(q'). O

Uvédomte si, Ze z toho snadno plyne, Ze dva redukované automaty A =
(@Q,%,6,q0, F) a A = (Q',%,0,q,, F'), které jsou ekvivalentni (tj. L(q) = L(q)),
maji jednak stejny pocet stavll a dokonce jsou vlastné totozné (Iépe feceno: jsou
izomorfni, tj. jeden dostaneme z druhého pouhym pfejmenovanim stavil). Ted' uz
je zfejmé, ze

minimalni automat znamena totéz co redukovany automat.
Dokazali jsme tak vlastné nejen vétu 7.0.34, ale i
Véta 7.0.37 Minimalni automat ekvivalentni s danym KA A je urCen jednoznacné.

9y

Vime, Ze tim “jednoznacné&” minime “‘jednoznacné, az na pojmenovani stavl”. Li-
bovdli v onom pojmenovani ovsem Ize odstranit poZadavkem prevodu do normo-
vaného tvaru, ktery jsme jiz definovali dfive.

Ukol 43 Zjistéte vdechny dvojice stavil ¢, ¢ u nasledujicich dvou automatd (tedy
q,q € {0,1,2,...,9}), pronéz L(q) = L(¢).

alb alb
—01]0 |1 —515|6
«~1|1]2 6|75
«~—2 3|1 —~7171]9
3124 8198
41213 ~918|7

Ukol 44 Sestrojte minimalni (deterministicky) kone¢ny automat, ktery rozpoznava
tentyz jazyk jako NKA zadany nasleduijici tabulkou (a pfevedte ho do normovaného
tvaru):

a b
—qo | 41,93 | 45
q1 - q2
q2 qr -
qs - qs
44 - qr
ds - de
de - qn
—d4r qr qr
an - -

Ukol 45 Sestrojte minimalni (deterministické) kone&né automaty, rozpoznavajici
jazyky reprezentované nasledujicimi regularnimi vyrazy:

o (ab*b+ ab*ab*b + ab*ab*a)*

o (a+bb)* +((b4c)*-(d+e)* )" (kde projazyk L definujeme Lt = L+L>+L3+. ..
a pro reg. vyraz « definujeme [a™] = [a])

42



VSimnéme si, Ze nyni (nejméné) dvéma rliznymi zplsoby umime dokazat tuto
dllezitou vétu:

Véta 7.0.38 Existuje algoritmus, ktery pro lib. zadané KA A,, A, rozhodne, zda

Dikaz: Staci k obéma KA sestrojit redukované automaty v normovaném tvaru a ty
porovnat. Jiny diikaz plyne z partie o (konstruktivnich) uzavérovych vlastnostech
tfidy regularnich jazykl, uvédomime-li si, Ze L(A;) = L(A;) < (L(A;) — L(A))U
(L(Ap) — L(A;)) = 0 a pfipomeneme-li si vétu 2.0.8. O

Poznamka. VSimnéte si, Ze jsme dokazali, Ze pokud dva stavy automatu, ktery ma
n stavll (n > 2), nelze rozliSit slovem délky nejvySe n — 2, pak je nelze rozliSit
vlibec (jestlize L=""2(q) = L=""%(¢), pak L(q) = L(q')). Tento fakt ukazuje, Ze
pro rozhodovéani otazky, zda L(q) = L(q’), staCi probrat vSechna slova do délky
n — 2 (jichz je samozfejmé konecné mnoho). OvSem algoritmus zalozeny na této
myslence by byl pro praktické pouZiti velmi nevhodny. (Proc ?)

Pfedchazejici Obsah Dalai
Regularni vyrazy Nahoru Neregularni jazyky.
a jejich  ekviva- Katedra informatiky Pumping lemma pro
lence s konecnymi FEI V/B-TU Ostrava regularni jazyky.
automaty. Verze ze dne 22. Gnora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Minimalni koneCné automaty a DalSi poznamky ke kone¢nym
algoritmus minimalizace. automatdim.

Kapitola 8

Neregularni jazyky. Pumping lemma
pro regularni jazyky.

Cil kapitoly:
Ziskani schopnosti v béznych pfipadech poznat a prokazat
vlastnosti, které Cini konkrétni jazyk neregularnim.

Studijni cile: Ziskani schopnosti v béZnych pfipadech poznat a prokazat vlastnosti,
které Cini konkrétni jazyk neregularnim.

Ctenafi by mélo byt jasné, Ze ne kaZdy jazyk je regularni (uZ jsme to dokonce
dokazali pfi Gvahach o mohutnostech mnoZin: kone¢nych automatt je spocetné
mnoho, zatimco jazyk{ — uz nad jednoprvkovou abecedou — je nespocetn& mnoho).

Jak ale vypada konkrétni neregularni jazyk ? Musi mit néjakou vlastnost, ktera ne-
umoziuje rozpoznani libovolného jeho slova (tedy také libovolné dlouhého slova),
mame-li pouze omezenou pamét a mlizeme slovo pouze Cist zleva doprava.

Uvazujme napf. jazyk

L={a'¥’|j=0}

(kazdé slovo tedy zacCina Usekem a-Cek, za nimZ nasleduje stejné dlouhy Gsek
b-Cek). Intuitivné je vidét, Ze pfi Cteni slova zleva doprava nam “nezbyva nic jiného”
nez a-Cka pocitat a pak porovnat s poctem b-Cek; k tomu nam ovSem predem
omezena pamét nestaci, protoze Usek a-Cek miZe byt libovolné dlouhy !

Ale pozor ! Tyto naSe Gvahy se nedaji povazovat za diikaz toho, Ze L je neregularni.
NaSe intuice nas mlze klamat, a tfeba je to jen naSi omezenosti, Ze nevidime
zpUisob, jak se bez pocitani a-Gek mliZzeme obejit. KdyZ by nam nap¥. nékdo tvrdil,
Ze jazyk { a™ | m je délitelné tfemi } neni regularni, protoZe nezbyva nic jiného nez
a-Cka spocitat a vysledek délit tfemi, vyvratili bychom mu to prosté pfedvedenim
konecného automatu, ktery tento jazyk rozpoznava — a tudiz se zde bez pocitani
a-Cek lze obejit. Jak ale dokazat, ze néco nelze ? Obvykle je klicem vyvozeni
logického sporu z pfedpokladu, Ze to lze.
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U L bychom mohli postupovat takto: Pfedpokladejme, Zze L je rozpoznavan
kone¢nym automatem A; ten ma néjaky (konecny) pocet stavli, oznacme tento
pocet n. Automat A musi samozfejmeé pFijmout i slovo a™b". P¥i Cteni Useku a™ pro-
chazi postupné urditymi stavy qo, q1, g2, - - - , ¢, JelikoZ A méa pouze n stavll, nutné
se neéjaky stav zopakuje, tedy ¢; = ¢; pro néjaké i, j, kde 0 < ¢ < j < n. Pak
ovSem slovo vzniklé zopakovanim Useku mezi ¢; a g;, tedy slovo a‘a’~‘a?~*a"7b",
je automatem A pfijimano (proc ?); to ovSem nepatfi do L a pfivedli jsme tak ke
sporu predpoklad, Ze A rozpoznava L. VSimnéte si také, Ze A by musel rozpoznavat
nejen slovo vzniklé jednim zopakovanim pfislusného Useku, ale také slova vznikla
libovolnym “napumpovanim” tohoto Useku, tedy slova tvaru a’a’ ~'a’ " ... a’“*a™ 71"
specialnim pfipadem je pak vypusténi Gseku, u nas slovo a‘a™7b".

Uvedené (vahy se snadno daji zobecnit. Velmi zhruba feCeno:

v kazdém “dostateCné dlouhém” slové regularniho jazyka L existuje
“kratké” neprazdné podslovo “blizko zacatku”, jehoZz vynechanim Cci
“pumpovanim” dostavame vzdy slova jazyka L

Formalné (a presné) to vyjadfuje nasledujici véta, jiz si ¢tenar ted uz jisté sam
snadno dokaze (“napovéda”: za n, jehoz existenci véta deklaruje, si pro konkrétnost
muUZete dosadit napf. pocet stavli minimalniho automatu rozpoznavajiciho L).

Véta 8.0.39 (Pumping lemma.) Necht L je regularni jazyk. Pak nutné existuje n tz.
kazdé slovo z € L, |z| > n, Ize psat z = wow, kde |uv| <n, |v| >1aprovs.i>0je
w'w € L.

VSimnéte si, jak se stfidaji kvantifikatory: Je-li L regularni, pak (neboli
(VL tZ. L je regularni ) :)

(In) (VztZ2. z € L,|z| > n)
(Fu,v,w tZ. 2 = wow, jJuv| < n,jv| > 1) (Vi >0): w'w € L

Poznamka. Vice formalné bychom misto (Vx tZz. A) B psali (Vo : A = B) a misto
(3z tZ A) B bychom psali (3= : A A B).

7 w O

Je uziteCné predstavit si hru dvou hracu A a B, ktefi maji zadan (néjaky) jazyk L a
hraji takto:

1. Azvolin e NV
2. B zvoli slovo z tZ. z € L a |z| > n (neexistuje-li takové slovo, A vyhral)
3. Azvoli u,v,w tZ. z = wow, |uv| <nalv| >1

4. Bzvoli: >0
5

. Vysledek: je-li uv'w € L, pak vyhral A, v pfipadé uv‘w ¢ L vyhral B.

Je zfejmé, Ze je-li L regularni, pak A ma vitéznou strategii v uvedené hre. Jinak
fecCeno:

Ma-li B vitéznou strategii, pak L neni regularni.
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A pravé navrzeni vitézné strategie hrace B je Castym prostfedkem k diikazu toho,
Ze uvazovany jazyk je neregularni.

Pro vyse zkoumany L = {a’t’ | j > 0} mlZeme vitéznou strategii hrace B formulo-
vat takto.

1. A zvoli (libovolné) n € N
2. B zvoli z = a"D"

3. Azvoli libovoIné u, v, w tZ. z = wvw, |uv| < nalv| > 1,tedy u = a’, v = a* pro
néjaké j,ktz. j+k<n,k>1

4. B: zvoli i = 0 (Ize také kterékoli i > 2)
5. Jelikoz a/a" UtRb* & L, B vyhrava.

Poznamka. VSimnéme si, Ze uvedend vitézna strategie hraCe B pro jazyk L, =
{a’V? | 7 > 0} je rovnéZ vitéznou strategii pro jazyk L, = {w € {a,b}* |
lw|, = |w|y} (pfipomenme, Ze |w|, oznaCuje pocet vyskytl symbolu a ve slové
w); kone¢ny automat tedy nemizZe rozpoznavat slova, v nichZ jsou pocty a-Cek a
b-Cek stejné.

Z faktu, Ze L neni regularni, Ize ovSem neregularitu jazyka L, elegantné prokazat
také takto:

Kdyby L, byl regularni, byl by regularni i jazyk L, N a*b*, jelikozZ tfida regularnich
jazykl je uzaviena na prlnik (a a*b* je oCividné regularni). OvSem je zfejmé, ze
Ly N a*b* = Ly, a Ly regularni neni. Pfedpoklad, Ze L, je regularni je takto pfiveden
ke sporu, coz znamena, ze L, regularni neni.

Poznamka. Spravné bychom méli psat [a*b*] misto a*b*, jelikoZz se odkazujeme
k jazyku reprezentovanému danym regularnim vyrazem. ProtoZe ale nemUze dojit
k nedorozumeéni, znaceni si takto zjednoduSujeme.

Samoziejme musime ale byt opatrni pfi posuzovani (ne)regularity jazyka na zakladé
jeho specifikace. Napf. podobnost specifikace L3 = {w € {a,b}* | poCty podslov
ab a ba ve w jsou stejné } s vySe uvedenou specifikaci jazyka L, mlze nabuzovat
dojem, Ze Ls je rovnéZz neregularni.

Ukol 46 Zjistéte, zda jazyk Ls je & neni regularni. (Své zjisténi dokazte.)

Doplnéni:

Ctenafe mozna napadla otazka, zda pumping lemma pfesné charakterizuje regu-
larni jazyky, tj. zda pro jakykoli neregularni jazyk ma B vitéznou strategii. Neni tomu
tak, jak doklada napf.jazyk L = {a,b}* U {c}*{a’b/ | j > 0}, ktery spliiuje podminku
v pumping lemmatu (A ma pro ngj vitéznou strategii) a pfitom neni regularni. (Pro
pfipomenuti: {c}* = { ¢, cc, ccc, ... }.)

To, Ze uvedeny L neni regularni, jsme samozfejmé schopni dokazat, pouzijeme-li
i jiné prostiedky. Z pfedpokladu, Ze L je regularni, miZeme napf. vyuzitim uzavie-
nosti tfidy regularnich jazykd vici kvocientlm a prdniku vyvodit, Ze i

({c}\L) N {a, b} ={a’V | j 20}

je regularni — o tom jsme uz ovSem ukazali, Ze regularni neni, a dospivame takto
ke sporu.
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Ukol 47 Dokazte, Ze nasledujici jazyky nejsou regularni (vyuZijte pumping lemma
a rozmyslete si formulace diikazt ve formé hry dvou hract)

Ly = {0m1"0™ | m,n >0}

Ly ={ww|we{0,1}*}

Lz ={w(w)f|we{0,1}*}

L, je mnoZzina vSech zapisl programll v Pascalu.
MUlZete zkusit téZ pro:

e L; ={07|pje prvocislo }
o Lg={0"|n=Fk?pronéjaké k >0}

Ukol 48 UvaZujte pumping lemma v tomto zné&ni:

Necht L je regularni jazyk. Pak nutné existuje n tz. vkazdém sloveé z € L
Ize kaZdé jeho podslovo = délky n (|z| = n) psat © = wvw, kde |v| > 1,
pricemzZ pro z = y,xys = yiuvwy, plati, Ze yyuviwy, € L pro vs. i > 0.

Dokazte, Ze v tomto znéni tvrzeni také plati a vysvétlete, zda je obecnéjSim anebo
specialnim pfipadem dfive uvedené verze.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Minimalni konecné Nahoru DalSi poznamky ke
automaty a algorit- Katedra informatiky kone€nym
mus minimalizace. FEI VAB-TU Ostrava automattim.

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Neregularni jazyky. Pumping Bezkontextové gramatiky a
lemma pro regularni jazyky. jazyky

Kapitola 9

Dalsi poznamky ke koneCnym
automatum.

Cil kapitoly:
Alespon prehledové pochopit nékteré oblasti vyuZiti konec-
nych automatd.

Studijni cile: Alespon pfehledové pochopit nékteré oblasti vyuziti kone¢nych auto-
mat.

Dvoucestné koneCné automaty

Ukazovali jsme, Ze nem{iZeme rozpoznavat pravé slova tvaru a’t/, mame-li ome-
zenou pamét a ¢teme-li slova zleva doprava. Ve skute€nosti by nam nepomohla ani
mozZnost vracet se k jiz preétenému Useku slova — pokud symboly nemiZzeme nijak
ménit, tj. nemlZeme si ve slové nic poznacit. Da se ukazat, Ze odpovidajici mo-
del, tzv. dvoucestné konecné automaty, charakterizuje opét jen tfidu regularnich

Mriv s

Hledani vzorku v textu

Hledani vSech vyskytd vzorku v textu—itj. fetézce p (pattern) v (obvykle podstatné
delSim) fetézci ¢ (text)—je velmi Casta Uloha kazdodenné probihajici v mnoha apli-
kacich. Proto je velmi podstatné, jakou ¢asovou narocnost ma pouzity algoritmus.
Naivni pfistup, ktery nas asi napadne nejdfive (posouvajici se “okénko” délky |p|
a kontrola, zda v okénku je p) vede k dob& Umeérné |p| - |t|. Podstatné lepsi je
tzv. “Knuth-Morris-Pratt algorithm”, jehoz doba bé&hu je tmérné |p| + |¢|. KliCovou
myslenkou tohoto algoritmu je tato:

Pfedstavme si pfimocCarou konstrukci nedeterministického konec¢ného automatu,
pfijimajiciho pravé ta slova (v zadané abecedé&), kterd maji sufix p. (Takovy NKA
by mél |p| + 1 stav(.) K tomuto NKA standardné zkonstruovany DKA (konstruujeme
jen dosazitelné stavy) ma také jen [p| + 1 stavl. (Proc ?)
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KMP-algoritmus pak obsahuje jesté dalsi diileZitou myslenku (k pouZiti onoho DKA
neni tfeba konstruovat pfechodovou funkci § : Q x X — (@), ale staci pouZit jen jistou
“failure” funkci f : Q — @), ale to v tomto textu dale nerozebirame.

Ukol 49 Sestrojte (deterministicky) kone&ny automat, ktery je vhodny k pouZiti pro
vyhledavéani fetézce ababaca ve slovech (textech) v abecedé {a, b, c}.

Konecné stavovy prekladac

Jiz dfive jsme zminili, ze koneCny automat jako rozpoznavac jazyka je specialnim
pfipadem konecné stavového zafizeni, realizujiciho jistou vstupné-vystupni funkci.

Jednim z téchto obecnéjSich modell je tzv. zobecnény sekvencni stroj (generalized
sequential machine):

Zobecnény sekvencni stroj M je dan parametry M = (Q, %, A, qo, 0, p), kde Q
je kone¢na neprazdna mnozina stavl, X je kone¢na neprazdna mnoZina zvana
vstupni abeceda, A je kone€na neprazdna mnoZzina zvana vystupni abeceda,
o € @ je pocatecni (inicialni) stav, 6 : Q x ¥ — @ je pfechodova funkce a p :
Q x X — A* je vystupni funkce.

Takovy stroj M jistym zplsobem definuje zobrazeni (“preklad”) fi; : ¥ — A*.
Zkuste odhadnout jakym. (K modelu kone¢ného automatu si pfidejte vystupni pasku
s tim, ze v kazdém kroku daném pfechodovou funkci ¢ se na vystup pfipiSe fetézec
dany funkci p.) Pro jazyk L v abecedé X Ize pak pfirozené definovat jeho obraz
fu (L) (vabecedé A); podobné pro jazyk L v abecedé A Ize definovat jeho vzor (in-
verzniobraz) f,,; (L) (vabecedé X). Da se pak napf. ukazat, Ze f, i f;;' zachovavaji
regularni jazyky (tj. kdyz L je regularni, tak fy/(L) i f;,*(L) jsou regularni.

DalSi zobecnéni dostaneme, povolime-li (mj.) nedeterminismus. Pfislusné zafizeni
se pak nazyva konecné-stavovy prekladac (pfevadéc; v anglictiné “finite-state tran-
sducer”), ktery pak nedefinuje funkci, ale obecngji relaci (podmnozinu £* x A*).

Pfedchazejici Obsah Dalai
Neregularni jazyky. Nahoru Bezkontextové
Pumping lemma pro Katedra informatiky gramatiky a jazyky
regularni jazyky. FEI V"B-TU Ostrava
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Pfedchazejici Obsah ) Dalai
DalSi poznamky ke konecnym Uloha syntaktické analyzy
automatdim. v prekladacich

Kapitola 10

Bezkontextové gramatiky a jazyky

Cil kapitoly:

Seznameni se s pojmem bezkontextové gramatiky (nefor-
malné i formalné), jakoZto uzite€ného prostfedku k (Castec-
nému) popisu syntaxe programovacich jazyk(. Zvladnuti na-
vrhu elementarnich bezkontextovych gramatik.

Studijni cile: Seznameni se s pojmem bezkontextové gramatiky (neformalné i for-
malneé), jakozto uziteCného prostfedku k (CasteCnému) popisu syntaxe programo-
vacich jazykl. Zvladnuti navrhu elementarnich bezkontextovych gramatik.

UvaZujme mnozinu vSech aritmetickych vyrazl vytvorenych z prvkl abecedy
a,+, X, (,) (Ciselné konstanty ¢i proménné ted nejsou podstatné, proto vSechny
reprezentujeme symbolem a). Pfikladem takového vyrazu je a+a x a nebo (a+a) x a.
Ctenér jisté snadno dokaze, Ze se nejedna o regularni jazyk, nemlzeme jej tedy
zadat regularnim vyrazem ¢i kone¢nym automatem. V ramci v praxi uZivaného
popisu programovacich jazykdl miiZe byt mnozina uvedenych aritmetickych vyraz(
zadana témito (pfepisovacimi) pravidly:

(EXPR) — (EXPR) + (EXPR)
(EXPR) — (EXPR) x (EXPR)
(EXPR) — ((EXPR))

(EXPR) —a

PiSeme-li misto (FXPR) jen E a pravé strany pravidel se stejnou levou stranou
soustfedime vedle sebe, pficemz je vzajemné oddélime symbolem “|”, vznikne:

E—E+E|ExE|(E)|a (10.1)

Jak vidno, v pravidlech vedle symbolli abecedy popisovaného jazyka, tak zvanych
terminalnich symboll ¢i stru¢néji terminalli, pouzivame i “proménné” neboli neter-
minély (v naSem pfipadé F£).
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E

N /

E + E E

AN

/ X E
a E X E E + E a
a A a a

MozZné odvozeni, neboli derivace, slova a + a x a pak mlzZe vypadat takto:
F=F+FEF=a+FEF=a+FExE=a+axFE=a+axa

Uvedli jsme pfiklad tzv. levé derivace, kdy jsme v kazdém kroku pfepisovali nej-
levéjsi neterminal (Ci presnéji feCeno nejlevéjsi vyskyt neterminalniho symbolu).
Uvedme priklad pravé derivace pro totéz slovo:
F=F+FEF=F+EXE=FEF+ExXxa=F+axa=a+axa

A jesté priklad derivace, kter& neni ani leva ani prava:
F=F+F=F+FExE=F+axE=a4+axE=a+axa

Je zfejmé, Ze se vlastné ve vSech tfech pfipadech jedna o jedno a totéZ odvozeni —
jen poradi prepisovani neterminalll je rlizné. Strukturu odvozeni nezavislou na po-
fadi pfepisovani neterminall zachycuje tzv. strom odvozeni, neboli derivaéni strom.
V naSem pfipadé je derivacni strom odpovidajici vSem tfem derivacim znazornén
na obr. 10 vlevo.

Slovo a + a x a ma& ovSem i jinou levou derivaci nez tu uvedenou vySe, a sice:
F=FExE=F+ExE=a+ExXxE=a+axFE=a+axXa
Této derivaci odpovida jiny derivacni strom — je zachycen na obr. 10 vpravo.

Existence dvou réiznych derivacnich stroml (neboli dvou réiznych levych derivaci)
pro jedno slovo jazyka, je nezadouci vlastnost — pfislusna gramatika (tj. soubor
pfepisovacich pravidel) je nejednoznacna (o tomto problému se jeSté zminime
pozdéji).

Nasi gramatiku (10.1) Ize ovSem nahradit gramatikou

(EXPR) — (EXPR) 4+ (TERM) | (TERM)
(TERM) — (TERM) x (FACTOR) | (FACTOR)
(FACTOR) — ((EXPR)) | a

Ci strucngji

E—E+T|T

T—TxF|F

F— (E)]|a
ktera je s plivodni gramatikou ekvivalentni (tj. popisuje tentyz jazyk; umite to doka-
zat ?) a je pfitom jednoznacna. Napr. nase slovo a + a x a ma v ni jedinou levou
derivaci (jediny derivacni strom):
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F=FE+T=T+T = F+T = a+1T = a+TxXF = a+FXxF = at+axF = at+axa

NaSe priklady uvedly tzv. bezkontextové gramatiky. Tyto gramatiky reprezentuji
(generuji) tzv. bezkontextové jazyky; jejich definici a zplsob reprezentace jazyka
nyni zformalizujeme.

Definice 10.0.40 Bezkontextova gramatika je Ctvefice (tj. je dana Ctvefici para-
metrll) G = (I, 3, S, P), kde

IT je kone¢na mnozina neterminalnich symbolll (neterminalll)

¥ je kone¢na mnoZzina terminalnich symboll (terminald),
pficemz IINYE = ()

S €11 je pocatecni (startovaci) neterminal
P je kone¢n& mnozina pravidel typu A — (3, kde

A je netermindl, tedy A € 11
3 je fetézec slozeny z terminalll a neterminall, tedy 3 € (ITU X)*.

Uvazujme lib. v, 0 € (TTUX)*. Rekneme, Ze ~ Ize pfimo prepsat na (& pfimo odvodj)
0 (podle pravidel gramatiky ), znaCime v = ¢ nebo jen v = ¢ kdyZz G zfejma
z kontextu, jestlize existuji slova puq, ps tZ2. v = p1Aps, 6 = u1fBuq, kde A — [ je
pravidlo v P.

Rekneme, Ze + Ize pfepsat na (odvodi) §, znagime v =* 4, jestliZze existuje posloup-
nost g, fi1, - - ., fin, Slov z (IIUX)* (pronéjakén > 0)t2. v = po = 1 = ... = iy = 9.
Zminénou posloupnost pak nazveme odvozenim (derivaci) délky n slova ¢ ze slova
Y.

Jazyk generovany gramatikou G, oznacme jej L(G), je definovan takto: L(G) =
{we¥*|S=*w}.

Dvé gramatiky G, G, nazveme ekvivalentni, jestlize L(G,) = L(G2).

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G takova, Ze
L(G) = L.

Poznamka.

e Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =-.
e v =* ) Cteme také ‘6 dostaneme z +', *y generuje ¢’ apod.

e VySe zminéné odvozeni py = u1 = ... = p, NAzveme minimalni, jestlize
i 7 iy Pro i # j. Je ziejmé, Ze jestlize v =* 6, pak ¢ 1ze z v odvodit (i néjakym)
minimalnim odvozenim. V dalS§im budeme odvozenim automaticky myslet
minimalni odvozeni.

e Neni-li feceno jinak, znaCime jednotlivé terminaly symboly a,b,c, ..., termi-
nalni slova u,v,w, ..., neterminaly A, B,C, ..., X,Y, Z, fetezce neterminalll a
terminalll o, 3,7, . . ..

e Uvedené priklady jiz ilustrovaly ¢asty zplisob zapisu bezkontextovych gra-
matik, kdy udavame kompaktné vSechny pravé strany pravidel, jeZz maji tyz
neterminal na levé strané — tyto pravé strany pak vzajemné oddélujeme svis-
lou Carou “|.
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Definice 10.0.41 Mé&jme bezkontextovou gramatiku G = (II, X, S, P); fekneme, Ze
a lze pfepsat na g levym pfepsanim, jestlize v P ex. pravidlo X — v tZ2. a = u X9,
B = uyd pro néjaké u € ¥*, 6 € (IIUX)*. Odvozeni ayg = a1 = ... = «, je levym
odvozenim (levou derivaci), jestlize provs. i = 0,1,...,n — 1 Ize «; pfepsat na
a1 levym pfepsanim. (Pravé odvozeni Ize definovat obdobné.)

Poznamka. Lze snadno ukazat, ze plati-li X =¢, w, pak w |ze z X odvodit (néjakym)
levym odvozenim i (n€jakym) pravym odvozenim.

Definice 10.0.42 Derivacni strom, vztahujici se k bezkontextové gramatice G =
(I1, 3, S, P), je usporadany kofenovy strom (tj. souvisly graf bez cykll, s vyzna-
¢enym vrcholem-kofenem, naslednici kazdého vrcholu jsou uspofadani ‘zleva do-
prava’), jehoz vrcholy jsou ohodnoceny symboly z ITUY; pfitom kofen je ohodnocen
symbolem S a lib. vrchol s nasledniky je ohodnocen neterminalem X < II, pficemz
tito naslednici jsou ohodnoceni Y1, Y;,....Y, (Y; e TU ), kde X — Y1Y,...Y, je
pravidlo v P. V pfipadé pravidla X — ¢ pfipoustime naslednika ohodnoceného «.
(Brzy uvidime, Ze se bez téchto c-pravidel mizeme obejit.)

Jsou-li listy derivacniho stromu zleva doprava ohodnoceny terminaly ay, as, . . . , a,,
fikame, Ze se jedna o derivacni strom pro slovo w = ajas . . . a,.

Poznamka. VSimnéme si, Zze kazdému odvozeni slova w v gramatice GG odpovida
(pfirozenym zplsobem) pravé jeden derivacni strom pro w; derivaénimu stromu pro
w odpovida obecné vice odvozeni slova w, ovSem napt. pravé jedno levé odvozeni.

Ukol 50 Na obrazku je derivacni strom popisujici odvozeni
slova w = abaaacac  podle  jisté  bezkontextové gramatiky  G.

SN

| A \ A
a S b 5 A a B B
€ € a c € a c

Napiste levé odvozeni slova w podle gramatiky G.

NapiSte pravé odvozeni slova w podle gramatiky G.

Najdéte rozklad w = wywyws S wy # ¢ tak, aby slovo w;wswsws také patfilo do
L(G).

Ukol 51 Navrhnéte bezkontextové gramatiky generujici nasledujici jazyky:
e Ly ={we {a,b}* | wobsahuje podslovo baab }
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o [h={we{a,b}*||w,mod3=0}

o Ly={wwh|we{ab}*}

e L,={0"1"0" |m,n>0}

o Ly={0"1"|1<n<m<2n}

Ukol 52 Snazte se co nejvystizngji charakterizovat jazyk generovany gramatikou

S —bSS|a
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Bezkontextové gramatiky a Specialni formy
jazyky bezkontextovych gramatik

Kapitola 11

Uloha syntaktické analyzy
v prekladacich

Cil kapitoly:
Pochopeni role syntaktické analyzy v pfekladacich.

Studijni cile: Pochopeni role syntaktické analyzy v pfekladacich.

Ulohou syntaktické analyzy v prekladagich je rozpoznat, zda zadavany program
(tj. zadavana posloupnost znak) je skute¢né programem, tj. zda je (syntakticky)
spravné utvoren. Nestaci ale jen odpovéd Ano/Ne. V kladném pfipadé je pouZiva-
nym vystupem napf. derivacni strom (resp. jeho vhodna reprezentace), jenz slouzi
jako vstup pro dalsi faze prekladace.

Pro konkrétngjsi pfedstavu se podivejte na ‘vysek’ z jednoduchého prekladace,
ktery je uveden na konci této prednasky. VSimnéte si, Zze derivacni (pod)stromy na
obr. 10 by vedly k sémanticky (tj. vyznamoveé) riiznym cilovym programiim !

Jednoznacné gramatiky a jazyky.

Uvedené Gvahy mj. ilustruji, pro¢ je diileZitou vlastnosti gramatik tzv. jednoznacénost:
Definice 11.0.43 Rekneme, Ze bezkont. gramatika G je jednoznacna, jestlize
kazdé slovo z L(G) m& praveé jedno levé odvozeni (tj. pravé jeden derivacni strom).
V opacném pfipadé je G nejednoznacna (Ci viceznacna).

Ukol 53 Lze v tkolu 50 z dostupné informace zjistit néco ohledné viceznagnosti
prislusné gramatiky ?

Vidéli jsme, Ze napf. viceznaCnou gramatiku (10.1) je mozné transformovat na
ekvivalentni jednoznacnou gramatiku. BohuZzel toto neni mozné vzdy:

Definice 11.0.44 Bezkontextovy jazyk L, ktery Ize generovat jednoznacnou gra-
matikou (tj.: ex. jednoznacna bezkontextova gramatika G tz. L(G) = L) se nazyva
jednoznacny; v opacném pfipadé se L nazyva (vnitfné) nejednoznacny.
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Napf. jazyk L; = {a"b™ | n > 0} je generovan jednoznacnou bezkontextovou
gramatikou

S — aSh| e
Jazyk Ly = {a't'c* | (i = j) V (j = k) } generuje napf. gramatika

S — 51C'| AS,
S1 — aSib| e
C—cC|e
Sy — bSsc | €
A—aAle

Tato gramatika jednoznacna neni (pro€ ?) a da se dokazat (ne zcela trivialné), ze
neexistuje jednoznacna bezkontextova gramatika generujici L,; L, je tedy nejed-
noznacny (bezkontextovy) jazyk.

llustrace jednoduchého prekladu

Omezme se na pascalské pfifazovaci pfikazy typu V := E, kde V je identifikator
proménné typu real a E je aritmeticky vyraz vytvoreny z identifikatordi proménnych a
zapisl Cisel typu real pomoci operator(l +, * a pomoci zavorek. Takovym piikazem
je napr.

Zisk := (Cena + Dan) % 0.12 (11.12)
VSimnéme si, Ze vSechny takové pfikazy Ize generovat bezkontextovou gramatikou
G ve tvaru

S — (id) == FE

(kde {S, E'} je mnoZina neterminalll, S poc¢ate¢ni neterminal a {:=,+,*, (,), (id)}
mnoZina terminalll ) za predpokladu, Ze kazdy vyskyt terminalu (id) bude nahrazen
konkrétnim identifikatorem proménné nebo zapisem cisla typu real.

Chceme navrhnout algoritmus, ktery libovolny zminény pascalsky pfikaz preloZi
do asembleru stroje s jedinym pracovnim registrem, zvanym akumulator (ACC),
s paméti tvofenou posloupnosti (adresovanych) bunék a s nasledujicim instrukénim
repertoarem:

Instrukce | Efekt

LOAD m c(m) — ACC

STORE m | ¢(ACC) —m

ADD m c(ACC) + ¢(m) — ACC
MPY m c(ACC) x ¢(m) — ACC
LOAD =m | m — ACC

ADD =m | ¢(ACC)+m — ACC
MPY =m | ¢(ACC)*m — ACC

K vysvétleni snad staci nasledujici poznamky:
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e napf. ¢(m) — ACC znamen, Ze obsah pamétové buinky m (tedy bunky
s adresou m) se zkopiruje do akumulatoru

e Vvyraz = m znamena pfimo numerickou hodnotu m
e predpokladame, ze ADD a MPY jsou “floating-point” operace
Prace prekladace se da rozdélit zhruba do nasledujicich fazi:

e lexikalnianalyza, kdy se ve zpracovavaném zdrojovém textu (tj. ve vstupnim
fetézci) zjisti tzv. lexikalni jednotky (napf. identifikatory, zapisy cisel, znaky
+, %, := apod.),

e syntakticka analyza, kdy se zjisti syntakticka struktura fetézce predzpraco-
vaného lexikalni analyzou,

e generovani kodu, kdy se s vyuzitim zjisténé syntaktické struktury vytvari
cilovy kod (tj. pfeklad vstupniho fetézce).

(V realném pripadé se tyto faze rtizné prolinaji, jsou doplnény o dalsi faze — napf.
o optimalizaci kodu, zotaveni z chyb apod.; ale to neni pro nas pfiklad podstatné).

Vysledkem lexikalni analyzy vstupniho fetézce (11.1) by mohl byt fetézec

(id)1 == ({id) + (id)3) * (id)4 (11.2)
zaroven s tabulkou T'AB:
Pof. Cislo | Identifikator | Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real

Vysledkem syntaktické analyzy pro fetézec (11.2) by mohl byt (derivacni) strom
na obrazku 11.1, ve kterém ¢&islo v ohodnoceni vnitinich uzld udava maximalni
vzdalenost Kk listu.

S, 3]
(£, 2]
‘
| E,1 |
o
(id), = ( Gde + i)y )« (id)4

Obrazek 11.1: Vystup syntaktické analyzy

(Derivacni strom podle G by mél 7 vnitfnich uzld. Zde predpokladame, Ze “zbytecné”
uzly byly vyhozeny, takze vysledny strom ma jen 3 vnitfni uzly; napf. zavorky jsou
potfeba k spravnému vytvoreni stromu, ale pro dalSi t€ely nejsou potfebné).
Vysledny kod Ize ze sestrojeného stromu sestavit pomoci nasledujicich pravidel,
ktera kazdému vnitfnimu uzlu v pfifazuji Cod(u):
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uzel u je ohodnocen (id);: jestlize i-tA poloZzka v tabulce T'AB je proménna
typu real, pak Cod(u) je pfislusny identifikator (napf. je-li u ohodnocen (id),, je
Cod(u) Fetézec ‘Zisk’); jestlize i-ta polozka v tabulce T'AB je konstanta (typu
real), pak Cod(u) je pFisludny zapis Cisla pfedchazeny znakem = (napf. je-li
u ohodnocen (id)4, je Cod(u) fetézec ‘= 0.12’)

je-li uzel u ohodnocen nékterym ze symboll :=, +, * pak Cod(u) je prazdny
fetézec

uzel u je ohodnocen [S, n| a ma nasledniky u;, us, ug: Cod(u) je pak

'LOAD’ Cod(uz) *; STORE’ Cod(u;)

uzel u je ohodnocen [E, n| a m& nasledniky u, us, us: pak
— jestlize uy je ohodnocen +, Cod(u) je
Cod(us) *; STORE $'n ; LOAD’ Cod(uy) *; ADD $'n
— jestlize uy je ohodnocen %, Cod(u) je
Cod(us) ; STORE $'n ‘; LOAD’ Cod(uy) ‘; MPY $'n

Napf. kod pfislusny k uzlu ohodnocenému [E, 1] je
Dan ; STORE $1 ; LOAD Cena ; ADD $1
Kod pfislusny k uzlu ohodnocenému [S, 3] (tedy kyZeny program v asembleru) je

LOAD =0.12;
STORE $2 ;
LOAD Dan ;
STORE $1;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk

Pfedchazejici Obsah Dalai
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Kapitola 12

Specialni formy bezkontextovych
gramatik

@ Cil kapitoly:
Zvladnuti algoritmi prevadeéjicich bezkontextové gramatiky
do specialnich forem

Studijni cile: Zvladnuti algoritml pfevadéjicich bezkontextové gramatiky do speci-

alnich forem
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12.1 Redukované gramatiky

Vzpomenme si na odstrafiovani nedosazitelnych stavli u kone¢nych automatt —
takové stavy jsou “zbytec¢né”. Ted se podivame na odstrafiovani “zbyte¢nych” ne-
terminalll u bezkontextovych gramatik. Neterminal je zbytec¢ny, jestlize z né&j nelze
odvodit zadné terminalni slovo (pak se tedy nemUze objevit v Zadném odvozeni
terminalniho slova z poc¢atec¢niho neterminalu), nebo je nedosazitelny — nemdiize se
prosté viibec objevit pfi jakémkoli pfepisovani zacinajicim z pocate¢niho netermi-
nalu. Redukovana gramatika neobsahuje takové zbyte¢né neterminaly:

Definice 12.1.1 Bezkontextova gramatika G = (I, %, S, P) se nazyva reduko-
vana, jestlize jsou pro kazdy X € II splnény tyto dvé podminky:

1. existuje aspon jedno w € X* tZz. X =* w,

2. existuji slova a, 8 € (ITU X)* tZ. S =* a X .

Uvazujme nejprve, jak pro danou gramatiku G = (II, X, S, P) zjistit neterminaly
splfujici podminku 1.

Chceme tedy zkonstruovat mnozinu 7 = {X € II | 3w € ¥* : X =* w}. Konstruu-
jeme postupné mnoziny 7;,7;,... ., kde 7, ={X €Il | Jw € ¥* : (X - w) € P} a
Tinn=T,U{X ell|Ja e T*: (X — a) € P}, az k pfipadu 7,, = 7,,;,. Na takovy
pfipad nutné narazime pro n < |II| a oCividné plati 7,, = 7.

Neterminaly, slhujici podminku 2., tedy dosaZzitelné neterminaly, Ize zjistit takto:

Mnozinu D = {X € II | Jo,8 : S =¢ aXP} sestrojime zase postupnou
konstrukci Dy, D, ..., kde D; = {S} a D,y = D, U{X € II | ex.Y €
D; a a obsahujici X tZ. (Y — «) € P}, az k pfipadu D,, = D,,..

Snadno ted ukaZzeme:

Véta 12.1.2 Ke kazdé bezkontextové gramatice G tz. L(G) # () |1ze sestrojit ekvi-
valentni redukovanou gramatiku.

Dlkaz: Méjme G = (IL, %, S, P). Nejdfive zkonstruujeme mnoZinu neterminalll spl-
nujicich podminku 1. (z definice redukované gramatiky).

Pak v G vynechame vSechny neterminaly nespliujici 1. a vSechna pravidla, ktera
takové neterminaly obsahuji. Dostaneme tak jistou gramatiku G’ a je oCividné, Ze
L(G) = L(G").

Pro gramatiku G’ nyni zkonstruujeme mnozinu neterminald splfiujicich podminku
2. a dale vynechame v3echny neterminaly nespliujici 2. a vSechna pravidla, ktera
takové neterminaly obsahuji. Dostaneme tak jistou gramatiku G a je opét oCividné,
Zze L(G) = L(G") = L(G").

Pfesveédcte se, ze G” je skutecné redukovanou gramatikou. O
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Ukol 54 Zredukujte nasledujici bezkontextové gramatiky:

S — aA|bB|aSa|bSb|e

S — aSb|aAbb|e A — bCD | Dba

A — aAB|bB B — Bb| AC

B—>aAb|BB C’—>aA|c

C — CC|cS D — DFE
E—c¢

Ukol 55 Pfehozeni uvedeného postupu (tj. nejprve odstranéni neterminaldi nespl-
nujicich 2. a pak téch nesplnujicich 1. nemusi vést k redukované gramatice.

Snadno ted také mdzeme ukazat tuto vétu:

Véta 12.1.3 Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G
rozhodne, zda L(G) = 0.

Dlkaz: Staci ovéfit, zda S patfi do mnoziny neterminalli splfiujicich podminku 1.
U

Ukol 56 Zjistéte, zda pro nasledujici gramatiku G je L(G) # 0
S —aS|AB|CD

A — aDb|AD|BC

B — bSh| BB

C — BA|ASb

D — ABCD |e

Poznamka. Dale poznamenejme, Ze na rozdil od konecnych automatll ne-
existuje algoritmus, ktery by k dané bezkontextové gramatice zkonstruoval
nejmensi s ni ekvivalentni. Da se to ukazat metodami teorie vycislitelnosti,
z nichZ rovnéz plyne, Ze neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval ekvivalenci
bezkontextovych gramatik. (To bude demonstrovano v kursu o vycislitelnosti a slo-
Zitosti.)

Pfedchazejici Obsah Dalai
Specialni formy Nahoru Nevypoustéjici
bezkontextovych Katedra informatiky gramatiky
gramatik FEI VAB-TU Ostrava

Verze ze dne 22. Unora 2005
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12.2 Nevypoustéjici gramatiky

Jiz jsme dfive zminili moZnost zbaveni se (z technickych dlvod{ nepfijemnych)
tzv. e-pravidel (pravidel typu X — ¢):

Definice 12.2.1 Bezkontextova gramatika se nazyva nevypoustgjici, jestlize ne-
obsahuje zadné pravidlo typu X — «.

Véta 12.2.2 Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ekvivalentni
nevypoustéjici gramatiku G’ tz. L(G') = L(G) — {&}.

Dlkaz: Konstrukce vyuziva obdoby vySe uvedené konstrukce pro neterminaly spl-
nujici podminku 1. z definice redukované gramatiky.

Ke gramatice G = (II, X, S, P) totiZ nejprve sestrojime mnozinu & = {X € II | X =*
e}; zde opét konstruujeme mnoziny &;,&,,...,kde & ={X €Il | (X —¢) € P} a
Enm=&U{X ell|Jae& : (X — a) € P}. SkonCime v pfipadé &, = &,.1 —je
ziejmé, ze pak &, = €£.

Na zakladé £ sestrojime mnozinu pravidel P’ takto: pro kazdé pravidlo (X — «) € P
zafadime do P’ vSechna mozna pravidla X — f, kde 3 vznikne z o vypusténim
nékterych (tfeba Zadnych) vyskytll symbolll z £; pfitom ovSem vynechame (neza-
fazujeme) pfipadnou moznost X — ¢.

PoloZime G' = (II, X, S, P’); Ize snadno ovéfit, Ze skute€né L(G') = L(G) — {¢}
(formalné Ize postupovat napf. indukci podle délky odvozent). O

Disledek 12.2.3 Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (II, %, S, P) existuje
ekvivalentni bezkontextova gramatika G; = (I1,,%, S1, P,), kde ¢ mlze byt pra-
vou stranou pouze u pravidla S, — ¢; v takovém pfipadé se pak S; nevyskytuje na
pravé strané zadného z pravidel z P;.

Dikaz: Ke G Ize sestrojit nevypoustéjici gramatiku G’ = (I1, %, S, P). Plati-li ¢ ¢
L(G) (S nepatfi do vySe zminéné &), poloZime G, = G'. Je-li ¢ € L(G), vznikne G,
z G' pfidanim nového neterminalu Sy, ktery bude poCatecnim, a pravidel S; — ¢,
Sl — S U

Ukol 57 K bezkontextové gramatice G dané uvedenymi pravidly sestrojte
nevypoustéjici gramatiku G’ takovou, ze L(G') = L(G) — {<}.

S — AB|e

A — aAAb|BS|CA

B — BbA|CaC | e

C — aBB|bS
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12.3 Chomského normalni forma

Z technickych dlvodUl je uZitecné, Ze bezkontextové gramatiky Ize transformovat
do rliznych normalnich forem, u nichz jsou kladena dalsi syntakticka omezeni na
povolena pravidla. Pfikladem je tzv. Chomského normalni forma:

Definice 12.3.1 Bezkontextova gramatika je v Chomského normalniforme, zkra-
cené v CHNF, jestlize kazdé jeji pravidlo je tvaru X — Y Z nebo X — a, kde X,Y, Z
oznacuji neterminalni symboly a a terminalni symbol.

Véta 12.3.2 Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G’
v CHNF tZ. L(G") = L(G) — {&}.

Dlkaz: Podle véty 12.2.2 miZzeme rovnou predpokladat, Ze G je nevypoustéjici
(inak ji do této formy pfevedeme). Ukazeme, jak postupnou transformaci G zkon-
struujeme ekvivalentni gramatiku G’ v CHNF.

Nejprve z gramatiky GG odstranime pravidla typu X — Y

Pro kazdy neterminal A zkonstruujeme mnozinu D4 = {B | A =* B} (jak ?); pak
pro kazdé pravidlo B — «a, kde B € D4 a « neni rovno jednomu neterminalu,
pfidame pravidlo A — «. Nakonec odstranime vSechna pravidla typu X — Y.
Snadno Ize ovéfit, Ze generovany jazyk zlstava zachovan.

Dale pro kazdy terminal « zavedeme novy neterminal A, a pfidame pravidlo A, — a.
Pak na pravé strané kazdého pravidla X — «, kde |a| > 2, nahradime kazdy vyskyt
terminalu a neterminalem A,,.

Je zfejmé, Ze generovany jazyk zlstava stale zachovan; jedina pravidla porusujici
podminku CHNF mohou byt typu X — Y1Y,...Y,, kde n > 3 (Y; jsou samozfejmé
neterminaly).

KaZzdé pravidlo uvedeného typu Ize ovSem nahradit soustavou X — Y,7;, Z; —
}/QZQ, ey Zn73 — Ynf2Zn72a anQ — Ynflyn, kde Zl; ZQ, ey anQ jSOU nOVé pﬁdané
neterminaly.

Opét je snadné se presvédcit, Ze generovany jazyk se nezméni a uvedenymi zme-
nami vznikla gramatika GG’ je poZzadovanou gramatikou v CHNF. O

Ukol 58 Nasledujici gramatiky prevedte do Chomského normalni formy:

S — A|0SA|e S — (E) S — abS|CaS|BaS |a
A— 1A|1| Bl E—F+4+F|FxF B — aCB|SC

B — 0B|0]¢ F—alS C — BCbh|SB
Pfedchazejici Obsah Dalai
Nevypoustéjici gra- Nahoru Greibachové
matiky Katedra informatiky normalni forma

FEI V"B-TU Ostrava
Verze ze dne 22. Unora 2005
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12.4 Greibachové normalni forma

V nékterych situacich je uzite€na tato normalni forma:

Definice 12.4.1 Bezkontextova gramatika je v Greibachové normalni formé,
zkracené v GNF, jestlize kazdé jeji pravidlo je v tvaru X — aY1Y5...Y, (n > 0,
a je terminal, Y; jsou neterminaly).

Véta 12.4.2 Ke kazdé bezkontextové gramatice G Ize sestrojit gramatiku G’ v GNF
tz. L(G') = L(G) — {e}.

Podrobny dilkaz zde neuvadime; zmifime ale, Ze zakladni ‘procedury’ pfi prevodu
gramatiky do GNF jsou zachyceny v nasledujicich dvou lemmatech. Prvni je oCi-
vidné:

Lemma 12.4.3 M&me bezkont. gramatiku G = (IL, %, S, P). Necht P obsahuje
pravidlo A — aBya B — 31, B — [, ..., B — (3, jsou vSechna pravidla s B na
levé strané. Potom odstranime-liz P pravidlo A — « B~ a naopak pfidame pravidla
A — afyy, A — afyy, ..., A — af,, dostaneme gramatiku ekvivalentni s G.

DalSi lemma je zékladem pro odstranéni levé rekurze, tj. pfipadu X =* Xa; to je
dilezité pro syntaktickou analyzu v prekladacich.

Lemma 12.4.4 Mé&me bezkont. gramatiku G = (II, X, S, P). Necht A — Aa;, A —
Aag, ..., A — Aay,, A — (1, A — s, ..., A — 3, jsou vSechna pravidla s A na
levé strané, pficemz fetézce f3; nezaCinaji A. Gramatika G’ = (ITU {Z}, %, S, P')
vznikla z G dodanim nového neterminalu Z a nahrazenim vSech uvedenych pravidel
soustavou A — 3;, A — ;2 (i =1,2,...,n), Z —» a;, Z — o, Z (1 =1,2,...,m), je
ekvivalentni gramatice G.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Chomského nor- Nahoru Zasobnikové
malni forma Katedra informatiky automaty;
FEI V"B-TU Ostrava ekvivalence

Verze ze dne 22. Gnora 2005 s bezkontextovymi

gramatikami
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Kapitola 13

Zasobnikove automaty; ekvivalence
s bezkontextovymi gramatikami

Cil kapitoly:

Pochopeni pojmu zasobnikového automatu a zvladnuti jeho
navrhu v jednoduchych pfipadech. Pochopeni algoritm{i pre-
vodu mezi bezkontextovymi gramatikami a zasobnikovymi
automaty.

Studijni cile: Pochopeni pojmu zasobnikového automatu a zvladnuti jeho
navrhu v jednoduchych pripadech. Pochopeni algoritmd pfevodu mezi
bezkontextovymi gramatikami a zasobnikovymi automaty.

Vime, Ze napf. jazyk
{ (begin){end), (begin)(begin)(end)(end), (begin){begin)(begin)(end)(end)(end), ...}

nebo “ekvivalentni” jazyk L = {a""™ | n > 1} nelze rozpoznavat
koneCnym automatem.

Snadno ovSem takovy jazyk (tedy slova daného jazyka) rozpozname zafizenim
podobnym kone¢nému automatu, které midiZe navic pouZivat neomezenou (tedy
potencialné nekonecnou) pamét typu zasobnik: pfectené symboly a se prosté ukla-
daji do zasobniku a pfi éteni symbolll b se pak tyto zasobnikové symboly odebiraji —
tim zplisobem jsme schopni pocet a-Cek a b-Cek porovnat. Zminénému zafizeni bu-
deme fikat zasobnikovy automat, zkracené ZA. “VngjSi pohled” na ZA je ilustrovan
obrazkem 13.
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Ctenéar by si mél byt schopen udé&lat predstavu, jak takové zafizeni pracuje a ja-
kym zplsobem reprezentuje (rozpoznava) jazyk. Tuto predstavu je pak potiebné
konfrontovat s nize uvedenou definici (ktera odstranuje vSechny pfipadné nejas-
nosti ¢i nejednoznacnosti). Zdlraznéme hned, Ze obecnym terminem “zasobnikovy
automat” se obvykle mysli “nedeterministicky zasobnikovy automat”.

Definice 13.0.5 Zasobnikovy automat, zkracene (ZA) M je dan parametry M =
(Q7 Ea F7 57 qo, ZO)a kde

Q je konec¢na neprazdna mnozina stavd
¥ je kone€na neprazdna mnozina vstupnich symboli ( vstupni abeceda)

I' je kone€na neprazdna mnozina zasobnikovych symbolll ( zasobnikova abe-
ceda)

qo € () je pocatecCni stav
Zy €T je pocatecni zasobnikovy symbol

d je zobrazeni mnoziny @ x (X U {e}) x I' do mnoziny vSech konec¢nych pod-
mnozin mnoziny @ x I'*.

Konfiguraci z&sobnikového automatu M = (Q,%,T,4,qo, Zo) rozumime trojici
(¢ w,a), kde g € Q, w € X*, a € ™.

Na mnoziné vSech konfiguraci automatu M definujeme relaci i-,;:
(Q7 aw, Xﬂ) l_M (qla w, O[ﬂ) < df 5(q7 a, X) > (q/a Oé)

kde a € (XU {e}), w € ©*, 3 € I'*. Rikame pak, Ze konfigurace (¢, aw, X 3) bezpro-
stfedné vede ke (resp. mlze bezprostfedné vést ke) konfiguraci (¢, w, o) apod.

Relace I3, je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace +,,. K; F}, K, pak Cteme:
konfigurace K, vede k (resp. mlze vést k) K, apod.

Slovo w € ¥* je pfijimano ZA M, jestlize (qo, w, Zy) b3, (q,¢,€) pro néjaké q € Q.

Jazykem rozpoznavanym ZA M rozumime jazyk L(M) = {w € X* |
w je pfijimano ZA M }.
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Ukol 59 Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {wc(w)® | w €
{a,0}" }.

Pak navrhnéte ZA rozpoznavajici jazyk {ww’ | w € {0,1}*}. Jisté pfitom vyuZijete
nedeterminismus (o dlivodu se zminime pozdé&ji).

Sestrojte jeSté zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {u € {a,b,c}* | po
vynechani vSech vyskytli symbolu ¢ z u dostaneme slovo ve tvaru w(w)# }.

Zasobnikové automaty tvori “automatovy protéjSek” k bezkontextovym gramatikam,
tj. rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky. Toto si ted ukaZeme. Nejdfive ve
sméru od gramatice k automatu, coZ mj. ilustruje zakladni ideu syntaktické analyzy
v prekladacich.

Lemma 13.0.6 Ke kaZzdé bezkontextové gramatice G Ize sestrojit ZA M (s jednim
stavem) tz. L(M) = L(G).

Dikaz: Méjme G = (I1, %, S, P). K ni zkonstruujme ZA M = ({q}, 2, TIUX, 4, qo, S),
kde pro kazdé X € II je 6(qo, &, X) = {(qo, @) | (X — «) € P} aprokazdéa € ¥ je
8(qo, a,a) = {(qo, €)}; jingym argumentdim pfifazuje § prazdnou mnozinu.

Dase snadno ukazat S =}, ua <= (qo,u, S) Fi; (o, ¢, ). Zdeu € ¥*, a € I[(ITUX)*
nebo a = ¢; symbolem =, pfitom zde oznacCujeme relaci odpovidajici levému
odvozeni. O

ZA uvedeny v dlkazu provadi (nedeterministicky) tzv. analyzu “shora dolll”: sle-
dujice jistou levou derivaci, snazi se de facto budovat derivacni strom pro dané
vstupni slovo od kofene k listim (prlichodem zleva doprava).

Ukol 60 Demonstrujte (spésny b&h (nedeterministického) zasobnikového auto-
matu pfi syntaktické analyze shora dolli slova a * (a + a) podle gramatiky

1/A— A+ B
2/l A— B
3/B— BxC
4 B — C

5/ C — (A)
6/C —a

Ukol 61 Zkuste se alespori zamyslet nad konstrukci ZA ke gramatice (na uvede-
ném konkrétnim pfikladu i obecné) tak, aby provadél analyzu “zdola nahoru”, tj.,
aby sledoval jistou pravou derivaci pozpatku, budujice derivacni strom od listll ke
kofeni.

Poznamka. Na deterministickych verzich takovych zasobnikovych automatt (pro
specialni tfidy gramatik), jsou zaloZeny algoritmy pouZivané u syntaktické analyzy
v realnych prekladacich. (Napf. se jedna o tzv. LL- €i LR-analyzatory.)

Ukazali jsme tedy, Ze k bezkontextové gramatice lze zkonstruovat ekvivalentni
(dokonce jednostavovy) zasobnikovy automat. V pfipadé jednostavového ZA Ize
snadno provést i opacnou transformaci, zachycenou nasledujicim lemmatem.

Lemma 13.0.7 Ke kazdému ZA M s jednim stavem lze sestrojit bezkontextovou
gramatiku G tz. L(G) = L(M).

Dikaz: Méjme M = ({q}, %, T, 9, qo, Zo); predpokladejme = N T = () (toho docilime
pfipadnym prejmenovanim zasobnikovych symbolfl). Ovéfte (viz dalsi Ukol), Ze
nasledujici gramatika je onou poZadovanou: G = (I, %, Zy, P), kde §(qo,a, A) >
(g0, ) <= (A — aa) € P (a € (B U{e}). O
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Ukol 62 Uvazujme ZA M = ({qo},=,T,0,q0, Zo), kde SN T = @ a k nému sestro-
jenou BG G = (I', %, Z,, P) takovou, Zze (A — aa) € P <= 6(qo,a,A) > (qo, )
(a € (ZU{e}).

Ukazte indukci (podle poctu krokli odvozeni), ze

Zy = ua <= (qo,u, Zo) Fiy (qo,e,a) (zde u € ¥*, a € I'" a =, oznacuje levé
odvozeni).

DalSi lemma pak ukaze, Ze obecny ZA Ize pfevést na jednostavovy. To je technicky
obtizné;jsi, byt idea neni nijak slozitad — informaci o Fidicim stavu plvodniho ZA M
musi mit novy jednostavovy (tedy de facto "bezstavovy”, jakoby s paméti 0 bitll) ZA
M’ pfi "simulaci” ptivodniho M vhodné uloZzenu na zasobniku. Jako obvykle je to
"néco za néco”: za zrusSeni fidicich stavl platime rozsifenim zasobnikové abecedy.
(PYi ¢teni dlikazu je vhodné rovnou provadét Gkol 63.)

Lemma 13.0.8 Ke kazdému ZA M lze sestrojit ZA M’ s jednim stavem tz. L(M) =
L(M').

Dikaz: Idea: Jednostavovy ZA M’ (stav oznaCime s) bude mit zasobnikové sym-
boly typu (p, X, q), kde p,q jsou stavy a X je zasobnikovy symbol automatu M,
pficemz bude platit:

Yw : (s,w, (p, X,q)) Fip (s,6,¢) <= (p,w, X) Fy, (¢,¢,¢€)

Konkrétné pro M = (Q,%, 1,0, qo, Zo) konstruujeme M’ = ({s},%,I",d, s, R), kde
= (@ xT'xQ)U{R} ad jeurCena nasledovné:

o 0'(s,e, R) = {(s, {00 Z0.9)) | ¢ € Q},
e pro (¢,e) € 4(¢q,a, X) (a € (XU{e})) zafadime do ¢'(s, a, (g, X, ¢')) prvek (s, ),

e pro (¢, A1As... Ay) € 6(q,a,X) (n > 1) zafadime do §'(s, a, (¢, X,q)) prvek
(57 <q,7 Ab QI><QI7 A27 q2> s <qn*17 An7§>) pro kaidé qu 1,92, ---;qn-1 € Q

(Chapeme-li ¢’ jako mnozinu ‘instrukci’, pak lze fici, Zze ¢’ je minimalni mnoZina
instrukci splfujici vySe uvedené podminky.)

Da se ovéfit, Ze kazdému pfijimajicimu vypoCtu automatu M nad slovem w odpo-
vida pfijimajici vypocCet automatu M’ nad w a naopak. O

Ukol 63 K zasobnikovému automatu M se vstupni abecedou {a,b}, zasobniko-
vou abecedou {4, B}, pocatecnim zasobnikovym symbolem A, mnozinou stavi
{p,q,r}, poCate€nim stavem p a pfechodovou funkci ¢ definovanou nasledovné

(p7a A) - {(quA) ( B)}1

0(g,b, 4) = {(q, AA)},
o(p,e, B) = {(¢; A)},
0(q,e, A) = {(r, )},

5(r.a, A) = {(r. A)),

6(r,b,A) = {(r,e)}
(pro ostatni prvky def. oboru je funkéni hodnota rovna ()) sestrojte nejdfive jed-
nostavovy ZA rozpoznavajici jazyk L(M), a poté gramatiku generujici tento jazyk.
Pouzijte pfitom konstrukce obsaZené ve vySe uvedenych diikazech.
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Z uvedenych lemmat ihned plyne

Véta 13.0.9 (Nedeterministické) zasobnikové automaty rozpoznavaji pravé bez-
kontextové jazyky (a jsou takto ekvivalentni bezkontextovym gramatikam).

Definovali jsme, Ze slovo je pfijimano ZA pravé tehdy, kdyZ se po jeho pfecteni ZA
mUZe ocitnout v situaci (konfiguraci) s prazdnym zasobnikem. Obvykle se uvazuje
také forma pfijimani slova moznym dosazenim koncového stavu (fidici jednotky).
Obé alternativy jsou definovany niZze a je ukazano, Ze obé také maji tutéz rozpo-
znavaci silu (v pfipadé nedeterministickych ZA).

Definice 13.0.10 Pro ZA M = (Q,%,T,6,qo, Zo, F)) (kde jsme pfidali parametr
F, coz je mnozina koncovych (pfijimajicich) stavli — F C Q) definujeme jazyk
rozpoznavany koncovym stavem Lis(M) = {w € X* | (qo,w, Zo) 3 (¢,6, )
pro néjaké ¢ € F a o € TI'*} a jazyk rozpoznavany prdzdnym zasobnikem
Lpz(M) ={w € 2* | (qo, w, Zo) F3; (¢,€,¢) pro né€jaké ¢ € Q}.

Lemma 13.0.11 K libovolnému ZA M, lze zkonstruovat ZA M, tZ2. Lys(M;) =
Lpz(MQ) a také Mé tz. Lpz(Ml) = LKs(Mé)

Dlkaz: Neformalni idea spociva v nasledujicim: kazdy ZA Ize jednoduse upravit
tak, Zze dodame novy pocatecni zasobnikovy symbol B (bottom=dno), ktery se
bude stale vyskytovat na dné zasobniku (a pouze tam) — promyslete si technické

podrobnosti ! Pak uZ je dlikaz tvrzeni pfimocary. O
Pfedchazejici Obsah Dalai
Greibachové  nor- Nahoru Pumping lemma pro
malni forma Katedra informatiky bezkontextové

FEI VAB-TU Ostrava jazyky

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai

Zasobnikové automaty; Uzéavérové vlastnosti tfidy
ekvivalence s bezkontextovymi bezkontextovych jazykd
gramatikami

Kapitola 14

Pumping lemma pro bezkontextoveé
Jazyky

@ Cil kapitoly:
Ziskani schopnosti v béznych pfipadech poznat a prokazat
vlastnosti, které Cini konkrétni jazyk nebezkontextovym.

Studijni cile: Ziskani schopnosti v béZnych pfipadech poznat a prokazat vlastnosti,
které Cini konkrétni jazyk nebezkontextovym.

Pfipomernme si, jak jsme dokazovali, Ze jazyk {a"b" | n > 0} neni regularni, a
jak jsme odvodili pumping lemma platné obecné pro regularni jazyky. Je jasné, ze
uvedeny jazyk pfijima jednoduchy zasobnikovy automat. Uvazujme nyni ale jazyk

L={a"b"c" | n>0}
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Jisté nas naSe intuice brzy dovede k zavéru, Ze na takovy jazyk zasobnikovy
automat (byt nedeterministicky) nestaci. Jak to ale jasné dokazat ? Opét pfivedenim
pfedpokladu, Ze L je bezkontextovy, k logickému sporu. Pfedpokladejme tedy, Ze
L je bezkontextovy a uvazujme bezkontextovou gramatiku G, kter4 ho generuje
(uvaZovat gramatiku se ukaze pro naSe Ucely vhodnéjsi nez uvaZzovat zasobnikovy
automat). Pro kazdé slovo a"b"c™ tedy existuje derivacni strom (podle gramatiky
G). Vezmeme-li slovo “velmi dlouhé” (tj. n “velmi velké”), v pfislusném derivacnim
stromu nutné dochazi k opakovani néjakého neterminalu na néjaké veétvi (tj. cesté
od kofene k listu) — viz obr. 14. Pfesnéji fe¢eno: derivaénich strom, ve kterych se
takové opakovani nevyskytuje, je kone¢né mnoho (proc¢ ?); vyraz “n je velmi velké”
Ize zpFesnit tak, Ze 3n (tj. délka slova a"b™c") je vétSi nez délka nejdelSiho slova
odvoditelného derivacnim stromem bez opakovani.

Vezméme nyni tedy ono velmi dlouhé slovo «"b"c™ a pro né€j nejmensi mozny
derivacni strom (i ten méa opakovani jako na obr. 14). Slovo a"b"c" se da psat
ve tvaru uvwxy (jak zndzornéno na obrazku), kde navic aspon jedno ze slov v, x
je neprazdné (jinak bychom mohli oba uzly oznacené neterminadlem A ztotoZnit a
zZiskali bychom pro a™b"c¢™ mensi derivacni strom !). Je jasné, Ze i pro uwy, a také
wotwz?y, wodwady, ... existuji derivaéni stromy (viz obr. 14); tato slova tudiz také
patfi do L.

Snadno se ale mliZzeme presvédcit, Ze at rozdélime slovo a"b"c" na 5 ¢asti uvvwary
jakkoliv, pficemz alespon jedno ze slov v, x je neprazdné, pak slovo uwy zaru¢ené
nepatfi do L (pro€ ?).

Opét jsme odvodili urcité “pumping lemma” platné obecné pro bezkontextové jazyky
(nikoli jen pro nas L) a demonstrovali jsme jeho pouZiti pro dikaz, Ze L neni
bezkontextovy. Zminéné lemma néasleduje.

Véta 14.0.12 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, neboli vvwzy-teorém.)
Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuji pfirozena Cisla p, ¢ tz. kazdé slovo
z € L, |z| > p, lze psat ve tvaru z = wvwzy, pficemz plati |vxz| > 1 (aspoi jedno ze
slov v, x je neprazdné), [vwz| < ¢, apro vs. i > 0 je ww'wz'y € L.

Dikaz: Ctenar jisté pochopil, Ze jako ono p miizeme vzit jakékoli &islo vétsi nez
délka nejdelSiho slova, pro néjz existuje derivacni strom bez opakovani.

A odkud se vezme ono ¢ zarucujici, Ze Ize dokonce omezit délku Useku vwz ?
Podstrom na obr. 14 (s kofenem v ‘hornim’ A) Ize zvolit tak, Ze neobsahuje Zadné
jiné opakovani neterminalll — a takovych (pod)stromd je zfejmé jen konec¢né mnoho
moznych.

Uvedeme nyni podrobné&;jsi verzi dlikazu s konkrétnéjSimi odhady ¢isel p, q.

Necht L = L(G) pro bezkontextovou gramatiku G = (II, X, S, P) v CHNF (nalezZeni
Ci nenalezeni prazdného slova do L zde nehraje roli).

Pfedpokladejme, Ze pro néjaké slovo z € L existuje deriva€ni strom, v némz se
na jedné vétvi (tj. cesté od kofene k listu) vyskytuji alespon dva vrcholy oznacené
stejnym neterminalem, feknéme A. Pak je ziejmé, ze S =* uAy =" wwAzry =*
wvwzy = z Pro néjaké u, v, w,x,y € X*.

Necht |TI| = & (k tedy oznacuje pocet neterminalll). VSimnéme si:

a/ na kazdé vétvi derivacniho stromu délky alespon k£ + 1 jsou nejméné dva
vrcholy oznaCeny stejnym neterminalem;

b/ mame-Ili derivacni strom pro z € ¥*, v némz jsou vSechny vétve kratSi nez
k 4+ 1, pak nutné |z| < 2+,
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c/ vezmeme-li lib. z € L tz. |z| > 2% a derivacni strom pro z, pak urcité na
nejdelsi vétvi se vyskytuji dva rlizné vrcholy vy, v, (v; bliz ke kofeni) oznacené
stejnym neterminalem; pfitom lze jisté v, zvolit tak, Ze jeho max. vzdalenost
k listu je nejvySe k + 1. To znamena, Ze podstrom s kofenem v; ma nejvyse
2% listd.

Staci tedy jako hledana p, ¢ vzit ¢isla 25! a 2*. O

~r s N A N A

Pro naSe dalSi Gcely je vhodnéjsi ponékud jednodussi verze véty 14.0.12 (n Ize vzit
jako max(p, q) + 1):

Véta (jina verze 14.0.12). Necht' L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje pfirozené
Cislo n tZ. kazdé slovo z € L, |z| > n, Ize psét ve tvaru z = uvwxy, pficemz plati
lvz| > 1, Jvwz| < naprovs.i>0je w'ws'y € L.

V3imnéte si opét stfidani kvantifikator(:
(3In) (Vztz.z € L,|z| > n)
(Fu,v,w, 2,y tZ. 2 = wwzy, vwz| < n, lvx] > 1) (Vi >0) : w'wa'y € L

A opét se nabizi hra dvou hraci:

1. Azvolin e N/

2. BzvolislovoztZ. z€ Lalz| > n

3. Azvoli u,v,w, z,y tZ. z = wwwzy, [vwz| <nafvr| > 1
4, Bzvolit >0

5

. Vysledek: je-li uviwz'y € L, pak vyhral A, v pfipadé uviwz'y ¢ L vyhral B.

Je zfejmé, Ze je-li L bezkontextovy, pak A ma vitéznou strategii v uvedené hre.
Jinak reCeno:

Ma-li B vitéznou strategii, pak L neni bezkontextovy.

NavrZeni vitézné strategie hrace B je Castym prostfedkem k dlikazu toho, Ze uva-
Zovany jazyk neni bezkontextovy.

Pro vySe zkoumany L = {a™0"c" | n > 0} miZeme vitéznou strategii hrace B
formulovat takto.

1. A zvoli (libovolné) n ¢ N

2. Bzvoli z = a"b™c"

3. A zvoli libovolné u, v, w, z,y tZ. z = wowzy, jvwz| < n a|ve| > 1,
4. B zvoli i = 0 (Ize také kterékoli : > 2)
5

. Jelikoz |vwz| < n, slova v,x neobsahuji aspon jeden ze symbolll a,b,c (a
samoziejmé aspon jeden obsahuji). Proto ve slové uwwy nemlZe byt stejny
pocet symbolll a, b i c a slovo tedy nepatfi do L. B vyhrava.
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Pozndmka. Z Gvodni analyzy (pfed Vétou 14.0.12) vime, Ze B ma vitéznou stra-
tegii i pfi ignorovani podminky [vwz| < n. Pak sice nemlizeme v poslednim bodé
jednoduse argumentovat, Ze v,z neobsahuji aspoi jeden ze symbolll a,b,c, ale

Mriw v

doufejme, provedli pfed vétou 14.0.12). V nasledujicim pfikladu je uz podminka
lvwz| < n skute€né nutna.

UkaZeme, Ze jazyk
L={ww|we{0,1}*}

neni bezkontextovy:

1. A zvoli (libovolné) n € N

2. B zvoli z = 0"1"0"1"

3. A zvoli libovolné u, v, w, z,y tZ. z = wowxy, lvwz| < na|ve| > 1,
4. B zvoli i = 0 (Ize také kterékoli i > 2)
5

. Jelikoz |vwz| < n, slova v, x zasahuji nejvys do jednoho Useku nul a nejvys
jednoho Useku jednicek v z = 0"1"0"1"™ (pfiCemz alespon do jednoho Useku
zasahuji). Tedy uwy = 0¥1%2041%, kde urGité &k, # ¢, nebo ky # (5. Tedy uwy
nepatfi do L a B vyhrava.

Ukol 64 DokaZzte, Ze nasledujici jazyky nejsou bezkontextové:

Ly ={0"1"0™ |0 <n<m}
Ly ={d"| k =n? pro néjaké n > 1}

Ukol 65 Zjistéte, které z danych jazykd
jsou regularni:

jsou bezkontextové, ale ne regularni:
nejsou bezkontextové:

Ly = {w € {a,b}* | |wls = |w|p} Ly = {w € {a,b}" | |w|, je sudé } Ly = {w €
{a,b}* | w obsahuje podslovo abba} Ly = {w € {a,b,c}* | |w|, = |w|y = |w|.} L =
{w € {a,b}* | |w|, je prvo€islo} Lg = {0™1" |m <2n} L; = {0™1"0™ | m =2n}

Pfedchazejici Obsah Dalai
Zasobnikové auto- Nahoru Uzavérové
maty; ekvivalence Katedra informatiky vlastnosti tfidy
s bezkontextovymi FEI V/B-TU Ostrava bezkontextovych
gramatikami Verze ze dne 22. (nora 2005 jazyki
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Pumping lemma pro Deterministické zasobnikové
bezkontextové jazyky automaty

Kapitola 15

Uzaveéroveé vilastnosti tridy
bezkontextovych jazyku

Cil kapitoly:

Zvladnuti modularniho navrhu slozitéjSich bezkontextovych
gramatik (a zasobnikovych automatl). Pochopeni algoritm
prokazujicich uzavrenost tfidy bezkontextovych jazykd vici
riznym operacim; ziskani nahledu na to, vici kterym opera-
cim tfida uzaviena neni.

AT 4

(a zasobnikovych automatll). Pochopeni algoritm{ prokazujicich uzavienost tfidy
bezkontextovych jazykd vici riznym operacim; ziskani nahledu na to, vici kterym
operacim tfida uzavfena neni.

Zkratkou CFL budeme oznacovat tfidu bezkontextovych jazyki. CFL neni uzaviena
na vSechny operace, na které je uzaviena tfida regularnich jazykd. Nejdfive si
ukazeme pripady operaci, vlici nimz CFL uzaviena je. Dlkazy jsou samoziejmé
opét konstruktivni — ukazuji algoritmy, které k zadané reprezentaci jazykl-operand
zkonstruuji reprezentaci jazyka-vysledku operace. (Pfislusnou reprezentaci jsou
samoziejmé bezkontextové gramatiky Ci zasobnikové automaty ; Ize volit, co je
vhodnéjsi.)

Véta 15.0.13 CFL je uzaviena vici sjednoceni, zfetézeni, iteraci, zrcadlovému ob-
razu, substituci (tedy i homomorfismu).

Dilkaz: K bezkontextovym gramatikam G, = (II;, 2, Sy, P,), Gy = (111, %, Sy, Py) Ize
zkonstruovat gramatiku G = (II, X, S, P) tz. L(G) = L(G1) U L(G,) takto: Pfedpo-
kladame, Ze II; N II, = @ (docilime toho pfipadnym pfejmenovanim neterminall).
PoloZime II = I UTI, U{S}, kde S ¢ TI; UIl;,a P = PLUP,U{S — 51,5 — S>}.
Rovnéz velmi pfimocaré je konstrukce gramatik generujicich jazyky L(G1) - L(Gs),
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Podobné ke gramatice G = (II, %, S, P) a gramatikdm G, (pro v8. a € Y) lze
snadno zkonstruovat gramatiku, ktera generuje jazyk vznikly z L(G) substituujeme-
li za kazdé a jazyk L(G,). O

V dikazu dal3i uzavérové véty se vice hodi reprezentace jazyk{ automaty.

Véta 15.0.14 CFL je uzaviena vici priniku s regularnim jazykem, i vici kvocientu
podle regularniho jazyka. (Tj. pro kazdy bezkontextovy L a regularni R, jsou LN R,
R\ L, L/R bezkontextové.)

Dikaz: Idea pro prinik:

Lze podobné jako u dvou KA, zde Ize pfislusny KA “zabudovat” do fidici jednotky
ZA. (Stavova mnozina vysledného ZA je kartézskym soucinem stavovych mnoZzin
plvodniho ZA a KA))

Idea pro kvocient je:

Mé&jme ZA M a KA A. Pfipomeinime, Ze slovo u patfi do L(A)\L(M) pravé kdyz ex.
v € L(A) tak, Ze vu € L(M). Pro vytvoreni ZA M’ pfijimajici jazyk L(A)\L(M) opét
pouzijeme myslenku zabudovani fidici jednotky A do Fidici jednotky M. Nyni ale
tak, Ze vysledny ZA M’ déla na zacatku sérii e-krokd, pfi nichz nedeterministicky
"hada” vhodné v.

(Zkuste dokoncit promysleni detailli konstrukce.) O

Neuzavienost CFL vU¢i nékterym operacim se nejpiiméji dokaze konstrukci (jed-
noduchych) protipfiklad{; je samozfejmé mozné uzit i dalsi Gvahy:

Véta 15.0.15 CFL neni uzaviena vicéi priniku a dopliku.

Dlkaz: Jazyky L, = {a'tic* | i = j}, Ly = {a'bc* | j = k} jsou zfejmé bezkontex-
tové. Pfitom L; N Ly = {a"b"c™ | n > 0} bezkontextovy neni.
Z de Morganovych pravidel plyne, Ze kdyby byla CFL uzaviena viic¢i dopliku, tak

by diky uzavienosti viic¢i sjednoceni byla uzaviena i vici priniku. O
Pfedchazejici Obsah Dalai
Pumping lemma Nahoru Deterministické
pro bezkontextové Katedra informatiky zasobnikové
jazyky FEI VAB-TU Ostrava automaty

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Uzaveéroveé vlastnosti tfidy Chomského hierarchie
bezkontextovych jazykl

Kapitola 16

Deterministické zasobnikové
automaty

Cil kapitoly:

Pochopeni rozdilné situace u vztahu determinismu a nede-
terminismu v pfipadé kone¢nych automatll a v pfipadé za-
sobnikovych automat.

Studijni cile: Pochopeni rozdilné situace u vztahu determinismu a nedeterminismu
v pfipadé konecénych automatll a v pfipadé zasobnikovych automatt.

Pfipomenme si, Ze u zasobnikovych automatll jsme jako zakladni vzali nedeter-
ministickou verzi. Takto totiz ZA odpovidaji bezkontextovym gramatikam. Vznika
prirozena otazka, jak to vypada s deterministickou verzi zasobnikovych automat
— determinismus je navic potfebny, mame-li na takovém zafizeni opravdu staveét
(rychly) algoritmus (napf. jiz zminéné syntaktické analyzy). ZaCneme s definici
deterministického zasobnikového automatu a deterministického bezkontextového
jazyka:

Definice 16.0.16 Deterministicky zasobnikovy automat (DZA) je ZA M =
(Q,%,T,0,q0, Zo, F), pro néjz plati:

1. 6(q,a, X) je vZdy nejvySe jednoprvkova mnoZina (pro a € X U {¢}) a

2. je-li6(q,e,X) # 0, pak 6(q,a, X) =0 provs. a € X,

Jazyk L je deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlize L. = Lxs(M) pro néjaky
DZA M.
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Smysl je jasny: pro kazdé vstupni slovo existuje jediny mozny vypocet DZA M.
VSimnéme si, Ze v pfipadé pfijimani prazdnym zasobnikem je pfijimany jazyk
Lpz(M) nutné bezprefixovy — pro slovo u € Lpz(M) kazdy jeho vlastni prefix
nepatfi do Lpz(M). (Napf. jazyk {e,a} bezprefixovy neni.) Proto jsou determinis-
tické jazyky, tvofici tfidu DCFL, definovany pomoci pfijimani koncovym stavem.

Poznamka. Vyuzitim “bottom-symbolu” Ize opét snadno ukazat, Ze ke kazdému
DZA M lze zkonstruovat DZA M’ tz. Lpy(M) = Lis(M’). Na druhé strané Ize
ke kazdému DZA M zkonstruovat DZA M' tz. Lxs(M) - {$} = Lpz(M'), kde $ je
pridany koncovy znak.

Na rozdil od kone¢nych automatti, deterministicka verze zasobnikovych automatti
je skute€né slabsi nez nedeterministick4, tedy DCFL je vlastni podtfidou CFL. Lze
to vidét uz diky jinym uzavérovém vlastnostem tfidy DCFL.

Véta 16.0.17 Trida DCFL je uzaviena vici dopliiku. Na druhé strané neni uzaviena
vUuci priniku ani vici sjednoceni.

Uzavrenost viic¢i doplitku nelze sice demonstrovat prostym prohozenim pfijimajicich
a nepfijimajicich stavll (pro¢ ?), neni ale t&zké tuto myslenku “dotahnout”. Neuza-
vienost vUc¢i priiniku plyne napt. z toho, Ze jazyky L, L, z dlkazu véty 15.0.15 jsou
deterministické. DCFL tedy nem{zZe byt uzaviena ani v{ci sjednoceni (de Morga-
nova pravidla).

Uzavérové vlastnosti Ize napt. vyuZit pro diikazy nepfrislusnosti nékterych jazykd
k DCFL. Napf. jazyk L = {a't’c* | (i # j) V (j # k)} neni v DCFL (pfitom zfejmé je
v CFL): Kdyby byl, pak by i jeho dopInék L byl v DCFL, tedy i v CFL. Pak by oviem i
LN [a*b*c*] byl v CFL (CFL je uzaviena vici prliniku s regularnim jazykem); oviem
LN [a*b*c*] = {a™b"c" | n > 0}, a tedy bezkontextovy neni !

Vyuzitim dalSich uzavérovych vlastnosti se da ukazat, Ze napf. jazyky {ww? | w €
{a,b}*}, {a'V/c* | (i = j) V (j = k)} nejsou deterministické.

Poznamka. Vzpomenme si, Ze existuje algoritmus, ktery o dvou zadanych
konecnych automatech rozhodne, zda jsou ekvivalentni (tj. zda pfijimaji ten-
tyz jazyk). V kursu o vycislitelnosti a slozitosti uvidime, Ze podobny al-
goritmus pro (nedeterministické) zasobnikové automaty neexistuje. Od 60. let
ale byla oteviena otazka, zda existuje algoritmus rozhodujici ekvivalenci
deterministickych zasobnikovych automatt . Pozitivni feSeni prezentoval v r. 1997
G. Sénizergues, pozdéji diikaz zjednodusil C. Stirling. (Uvedeni diikazu v nasem
kursu vSak pro jeho narocnost stale nepfipada v Gvahu.)

Pfedchazejici Obsah Dalai
Uzaveéroveé vlast- Nahoru Chomského
nosti tfidy bezkon- Katedra informatiky hierarchie
textovych jazyk{ FEI VAB-TU Ostrava
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Deterministické zasobnikové Konecné automaty a regularni
automaty gramatiky

Kapitola 17

Chomského hierarchie

Cil kapitoly:
Zvladnuti klasické klasifikace jazykll podle Chomského. Zis-
kani schopnosti zafadit béZné jazyky do uvedené hierarchie.

Studijni cile: Zvladnuti klasické klasifikace jazykl podle Chomského. Ziskani schop-
nosti zafadit béZné jazyky do uvedené hierarchie.

Drive uvedené bezkontextové gramatiky jsou specialnim pfipadem obecnych (ge-
nerativnich) gramatik. Od bezkontextovych se liSi jen tim, Ze na levé strané pravidel
nestoji nutné jen jeden neterminal, ale obecné fetézec neterminalll a terminalli ob-
sahujici alespon jeden neterminal.

Pro Uplnost uvadime Uplnou obecnou definici:

Definice 17.0.18 Generativni gramatika je dana Cctvefici parametrl G =
(I1, 3, S, P), kde II je kone€na mnozina neterminalnich symboll (neterminall),
¥ je kone¢na mnozina terminalnich symbolll (terminald), pficemz IINY =0, S € 11
je pocatecni (startovaci) neterminal a P je kone¢na mnoZzina pravidel typu o — £,
kde o € (IU X)) I[(ITUX)*a p € (ITU X)*.

Uvazujme lib. 7,0 € (TTU X)*. Rekneme, Ze ~ se pfimo prepise (Ize pfimo prepsat)
na ¢ (podle pravidel gramatiky &), zna¢ime v = 0 nebo jen v = ¢ (kdyz G zfejma
z kontextu), jestlize existuji slova puq, p2, a, 5 t2. v = praps, § = pifus aa — g je
pravidlo v P.

Rekneme, Ze ~ se prepiSe na 4, znadime v =* 4, jestlize existuje posloupnost
Hos 41y - -+ fin SIOV Z (TTU X)* (Ppro n€j. n > 0) tZ2. v = po = 11 = ... = py = 0.
Zminénou posloupnost pak nazveme odvozenim (derivaci) délky n slova o ze slova
Y.

Jazyk generovany gramatikou G, oznacme jej L(G), je definovan takto: L(G) =
{we¥*|S=*w}.

Dvé gramatiky GG;, G2 nazveme ekvivalentni, jestlize L(G;) = L(G3).

Tzv. Chomského hierarchie vznika omezenim se na specialni typ pravidel:
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Definice 17.0.19 Obecnéa generativni gramatika G = (II, X, S, P) definovana vyse
je gramatika typu O v tzv. Chomského hierarchii. G je gramatika typu 1, neboli
kontextova gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je tvaru a X3 — av(3, kde |y| > 1
(pfipomenme, Ze o, [,y € (ITU X)*, X € II); jedinou vyjimkou mdZe byt pravidlo
S — ¢, v kterémzto pfipadé se pak S nesmi vyskytovat na pravé strané zadného
pravidla. G je gramatika typu 2, neboli bezkontextova gramatika, jestlize kazdé
pravidlo v P je tvaru X — «. G je gramatika typu 3, neboli regularni gramatika,
jestlize kazdé pravidlo v P je tvaru X — wY nebo X — w (w € ¥%).

Jazyk L je typui (i = 0,1, 2, 3) v Chomského hierarchii, jestlize jej generuje néjaka
gramatika typu i. Specialné fekneme, Ze jazyk je kontextovy (bezkontextovy, regu-
larni), jestlize jej generuje né€jaka kontextova (bezkontextova, regularni) gramatika.

VSimnéme si, Ze gramatika typu 3 je specialnim pfipadem gramatiky typu 2, grama-
tika typu 1 je spec. pfipadem gramatiky typu 0. Gramatika typu 2 (bezkontextova
gramatika) nemusi byt gramatikou typu 1 kvdli pravidllim s ¢ na pravé strané; je
ji vS8ak moZné do takové formy upravit (pfipomefnme si konstrukci nevypoustéjici
bezkontextové gramatiky). Oznacime-li tedy £; tfidu jazyk{ typu i (i = 0,1,2,3),
pak je zfejmé

Lemma 17.0.20 Eg - £2 - £1 - £0

Ve skute€nosti jsou vSechny inkluze vlastni, jak jesté zminime pozdéji.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Deterministické za- Nahoru Konecné automaty
sobnikové automaty Katedra informatiky a regularni

FEI VAB-TU Ostrava gramatiky

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Chomského hierarchie Turingovy stroje

Kapitola 18

KonecCné automaty a regularni
gramatiky

Ted si ukazeme, Ze nova definice regularniho jazyka nekoliduje s dfivéjsi definici;
zacneme technickym lemmatem.

Lemma 18.0.21 Ke kazdé regularnigramatice, Ize zkonstruovat ekvivalentni gra-
matiku, jejiZz kazdé pravidlo je vjednom ztvarll X — aY, X — Y, X — ¢,

Dlkaz: Pravidlo typu X — ajas...a,Y (n > 2) nahradime pravidly X — a7,
71— agloy .. Lpy_1 — a,Y , kKde Zy, Z,, ..., Z, jsou vZdy nove pfidané neterminaly.
U

Véta 18.0.22 Jazyk je generovan regularni gramatikou pravé kdyZ je rozpoznavan
kone¢nym automatem.

Didkaz: Necht A = (Q,X,4,q, F) je KA. Sestrojme G = (Q, %, qo, P), kde do P
zafadime ¢ — aq’ pro kazdé q,q',a tz. (¢, a) = ¢’ a navic ptidame ¢ — ¢ pro kazdé
q € F. Je snadné overit, ze G je

regularni gramatika tz. L(G) = L(A); indukci je napf. mozné dokazat vztah
(0(g, w) = ¢') & (¢ =5 wq').

Naopak uvazujme gramatiku G = (II, X, S, P) s pravidly typu X — aY, X — Y,
X — e. Sestrojme ZNKA A = (I1,X,0,{S}, F), kde Y € 6(X, a) (a € ¥ U {e}) pravé
kdyZ X — aY patfi do P. Navic FF = {X | (X — ¢) € P}. Opét je snadné ovérit
L(A) = L(G). O

Ukol 66 Rozsifte konstrukci prevodu KA na RG pro pfipad nedeterministického KA
a aplikujte ji v pfipadé NKA zadaného tabulkou.

a b

—1]| - 4
—2123] 1
3| 3 1
«—4 | 3 |34
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Ukol 67 K uvedené regularni gramatice
nedeterministicky kone€ny automat.

S — abS|bbaA | e
A — abA|bB

B — acS|bC | e
C — aC'|bA

sestrojte

ekvivalentni

Pfedchazejici Obsah

Chomského hierar- Nahoru

chie Katedra informatiky
FEI VAB-TU Ostrava

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Konec¢né automaty a regularni DalSi poznamky ke vztahu
gramatiky automatl a gramatik

Kapitola 19

Turingovy stroje

Cil kapitoly:
Pochopeni Turingovych stroji jako reprezentanta nejobec-
néjSich algoritmickych prostifedkl k popisu jazyk.

Studijni cile: Pochopeni Turingovych strojli jako reprezentanta nejobecnéjSich al-
goritmickych prostfedkl k popisu jazyku.

Vime uz, Ze jazyky tfidy L3 jsou charakterizovany konecnymi automaty, jazyky tfidy
Ly

(nedeterministickymi) zasobnikovymi automaty. Nyni uvedeme vypocetni model,
ktery se ukaze byt ekvivalentni obecnym gramatikam, a sice tzv. Turingovy stroje.

Turinglv stroj je podobny kone¢nému automatu, rozdil je v tom Ze paska, na niz je
na zacCatku zapsano vstupni slovo (ostatni bunky jsou prazdné, tj. je v nich zapsan
specialni prazdny znak), je oboustranné nekonecna, hlava spojena s konecnou
fidici jednotkou se miiZze pohybovat po pasce obé&ma sméry a je nejen cteci, ale
i zapisovaci — symboly v bunkach pasky je tedy mozné pfepisovat, a to i jinymi
nez vstupnimi symboly. Formalizujme nyni pojem Turingova stroje, jeho vypoctu a
jazyka jim pfijimaného.

Definice 19.0.23 Turinglv stroj, zkracené TS, M je uréen nasledujicimi parame-
try (pfesnéji fe€eno, je to uspofadané Sestice) M = (Q, %, T, 9, qo, F'), kde

Q je konec¢na neprazdna mnozina stavd

I' je konecna neprazdna mnozina (paskovych) symboll

¥ CT, X # 0 je mnoZina vstupnich symbold (tzv. vstupni abeceda)
qo € @ je pocatecni stav,

F C @ je mnozina koncovych stavi

d:(Q—F)xI' - Q xT x{-1,0,+1} je pfechodova funkce
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Pfedpokladame, Zze v I' — X je vZdy obsaZen specialni prvek (O oznaCujici prazdny
znak.

Konfiguraci Turingova stroje M rozumime libovolné slovo tvaru uqv, kde u,v € I'* a
q € Q. Konfigurace uqu je pocatecnti, jestlize u = ¢, ¢ = qp a v € X* ; uqu je koncova
konfigurace, jestlize ¢ € F.

Konfigurace uqv a Juqul¥ (i, > 0) ztotoziujeme, specialné tedy konfiguraci quv
ztotoznujeme s konfiguraci #qv, podobné ug s ug#.

Konfigurace K = uaqbv, kde u,v € I'*, a,b € T" vede v jednom kroku ke konfiguraci
K, pfislusnou relaci oznacujeme +,, nebo jen + (piSeme tedy K + K') pravé kdyz
plati jedna z téchto moZnosti:

e 5(q,b) = (¢,V,0)a K' = uaqg'b'v,
e 5(q,b) = (¢,V,+1) a K' = ual/q'v,
e i(¢q,b) = (¢,V,—1)a K' = uq'abv.

Relace +* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace .

Slovo u € ¥* je pfijimano TS M, jestlize gqou H* K pro néjakou koncovou konfiguraci
K.

Jazykem pfijimanym TS M rozumime jazyk L(M) = {w € ¥* | w je pfijimano M }.

VSimnéte si, Ze vypocet pro danou pocatecni konfiguraci je jediny (stroj je determi-
nisticky), nemusi vSak skoncit ! Podle naSi definice slovo neni pfijimano strojem M
pravé tehdy, kdyZ je vypocet nad nim nekonecny (na rozdil od KA €i ZA, koncovy
stav je u TS ‘opravdu’ koncovy, vypocet dale nemUzZe pokracovat; pro nekoncovy
stav je dalSi krok vZdy definovan).

Ctenare asi napadne varianta definice, ktera by vyzadovala, aby kazdy vypocet
TS vzdy skondil, a sice bud ve specialnim pfijimajicim stavu (vstupni slovo pfijato)
nebo zamitajicim stavu (vstupni slovo zamitnuto). Jazyky, které je mozné Tur. stroji
takto rozhodovat (nazyvaji se také rekurzivni nebo rozhodnutelné jazyky) jsou
ovSem vlastni podtfidou jazykd pfijimanych Tur. stroji (které jsou také nazyvany
rekurzivné spocetné ¢i ¢astec¢né rozhodnutelné jazyky). Dlkaz bude proveden
v kursu o vycislitelnosti a sloZitosti. (Tam se mj. také ukaze, Ze neexistuje algoritmus,
ktery by pro zadany Turinglv stroj zjistil, zda (kazdy) jeho vypocet skonéi.)

Turingovy stroje patfi mezi tzv. univerzalni vypoCetni modely, tj. ty, které jsou
schopny realizovat jakykoli algoritmus (to je obsahem tzv. Church-Turingovy teze,
0 niz bude podrobnéji pojednano v kursu o vycislitelnosti a slozitosti). Mj. to zna-
mena, Ze obohaceni uvedeného modelu napf. o dalsi pasky, dalSi (Cteci a zapi-
sovaci) hlavy, nebo pfidani programovych konstrukci jako napf. if ... then, while ...
do apod. vede sice k jednodussimu zapisu algoritm{, ale nikoli k rozsifeni tfidy
prijimanych jazyk( (Ci obecnéji tfidy vycislitelnych [realizovatelnych] funkci); stan-
dardni model Turingova stroje dokaze vSechny tyto rozSifené modely simulovat.
Podrobnéji bude o této problematice pojednano v kursu o vycisltelnosti a sloZitosti,
ted si jen stru¢né vSimneme rozsSifeni vzniklého vyuzitim nedeterminismu.

Ukol. VyuZitim zkuSenosti s koneénymi a zasobnikovymi automaty nadefinujte po-
jem nedeterministickych Turingovych strojii a jazykl jimi pfijimanych.

Véta 19.0.24 Trida jazykl pfijimanych (determimistickymi) Turingovymi stroji se
rovna tfidé jazykl pfijimanych nedetermimistickymi Turingovymi stroji.
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Dlkaz: Idea:

Pro dany nedeterministicky TS M Ize snadno sestavit algoritmus, ktery pro zadané
vstupni slovo w systematicky zkouma vSechny vypocCty TS M délky 1, pak vSechny
vypocty délky 2, pak vSechny vypocCty délky 3 atd. (jinak feCeno: strom moznych
vypoctll M nad w je prohledavan ‘do $itky’). Pro zadané w uvedeny algoritmus
nutné objevi pfijimajici vypocet stroje M nad w, jestlize takovy existuje; v takovém
pfipadé algoritmus skonci (a slovo w pFijme), jinak béZi donekonecna. Algoritmus

pak staci ‘naprogramovat’ jako deterministicky TuringQv stroj. O
Pfedchazejici Obsah Dalai
Konecné automaty a Nahoru DalSi poznamky ke
regularni gramatiky Katedra informatiky vztahu automatti a

FEI VAB-TU Ostrava gramatik

Verze ze dne 22. Unora 2005
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Turingovy stroje Slozitost algoritmu. Model
RAM.

Kapitola 20

DalSi poznamky ke vztahu automatu
a gramatik

Cil kapitoly:
Ziskani prehledu o dalSich vztazich mezi automaty a grama-
tikami.

Studijni cile: Ziskani pfehledu o dalSich vztazich mezi automaty a gramatikami.

Pojem nedeterministického Turingova stroje Ize napf. vyuzit pro ocividny dikaz
jednoho sméru nasledujici véty:

Véta 20.0.25 Jazyky pfijimané Turingovymi stroji jsou pravé jazyky typu O.
Ukol 68 Ktery smér je ten ogividny ? Vysvétlete prog.

Idea dliikazu druhého sméru: relace -, je de facto relaci pfepisovani mezi slovy
jisté konecné abecedy, ur€ené kone€né mnoha pravidly. K M Ize tedy sestavit
obecnou gramatiku, ktera je schopna, zhruba feCeno, vygenerovat slovo w Xw (pro
lib. w), v ‘pravé kopii’ pak odsimulovat vypocet stroje M nad w a v pfipadé, Ze tento
skonci, smaze se symbol X se v8im napravo.

Pro Gplnost dodejme, Ze kontextové jazyky (jazyky typu 1) jsou charakterizo-
vany tzv. linearné omezenymi automaty, LBA (linear bounded automata), tj
Turingovymi stroji, které pouZivaji jen Usek pasky, v némz je zapsano vstupni slovo.
(Je moZné si predstavit, Ze vstupni slovo je ohrani¢eno spec. symboly, levou a pra-
vou zarazkou; ty nemohou byt pfepsany a z levé (pravé) zarazky je mozny jen
pohyb doprava (doleva). ‘Zakladni’ verze automatu je ovSem nedeterministicka;
problém, zda DLBA (deterministické LBA) pfijimaji tytéZ jazyky jako LBA je dlouho-
dobé otevieny.

Véta 20.0.26 Jazyk je kontextovy (tj. typu 1) prave tehdy, kdyz je pfijiman néjakym
LBA.
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Tt

Zminili jsme jiz, Ze inkluze v Tvrzeni 17.0.20 jsou vlastni. Vime napf., Ze jazyk
{a™™ | n > 0} je typu 2 ale nikoli 3, a také, Ze {a™b"c" | n > 0} neni typu 2 — je
ovSem zfejmé, Ze je typu 1. Existencijazyka v L,— L Ize ukazat nap¥. diagonalizacni
metodou, 0 niZ pojedname v kursu o vycislitelnosti a sloZitosti.

VSimnéme si jeSté, Ze u TS si Ize pasku vlevo od hlavy a pasku vpravo od hlavy
predstavit jako dva zasobniky. Vyvodte z toho, Ze model “zasobnikovy automat
s dvéma zasobniky” (nadefinujte jej formalné !) pfijiméa tytéz jazyky jako Turingovy
stroje.

Pfedchazejici Obsah Dalai
Turingovy stroje Nahoru Slozitost algoritmu.
Katedra informatiky Model RAM.

FEI V"B-TU Ostrava
Verze ze dne 22. Unora 2005
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Uvod do teorie vyé&islitelnosti a
slozitosti
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Uvod, cile kursu, literatura

Kurs je urcitym Gvodem do partii teorie algoritmd, pfedevsim partii, které se nazy-
vaji vycislitelnost (computability) a sloZitost (complexity). Zakladnim Gkolem teorie
vycislitelnosti je charakterizovat ty problémy, jeZ jsou algoritmicky feSitelné (vyCis-
litelné, vypocitatelné). Teorie sloZitosti se pak zabyva pfedevsim otazkou, jak jsou
prislusné vypocty, potazmo algoritmy, slozité (z hlediska naroku na ¢as, pamét
apod.).

KonkrétnéjSi predstavu o naplini kursu si lze udélat z obsahu. Napf. si tak lze
vSimnout, Ze kurs se dotkne mj. téZ obecnych metod navrhu algoritmt, coz je
dilezité téma, které do ramce vycislitelnosti a sloZitosti spada jen nepfimo. (V
obsahu je pro lepsi orientaci rovnéz uvedeno predpokladané rozdéleni probirané
latky do jednotlivych pfednasek kursu.)

Cile kursu

Absolvent ma ziskat hlubsi (teoreticky) zaklad pro pojmy slozitosti algoritmli a
problém, i pro jejich analyzu (odhady) u konkrétnich pfipadll — mj. u algoritm{ na-
vrhovanych obecnymi metodami (prohledavani, “rozdél a panuj”, ‘greedy’ pristup,
dynamické programovani). Dale ma zvladnout klasifikaci typickych (praktickych)
problém{ vzhledem k zakladnim tfidam slozitosti (PTIME, NPTIME, PSPACE, ...),
vCetné prokazani pripadné nerozhodnutelnosti problému. Rovnéz ma ziskat pred-
stavu, podloZzenou pochopenim konkrétnich pfikladl, o problematice aproximac-

nich, pravdépodobnostnich, paralelnich a distribuovanych algoritm0.

Poznamka. U kazdé kapitoly textu jsou vedle stru¢ného obsahu uvedeny studijni
cile. Ty jsou uvedeny jen orientacné, nelze je chapat tak, Ze by pfesné vyjadfovaly,
co ma (a co nemusi) studujici zvliadnout.

Literatura

Zakladni studijni pomtckou ke kursu je pfedkladany pracovni text a je jej mozné
vyuZzit i jako zaklad samostudia. Text je ovSem na mnoha mistech velmi stru¢ny;
jeho studium by meélo byt vyznamné uleh&eno aktivni GCasti na prednaskach a
cvicenich (kde jsou studované pojmy a metody nazornéji ilustrovany na prikladech,
myslenky textu jsou dale rozvedeny a vysvétleny, apod.).

Poznamka. Program cvi¢eni bude prlibézné zviejiiovan na Webu
http://www.cs.vsb.cz/jancar/VY CSLOZ/vycsloz.htm;

priklady a referaty na nich probrané jsou integralni soucasti kursu !

Velmi vhodné by samozfejmeé bylo, aby si posluchaci znalost a pochopeni probira-
nych témat upevnili studiem dalSi odborné literaury. Uvedme alespori nékteré knihy
v Cestiné Ci slovenstiné pokryvajici ¢asti prednasSené latky. Partie z teorie sloZi-
tosti (véetné konkrétnich algoritm{ a problémul) najdeme napf. v knihach [ 1,
[ ] (zejména prvni z nich viele doporucuji !). DalSi partie (jako Turingovy stroje,
problém zastaveni, zavedeni vypoctoveé slozitosti aj.) jsou pokryty napf. v knihach
[ I [ ]. Dale napt. 1.kapitola knihy [ ] je stru€né vénovana teorii
vycislitelnosti.
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Podstatné bohatsi je literatura v anglictiné. Z ni je mozné doporucit napf. [ 1,
[ I [ I [ ]. Samoziejmé spoustu relevantniho materialu (rlizné kva-
lity) I1ze také ziskat “surfovanim” na Webu.

Poznamka. Jako vZdy, Clovék se nejvice nauci vlastnimi aktivnimi pokusy o feSeni
prislusnych problém{ — soubézné s “pasivnim” studiem. Teprve (a jen) tehdy muze
pochopit, o co vlastné jde, a ocenit nastudované feSeni.

91



Pfedchazejici Obsah Dalai
DalSi poznamky ke vztahu Odhady sloZitosti; znaCeni O
automatl a gramatik aj.

Kapitola 21

Slozitost algoritmu. Model RAM.

Stru¢ny obsah: Pojem sloZitosti (Casové Ci pamétové narocnosti) algoritmu — vzta-
Zen k referen¢nimu abstraktnimu modelu pocitace a definovan jako funkce velikosti
vstupu. Model (referencniho) stroje RAM (tj. pocitaCe s okamzitym pFistupem K li-
bovolné bunice paméti); jednotkova vs. logaritmicka mira v definici sloZitosti. Jako
pfiklad algoritmy bubblesort a heapsort; pro ilustraci navrh a analyza ¢asové slozi-
tosti RAMu pro bubblesort.

Cil kapitoly:

(Pochopit a) umét vysveétlit pojem slozitosti algoritmu vcetné
role referencniho modelu pocitace. Schopnost porozumeéni a
analyzy slozitosti (jednoduchych) programt pro RAM. Umét
vysvétlit roli jednotkové a logaritmické miry v definici slozi-
tosti. Pochopeni programovani na Grovni RAMu, které dosta-
¢uje pro analyzu algoritmi zapsanych jazyky ‘vyssi Grovné’.

Studijni cile: (Pochopit a) umét vysvétlit pojem slozitosti algoritmu vCetné role re-
feren¢niho modelu pocitace. Schopnost porozuméni a analyzy sloZitosti (jedno-
duchych) programt pro RAM. Umét vysvétlit roli jednotkové a logaritmické miry v
definici slozZitosti. Pochopeni programovani na Grovni RAMu, které dostacuje pro
analyzu algoritmli zapsanych jazyky ‘vyssi Grovné’.

Ctenar uz jisté ma uréitou predstavu o tom, Ze napf. pro jeden a tentyZ problém
existuji rizné algoritmy, které ho fesi; takové algoritmy (a koneckonctli nejen ty fesici
stejny problém) je mozné vzajemné srovnavat z rliznych hledisek. Pro konkrétnost
si pfipomenme problém tfidéni (sorting; v Cestiné by zde byl vhodnéjsi termin
‘sefazovant’):

Nazev (oznaceni) problému: TFidéni Cisel

(Ocekavany) vstup: konecna posloupnost pfirozenych Cisel
(Pozadovany) vystup: posloupnost tychz Cisel usporadana podle veli-
kosti ve vzestupném poradi.

V ucCebnicich se Casto mezi prvnimi algoritmy feSicimi dany problém uvadi tzv.
bubblesort, jehoz zakladni myslenka se da vyjadfrit takto:
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Projdi posloupnost zleva doprava, pficemz prohazuje$ sousedni dvojice
Cisel, pokud v nich vétsi Cislo pfedchazi mensimu.

Tento postup prochazeni posloupnosti opakuj, dokud nedostanes kom-
pletné usporadanou posloupnost.

Poznamka. Poznamenejme, Ze bubblesort se v u€ebnicich vyskytuje spiSe jako
odstraSujici pfiklad (jelikoZ Ize snadno navrhnout podstatné lepSi algoritmy, jak o
tom také budeme hovorit dale). My zde tento algoritmus také uvadime jen pro jeho
jednoduchost a ilustraci dale zkoumanych pojmdi, nikoliv snad pro jeho ‘hodnotu’.

Zptresnéné vyjadreni algoritmu programatorskym pseudokédem by mohlo vypadat
takto:

{€leny vstupni posloupnosti jsou oznaceny A[1], A[2],... A[n|}
while Nesetfidéno do
fori:=1ton—1do
if Afi] > A[i + 1] then prohod A[i] a A[i + 1]

(V této chvili se nas navrh nezabyva tim, jak se pfifazuje do booleovské proménné
‘Nesetfidéno’.)

Po presvédceni se, Ze algoritmus je korektni — tj. vzdy skonci a vysledna posloup-
nost je usporadana (jak byste to dokazali ?), je mozné vyuZzit vétSiho porozumeéni
pfedepsaného procesu tfidéni a upravit (a zpfesnit) algoritmus nasledovneé:

Bubblesort — progr. verze

{C€leny vstupni posloupnosti nejprve natteme do pole A}
{pfedp., Ze Cleny jsou nenulové a hodnota 0 oznacuje konec vstupu}
n = 0;
repeat

n :=n+ 1; read(A[n])
until An] = 0;
n:=n-—1;
{v n je uloZen pocet ¢lenl vstupni posloupnosti}
for j:=1ton—1do

fori:=1ton—jdo

if Ai] > Ali + 1] then (pom := Ali]; Ali] := Ali + 1]; Ali + 1] := pom);

{vysledna sefazené posloupnost se vypise}
fori:=1tondo

write(Al:])

Ze tento algoritmus (to je vypocetni proces jim predepsanyy) pro kazdou (kone¢nou)

vstupni posloupnost skonci, je zde zfejmé (proC ?); pfesvédcte se, proc je vysledna
posloupnost urcité uspofadana.
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Jak jsme uz zminili, bubblesort zdaleka neni nejlepSim algoritmem pro dany pro-
blém tfidéni. Pfipomernme si ted metodu (€ili algoritmus) heapsort. K tomu je po-
trebné si pfipomenout datovou strukturu halda (heap), tj. (specialni) binarni strom:
kazdy vrchol v je ohodnocen Cislem n(v) (prvkem tfidéné posloupnosti), pficemz
je-li v' naslednikem v, pak n(v) < n(v"). Zafazeni dalSiho prvku do haldy i vybér
nejmensiho prvku z haldy se daji snadno realizovat = kroky, kde x je hloubkou haldy
(stromu); pfi poctu vrcholll n je tedy pfiblizné z = log n.

Poznamka. V informatice pfi neuvedeni zakladu log n vétSinou myslime dvojkovy
logaritmus log, n. Pozdé&ji vysvétlime, pro€ je zaklad logaritmu pro GCely analyzy
algoritm( v zasadé nepodstatny.

Dilezitou myslenkou algoritmu heapsort je rovnéz efektivni zplisob reprezentace
haldy jednorozmérnym polem.

VSe se da vycist z dale uvedeného pseudokddu; je ovSem velmi Zadouci, at’ si
Ctenar béh algoritmu ilustruje (pfipomene) na rozumné zvoleném malém prikladu.

Heapsort — progr. verze

{proménn& H predstavuje haldu (var H: array[1.. ] of integer)}

{kon udava aktualni koncovy index haldy}

kon:=0; {halda je prazdna}

read(clen);

while clen # 0 do
Zarad-do-haldy(clen); read(clen);

while kon > 0 {halda neni prazdna} do
Vydej-min-z-haldy(clen); write(clen)

procedure Zarad-do-haldy(k);

kon := kon + 1; H[kon| := k;

p = kon;

while (p > 1 and H[p div 2] > H[p]) do
prohod H|[p div 2] a H[pl|; p := p div 2;

procedure Vydej-min-z-haldy(var min);

min := H[1];

if kon > 1then H[1] := Hlkon];
kon := kon — 1;

p=1

while (2% p+1 < kon and (H[p] > H[2x*p|] or H[p] > H[2+p+1])) do
if H2+p] < H[2*p+ 1]
then (prohod Hp] a H[2 * p|; p := 2 * p)
else (prohod H[p|a H2xp+ 1]; p:=2x p+ 1);

if (2%p=konand H[p] > H[2 *p])

then prohod Hp| a H|2 * p

Oba algoritmy (bubblesort a heapsort) feSi nas problém tfidéni, pfiCemz heapsort

je ocividné sloZitéjsi z hlediska navrhu, zapisu i porozuméni (ovéfeni spravnosti).
V Cem je tedy heapsort lepSi ?
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ZkuSeny Ctenar asi odpovi, Ze heapsort ma mensi ¢asovou sloZitost (naro¢nost)
nez bubblesort. Oznacujeme takto fakt, Ze (hodné neformalné feCeno) heapsort
‘b&ha rychleji’ nez bubblesort. Uréitym zplisobem se o tom mizZeme presvédcit,
naprogramujeme-li obé metody v nami oblibeném programovacim jazyku a srov-
name béh obou programi na pocitaéi na sadé instanci (tj. povolenych vstupll)
problému tfidéni — pro kazdou instanci méfime Cas, ktery na jeji zpracovani jednot-
livé programy spotfebuiji.

Doufejme, Ze ¢tenaf neni natolik ‘prakticky orientovany’, Ze mu vySe zminény test
staci, ale Ze by rad vice porozumél, pro¢ tomu tak je, a své poznani oprel o so-
lidngjsi zaklad. (Nemél by stacit argument ‘Protoze jsem bubblesort a heapsort
naprogramoval v CéCku a na mnou zvolenych deseti pfikladech béZel heapsort na
PC-Cku vzdycky rychleji, je heapsort lepsrt’).

Chtélo by to definovat pro kazdy algoritmus néjakou kvantitativni charakteristiku,
nazvéme ji Casova slozitost (Ci jen slozitost, kdyZ se ‘Casova’ rozumi samo sebou),
podle které pak bude mozné rlizné algoritmy srovnavat. SloZitost ovdem musi
zachycovat ‘dobu béhu’ globalné — tj. pro vSechny pfipustné vstupy, nejen pro
vybranou sadu testovacich pripadu.

Nabizi se zminénou Casovou slozitost algoritmu prosté definovat jako funkci (zob-
razeni), ktera kazdému (pfipustnému) vstupu pfifazuje ‘dobu béhu’ algoritmu na
onen vstup. To ma ovSem nékolik “vad na krase” (napf. pak neni jasné, jak srovna-
vat rychlost algoritmd pracujicich s rliznymi vstupy). Jako vhodné&;jsi (jednodussi a
pfitom postacujici) se ukazuje definovat

slozitost jako funkci velikosti vstupu.

Poznamka. Slozitost (jakozto funkce) méa vétSinou nekonecny definiCni obor (napf.
i v naSem problému tfidéni délku vstupni posloupnosti nijak neomezujeme); nelze
ji tedy zadat vy¢tem hodnot, ale je nutno hledat néjaky kone¢ny popis (napf. alge-
braické vyjaadreni jako 3n* — 4n + 3 apod.).

Vstupl se stejnou velikosti n ovéem miZe byt hodné a vypocty pro tyto jednotlivé
vstupy mohou trvat rliznou ‘dobu’. Co je pak hodnotou slozitosti (tj. zmin&né funkce)
pro n ? Pro praktické Gcely Casto staci pfistup

podle nejhorSiho mozného pfipadu (worst-case),

kdy dané velikosti n pfifazuje ona funkce maximum z ‘dob béhu’ algoritmu na vSech
vstupech velikosti n.

Musi se samozfejme vyjasnit nékolik véci — napft. co je to velikost vstupu. Pozdéji se
k tomu jesté vratime, ted poznamenejme, Ze u naseho problému tfidéni je vétSinou
postacujici velikost vstupu definovat jako pocet ¢lenli zadané posloupnosti (pozdéji
dodame: pokud je velikost Cisel=Clenli omezena).

Pozndmka. Obecné pouZitelné feSeni je chapat velikost daného vstupu jako pocCet
bitll, které vstup zabira (pfi “pfirozeném” zakodovani). Casto Ize vak dostateéné
vysledky analyzy slozitosti dosahnout bez nutnosti uvazovat tuto “nizkou” Uroven
(ktera mUze pridavat zbytecné technické komplikace).
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Jisté jste si povSimli jiného velmi slabého mista v uvedenych definicich: uzivani
pojmu ‘doba bé&hu’. VZdyt napf. pfi rliznych implementacich (v rliznych programo-
vacich jazycich, na rliznych pocitacich apod.) budou ‘doby b&hu’ jednoho a téhoz
algoritmu pro jeden a tentyz vstup réizné ! Jako nejvhodnéjsi exaktni definovani
pojmu ‘doba béhu’ se ukazuje volba néjakého (abstraktniho) modelu pocitace, ke
kterému se pak budeme odkazovat jako k jakémusi referenénimu modelu; dobu
béhu, tj. ‘dobu trvani vypoctu’ (neboli délku vypoctu), pak budeme méfit poctem
provedenych (elementarnich) instrukci.

Modell slouzicich témto c¢ellm byla navrzena cela fada (pozdégji se k tomu jesté
dostaneme). My se ted seznamime se strojem RAM (Random Access Machine),
ktery je Cesky nékdy zvan ‘pocitaC s libovolnym pfistupem’; nazev neni zcela vy-
stizny, znamena prosté to, Ze pristup k libovolné buinice paméti je okamzity (Ci asi
vhodnéji: doba pfistupu k libovolné burice paméti je konstantni).

Abstraktni stroj RAM (Random Access Machine)

Stroj RAM se sklada z programové jednotky, (operacni) paméti, vstupni jednotky
a vystupni jednotky. (Pro ilustraci je vhodny obrazek, Ctenar je vyzyvan, at si jej
nakresli.)

V programové jednotce je zapsan program, tvoreny konecnou posloupnosti in-
strukci (prikaz(), které budou popsany dale. Dale je v ni programovy registr uka-
zujici, ktera instrukce ma byt v daném okamziku provadéna (programovy registr
prosté obsahuje poradové €islo pfislusné instrukce).

Pameét je tvofena potencialné nekonecnym polem pamétovych bunék ocislovanych
(adresovanych) pfirozenymi €isly 0, 1, 2, . . . ; kazda buiika mliZe obsahovat libovolné
velké celé Cislo. Bunky s adresou 0 a 1 maji zvlastni postaveni a nazyvaji se
pracovni registr (burika 0) a indexovy registr (buiika 1).

Vstupni jednotka se skladéa z (potencialné nekonecné) pasky rozdélené na policka,
z nichZ kazdé muzZe obsahovat libovolné velké celé ¢islo, a z hlavy, ktera v kazdém
okamziku sniméa jedno z poliCek pasky. Zakladni krok v Cinnosti hlavy spociva v
precteni obsahu snimaného poli¢ka a posunuti doprava o jedno policko.

Podobnym zplsobem je konstruovana vystupni jednotka, jejiz hlava je vSak
schopna pouze zapisovat do poliCek vystupni pasky a posouvat se zleva doprava
o jedno policko.

V pocatecni konfiguraci (tj. na zaCatku vypoctu) je na urcitém pocatecnim Useku
vstupni pasky uloZen vstup (prvnich n poliek, pro urcité n, obsahuje (vstupni) Cisla
c1,Ca, - . ., Cq; VStUpNI hlava snimé prvni bunku s €islem ¢;). Zbyla policka vstupni
pasky, vSechna policka vystupni pasky a vSechny pameétové buriky obsahuji Cislo
0; programovy registr ukazuje na prvni instrukci programu (tj. obsahuje cislo 1).

Konfigurace (tj. stav vypoctu) se méni krok za krokem provadénim predepsanych

napf. aritmetickou jednotku, umoZznujici provadéni prislusnych operaci).

Nyni uvedeme instrukce stroje RAM, z nichZ Ize sestavovat program (pro nazornost
se ¢tenaf mlze podivat na konkrétni RAM-program — v prvnim sloupci na ‘obrazku’
o nékolik stran dale). Tvary ‘operandl’ instrukci a jejich prislusné hodnoty jsou
patrny z nasledujici tabulky (i je zapis pfirozeného ¢&isla). Za touto tabulkou pak
jiz nasleduje prehled instrukci, logicky rozdélenych do nékolika skupin. (Oznaceni
‘navesti’ zde predstavuje prirozené cCislo, udavajici pofadové cCislo instrukce, ktera
bude provadéna jako nasledujici, dojde-li ke skoku.)
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Tvary operandUl

tvar hodnota operandu

=1 pfimo €islo udané zapisem i

i Cislo obsaZzené v burice s adresou i

*1 Cislo v bunce s adresou i + j, kde j je aktualni obsah index. registru

Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

zapis vyznam

READ do prac. registru se uloZi Cislo, které je v policku snimaném
vstupni hlavou, a vstupni hlava se posune o jedno policko doprava
WRITE vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vystupni pasky obsah prac.
registru a posune se o jedno policko doprava

Instrukce pfesunu v paméti:

zapis vyznam

LOAD operand hodnotou operandu se pfepiSe obsah prac. registru
STORE operand hodnota operandu se pfepiSe obsahem prac. registru
(zde se nepfipousti operand tvaru = 1)

Instrukce aritmetickych operaci:

zapis vyznam

ADD operand  Cislo v prac. registru se zvysi o hodnotu operandu
(tedy pricCte se k nému hodnota operandu)
SUB operand od Cisla v prac. registru se odecte hodnota operandu
MUL operand  Cislo v prac. registru se vynasobi hodnotou operandu
DIV operand Cislo v prac. registru se ‘celociselné’ vydéli hodnotou operandu
(do prac. registru se uloZi vysledek pfislusného celoCiselného délen

Instrukce skoku:

zapis vyznam

JUMP néaveésti vypocet bude pokraCovat instrukci urCenou navestim

JZERO naveésti je-li obsahem prac. registru €islo 0, bude vypocet pokracovat instrukci
ur€enou navestim; v opacném pfipadé bude pokraCovat
nasledujici instrukci

JGTZ navésti  je-li Cislo v prac. registru kladné, bude vypocCet pokraCovat instrukci
ur€enou navestim; v opacném pfipadé bude pokraCovat
nasledujici instrukci

Instrukce zastaveni

zapis  vyznam

HALT vypocet je ukonCen (‘regulérné’ zastaven)
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Jak Ize oCekavat, provedeni instrukce zpravidla také znamena zvySeni programo-
vého CitaCe o jedniCku (vypoCet pokraCuje provadénim bezprostfedné nasledujici
instrukce); vyjimkou jsou pfipady, kdy dojde ke skoku (a také pfipad instrukce
HALT).

Pfedpokladame, ze kdykoli by mélo pfi béhu dojit k nedefinované akci (déleni nulou,
progr. ¢ita€ ukazuje ‘mimo program’, adresa pfi pouziti operandu i vyjde zaporna),
vypocCet se (‘neregulérné’) zastavi.

Znaceni. N v celém textu oznacuje mnozinu vSech pfirozenych cisel {0, 1,2, ...}.

Nyni miZzeme pro RAMy (RAM-programy, chcete-li) exaktné definovat ¢asovou a
pamétovou slozitost (jakozto funkce velikosti vstupu). Pfitom se omezujeme jen na
RAMy, které se pro kazdy vstup zastavi (provedou HALT, pfipadné skonci ‘neregu-
Ieérné’); nekonecnou ¢asovou ani pameétovou sloZitost neuvaZzujeme.

Definice 21.0.27 Velikosti vstupu stroje RAM rozumime pocet bunék (vstupni
pasky), které dany vstup zabira.

Délka vypoCtu RAM-stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet provedeni
instrukci, které M pro dany vstup vykona, nez se zastavi.

Casovou sloZitosti RAM-stroje M rozumime funkci Ty, : N — N, kde Ty (n)
znamena délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorS§im pfipadé; tedy
Ty (n) = max{k |k je délka vypoCtu M nad (n&jakym) vstupem velikosti n }.

Definice 21.0.28 Velikosti paméti RAM-stroje M (potfebné pfi vypoctu) pro kon-
krétni vstup rozumime €islo p+ 1, kde p je maximum z adres bunék, jeZ jsou béhem
vypoctu (nad danym vstupem) navstiveny.

Pamétovou slozitosti (nebo téz prostorovou slozitosti) RAM-stroje M rozumime
funkci Sy, : N — N, kde Sy,(n) znamena velikost potfebné paméti pfi vypoctu M
nad vstupem velikosti n v nejhorSim pfipadé; tedy Sy;(n) = max { k | k je velikost
paméti potfebné pfi vypoltu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.

Pozorny Ctenéf si uz moznéa vSiml podezielého mista v uvedenych definicich: nijak
neomezujeme velikost Cisla, které je mozno uloZit do jednotlivé buriky paméti !
Pritom velikost paméti zabrané danou burnkou (a Cas elementarni operace pracujici
s danou bunkou) chapeme jako jednotku, jinymi slovy uvaZzujeme tzv.

jednotkovou (€i uniformni) miru.

Takto v3ak Ize ‘Sikovné Setfit pamét” kdbdovanim celé série Cisel (napf. matice Cisel)
Cislem jedinym. Podobnymi ‘triky’ se da Setfit i Cas vypoctu (poCet provedenych
instrukci) a ziskané vysledky pak neodpovidaji realité.

Pokud podobny efekt hrozi, uvazuje se misto jednotkové miry

mira logaritmicka:
je-li v bunce uloZzeno Cislo z, pocita se, Ze je takto zabrana pamét velikosti
[log,(|z| + 1) + 1] (pocet bith potfebnych k zapsani z; znaky [ | znamenaji zao-

krouhleni nahoru). Podobné i cena (Cas) provedeni jedné instrukce neni 1, ale je
umérna velikosti Cisel, se kterymi se pfi provadéni instrukce operuje.
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V nasledujici analyze algoritmi pro problém tfidéni budeme uZivat jednotkovou
miru. V tom pfipadé ovéem nasSe analyza mize davat realistické vysledky jen tehdy,
kdyz je velikost tfidénych Cisel (pfedem) omezena (Cisla maji omezeny pocet cifer);
pfesnéji feCeno, kdyZ je rozumné predpokladat, Ze operace jako nacteni Cisla,
porovnani dvou Cisel apod. trvaji konstantni ¢as.

Zkusme nyni naprogramovat algoritmus bubblesort pro RAM a analyzovat jeho Ca-
sovou slozitost. Vysledkem vcelku pfimocarého ‘preloZeni’ dfive uvedeného pseu-
dokddu (Bubblesort — progr. verze) do ‘jazyka’ RAM miiZe byt nize uvedeny program
(pfedpokladame v ném, Ze vstupni posloupnost neni prazdna).

Vlastni RAM-program, tvofeny posloupnosti 69 instrukci je uveden v prvnim
‘sloupci’. V druhém sloupci je tentyZz program v ponékud srozumitelngjsi podobé
— uZiva symbolickych navésti a symbolického adresovani (N=2, J=3, HM=4, I=5,
IPJ=6, POM=7, X=8, A=8; €len A[1] bude uloZen v burce 9, A[2] v bufice 10, A[3]
v bunce 11 atd.). Tfeti sloupec obsahuje komentéare, ze kterych by mélo byt pa-
trno, Ze se skutecné jedna o ‘preklad’ uvedené verze bubblesortu. (Pfipomenme,
Ze vSechny pamétové bunky maji na zacatku hodnotu 0.)

Bubblesort, RAM-verze

01 LOAD =1 ] LOAD =1 {do indexreg. se vloZi }, tj.
02 STORE1 ] STORE1 {prvni volny index pole}A
03 READ | Cykl-vst: READ {natteni dalSiho vstup
04 JZERO 10 | JZERO Kon-vst{0 znamena konec vstlipu
05 STORE*8 ] STORE*A {Alindexreg]:=vstup }
06 LOAD 1 | LOAD 1 { }
07 ADD =1 | ADD =1 {indexreg. se zvysi o 1}
08 STORE1 | STORE1 { }
09 JUMP 3 | JUMP  Cykl-vs{ }
10 LOAD 1 | Kon-vst: LOAD 1 { }
11 SuB =1 | SuB =1 { }
12 STORE?2 | STOREN {N obsah. pocet vst. Cisel
13 LOAD 3 | Cykl-1: LOAD J { }
14 ADD =1 | ADD =1 {J:=J+1 }
15 STORE3 | STOREJ { }
16 LOAD 2 | LOAD N { }
17 suB 3 ] suB J { }
18 JZERO 58 | JZERO Vystup {skok pfi J=N }
19 ADD =1 | ADD =1 { }
20 STORE4 | STOREHM  {HM (hor. mez) = N-J41
21 LOAD =0 ] LOAD =0 { }
22 STORES ] STOREI {I:=0 }
23 LOAD 5 | Cykl-2: LOAD | { }
24 ADD =1 | ADD =1 {I:=1+1 }
25 STORES | STORE| { }
26 ADD =1 | ADD =1 { }
27 STOREG6 ] STOREIPJ {IPJ=I+1 }
28 LOAD 4 | LOAD HM { }
29 SUB 5 | SsuB | { }
30 JZERO 13 | JZERO Cykl-1 {skok pfi I=HM }
31 LOAD 5 | LOAD | { }
32 STORE1 ] STORE1 { }
33 LOAD *8 ] LOAD *A { }
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34 STORES | STORE X {X:=A[l] }
35 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
36 STORE1 | STORE 1 { }
37 LOAD 8 | LOAD X { }
38 SUB *8 | SUB *A { }
39 JGTzZz 41 | JGTZ Prohod{skok pfi X>A[l+1] }
40 JUMP 23 | JUMP Cykl-2 { }
41 LOAD 5 | Prohod: LOAD | { }
42 STORE1 ] STORE1 { }
43 LOAD *8 | LOAD *A { }
44 STORE7 | STOREPOM {POM:=A]l] }
45 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
46 STORE1 ] STORE1 { }
47 LOAD *8 ] LOAD *A { }
48 STORES | STOREX {X:=A[l+1] }
49 LOAD 5 | LOAD | { }
50 STORE1 | STORE 1 { }
51 LOAD 8 | LOAD X { }
52 STORE*8 ] STORE*A {A[l]:=X }
53 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
54 STORE1 | STORE1 { }
55 LOAD 7 | LOAD POM { }
56 STORE*8 ] STORE*A {A[lI+1]:=POM }
57 JUMP 23 ] JUMP Cykl-2 { }
58 LOAD =2 | Vystup: LOAD =1 { }
59 STORE1 | STORE1 {indexreg.:=1 }
60 LOAD *8 | Cykl-vys: LOAD *A { }
61 WRITE | WRITE {write(A[indexreg.]) }
62 LOAD 2 | LOAD N { }
63 SUB 1 | suB 1 { }
64 JZERO 69 | JZERO Konec {skok pfi indexreg.=N }
65 LOAD 1 | LOAD 1 { }
66 ADD =1 | ADD =1 { }
67 STORE1 ] STORE1 {indexreg. se zvysSi o 1}
68 JUMP 60 ] JUMP Cykl-vy$ }
69 HALT | Konec: HALT { }

Spoctéme nyni, kolik instrukci bude provedeno pfi zpracovani vstupu velikosti n (v
nejhorsim mozném pripadé).

Prvni (vstupni) faze vypoctu, od zacatku po prvni pfichod na instrukci s navéstim
Cykl-1, zfejmé zabere ‘Cas’ (tj. poCet provedeni instrukci)

T1=24+Mm+24+3=Tn+7
Podobné tfeti (vystupni) faze, od skoku na Vystup po Konec, zabere zfejmé Cas

T3=2+9(n—1)+5+1=9n—1
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Vice slozitéjsi je analyzovat zbylou (prostfedni) fazi, od prvniho skoku na Cykl-1
po skok na Vystup. Také s pfihlédnutim k nasi progr. verzi bubblesortu neni ovSem
zase tak obtizné odvodit, Ze ona prostfedni faze trva

T2 = (§<10+ (§34> +8>) +6

Poznamenejme, Ze vzdy pfedpokladame ten horSi (tj. delSi k zpracovani) pfipad,
kdy skutec¢né dojde k prohazovani prvki (tj. provadi se ‘podprogram’ Prohod).

Vyraz pro T2 miZeme upravovat standardni manipulaci se sumami napf. takto:

n—1 n—1 n—j n-l
T2 =64+ 18 + 34:6+18(n—1)+z34(n—j):

j=1 j=1 i=1 j=1

n—1 n—1
=18n—12434) n—34) j
j=1 j=1

Dosadime-li za prvni sumu n(n — 1) a za druhou sumu (1 +2+ ...+ n—1) =
(n/2)(n — 1), odvodime pak jiz pfimoCarymi Gpravami vztah

T2 =1Tn% +n — 12

Celkovy Cas potfebny pro zpracovani vstupu velikosti n je tedy T1 + T2 + T3 =
17n2 4+ 17n — 6. Oznacime-li ndS RAM-stroj M a jeho ¢asovou slozitost 7', ukazali
jsme tak, Ze pro kazdén > 1 je

Tyr(n) = 1Tn* +17n — 6
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Slozitost algoritmu. Model Navrh a analyza konkrétnich
RAM. (rychlych) algoritmU

Kapitola 22

Odhady slozitosti; znacCeni O a;.

Strucny obsah: Znaceni pouzivané v odhadech slozitosti (O, ©, o, 2, w) a jeho
vyznam. llustrace analyzy primérného pfipadu na prikladu quicksortu.

Cil kapitoly:

Umeét vysvétlit a pouzivat znaceni O, O, o, (2, w uzZivané v
odhadech slozitosti. Umét vysvetlit vyznam a ilustrovat klady
a zapory analyzy slozitosti v nejhorSim mozném a priimérném
pripadé.

Studijni cile: Umét vysveétlit a pouZivat znaCeni O, ©, o, 2, w uZivané v odhadech
slozitosti. Umét vysvétlit viznam a ilustrovat klady a zapory analyzy slozitosti v
nejhor§im moZném a primérném pripadé.

P¥i analyze Casové sloZitosti bubblesortu jsme vidéli, Ze pfesné (algebraické) vy-
jadreni funkce T}, neni technicky UplIné trivialni dkol jiz u velmi jednoduchého pro-
gramu. U vétSich a komplikovangéjSich programi by uzZ takovy postup byl nesmirné
narocny.

Pro nase Gcely (srovnavani algoritmé) nastésti pfesné vyjadreni ¢asové sloZitosti
neni nutné; vétSinou postaci ‘rozumny’ odhad pfislusné funkce T',;. Napf. v naSem
pripadé jsme T, vyjadfili ve tvaru Ty, (n) = an®+bn+c, kde a, b, cjsou konstanty (a =
17, b = 17, ¢ = —6). KdyZ nam nezalezi na pfesné hodnoté onéch konstant, mohli
jsme analyzu urychlit (misto pfesného pocitani jsme konstanty mohli odhadovat
shora — s urCitou rozumnou rezervou) a dospét tak k (hornimu) odhadu napf.
T (n) < 20n* + 50n + 100.

VSimnéme si, Ze pro ziskani podobného odhadu jsme bubblesort ani nemuseli fy-
zicky programovat pro RAM — pokud jiZ mame urcitou programatorskou zkuSenost,
dokazeme Casovou slozitost odhadnout napf. jiz z pseudokddu (promyslete sito !).

Uvédomme si dale, Ze v naSem vyjadreni Ty, (n) = an® + bn + ¢ ma ‘nejvétsi vahu’
¢len an?. Byt by byla konstanta a ‘hodné mensi neZ’ b (ale samoziejmeé kladnd),
vzdy od jistého n vySe je hodnota an? (€¢im dal vyraznéji) vétsi nez hodnota ‘zbytku’
bn + c; exaktnéji feCeno

b
n+c:0

lim
n—oo  an?
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Znaceni O, 0, o, Q, w

Ono soustfedéni se na ‘rozhodujici ¢len’ a zanedbavani pfesnych hodnot konstant
nas vede k tzv. znaceni velké-O. O nami zjisténé funkci Ty(n) = 17n* + 17n — 6
pak prosté fekneme T);(n) € O(n?).

Pfesnéji uvedeme znaceni velké-O takto:

Definice 22.0.29 Pro libovolné funkce f,g : N' — N fekneme, Ze f € O(g), ozna-
Cujeme té€z f(n) € O(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati (3k € N)(3ng € N)(Vn > ng) :
f(n) <k-g(n).

Je-li f(n) € O(g(n)), Fikame také, Ze f(n) roste fadové nejvySe jako g(n). O(g(n))
tedy slouzi jako ur€ity horni odhad funkce f(n).

Kdyz tedy fekneme, Ze “bubblesort je v O(n?)” (coZ rozumime jako zkratku pro
“Casova slozitost algoritmu bubblesort je v O(n?)"), pak neni vylouceno, Ze jej Ize
(shora) odhadnout Iépe. Ve skutec¢nosti je ovdem funkce n? pro bubblesort nejen
hornim, ale i spodnim (fadovym) odhadem (pro¢ ?). K vyjadreni podobnych fakt(
se vedle O hodi i dalSi znaceni (f, g jsou libovolné funkce f,g : N' — N; pro
prehlednost zde opakujeme i definici O):

e f € O(g), oznaCujeme téz f(n) € O(g(n)), pravé kdyz plati
(Fk e N)(Fng e N)(Vn >ng) : f(n) <k-g(n)

e f€0(g), nebo f(n) € ©(g(n)), znamena, ze f € O(g) a g € O(f).

)), praveé kdyz plati

e f co(g), 0znaCujeme téz f(n) € o(g(n
): n) < g(n)

(Vk € N)(3ng € N)(Vn > ng

(
(g(n)), pravé kdyz plati g € O(f), tj.
(Fk € N)(3ng € N)(Vn > no) : (n) > g(n)

e f € w(g), oznaCujeme téz f(n) € w(g(n)), pravé kdyz plati g € o(f), tj.
(Vk € N)(Fng € N)(Vn >ng) : f(n) > k- g(n)

k- f
e f € Q(g), oznaCujeme téz f(n) €N
k- f

Znaceni O, o hraji roli neostrého resp. ostrého horniho odhadu, znaceni €2, w roli
neostrého resp. ostrého dolniho odhadu. (Jakou roli hraje znaceni © ?)

Jak uZ jsme se zminili, uvedena znaceni se vyuZivaji napf. pro moznost stru¢ného
vyjadreni pfi analyze Casové slozitosti (podobné samozfejmeé i u prostoroveé slozi-
tosti) konkrétniho algoritmu, resp. pfisluSného (tfeba ani fyzicky nesestrojeného)
RAM-stroje M, kdy nam vétSinou postaci jen urcity odhad (rlistu) funkce T, odhad,
v némz se zanedbavaji konstatni faktory.

Poznamka. Misto f(n) € O(g(n)) (podobné pro dalSi znaceni) se nékdy (s védomim
zamérné nepresnosti) piSe f(n) = O(g(n)); tato notace je pak vyhodnéjsi napf. v
rovnicich, v nichz se znaceni O a dalSi vyskytuji.

Rikame pak také napf. ‘€asova sloZitost algoritmu XY je O(n?)" misto pfesnéjsiho
‘L..jevo(n?).
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K bubblesortu mlizeme dodat, Ze je v ©(n?). Potom fakt (ktery se da pfimocare
ukazat), ze heapsort je v O(nlogn) (je i v ©(nlogn)), skuteCné prokazuje, ze
heapsort je lepSi nez bubblesort (pro dostatecné velké vstupy).

Poznamka. Ctenéf je vyzyvan, at si provede srovnani rlistu funkci n, nlogn, n?, n?,
2", nl, n" apod.

Je potfeba si také ujasnit, Ze napf. (jenom) fakt, Ze algoritmus A ma slozitost ©(n?)
a algoritmus B ma sloZitost O(nlogn), znamend, Ze A je zarucené rychlejsi nez
B jen asymptoticky, tj. pro ‘dostatecné velké’ hodnoty. (ZaleZzi totiz na konstantach
skrytych v znaceni ©, O atd.)

NejhorsSivs. priimérny pfipad

Zamysleme se na chvili nad zvolenym pfistupem tzv. nejhorSiho moZného pfipadu.
Méli bychom si byt alespon védomi, Ze tento pfistup nemusi vZdy poskytovat smé-
rodatné vysledky pro praxi.

Bézné se tento fakt ilustruje na pfikladu dalSiho algoritmu tfidéni, tzv. quicksortu.
Jeho €asova sloZitost z hlediska nejhor§iho mozného pfipadu je ©(n?), pfitom v
praxi je ale rychlejSi nez napt. heapsort (ktery ma sloZitost ©(nlogn)). Da se totiz
ukazat, Ze sloZitost quicksortu z hlediska prlimérného pfipadu je také ©(nlogn),
pficemz prisluSna konstanta je mensi neZ u heapsortu.

Poznamka. Jak ¢tenar ocekava, u primérného pripadu vyjadfuje T'(n) primér z
délek vypoctl pro vdechny vstupy velikosti n. Pfedpoklada se tedy rovnomérné
rozloZeni pravdépodobnosti na mnoZiné vstupt. (Ve specifickych pfipadech mize
mit samozfejmé smysl uvaZovat i jiné rozloZeni.)

Obvykle je ovSsem analyza priimérného pfipadu té€zsi nez analyza nejhors$iho moz-
ného pfipadu. U nami dfive uvedené verze bubblesortu je sice vcelku zfejmé, Ze
algoritmus ma slozitost ©(n?) i v prlmérném pfipadé (proc ?), u dale pfipomenutého
quicksortu uz analyza tak zfejma neni. Algoritmus quicksort (ktery pro parametry
A, p,q sefadiv poli A prvky A[p], A[p+1],..., Alr] vzestupné) zde pfipomeneme jen
pseudokodem.

104



procedure Quicksort(4,p,r) ;

if p<r

then
q := Partition(A, p, r)
Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A, g+1,7)

procedure Partition(A, p,r) ;
x:=Apli=p—1,j:=r+1;
while TRUE
do
repeat j := j — 1 until A[j] < x;
repeat i := i+ 1 until Al;] > z;
if ¢ < jthen exchange A[i], A[j] else return j

Poznamka. Analyza slozitosti primérného pfipadu bude pfedmétem referatu na
cviceni.
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Odhady sloZitosti; znaceni O Prohledavani
aj.

Kapitola 23

Navrh a analyza konkrétnich
(rychlych) algoritmd

Struény obsah: Obecné metody navrhu algoritmd. Konkrétni algoritmy a jejich ¢a-
sova slozitost: algoritmy pro prohledavani (binarni hledani, max. vzdalenost v po-
lygonu), metoda ‘rozdél a panuj’ (merge sort, nasobeni matic), ‘greedy’ (tj. hltavé)
algoritmy (vybér aktivit, minimalni kostra), dynamické programovani (nejdelsi spo-
leCn& podsekvence, ndsobeni fetézce matic).

Cil kapitoly:

Umét vysvetlit podstatu probiranych metod. Umét ilustrovat
vhodnost pouziti jednotlivych metod a porozumét souviseji-
cim otazkam analyzy slozitosti.

Studijni cile: Umét vysvétlit podstatu probiranych metod. Umét ilustrovat vhodnost
pouZiti jednotlivych metod a porozumét souvisejicim otazkam analyzy slozitosti.

V této Casti si pfipomeneme zakladni obecné metody navrhu algoritm. Budeme je
ilustrovat na pfikladech, které budeme analyzovat z hlediska ¢asové sloZzitosti.

106



Pfedchazejici Obsah Dalai
Navrh a analyza konkrétnich Metoda ‘rozdél a panuyj’
(rychlych) algoritm{

23.1 Prohledavani

Soucasti feSeni mnohych problémU je nutnost prohledani jakéhosi prostoru (ktery
obsahuje napf. vSechna ‘pfipustna feSeni’, z nichZ je potfeba vybrat optimalni).
Pfikladem je hledani zadaného prvku v utfidéném seznamu, napf. jména v telefon-
nim seznamu

‘Naivni’ algoritmus zaloZeny na mySlence

projdi sekvencné vSechny prvky seznamu, pfiCemz kazdy z nich porov-
nas se zadanym

ma ocividné slozitost ©(n) (jako velikost vstupu bereme pocet prvkdl v seznamu).
Ctenar ale zajisté feSi tento problém v praxi jinak a je schopen navrhnout algoritmus
se slozitosti ©(log n). (Zde je oviem predpokladan primy pfistup k prvklim seznamu

— u stroje RAM je tedy O(logn) relevantni, pokud je jiz seznam uloZen v paméti).
Uvedme dalSi problém:

Nazev (oznaceni) problému: Max. vzdalenost v polygonu

(O&ekavany) vstup: konvexni polygon v dvourozmérném prostoru — za-
dany posloupnosti vrcholl (zy1,y1), (22, y2), - - - (Tn, yn) (‘dokola’, napt. ve
smeéru hodinovych rucicek)

(Pozadovany) vystup: dvojice vrcholll s max. vzdalenosti.

Je pfirozené povaZovat n, tj. pocet vrcholll, za velikost vstupu.

Velmi jednoduSe Ize navrhnout algoritmus, ktery pfi hledani maxima probira
v8echny dvojice vrcholll. Ten pak ma celkem ocividné sloZitost ©(n?). OvSem pfi
urcitém vétSim vhledu a zamysleni se nad problémem neni téZké navrhnout algo-
ritmus se slozitosti ©(n). Klicem je idea prohledavani jen “perspektivnich” (konkrét-
néji: “protilehlych”) dvojic. (Zkuste domyslet pofebné detaily !)
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Prohledavani ‘Greedy’ algoritmy

23.2 Metoda ‘rozdél a panuj’

Casto pouzitelnou metodou pfi feSeni ‘velkého’ Gkolu (tj. nalezeni vystupu pro
‘velky’ vstup urcitého problému) je rozdéleni na podukoly, jejich vyfeSeni a nalezeni
hledaného vystupu zkombinovanim mezivysledkl ziskanych z podukol.

Jestlize zminéné podukoly spocivaji v feSeni téhoz problému pro mensi vstupy,
nabizi se rekurzivni algoritmus.

Péknym prikladem je utfidéni (velké) posloupnosti Cisel. Tu je moZné rozdélit na dvé
Casti, utfidit kazdou zvlast a vysledky pak ‘slit’ dohromady. Rekurzivni algoritmus
zaloZeny na této myslence se nazyva Mergesort.

Oznacime-li T'(n) €as, ktery Mergesort spotfebuje pfi setfidéni posloupnosti délky
n, je zfejme, ze plati

e T(1) = ©(1) (©(1) znamena prosté n&jakou konstantu)
e pron>2:T(n)=T(|n/2]) +T([n/2]) + f(n)

Zde f(n) znamen4 Cas potfebny k slévani a ziejmé je f(n) = ©(n).
Pomineme-li zde nepodstatné komplikace se zaokrouhlovanim (napf. vSechny
zlomky si mizeme predstavovat zaokrouhlené nahoru), miizeme psat

T(n) =2T(n/2) + O(n).
Da se ukazat (napf. dosazenim) Ze feSeni uvedené rekurentni rovnice spliuje
podminku T'(n) = ©(nlogn) (stejné jako tomu bylo u heapsortu).

Dale uvedeme obecné tvrzeni, které je uziteCnym nastrojem pro feSeni podobnych
rekurentnich rovnic.

Tvrzeni 23.2.1 Nechta > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N' — N) a pro
funkci T : N' — N plati rekurentni vztah

T(n) =aT(n/b) + f(n).

Pak plati:
1. Je-li f(n) = O(n°) ac < log,a, pak T'(n) = O(n'°s ).
2. Je-li f(n) = ©(n'# ), pak T(n) = ©(n'&+2 - logn).
3. Je-li f(n) =0©(n°) ac>log,a, pak T'(n) = O(n°).

Dikaz alespoii nastinime, a sice pro pfipad T7'(n) = aT'(n/b) + n°. (Problémy se
zaokrouhlovanim ignorujeme.)

Pfedstava rekurzivniho vypoctu hodnoty 7'(n) vede pfirozené k a-arnimu stromu,
jehoZ hloubka je log, n; pocCet listd je tedy a'°:™ neboli n'*#:@ (je totiZ log, a°%" =
(log, n) - (log, a) = log, n'*%?).

108



Pfedpokladame-li rovnou, ze T'(1) = 1, pak se 7T'(n) rovna nasledujicimu souctu:

nc+a(2>c+a2 <£>C+ +a1°gb”<—n )c:
b b2 plogy n

— e c(a)+_c(a)2+ +_c<a)b&”_
=n‘+n m n e oot n m =

= (1 ) G ()

Pfipomenme si soucet (zacatku) geometrické fady

qk—i-l -1
l+q+¢+...+¢"=—-—
qg—1
v “ z o] i1
V pfipadé 0 < g < 1 mame >~ ¢ = yurt
v pfipadé ¢ = 1mame YF d=k+1a
wr - , k i k+1
v pfipadé€ ¢ > 1 mame -7 ¢' = 1 — 23 = O(¢").
Tedy v pfipadé
o - <1(t.log,a < c) mame
1
T(n) < ncl — =0(n°)

=1 (tj. log, a = ¢) mame

Ile

T(n) = n°(1 +log, n) = O(n'& *log, n)

> 1 (tj. log, a > ¢) mame

=

~

a )logb n+1 1 1

be [ I

(n) =n- (

Tedy T(n) = O(n° - n'*®ic). Jelikoz log, 2 = log,a — log, b¢ = log,a — «,
dostavame T'(n) = O(n'°s» ).

VSimnéme si, Ze u nasSeho pfikladu Mergesort nastaval 2. pfipad (¢ = 2, b = 2,
f(n) = ©(n) = ©(n'9922)), coz dava onen vysledek T'(n) = ©(nlogn).
Podivejme se ted na problém nasobeni matic

Nazev (oznaceni) problému: Nasobeni dvou matic

(Ocekavany) vstup: dvé ¢tvercové matice A, B rozmérlin x n
(Pozadovany) vystup: matice C' tz. C' = AB.

Pfedpokladame, Ze prvky matice jsou cela cCisla (omezené velikosti). Z hlediska
naseho vniméani je zde vhodné jako velikost vstupu povazovat Cislo n, ackoliv
pocet zadavanych cisel je ©(n?) (je pro nas totiz pfirozenéjsi tvrzeni ‘program za 1
minutu zvladne nasobeni matic 800 x 800’ nez ‘... matic s 640000 prvky’).
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Presvédcte se, Ze bézny algoritmus (podle definice nasobeni) ma slozitost ©(n?),
da-li se omezit konstantou Cas pro provedeni jedné aritmetické operace. (Tento
odhad se samozfejmé vztahuje k uvedenému chapani velikosti vstupu. Kdybychom
jako velikost vstupu brali pocet vstupnich ¢isel, dostali bychom odhad ©(n!5) 1)

Podivejme se, jestli pfistup ‘rozdél a panuj’ pfinese zlepSeni. Omezime se na zkou-
mani pripad, kdy n je mocninou dvojky (jinak bychom toho mohli docilit pfislusnym
doplnénim matic nulami, ¢imz by se velikost vstupu zvétSila méné nez dvakrat).

Matice A vznikne ‘pfirozenym poskladanim’ ze &ty étvercovych matic rozmérd
n/2 x n/2, oznacme tyto matice A;;, Az, Asi, Asn. Podobné oznaCme pfisludné
podmatice pro B a C'. Snadno ovéfime, Ze

Cn = A By + ApBy
Cio = A11Big + A12Ba
Oy = A1 Bii + Az By
Cyo = A1 Big + A2 Ba

Pro Casovou slozitost 7'(n) odvodime z tohoto postupu rekurentni vztah
T(n) = 8T (n/2) + 6(n?),

coz da rovnéz feSeni T'(n) = O(n?).
Strassen ovSem vymyslel postup, pfi kterém se jedno nasobeni da usSetfit (za cenu
zvySeni poctu scitani), a kde pak pfislusna rovnice je ve tvaru

T(n) =TT(n/2) + ©(n?).

Vysledna slozitost T'(n) = ©(n'°27) (pozn.: log, 7 je zhruba 2.81) je asymptoticky
lepSi nez u standardniho algoritmu.

(Postup ve Strassenoveé algoritmu a dalSi jeho aspekty budou diskutovany na cvi-
ceni.)
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23.3 ‘Greedy’ algoritmy

Slovo ‘greedy’ zde budeme prekladat jako ‘hltavy’ (autor si neni védom zauZzivaného
Ceského terminu).

HIltavy pfistup se osvédcéuje u nékterych optimalizacnich problémd. Jsou to pro-
blémy, u nichz je tfeba udélat fadu rozhodnuti — lokalnich krok{. Hltavy pfistup

Vo wrws

Prislusny algoritmus je pak vétSinou velmi jednoduchy, ovSem pouZitelny pro dany
problém je jen tehdy, jestlize série onéch lokalné nejnadéjnéjSich rozhodnuti sku-
teCné vede ke globalné optimalnimu feSeni. Tuto péknou vlastnost samoziejmé
nemaji vSechny optimaliza¢ni problémy a diikaz toho, Ze dany problém (resp. dany
hitavy pFistup) tuto vlastnost ma, je ¢asto obtiZzny (obvykle mnohem obtiZznéjsi nez

navrh pfislusného algoritmu).
Uvedeme priklad GspéSného pouZiti hitavého algoritmu:

Nazev problému: Vybér aktivit

Vstup: mnoZina konecné mnoha aktivit {1,2,...,n} s pevné ur€enymi
Casovymi intervaly (si1, f1), (S2, f2), -+ (Sn, fn), kde (Vi,1 <i<n):s; <
fi

Vystup: mnozina obsahujici nejvétsi mozny pocet vzajemné kompatibil-
nich aktivit (tj. aktivit s vzajemné se neprekryvajicimi intervaly)

Je moZné si napf. predstavit, Ze mame dan seznam, kde kazdy prvek seznamu je
néjaka prednaska, cviceni, skolent, Ci jina aktivita s pevné pridélenou dobou konani
(tj. s pfidélenym pocCatkem s a koncem f). Jde o to, umistit maximum z téchto
aktivit do jedné poslucharny. Poznamenejme nejdfive, Ze pfistup hrubou silou,
spocivajici v provéreni vdech moznych vybérll aktivit, je exponencialni sloZitosti
(Sasova slozitost pfisludného algoritmu je 2°) a jiz pfi ‘malém’ n nepouzitelny.

Hitavym zplsobem mUzZeme fesit problém napf. takto:

Dokud to jde, opakuj nasledujici krok:

vyber aktivitu, kterd je kompatibilni s dosud vybranymi (na zacatku
nejsou vybrany zadné) a skonci co nejdfive (kdyz je takovych vic, tak
kteroukoli z nich).

Hltavost, ¢i maximalni ‘lokalni nadéjnost’ spociva v tom, Zze po kazdém takovém
vybéru zbyde maximum ¢asu pro dalSi aktivity.

Poznamka. VSimnéme si jisté ‘nedeterministi¢nosti’ naseho problému — k danému
vstupu mdlze uvedené podmince odpovidat vice vystupll. | uvedeny postup neni
plné deterministicky (pro¢ ?). Re&ime-li takovy problém (deterministickym) algo-
ritmem, upfednostiiujeme vlastné vzdy jeden vystup mezi vSemi moznymi. Tak je
tomu i v dale uvedeném pseudokodu.

Je ziejmé, Ze je uZiteCné aktivity nejdfive setfidit podle koncovych ¢asl; to je
moZzné udélat néjakym znamym algoritmem v Case O(n log n) (pocCet aktivit budeme
povazZovat za velikost vstupu).
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{pFedp., Ze poc. Casy jsou jiz v poli s}
{a konc. Casy v poli f}
{dale jiz predp. f[1] < f[2] < ... fln].}
{kde n pfedstavuje pocet aktivit}
A:={1};j:=1,
fori:=2tondo

if s[i] > f[j] then

(A:=AU{i}; j:=1)

{vybr. aktivity jsou v mnoz. A}

V uvedeném pripadé je dikaz faktu, Ze hltavy pfistup skutec¢né vede k optimalnimu
feSeni, celkem snadny. (Indukci podle poctu aktivit n.)

Jak jsme jiz uvedli, pocet aktivit n je zde pfirozenou mirou velikosti vstupu a snadno
odvodime, Ze uvedeny algoritmus ma slozitost ©(n), kdyz pfredpokladame, Ze ak-
tivity jsou jiZ utfidény podle koncovych ¢asd.

Typickym prikladem GUspéSného pouZiti hitavého pfistupu je problém minimalni
kostry v grafu (., oznacuje mnoZinu vSech kladnych celych Cisel):

Nazev problému: Minimalni kostra

Vstup: neorientovany souvisly graf G = (V, E¢), ohodnoceni hran f :
EG — N_|_

Vystup: graf H = (Vig, Ex), kde Vi = Vg a Ey C Eg, ktery je souvisly a
pritom > . f(e) je minimalni.

Jednou moZnou interpretaci je problém stavitele Zeleznic. Ma danu mnoZinu mést
(vrcholll grafu) a dale vSechna mozna spojeni mezi dvojicemi mést, kudy je mozné
vést Zeleznici. Kazdému takovému moznému spojeni (hrané grafu) odpovidaji ur-
&ité naklady na postaveni Zeleznice (ohodnoceni p¥islusné hrany). Ukolem stavitele
je postavit Zeleznici tak, aby kazdé mésto bylo spojeno s kazdym (pfipadné pres
dalSi mésta) a aby naklady stavby byly co nejmensi.

Opét poznamenejme, Ze pristup hrubou silou (probrani vSech moznosti postaveni
Zeleznice) vede k exponencialnimu algoritmu a nepfipada pro vétsi vstupy v Gvahu.
VSimnéme si nyni, Ze feSeni (tj. graf H) je urcité stromem; kdyby ne, obsahoval
by cyklus a mohli bychom pak pfi zachovani souvislosti jednu hranu odstranit a
dostat tak lepSi feSeni. Jednou z ‘hltavych’ moznosti je nasledujici pfistup ‘liného’
stavitele:

Postav nadraZi v libovolném mésté.

Dokud to jde, opakuj:

k dosud postavené Zeleznici pfipoj co nejlevnéjsi Usek (hranu), oviem
tak, aby nevznikl cyklus.

Tento postup je zachycen nasledujicim pseudokédem. (Zde nechavame urcity ne-
determinismus i v pseudokbdu; samoziejmé jakykoli deterministicky vybér z pfi-
slusnych moznosti vede k cili — tj. k jedné z minimalnich koster grafu).

{pfedp., Ze jsou dany Vg, Eg, [}
zvol lib. u € Vg; Vi :={u}; Ey = 0; M := Vg — {u};
for each v € M do

if (u,v) € Eg
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then (otec(v) := u; d(v) := f((u,v)))
else d(v) := oo;
while M # () do
najdi v € M tZ. d(v) = min{d(w) | w € M},
Vi =V U{v}; Eg = Eg U{(v,otec(v))}; M := M — {v};
for each w € M do
if (v,w) € Eg and f((v,w)) < d(w
then (otec(w) = v; d(w) := f((v,w)))
return H = (Vy, Ey)

Neni samozfejmé, Ze tento pristup vede k optimalnimu feSeni, a je to potfeba
dokéazat.

UkaZme sporem. Uvazujme prvni situaci, kdy nas algoritmus k dosud vytvofenému
stromu 7', ktery je (dosud) podgrafem né&jaké minimalni kostry K, pfida hranu (u, v)
zplisobici, Ze takto vznikly strom (jiz) neni podgrafem zadné minimalni kostry. V K
ovSem vede cesta z u do v pfes né&jakou hranu (z,y), kde z € T'ay ¢ T'. Odejmu-li
ovSem z K hranu (z,y) a pfidam (u, v), dostanu opé&t minimalni kostru (promyslete
sito !), cozZ je spor.

Pokud za velikost vstupu povaZzujeme pocet vrcholl n (kolik hran pak graf mize
mit ?), je sloZitost uvedeného algoritmu ©(n?). Poznamenejme, Ze existuji i jiné
algoritmy; pro jejich srovnani je pak vhodné uvazovat sloZzitost jako funkci dvou pa-
rametr(l: po¢tu vrcholl n a po¢tu hran m (jeden z nich ma napf. slozitost O(m logn)).
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23.4 Dynamické programovani

Pojem ‘dynamické programovani’ pochazi z teorie fizeni a nema nic spole¢ného s
béZnym vyznamem tohoto souslovi v oblasti programovani poc¢itaclti. Zde se jedna
0 nazev metody, pfi které se problém feSi pomoci postupného (vyplfiovani ‘tabulky’)
feSeni podproblému (od nejmensich po nejvétsi). (Néktefi autofi hledaji jiné nazvy,
napf. dynamické planovani).

Metoda dynamického programovani je jakymsi limitnim pfipadem metody ‘rozdél
a panuj’. Reseni (velké) instance (tj. vstupu) problému také spo&iva v kombinaci
vysledkl podikold; jelikoZ ovSem pfi feSeni rliznych podukold by mnohokrat do-
chazelo k feseni spoleénych podpoduakolll (atd.), je lepsi rekurzivni feeni (pfistup
shora-dol{) nahradit pfistupem zdola-nahoru: nejdfive se vyfesi vSechny potfebné
elementarni (nejmensi) Gkoly, z jejich feSeni pak odvodime feseni vétsich Ukoll, z
nich pak feSeni jesté vétSich atd. az ziskame feSeni naSeho (velkého) tkolu.
Tento pfistup se nékdy uplatni u optimalizacnich Gloh, u kterych selhavaji hltavé
algoritmy.

Jednim z typickych pfiklad{ je problém nalezeni nejdelSi spole¢né podsekvence.
Rekneme, 7e slovo (fetézec, posloupnost) u je podsekvenci slova v, jestlize
dostaneme z v vymazanim nékterych (tfeba zadnych) vyskytll symboll (Elend po-
sloupnosti). Instanci zminéného problému jsou dvé slova v, w a Ukolem je najit
nejdelsi slovo u, které je podsekvenci slova v i slova w.

Podrobnéji budeme metodu dynamického programovani ilustrovat na jiném pfi-
kladu:

Nazev problému: Nasobeni fetézce matic

Vstup: fetézec matic A A, ... A,

Vystup: plné uzavorkovany soucin A;A, ... A, tZ. pfi pouZiti standard-
niho algoritmu nasobeni matic se vykona minimalni pocet skalarnich
nasobeni.

Pfipomenme, Ze soucin matic AB, kde A marozmeéry k x £ a B marozméry m x n,
je definovan jen v pfipadé ¢ = m (vysledna matice ma rozméry k& x n); pocet
potfebnych skalarnich nasobeni je zde k/n.

Budeme tedy pfedpokladat, ze pro kazdé i, 1 < i < nmamatice A; rozmeéry p;_1 X p;,
kde po, p1, - . . , pn jSOU pFisluSna cela kladna Cisla. VSimnéme si, Ze vlastné tato Cisla
jsou podstatna v nasem problému, nikoli hodnoty prvk{ jednotlivych matic.

Navic pfipomefnime, Ze ndsobeni matic je asociativni, takZe nezalezi na pofadi na-
sobeni dvojic matic, které zvolime pfi vypoctu soucinu A; A . .. A, (pofadi nasobeni
dvojic matic jednoznacné urCime pfislusnym vioZzenim zavorek).

Ctenér se snadno presvédéi (konstrukci jednoduchého prikladu), Ze poéty potieb-
nych skalarnich nasobeni se pfi rliznych uzavorkovanich mohou vyrazné lisit.
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Da se také ukazat, Ze poCet moznych uzavorkovani roste s rostoucim n exponenci-
alné, takZe probrani vSech moznosti nepfipada v Gvahu (s vyjimkou malych hodnot
VSimnéme si, Ze optimalni vynasobeni fetézce A;A,... A, lze popsat tak, Ze
nejdfive se optimalné vynasobi fetézec A, A, ... Ay, potom fetézec A, 1 Akio... A,
a na zaver se vynasobi ziskané dva mezivysledky; £ je ovSem (neznamy) ‘optimalni

vvvvvvv

Zminény optimalni index oznacime s[1, n]; obecné si, j] (1 < i < j < n) oznaCuje
optimalni index pfi nasobeni fetézce A; A, ... A;. Ozname dale jako m|i, j] poCet
skalarnich nasobeni pfi optimalnim vynasobeni fetézce A;A; 4, ... A; (zde pfipous-
time i rovnost i = j; pochopitelné m[i, ] = 0). VSimnéme si, ze je-li s[i, j| = k, pak
mli, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi—1pep;-

Nasledujici procedura, parametrizovana vektorem ¢isel (rozmérli matic) p =
(po, p1, - - -, pn) POStupné vyplni ‘tabulky’ m a s:

Matrix-chain-order(p)
n = length(p) — 1;
for i :=1to ndo m[i,i| :=0;
for (:=2tondo
fori:=1ton—-/¢+1do
Jji=1i+L—1;ml[i,j| = oc;
fork:=itoj—1do
q = mli, k| +m[k + 1, j] + pi_1papj;
if ¢ < mli,j] then (m[i, j] .= ¢; s[i, j] == k);
return m, s

Je snadné vyvodit, Ze sloZitost Matrix-chain-order je O(n?) (a také Q(n®), tedy
©(n?)). Vlastni program nasobeni fetézce A, A, ... A,, oznatme tento fetézec A,
pak spociva ve vytvoreni tabulky s pomoci procedury Matrix-chain-order (volané pro
prislusny vektor rozmérd) a v nasledném vyvolani Matrix-chain-multiply(A, s, 1, n),
kde procedura Matrix-chain-multiply je rekurzivné definovana takto:

Matrix-chain-multiply (A4, s, i, )
if j >i
then
X :=Matrix-chain-multiply(A, s, 7, s[i, j])
Y :=Matrix-chain-multiply(A4, s, s[i, j] + 1, 5)
return X -Y
else
return A;
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Kapitola 24

Problémy, tfidy sloZitosti problému,
horni a dolni odhady

Struény obsah: Dalsi poznamky k analyze sloZitosti algoritm{. Vymezeni pojmu
‘problém’ (nebo téz ‘vypocetni problém’); specialni pfipad ANO/NE problému (tj. tzv.
rozhodovaciho problému). Slozitost problému; tfidy Casové a prostorové slozitosti.
Algoritmy jakoZto horni odhady. Dolni odhady, obtiZznost jejich ziskavani. Mezery
mezi znamymi hornimi a dolnimi odhady slozitosti problémd.

Cil kapitoly:

Umét definovat a ilustrovat pojem ‘problém’, umét vysvétlit
zplsob definice sloZitosti problému, hornich a dolnich od-
had{. Schopnost vSe ilustrovat na prikladech.

Studijni cile: Umét definovat a ilustrovat pojem ‘problém’, umét vysvétlit zplisob
definice sloZitosti problém, hornich a dolnich odhad(. Schopnost v3e ilustrovat na
prikladech.

Poznamka. Kromé vyrazl ‘stroj RAM’ ¢i ‘RAM-stroj’ budu uZivat jen zkratku ‘RAM’;
budu napf. mluvit o sestrojeni RAMu apod.

Dal$i poznamky k slozitosti algoritm(

Vratime se k nékterym vécem tykajicim se (Casové ¢i pamétoveé) slozitosti algoritmd,
o kterych jsme zatim explicitné moc nemluvili, ale kterych bychom si méli byt velmi
dobfe védomi.

Zatim jsme pFesné definovali pojem Casové (a prostorové) slozitosti RAMu. Vétsi-
nou jsme ale uvedli algoritmus zapsany pseudokédem a hovofili jsme o sloZitosti
tohoto algoritmu. Striktné vzato bychom ale vzdy misto o slozitosti algoritmu A méli
hovofit o sloZitosti RAMu M 4, ktery je mozné k algoritmu A v podstaté mechanicky
sestrojit (tj. ktery by byl z A vytvofen urCitym ‘pfekladacem’).
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Nedefinovali jsme ovSem, jaké pfikazy se mohou objevovat v pseudokédu, ani jsme
samoziejmé nedefinovali pfislusny prekladac. MICky jsme vlastné udélali urcitou
Umluvu: provedli jsme konstrukci pfislusného RAMu jen pro nékolik malo algoritm{
zapsanych pseudokédem a spoléhame se na to, Ze algoritmy popisujeme vzdy
dostatecné podrobné k tomu, abychom v pfipadé potfeby mohli pfislusny RAM
pfimocCare zkonstruovat. Pfitom samoziejmé predpokladame, Zze zminénou pfimo-
¢arou konstrukci bychom vSichni dospéli v podstaté k jednomu a témuz RAMu.
To ‘jednomu a témuz’ nelze brat Gplné doslova, staCi samoziejmé, ze prislusné
RAMy by mély v podstaté stejnou slozitost — to jest, mohly by se liSit v konkrétnich
poctech instrukci realizujicich ten €i onen pfikaz pseudokédu, coZ ovSem nevadi,
nebazirujeme-li na pfesnych hodnotach pfislusnych konstant.

Praveé to, Ze pfesné hodnoty konstant pro nas nejsou podstatné a sloZitost vZzdy jen
urcitym zplsobem odhadujeme (aproximujeme), ndm umoziuje pouzivat zplsob
analyzy slozitosti algoritml, pfi némz se pfimo nezmifujeme o RAMu v pozadi,
natoz abychom ho konstruovali.

Poznamenejme jesté dalSi véc. Vstupem pro RAM je vlastné posloupnost Cisel.
TakZe chceme-li mluvit o slozitosti algoritmu, mél by viastné jeho vstup (i vystup)
byt posloupnosti Cisel — nebo by mélo byt jasné, jaké kbdovani vstupu pomoci
posloupnosti ¢isel mame na mysli. U nami dosud zkoumanych problém{ to bylo v
podstaté zfejmé: napf. graf Ize pfirozené zadat inciden¢ni matici, matici je mozné
pfimocafre ‘linearizovat’ (zapsat napf. po fadcich — s dohodnutymi oddélovaci) apod.

Pfipomenme si jesté, Ze velikost vstupu u RAMu jsme definovali jako pocet ¢len(
vstupni posloupnosti Cisel (to je v pfipadé uvaZzovani jednotkové miry; v pfipadé
pouziti logaritmické miry je velikost vstupu v podstaté rovna poctu bitél, do kterych
Ize vstup zapsat). OvSem kdyZ jsme napf. analyzovali problém nasobeni matic, brali
jsme za miru velikosti vstupu €islo udavajici rozmér matic; pfitom (ono pfirozené
linearizované) zadani ¢tvercové matice s rozmérem n (tedy typu n x n) zabere n?
vstupnich bunék RAMu (pfipadné dalsi buiiky jako oddélovace fadk).

KdyZ tedy hovofime o sloZitosti algoritmu v takovém pFipadé, vztahujeme ji pofad
k pfislusnému RAMu, ale ménime standardni definici velikosti vstupu — to musime
vzdy jasné Fici. Jak jsme vidéli, délame to tehdy, kdyZ pro dany problém je pozmé-
néna definice velikosti vstupu vhodnéjsi pfi vyjadfovani a umoZznuje ‘prihlednéjst’
podani vysledki analyzy slozitosti. Jak jsme také zminili v pfipadé minimalni kostry
grafu, je z takovych dlivodll nékdy vhodné popisovat velikost vstupu vice Cisly
(napf. pocet vrcholll n, poCet hran m); sloZitost je pak funkci vice parametrd.

V3echny uvedené poznamky je vhodné si dikladné promyslet a u kazdého kon-
krétniho pfipadu je nutné si uvédomovat, co je (tfeba micky) pfedpokladano.

NE&které aspekty si jesté osvétlime na prikladu problému, ktery hraje dlleZitou roli
napfr. v kryptografii.

Nazev: Prvociselnost

Vstup: pfirozené Cislo k

Vystup: ANO, kdyzZ £ je prvocislo, NE, kdyZ k je Cislo slozené.

Pravdépodobné nas rychle napadne nasledujici algoritmus:

{pfedp. vstup k& > 2}
hm = |VEk];
fori:=2to hm do
if £ mod i = 0then return NE
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return ANO

KdyZ chceme odhadnout sloZitost algoritmu, musi byt samofejmé jasné, co se ro-
zumi velikosti vstupu. JelikoZz vstupem je jedno cCislo, ma byt velikost vzdy 1 ? U
predchozich problémii (jako tfeba nasobeni matic) jsme predpokladali omezenou
velikost zadavanych Cisel (a tedy konstantni Cas pfi aritmetickych operacich s nimi)
— neomezovali jsme ovSem délku zadavané posloupnosti. Nyni ovSem neomezu-
jeme velikost (jednoho) zadavaného cCisla. Takovy vstup si ‘pfimo fika’ o pouZziti
logaritmické miry, kde tedy velikost vstupu pro vstupni Cislo k je rovna log, k (pfes-
néji [log,(k + 1) + 1], coZ ale neni podstatné).

Uvedeny algoritmus ma takto exponencialni ¢asovou sloZzitost; vSimnéte si, Zze v
pfipadé, Ze k je prvocislo, provede se té&lo cyklu zhruba k%5 krat, tj. 20°182% tedy
20(7) krat, kde n je velikost vstupu. Z toho je vidét, Ze algoritmus je pouzitelny jen
na Cisla s malym poctem mist v dekadickém zapisu (a rozhodné ho nelze pouzit
napf. na 100-mistna Cisla vyskytujici se v kryptografickych problémech).

VSimnéme si jeSté, Ze kdybychom za velikost vstupu povazovali pfimo hodnotu
Cisla k (Cislo bychom vlastné zadavali v unarni soustavé — jako posloupnost k
jednicek), byla by slozitost algoritmu urcité v O(n?); ‘najednou’ by to bylo v praxi
zvladnutelné pro vstupy délky 100 (problém je samozfejmé v tom, Ze napf. vstup
délky 100 v tomto pfipadé odpovida vstupu délky 3 v pfipadé pfedchozim).

Definice pojmu ‘problém’

Algoritmy jsme prezentovali jako navody k feSeni urcitych problémd. Slovo ‘problém’
ma v pfirozeném jazyce hodné vyznaml; co ale znamena tento pojem v nasem
kontextu ?

Pfipomenme, Ze problémy jsme zadavali vétSinou nasledujicim schématem:

Nazev (oznaceni problému): XY

(Ocekavany) vstup: zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zada-
nim, instanci) naseho problému

(Pozadovany) vystup: zde je popsano, jaky vystup (vysledek) je oceka-
van pro zadany vstup (je pfifazen zadanému vstupu)

Pokud chceme napsat formalni definici pojmu problém, mohla by vypadat takto:

Definice 24.0.1 Problém je urCen trojici (/N,OUT,p), kde IN je mnoZina (pfi-
pustnych) vstupl, OUT je mnoZina vystupll a p je zobrazeni (tedy funkce)
p:IN — OUT.

Takto definovany problém se nékdy téZ nazyva ‘vypocetni problém’ (computational
problem).

Jak jsme uz fekli, aby meélo smysl hovofit o tom, Ze urCity RAM fesSi dany problém,
musi byt mnoziny IN i OUT jistymi mnoZinami posloupnosti celych Cisel, tedy
IN,OUT C Z* (kde Z oznacuje mnoZzinu vSech celych Cisel):

Definice 24.0.2 RAM M f{eSi problém P = (IN,OUT,p), kde IN,OUT C Z*,
jestlize ma tuto vlastnost:

zacne-li vypocCet v pocatecni konfiguraci se vstupem cicy...c, € IN, pak svUj
vypocet (regulérné) skonci, pficemz na vystupu je p(cicy . .. c,).
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Jak jsme jiz poznamenali, u nami zkoumanych problém{ byly pripustné vstupy de
facto posloupnosti Cisel. OvSem napf¥. v problému vyhledavani vzorku v textu

Nazev: Vzorek v textu

Vstup: text ¢ (‘dlouha’ posloupnost symbolil), vzorek p (‘kratka’ posloup-
nost symboltl)
Vystup: misto prvniho vyskytu p v ¢, ¢i odpovéd ‘nevyskytuje se’.

Cisla pfimo nevystupuji. Staci ale kédovat uzité symboly Cisly (vzpomerite napf. na
ASCII-kdéd) a mame vstupy a vystupy opét v Zzadaném tvaru.

Poznamka. Cisla zapisujeme vétsinou (v dekadické soustavé) jako fetézce symbol(i
z urCité konecné abecedy. KdyZ se na chvili zamyslime, uvédomime si, Ze vlastné
Ize rozumné predpokladat, Ze jakykoli vstup jakéhokoli problému Ize vzdy (vice Ci
méné elegantné&) ztotoznit s fetézcem symbolll z pevné dané abecedy (napt. ‘1-
bytové’ abecedy s 256 prvky).

Proto si Ize pod mnoZinou pfipustnych vstupll vzdy pfedstavit mnoZinu fetézcl
ze ¥* (kde X je ona pevna abeceda), které splfuji néjakou algoritmicky snadno
verifikovatelnou podminku (nap¥. jsou dohodnutym zapisem fetézce matic apod.)
Podobné i mnozinu vystupll je moZné ztotoZnit s (pod)mnozinou (mnoZiny) X*.

Specialnim pripadem problému jsou tzv.
rozhodovaci problémy, neboli ANO/NE problémy.

U takového problému je mnozina OUT dvouprvkova; standardné pak predpokla-
dame, Ze OUT= {ANO,NE} (Ci OUT= {1,0}).

Pfikladem ANO/NE problému je vySe uvedeny problém prvociselnosti. Pozname-
nejme, Ze k nékterym (obecnym) problémdm (napf. optimaliza¢nim) Ize pfirozené
pfifadit tzv. rozhodovaci (ANO/NE) verzi problému: napf. u problému minimalni
kostry se vstup rozsifi o Cislo ¢ a poZzadovany vystup pak bude ANO, jestlize ex.
kostra s ohodnocenim nejvySe rovnym ¢, a NE v opacném pfipadé. V této formé je
pak pfirozengjsi zadat problém schématem

Nazev: Minimalni kostra (ANO/NE verze)

Vstup: neorientovany souvisly graf G = (Vg, E¢), ohodnoceni hran f :
E — Ny, Cislo ¢

Otazka: existuje graf H = (Viy, Ey), kde Vi = V; a Ey C Eg, ktery je
souvisly a pritom > . f(e) <c?

Obecné bézné schéma pro zadavani ANO/NE probléml je tedy

Nazev (oznaceni problému): XY
Vstup: zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zadanim, instanci)
naSeho problému.
Otazka: zde je otazka tykajici se (zadaného) vstupu, na nizZ je odpovéd
ANO nebo NE.

U problému prvociselnosti by otdzka samozfejmeé znéla: ‘je k prvocislo ?'.

Uvedme si jesté jeden ANO/NE problém, ktery bude hrat dilezitou roli v dalSim.

Nazev: SAT (problém splnitelnosti booleovskych formuli)

Vstup: booleovskéa formule v konjunktivni normaini formeé
Otazka: je dana formule splnitelna (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pfi kterém je formule pravdiva) ?
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Slozitost problémd

Intuitivné citime, Ze rlzné problémy mohou byt rlizné ‘sloZité’; co to ale je ona
slozitost problémd ? Zatim jsme hovofili jen o sloZitosti algoritm{, presnéji fe¢eno
RAMU. Vime-li napf. o algoritmu (RAMu), ktery dany problém fesi a ma sloZitost
0O(n?), je toto ©(n?) jen urcitym hornim odhadem ‘skute¢né’ sloZitosti problému (mu-
Zeme fici ‘slozitost problému je nejvySe kubickd’). Je napf. mozné, Ze nalezneme
jiny algoritmus, ktery fesi nas problém a ktery ma slozitost O(n?); tim jsme nas do-
sud znamy odhad zlepsili (vime uz, Ze ‘slozitost problému je nejvySe kvadraticka’).
Tyto Gvahy nas pfivedou k zavéru, Ze slozitost problému Ize ztotoznit se slozitosti
‘optimalniho’ algoritmu, ktery dany problém feSi. Pfi exaktni definici onoho pojmu
‘optimalni’ ovSem vzniknou jisté komplikace. Ty obejdeme pouZitim nasledujiciho
pristupu:

Definice 24.0.3 Pro funkci f : N' — N rozumime tfidou €asové slozitosti 7(f),
téZ znaCenou 7 (f(n)), mnozinu téch problémU, které jsou feSeny RAMy s cas.
slozitosti v O(f).

Tridou prostorové sloZitosti S(f), téZ S(f(n)), rozumime tfidu téch problémd, které
jsou feSeny RAMy s prostorovou sloZitosti v O( f).

DuleZita imluva. V pfedchozi definici a vSude, kde hovofime o tfidach sloZitosti
vztahujicich se k RAMu jako k referencnimu modelu, mame vzdy na mysli logarit-
mickou miru pfi odkazu na slozitost RAMu. Jde o to, aby takto definované tfidy
sloZitosti rozumné odpovidaly realité.

Rekneme-li tedy napt., Ze problém P patfi do T (n?) (taky se v této souvislosti fika
‘Casova sloZitost P je v O(n?)’ Ci jesté strucnéji ‘P je v O(n?)’), fikame tim, Ze existuje
algoritmus s nejvys kvadratickou ¢asovou slozitosti, ktery feSi problém P (pfesnéji
fe€eno: existuje RAM s nejvys kvadratickou ¢asovou slozitosti v logaritmické mife,

ktery feSi problém P).

Pozndmka. Pfipomenme, Ze pro pfisluSnost problému k dané tfidé sloZitosti je
ddlezity i zplisob kddovani vstupu (a ten je tedy nutno chapat jako soucast definice
problému).

VSimnéme si, ze plati
(P eT(f)N(feO(g) = (PeT(yg))

TakZe napf.

T(n) CT(n-logn) C T(n?) CT(n®) CT(2")
Jak jsme jiz fekli, algoritmy feSici dany problém poskytuji horni odhady sloZitosti
problému. Horsi je to s dolnimi odhady. Chceme-li napf. ukazat, Ze dany problém
je v T(n?), staci ukazat algoritmus se sloZitosti O(n?), ktery jej fe§i. Chceme-li ale
ukazat, Ze problém neni v 7 (n?), musime ukazat, Ze zadny algoritmus (RAM), ktery
jej fesi, nema slozitost v O(n?). Ziskat takovy dolni odhad je obvykle velmi t&ézké.
Na cviCeni si ukazeme, Ze kazdy algoritmus feSici problém tfidéni (a zaloZeny na
porovnavani dvojic) ma nutné slozitost Q(n log n). SloZitost problému tfidéni je takto
urCena presné (samozfejmé az na zanedbavané konstantni faktory) — horni odhad
se rovna dolnimu.

Poznamenejme, Ze u mnohych problémd, se kterymi jsme se setkali a setkame,
je velka ‘propast’ mezi (dosud znamymi) hornimi a dolnimi odhady. Napf¥. pro vySe
uvedeny problém SAT je znamy horni odhad exponencialni, ovSem znamy dolni
odhad je pouze linearni (tj. 22(n)) ! (S dalSimi problémy tohoto typu se setkame v
¢asti o NP-Uplnych problémech).
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Pfedchazejici Obsah Dalai

Problémy, tfidy slozZitosti Tfida NPTIME. Polynomialni
problémd, horni a dolni odhady preveditelnost. NP-Gplné
problémy.

Kapitola 25

Trida PTIME a jeji robustnost.
Turingovy stroje.

Stru¢ny obsah: P (=PTIME) jako aproximace tfidy prakticky zvladnutelnych pro-
blémd. Vysvétleni Jeji robustnosti vici (rozumnym) vypocetnim modellm. Turin-
govy stroje; vzajemna ‘polynomialni’ simulace s RAMy. Zminka o dalSich vypocet-
nich modelech a jejich vzajemné polynomialni simulaci.

Cil kapitoly:

Umét vysvétlit vyznam a robustnost tfidy PTIME. Umét de-
finovat a ilustrovat Turingovy stroje, vysvétlit ideje polynomi-
alni simulace s RAMy.

Studijni cile: Umét vysvétlit vyznam a robustnost tfidy PTIME. Umét definovat a
ilustrovat Turingovy stroje, vysvétlit ideje polynomialni simulace s RAMy.

Cast teorie, ktera se nékdy nazyva konkrétni slozitost, studuje sloZitost konkrétnich
problém{ (a algoritmU), resp. pfislusné horni a doIni odhady. Tzv. strukturalni slozi-
tost ma za kol zkoumat strukturu tfid sloZitosti problému. Podotknéme ovSem, Ze
obé zminéné partie se samoziejmé prolinaji a ovliviiuji. Jednim z nejddleZitéjSich
ciltl teorie (strukturalni) slozitosti je co moZna nejlépe charakterizovat tfidu zvlad-
nutelnych problému (tj. tfidu problémd, pro které existuji ‘dostateéné rychlé’, tj. v
praxi pouzitelné, algoritmy).

Trida P (neboli PTIME)

Jako nejrozumné;jsi (horni) aproximace tfidy zvladnutelnych problém{ se (zatim)
ukazala tfida oznaCovana PTIME, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’), definovana

PTIME = D T (n")

k=0
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To znamen4, Ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoZfovan s pojmem ‘polynomialni
algoritmus’ (tj. algoritmus s polynomialni ¢asovou sloZitosti). To neni samoziejmé
idealni (napf. algoritmus s ¢asovou slozitosti zhruba n!°0%°% tg7ko Ize povazovat
za rychly), zatim vSak nebyla nalezena lepSi charakterizace. V praxi se ukazuje,
Ze kdyZ je pro néjaky problém nalezen polynomialni algoritmus, obvykle se podafi
nalézt i algoritmus s nizkym stupném polynomu (feknéme mensim nez 6).

Poznamka. Brzy se dostaneme k problém{m, pro néz polynomialni algoritmy ne-
existuji €i nejsou znamy. Klademe-li si (jen) otazku, zda dany problém patfi do
PTIME, pohybujeme se na na Grovni (podstatné) ‘hrubsi’ analyzy nez pfi pouhém
zanedbavani konstant u znaceni O, © apod. Takto napf. i metoda bubblesort proka-
zuje, Ze pro problém tfidéni existuje rychly (rozumeéj polynomialni) algoritmus (byt

v detailnéjSim pohledu, tj. na jemné&jSi Urovni analyzy, vnimame bubblesort jako
‘pomaly’).

Uvédomme si, Ze tfidy slozitosti problémd, jak jsme je definovali v definici 24.0.3,
i pravé definovana tfida PTIME jsou zavislé na naSem zvoleném referen¢nim mo-
delu — vztahuji se tedy k RAMu (s logaritmickou mirou). Navrhneme-li jiny vypocetni
model (do né&jz budeme ‘pfekladat’ nase algoritmy), mliZzeme dostat jiné tfidy sloZi-
tosti !

Ovsem tfida PTIME je (diky své ‘hrubosti’) robustni: PTIME je nezavisla na tom,
zda zvolime jako referencni model RAM nebo jiny ‘rozumny’ vypocetni model.
Ukéazalo se totiz, Ze vSechny navrZzené rozumné modely pocitace jsou ‘polynomialné
ekvivalentni’, tj. jsou schopny se vzajemné simulovat s ‘pouze’ polynomialni ztratou;
to znamen4, Ze pro kazdé dva takové modely M, M, existuje konstanta c tak,
Ze kdyZz problém P patfi do 7 (f;) pro referencni model M, tak P patfi do 7 (fs),
kde fo(n) = (f1(n))¢, pro referencni model M,. VSechny zminéné rozumné modely
tedy definuji jednu a tutéz tfidu PTIME.

Samoziejmé se naskyta otazka, co to jsou rozumné vypocetni modely. Obecné
feCeno se tim mysli ty, u nichZ analyza algoritmd (v nich ‘naprogramovanych’)
dava realistické vysledky pro praxi (alespon na Grovni oné ‘hrubé’ analyzy diskuto-
vané vyse). Technicky Ize definovat jako rozumné ty modely, jeZ jsou polynomialné
ekvivalentni modelu RAM (mysli se samozfejmé s logaritmickou mirou, jak bylo
dohodnuto v amluvé za definici 24.0.3). V literatufe se ovSem Casto v uvedené defi-
nici ‘rozumnosti’ odkazuje k historicky prvnimu modelu pocitace (resp. ‘vypoctare’),
jenz zname pod nazvem Turinglv stroj a jenz si pfipomeneme nize.
Poznamenejme jesté, Ze uvaZzujeme sekvencni modely, k otazce paralelnich mo-
dell se letmo dostaneme pozdé&iji.

Turingovy stroje

Predpokladanym vstupem pro Turingllv stroj je fetézec (vstupnich) symboll. Ten je
rovnou uloZzen na (pracovni) pasce stroje (tj. oboustranné potencialné nekonec¢né
linearni pasce, rozdélené na buriky; kazda burika mlze obsahovat jeden symbol).
Timto vstupem je urCena pocatecni konfigurace stroje; tato konfigurace se méni
krok za krokem podle pfedepsanych pravidel (danych pfechodovou funkci). Stroj
ma (narozdil od RAMu) sekvencni pfistup k ‘paméti’ (v jednotlivém kroku ma pfistup
jen k jedné burice, ‘posunout’ se v jednom kroku méiZe vzdy jen na buriku sousednt).
Ret&zec (neprazdnych) symbold na pasce po ukonéeni vypoétu (dosaZzeni koncové
konfigurace) je povazovan za vystup (pfislusny ptivodnimu vstupu).
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Definice 25.0.4 Turingliv stroj M je uréen nasledujicimi parametry (formalné fe-
¢eno, je to uspofadana Sestice): M = (Q, %, T, 0, qo, F), kde () je kone€na neprazdna
mnoZina stavll, I' je kone¢na neprazdna mnoZzina (paskovych) symboll, ¥ C T,
¥ # () je mnozina vstupnich symboll, ¢, € Q je pocatecni stav, FF C Q je mnoZina
koncovych stavll, 6 : (Q — F) xT' — @ x I x {-—1,0,+1} je prechodova funkce.
Pfedpokladame, ze v I" — ¥ je vZdy obsazen specialni prvek [J oznacujici prazdny
znak.

Konfiguraci Turingova stroje M rozumime libovolné slovo tvaru ugv, kde u,v € T'*
a g € (. Konfigurace uqv je pocatecni, jestlize u je prazdné slovo, ¢ = gp av € X*;
uqu je koncova konfigurace, jestlize q € F.

Konfiguraci quv ztotoZnujeme s konfiguraci Clgv, podobné uq s ugd. (Obecné pridani
lib. fetézce z {{O0}* vlevo Ci vpravo nehraje roli — vede k ekvivalentni konfiguraci.)

Konfigurace K = uaqbv, kde u,v € T'*, a,b € T vede v jednom kroku ke konfiguraci
K, pfislusnou relaci oznacujeme +,, nebo jen I (piSeme tedy K + K') pravé kdyz
plati jedna z téchto moZnosti:

e 5(q,b) = (¢,V,0)a K' = uaq'b'v,
e 5(q,b) = (¢,V,+1)a K' = ualb/q'v,

e i(¢q,b) = (¢,V,—1)a K' = uq'ab'v.

Vypocet Turingova stroje nad zadanym vstupem se tedy zastavi v momenté do-
sazeni koncového stavu (dojde-li k tomu viibec). Vystupem (vypoctu) pak obvykle
rozumime fetézec z (I' — {{J})* zapsany na pasce v prislusné koncové konfiguraci.

Turingovy stroje pfedstavuji vypocetni model, ktery je mozné brat jako urcitou al-
ternativu k strojlm RAM. JiZ jsme se zminili o tom, Ze ackoliv RAM pracuje s ¢isly
a Turingllv stroj se znaky (symboly abecedy), jedna se v zasadé o totéZz, jelikoz
Cisla béZzné zapisujeme Fetézcem symbolll a naopak symboly abecedy jsou bézné
kodovany Cisly.

Poznamka. Alan Turing navrhl ‘sv{jj’ model jiz v tficatych letech 20. stoleti, dfive
nez byly vyvinuty samocinné pocitace. RAM byl navrzen o nékolik desetileti pozdéji

s W v

Casovou a prostorovou slozitost konkrétniho Turingova stroje definujeme samo-
zfejmé obdobné jako u RAMu:

Definice 25.0.5 Velikosti vstupu Turingova stroje M rozumime pocet bunék pasky;,
které dany vstup zabira (tedy délku vstupniho fetézce).

Délka vypoctu Turingova stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet pro-
vedeni (elementarnich) krokUl, které M pro dany vstup vykona, nez se zastavi.
Casovou sloZitosti Turingova stroje M rozumime funkci Ty : N — N, kde Ta(n)
znamena délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorSim pfipadé; tedy
Ty (n) = max{k |k je délka vypoCtu M nad (n&jakym) vstupem velikosti n }.

Definice 25.0.6 Velikosti paméti Turingova stroje M (potfebné pfi vypoctu) pro
konkrétni vstup rozumime pocet bunék pasky, které jsou béhem vypoctu nad da-
nym vstupem navstiveny.

Pameétovou slozitosti (nebo téz prostorovou slozitosti) Turingova stroje M rozu-
mime funkci Sy, : N — N, kde Sy (n) znamena velikost potfebné paméti pfi
vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorSim pfipadé; tedy Sy, (n) = max{k | k
je velikost paméti potfebné pfi vypoCtu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.
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Pfipomenme, Ze definice dfive zavedenych tfid slozitosti 7 (f), S(f) zavisi na zvole-
ném referencnim modelu, kterym jsou v naSem pfipadé stroje RAM. Vzali-li bychom
jako referencni model Turingovy stroje, dostaneme jiné tfidy !

Poznamka. Intuitivné snadno vidime, Ze Turinglv stroj je ‘pomalej$i’ nez RAM uz
z dbivodl jeho sekvenéniho pristupu k jednotlivym buiikdm péasky (na rozdil od
‘libovolnéhao’, tj. pfimého pfistupu v pfipadé RAMu). Existuji tedy napf. problémy,
které Ize FeSit RAMem s Cas. sloZitosti O(n) (a které tedy patfi do 7 (n) definované
vzhledem k RAMu), ale nelze je fesSit Turingovym strojem s ¢as. slozitosti O(n) (a
nepatfily by tedy do 7 (n), vzali-li bychom Turingovy stroje jako referencni model).

Cilem nasledujicich Gvah bude ovSem ilustrace faktu, ze
Turingovy stroje a RAMy jsou polynomialné ekvivalentni.
Rozumime tim, Ze

Ke kazdému RAMu M existuje (da se zkonstruovat) Turingllv stroj
M', ktery realizuje tutéz vstupné-vystupni funkci jako M (tj. feSi ten-
tyZ problém) a navic pro pFislusné Casové a prostorové slozitosti plati
Tar(n) < (Tu(n))®, Sw(n) < (Su(n))®? pro neéjaké (malé) konstanty
C1,Co.

TotéZ pfitom plati i v opacném sméru: ke kazdému Turingovu stroji M
existuje RAM M’ s pFisluSnymi vlastnostmi.

Abychom to nahlédli, staci si promyslet, Zze ke kazdému RAMu je mozné (algorit-
micky) zkonstruovat Turingllv stroj, ktery jej simuluje; pfitom dochazi jen k ‘malé
ztraté’ z hlediska slozZitosti (odpovidajici polynomu malého stupné) — zde znovu
pfipominame Umluvu o uvazovani logaritmické miry u RAMU. Naopak ke kazdému
Turingovu stroji je mozné (algoritmicky) zkonstruovat RAM, ktery jej simuluje s
malou ztratou z hlediska slozitosti.

Uvedenym tvrzenim jesté vénujeme nékolik odstavcl; nicméné nepljdeme do de-
tailll — o nich predpokladame, Ze by si je ¢tenar pfi svych programatorskych zkuse-
nostech snadno doplnil.

PfedevSim se zastavme u pojmu ‘simulace’. Ten je jisté Ctenéfi intuitivné zfejmy.
Podrobnéji vysveétlit by se dal napf. nasledovné.

Pfedpokladame, Ze vypocet stroje nad zadanym vstupem lze chapat jako posloup-
nost konfiguraci, kterymi stroj (krok po kroku) prochazi; za¢ina v pocatecni konfi-
guraci ur€ené zadanym vstupem a eventualné skonci v jisté koncové konfiguraci s
urcitym vystupem — pokud jeho vypocet neni nekonecny. Con(M) necht oznacuje
mnozinu vSech konfiguraci stroje M.

Nyni Ize vyjadfeni ‘stroj M je simulovan strojem M’ vysveétlit takto:

Existuje prosta funkce cod : Con(M;) — Con(M,) takova, Ze cod i cod™*
jsou (jednoduse) algoritmicky vycislitelné. Pfitom pro libovolny vypocet
Ky, Ky, ..., K, stroje M; prochazi vypocet stroje M, zacinajici v cod(Ky)
postupné konfiguracemi cod(Ky), cod(Ky),. .., cod(K,,) — S pfipadnymi
‘mezikonfiguracemi’.

Napf. Ize snadno ukazat, jak Ize (standardni) Turinglv stroj simulovat Turingo-
vym strojem s jen jednostranné& nekonecnou paskou, jak Ize vicepaskovy Turingliv
stroj simulovat standardnim Turingovym strojem, jak se Ize omezit na pfipad, kde
paskové symboly jsou pouze 0, 1,0 apod.
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Vzajemnou (polynomialni) simulaci RAMU a Turingovych strojil se budeme podrob-
néji vénovat na cviceni.

Jen stru¢né zminime jesté jeden pouZzivany vypocetni model — stroje s €itaci (‘coun-
ter machines’; podobné jsou ‘register machines’).

Stroj s ¢itaCi C' ma fixni pocet (celoCiselnych nezapornych) ¢itacll ¢, cy, ..., ¢, @
jeho ‘program’ je posloupnost prikaz{

1:COMM;y; 2:COMMs; ...... :n:COMM,,

kde COM M, je instrukce HALT a COMM,; (i = 1,2, ...,n — 1) jsou pfikazy nasle-
dujicich dvou typl (pfedp. 1 < k, ki, ks <n, 1 < j < m)

1/ ¢;:=c; +1; gotok,
2] if c; = 0then goto ky else (¢j := ¢; — 1; goto ks).

Lze si pfedstavit, Ze jeden Citac je vyClenén jako vstupni (vstupem je tedy jedno celé
nezaporné cislo) a jeden je vyc€lenén jako vystupni. Vic asi neni k popisu modelu
tfeba dodavat.

Takto definovany model neni polynomialné ekvivalentni Turingovym strojiim; pro-
blém je v tom, Ze aritmetické operace s Cisly (obsahy ¢itacl), jsou Umérné velikosti
téchto Cisel, nikoli velikosti jejich zapisu (cozZ je, jak vime, ‘exponencialni rozdil’).
Staci ovSem pridat napf. instrukce typu c; := ¢; div 10 a ¢; := ¢; * 10; tyto modifiko-
vané stroje s ¢itaCi pak uz jsou polynomialné ekvivalentni Turingovym strojtim.
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Tfida PTIME a jeji robustnost. Dalsi tfidy Casové i prostorové
Turingovy stroje. slozitosti

Kapitola 26

Trida NPTIME. Polynomialni
pfeveditelnost. NP-UpIné problémy.

Struény obsah: Priklady (béZznych praktickych) problémd, pro které jsou znamy
pouze exponencialni algoritmy. Nedeterministické Turingovy stroje. Tfida NP (=NP-
TIME); jeji robustnost vici vypocetnim modellim. Polynomialni pfeveditelnost pro-
blémd. NP-Uplnost. NP-UpIné problémy. Oteviena otazka, zda P=NP.

Cil kapitoly:

Umeét vysvétlit pojem NP-Uplného problému a souvisejici po-
jmy (napf. nedeterm. Turinglv stroj) a dokazovat prisluSnost
k NP a NP-obtiZznost u konkrétnich problémd.

Studijni cile: Umét vysvétlit pojem NP-UpIného problému a souvisejici pojmy (napf.
nedeterm. Turingliv stroj) a dokazovat pfislusnost k NP a NP-obtiZznost u konkrét-
nich problému.

Ctenér jisté zna spoustu algoritm{l (nékteré jsme uvedlii v ramci tohoto kursu), které
patfi do tfidy PTIME. Pfipomefme, Ze tato je chapana jako (horni) aproximace tfidy
prakticky zvladnutelnych problémd.

Nyni uvedeme priklady nékolika problémd, pro které jsou znamy exponencialni
algoritmy, ale neni znadmo, zda patfi €i nepatfi do PTIME, neboli zda pro né existuji
¢i neexistuji polynomialni algoritmy.

Mezi takové problémy dlouho patfil dfive uvedeny problém prvociselnosti (v 1&té

2002 byl zverejnén dlikaz pfislusnosti k PTIME), nadale tam ovSem patfi problém
SAT (splnitelnost booleovskych formuli) a nasledujici problémy:

Nazev: TSP (problém obchodniho cestujiciho) (ANO/NE verze)

Vstup: mnozina ‘mést’ {1,2,...,n}, pfir. Cisla (‘vzdalenosti’) d;; (: =
1,2,...,n,7=1,2,...,n); dale €islo ¢ (‘limit’).

Otazka: existuje ‘okruzni jizda’ dlouha nejvyse /, tj. existuje permutace
{i1,i9,... iy mnoZiny {1,2,... , n}tZ. d(i1,iz)+d(iz, i3)+. . .+d(in_1,in)+
d(in,i1) < €7
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Nazev: HC (problém hamiltonovského cyklu)

Vstup: orientovany graf G.
Otazka: existuje v G hamiltonovsky cyklus (tj. uzaviena orientovana
cesta, prochazejici kazdym vrcholem prave jednou) ?

Nazev: HK (problém hamiltonovské kruznice)

Vstup: neorientovany graf G.
Otazka: existuje v G hamiltonovska kruznice (tj. uzaviena cesta, pro-
chazejici kazdym vrcholem praveé jednou) ?

Nazev: IS (problém nezavislé mnoZziny)

Vstup: neorientovany graf G (o n vrcholech); Cislo & (k < n).
Otazka: existuje v G nezavisla mnozina velikosti % (tj. mnozina k vrchold,
Z nichZ Zadné dva nejsou spojeny hranou) ?

Uvedené problémy jsou specialniho charakteru: jsou rozhodnutelné v polynomial-
nim Case nedeterministickymi Turingovymi stroji. (Jen stru¢né pfipomenme, Ze u
nedeterministického Turingova stroje miiZze byt v dané konfiguraci obecn& mozné
provést nékolik vzajemné rliznych krokll — bezprostfedné nasledujici konfigurace
tak neni urCena jednoznacné.)

Definice 26.0.7 Dany problém P (typu ANO/NE) je rozhodovan nedeterministic-
kym Turingovym strojem M, jestlize vSechny vypoCty M jsou koneCné a vydavaji
ANO nebo NE, a navic plati:

e jestlize odpovéd na otazku problému P pro vstup w je ANO, pak existuje
(alespon jeden) vypocet M nad w vydavajici ANO,

e jestlize odpovéd pro w je NE, pak vSechny vypocty M nad w vydavaji NE.

Slozitost nedeterministického Turingova stroje a prislusné tfidy slozitosti Ize defi-
novat takto:

Definice 26.0.8 Casova sloZitost nedeterministického Turingova stroje M je zobra-
zeni Ty, : N — N, kde Ty, (n) znamena maximalni délku vypoctu pro vstup velikosti
n.

Tfidou Casové slozitosti N7 (f) pro funkci f : N' — AN rozumime tfidu téch pro-
blém, které jsou feSeny nedeterministickymi Turingovymi stroji s ¢as. sloZitosti v

O(f)-

Ctenaf si jisté snadno doplini definice pro prostorovou sloZitost.

KonzistentngjSi s pfedchozim textem by bylo, kdybychom pfi definovani tfid
NT(f(n)) pouZili jako referenéni model nedeterministické RAMy. Nam ovSem pijde
predevsim o tfidu

NPTIME = | J NT(n*)
k=0
tzv. problém{ feSitelnych v nedeterministickém polynomialnim ¢ase. Jeji definice je
podobné jako pro PTIME robustni (nezavisla na zvoleném ‘rozumném’ referencnim

modelu).
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Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otazce, zda PTIME=NPTIME
(dané otadzce se cCasto fikd P-NP problém); pfitom je ovSem zfejmé, Ze
PTIMECNPTIME.

Uvedeme ted definici charakterizujici ‘nejtézsi’ problémy v NPTIME. Pro tyto Ucely
vyuzijeme nasledujici relaci < mezi problémy (v naSem kontextu lze P1 < P2 Cist
‘P1 je nejvys tak tézky jako P2’):

Definice 26.0.9 Problém P1 je polynomialné preveditelny na problém P2, oznacme
P1 < P2, jestlize existuje Tur. stroj M s polynomialni ¢asovou sloZitosti, ktery pro
libovolny vstup w problému P1 sestroji vstup w’ problému P2, pfiCemz plati, Ze
odpovéd’ na otazku problému P1 pro vstup w je stejna jako odpovéd’ na otazku
problému P2 pro vstup w'.

VSimnéme si nasledujicich jednoduchych faktd:

e (P14 P2) A (P24P3)) = (P1<P3)
e ((P1<P2) A (P2 € PTIME)) = (P1 € PTIME)

e ((P1<P2) A (P2 € NPTIME)) = (P1 € NPTIME)

Definice 26.0.10 O problému P fekneme, Ze je NP-tézky, jestlize pro kazdy pro-
blém P’ € NPTIME plati P’ < P. Je-li navic P € NPTIME, fikdme, Ze P je NP-UplIny.

NS4

Definovali jsme pojem NP-UpInych problému (tj. ‘nejtézsich’ problémi v NPTIME),
ale dosud jsme neukazali, Ze aspoi jeden takovy problém viibec existuje. Tuto
existenci ukazuje nasledujici véta.

Véta 26.0.11 (Cook, 1971) Problém SAT je NP-UplIny.

Dikaz: Problém prislusnosti SAT k NPTIME je zfejmy (pfislusny nedeterministicky
Turinglv stroj prosté ‘zvoli’ néjaké pravdivostni ohodnoceni proménnych v zadané
formuli a ovéfi, zda pfi tomto ohodnoceni je formule pravdiva; ke kladnému zaveéru
ma moznost dospét prave tehdy, kdyz takové ohodnoceni existuje).

Staci tedy ukazat, Ze pro kazdy P € NPTIME plati P < SAT (pfipomenme, Ze se
omezujeme na ANO/NE problémy).

UvaZujme tedy libovolny, ale dale pevny, problém P € NPTIME. Ten je nutné rozho-
dovan nedeterministickym Turingovym strojem M s Casovou slozitosti 7, (n) < p(n)
pro urCity polynom p. Je potfeba ukazat, Ze existuje polynomialni algoritmus (pfes-
néji fe¢eno Turinglv stroj s ¢asovou sloZitosti omezenou polynomialni funkci), ktery
k libovolnému vstupu w problému P zkonstruuje booleovskou formuli F,, (v kon-
junktivni normalni formé), ktera je splnitelna praveé tehdy, kdyZ odpovéd na otazku
P pro w je ANO.
Mame-li ovSem dan vstup w velikosti n, pak k rozhodnuti o odpovédi na otazku P
pro w staci zjistit, zda existuje posloupnost konfiguraci Cy, C1,Cs, ..., Cpn), ktera
predstavuje mozny pfijimajici (tj. konCici odpovédi ANO) vypocet stroje M na vstupu
w; vSimnéme si, Ze velikost konfiguraci je rovnéZ nutné omezena hodnotou p(n).
Neni tézkeé (i kdyz je to technicky pracné) zkonstruovat formuli zachycujici schéma
takového vypoctu, ktera je splnitelna pravé tehdy, kdyz pfislusna posloupnost kon-
figuraci existuje. (Podrobnéji bude konstrukce probrana na cviceni.)

U
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Mame-li dokazanu NP-Uplnost jednoho problému, je mozné ji vyuzit k dlikazu NP-
Gplnosti (Ci NP-obtiZnosti) problému dalSich:

Tvrzeni 26.0.12 Jestlize P, < P, a Py je N P-tézky, pak P, je rovnéZz N P-téZky; kdyz
je navic P, v NPTIME, je N P-uplny.

Dikaz: Tvrzeni plyne snadno z faktu, Ze slozeni dvou polynomialnich funkci je opét
polynomialni funkce—byt vySSiho stupné; jinymi slovy: relace < je tranzitivni.

g

Demonstrovanim pfislusnych pfeveditelnosti ukdZzeme na prednaSce NP-Uplnost
nékolika jiz uvedenych a dalSich problémd. Napf. ukaZzeme:

e SAT «IS

IS <« HC (referovano na cviceni)

HC <HK

HK < TSP

SAT « 3-SAT

e 3-SAT«3-CG
kde dosud nezminéné problémy jsou definovany takto:

Nazev: 3-SAT (problém SAT s omezenim na 3 literaly)

Vstup: booleovska formule v konjunktivni normalni formé, kde v kazdé
klauzuli (tj. v kazdém konjunktu) jsou pravé 3 literaly (literal je bud' pro-
ménna nebo jeji negace).

Otazka: je dana formule splnitelna (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pfi kterém je formule pravdiva) ?

Nazev: 3-CG (problém barveni grafu tfemi barvami)

Vstup: neorientovany graf G = (V, E).
Otazka: Ize G obarvit tfemi barvami, tzn. existuje zobrazeni ¢ : V —
{coly, coly, cols} takove, ze V{vy,va} € E : c(v1) # c(vg) ?

Uvazujme jesté problém

Nazev: ILP (problém celoCiselného linearniho programovani)

Vstup: matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichZ prvky
jsou cela Cisla.
Otazka: existuje celo€iselny sloupcovy vektor = (velikostin) tz. Az > b ?

Jedn& se rovnéZz o NP-Uplny problém. Snadno se ukaze, Ze je NP-téZky (napf.
pfevodem 3-SAT <« ILP), ale na rozdil od dfive uvedenych problémd je obtizné;si
prokazat, ze ILP € NPTIME. Zhruba feCeno, d&a se ukazat, Zze pokud feSeni nerov-
nosti Az > b existuje, existuje i fFeSeni ‘dostatec¢né malé’—jeho zapis je polynomialni
vzhledem k zapisu A a b ; feSeni se tedy da v polynomialnim ¢ase ‘uhodnout’ a
OVEfit.
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Otazka P=NP

KdyZ se hovofi o tzv. P-NP problému (slovo ‘problém’ zde neni pouzito v naSem
technickém smyslu !), rozumi se tim oteviena otazka, zda PTIME je vlastni podtfi-
dou NPTIME ¢i zda jsou si tyto tfidy rovny.

Obecné se ma zato, Ze pro NP-UpIné problémy neexistuji polynomialni algoritmy;
ovSem nikdo to zatim nedokéazal. VSimnéme si, ze kdyby nékdo objevil polynomialni
algoritmus pro jeden NP-Uplny problém, existovaly by polynomialni algoritmy pro
vSechny tyto problémy. Naopak kdyZ by nékdo prokéazal, Ze pro jeden konkrétni NP-
Uplny problém neexistuje polynomialni algoritmus, neexistoval by takovy algoritmus
pro zadny z NP-UpInych problémd.

V praxi se tedy bere prokazani NP-Uplnosti (Ci viastné NP-obtiZznosti) jako diikaz ne-
zvladnutelnosti problému—trvame-li na zaru¢eném nalezeni (nejlepSiho mozného)
feSeni. V Gvahu pak pfichazeji napf. aproximacni algoritmy (u optimalizacni Glohy
se napf. miiZe podafit sestavit rychly algoritmus, ktery zaruc¢ené nalezne feseni, jez
je nejvySe dvakrat horsi nez optimalni) ¢i pravdépodobnostni algoritmy (vyuZivaji
‘hazeni kostkou’ a davaji rychle odpovédi, které vS8ak mohou byt s ur€itou prav-
dépodobnosti nespravné; jejich vicenasobnym opakovanim se ale da docilit, ze
pravdépodobnost nespravného vysledku je miziva) — priklady takovych algoritm(
uvedeme v zaveéru kursu.
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Pfedchazejici Obsah Dalai

Tfida NPTIME. Polynomialni Rozhodnutelnost a
preveditelnost. NP-Gplné nerozhodnutelnost problém
problémy.

Kapitola 27

Dalsi tfidy Casové i prostorové
slozitosti

Stru¢ny obsah: Tridy PSPACE, EXPTIME, EXPSPACE. Idea rovnosti
PSPACE=NPSPACE (Savitchova véta). Pfiklady PSPACE-Uplnych problémd{. Do-
kazatelné nezvladnutelné problémy — pfiklady problémi s exponencialni i vyssi
slozitosti.

Cil kapitoly:
Umeét vysveétlit probrané tfidy slozitosti, ilustrovat je priklady,
vysvétlit pojem dokazatelné nezvladnutelnych problémd.

Studijni cile: Umét vysvétlit probrané tfidy sloZitosti, ilustrovat je pFiklady, vysvétlit
pojem dokazatelné nezvladnutelnych problémd.

Tfida PSPACE

Predmétem naseho prvoradého zajmu je ¢asova slozitost algoritmt a problémdé. UZ
v pfipadé konkrétnich algoritm{ a problémd ovdem mUze mit dobry smysl zkoumat
také prostorovou (tj. pamétovou) slozitost a specialné vztah ¢asové a prostorové
slozZitosti (dany algoritmus muze jit napf. zrychlit jen za cenu zvySeni pamétové
narocnosti a naopak).

Strukturalni slozitost samoziejmé zkouma i tfidy problémi vymezené prostorovou
sloZitosti. Ctenar¥ si jist& snadno doplni definice tfid PSPACE a NPSPACE a viimne
si zfejmé inkluze PSPACE C NPSPACE. Pro tyto tfidy se ovSem vi, Ze plati i inkluze
obracena (a je tedy PSPACE = NPSPACE); to ihned plyne z nasledujici véty (jen
poznamenejme, Ze véta plati obecnéji—pro nasSe (c€ely vSak postacuje uvedené
znéni):

Véta 27.0.13 (Savitch, 1970) Je-li problém P rozhodovan nedeterministickym Tu-
ringovym strojem s prostorovou slozitosti O(n*), pak je také rozhodovan determi-
nistickym Turingovym strojem s prostorovou slozitosti O(n?*).
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Dikaz: Necht problém P je rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem
M, s prostorovou slozitosti nejvyse c;n* (pro néjaké konstanty c;, k). VSimnéme si,
Ze pro vstup w velikosti n mdiZe stroj M, vydat odpovéd ANO prave tehdy, kdyz exis-
tuje posloupnost konfiguraci Cy, C4, Cs, . . ., C,, popisujici pfislusny vypocet; velikost
kazdé konfigurace je nejvySe rovna c;n*. Takovych konfiguraci je ovSem nejvyse
™" pro vhodné& zvolené ¢ (jako ¢ Ize zvolit souget po&tu symbolll abecedy a poétu
stavll stroje M;). JelikoZ je zbyte¢né, aby se v uvedené posloupnosti konfiguraci
néjaka konfigurace opakovala, sta¢i uvazovat jen m < c1m".

Mélo by ted byt jasné, jak Ize M, simulovat deterministickym Turingovym strojem M,
s prostorem ¢;n*-c1™" (ten prosté zkousi systematicky v&echny moZnosti a pro kaz-
dou z nich zjiStuje, zda se jedn& o zapis hledané posloupnosti Cy, C1, Cs, ..., Cy,).

Toto ovSem nestaci, nebot prostor pouzivany strojem M, je exponencialni. Za-
kladni idea uSetfeni prostoru spociva v tom, ze Ukol ovéfeni, zda z konfigurace C
Ize dosahnout konfiguraci C’ za 2 krokll se da Fesit systematickym generovanim
(‘prostfednich’) konfiguraci C” a ovéfovanim, zda z C' Ize dosahnout C” za 2¢!
krokll a z C” 1ze dosahnout C’ za 2°~! krokd. K ovéfeni zminénych dvou poduakoll
je ovdem mozné pouZit tentyZ prostor ! Uplatnime-li tuto myslenku rekurzivné, neni
t&zké vyvodit, Ze celkovy potfebny prostor bude u upraveného M, nejvyse cin” - conk
pro vhodnou konstantu c, a tedy prostorova slozitost M, je pak O(n?).

Detailnéji bude dikaz probran na cviceni.
U

Pfipomenme, Ze pro lib. funkci f je 7(f(n)) € S(f(n)) (napf. Turinglv stroj o€ividné
navstivi pfi vypoctu nejvyse tolik policek, kolik udéla krok(). Mé&l by ted’ uz byt ziejmy
vztah

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

Pres velké Usili védecké komunity, nemdZzeme dosud vylouéit nejen moznost
PTIME = NPTIME, ale dokonce ani PTIMFE = PSPACE, byt se tyto moznosti
jevi velmi ‘nepravdépodobnymi’.

Podobné jako u NP-Uplnosti, I1ze definovat tzv. PSPACE-UpIné problémy; definici
napiSeme obecnéji:

Definice 27.0.14 O problému P fekneme, Ze je C-t8Zky, kde C je néjaka tfida
problém, jestlize pro kazdy P’ € C plati P’ < P. Je-li navic P € C, fikame, Ze P je
C-uaplny.

Znamym prikladem PSPACE-UpIného problému je problém

Nazev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovanych booleovskych for-

muli)

VStup: formule (El:cl)(ng)(Elxg)(Vm) ce (Elxgn,l)(ngn)f(xl, X, ... ,l’gn),
kde F(z1,xs,...,22,) je booleovskd formule v konjunktivni normalni
formé.

Otazka: je dana formule pravdiva ?

Preveditelnosti z tohoto problému Ize napf. ukazat PSPACE-obtiZnost réiznych des-
kovych her.
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Dokazatelné nezvladnutelné problémy

Jestlize prokédZzeme NP-obtiZznost ¢i PSPACE-obtiZznost néjakého problému, fikame,
Ze je prakticky nezvladnutelny (intractable). Je totiZ jasné, Ze navrhneme-li algorit-
mus, ktery fesi (pfesné ten) dany problém, a neobjevime-li pfitom genialni ‘trik’, na
ktery dosud nikdo nepfiSel, bude mit algoritmus zfejmeé exponencialni (Ci jesté horsi)
sloZitost. Obecné pouZivat algoritmus (resp. odpovidajici program) budeme moci
jen na velmi mala vstupni data. Teoreticky ovSem pofad jeSté moznost rychlého
algoritmu (zaloZeného na ‘genialnim triku’) existuje.

Poznamka. Samoziejmé je mozné, Ze exponencialni algoritmus ve skute€nosti
chceme pouZit jen na mala data, anebo ho tfeba pouzivame na data, pfi nichz
se neprojevi ona (worst case) exponencialni slozitost. V tomto smyslu prakticka
nezvladnutelnost (obecného) problému jesté neznamena, Ze ho v praxi nemize
pocitaCovy program Uspésné feSit v pro nas zajimavych pfipadech. (Existuji i jiné
mozZznosti, jak v praxi Uspésné fesit i ‘nezvladnutelny’ problém. Zminime se o tom v
partiich o aproximacnich a pravdépodobnostnich algoritmech.)

Zname ovSem i tzv. dokazatelné nezvladnutelné problémy (provably intractable pro-
blems), tj. ty, u nichz mame dokazéano, Ze pro né neexistuji polynomialni algoritmy.
Definujeme-li napf. tfidy

EXPTIME = | J7(2"), EXPSPACE = | J8(2")
k=0 k=0
pak EXPTIME-téZky Ci EXPSPACE-tézky problém je takovym dokazatelné nezvlad-
nutelnym problémem.

Da se totiz ukazat, ze inkluze PTIMECEXPTIME, PSPACECEXPSPACE jsou sku-
teCné vlastni (tzn., Ze neplati rovnost). (My to zde ale dokazovat nebudeme.)

Napf. nasledujici problém je EXPSPACE-UpIny:

Nazev: RE? (ekvivalence regularnich vyrazi s mocnénim)

Vstup: dva regularni vyrazy, v nichZ je mozné pouZzit mocnéni (tzn. je
mozZno psat a? misto « - o).
Otazka: reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk ?

Poznamenejme, Ze stejny problém pro standardni regularni vyrazy (bez mocnéni)
je PSPACE-UplIny. (Pfipomenme si, Ze sloZitost je funkci velikosti vstupu; mocnéni v
reg. virazech umozZiiuje exponencialné zkratit nékteré vyrazy bez mocnéni.) Ctenar
by si mél byt schopen vyvodit, Ze problém ekvivalence dvou nedeterministickych
kone¢nych automatll je tedy také PSPACE-UpIny. (Pro deterministické konecné
automaty ovSem samoziejmé zname polynomialni algoritmus; pfipomenme si, ze
pfechodem od nedeterministického automatu k deterministickému se obecné ne-
mUZeme vyhnout exponencialnimu narustu poctu stavdl.)

NS A

Existuji samozfejmeé i dokazatelné té€zSi (superexponencialni) problémy. llustrujme
je prikladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani pravdivosti formuli
teorie scitanti).

Nazev: ThAdd (problém pravdivosti teorie sc¢itani)
Vstup: formule jazyka 1. fadu uZivajici jediny ‘nelogicky’ symbol — ter-

narni (tj. 3-arni) predikatovy symbol PLUS (PLUS(z,y, 2) g4 v +y =
z).

Otazka: je danéa formule pravdiva pro mnozinu N' = {0,1,2,...}, kde
PLUS(a,b,c) je interpretovano jako a + b = ¢ ?
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Zde viibec neni zfejmé, Ze existuje algoritmus, ktery dany problém fesi. Presbur-
ger ukazal takovy algoritmus ve 20. létech 20. stoleti (jednim z cild tzv. Hilbertova
programu bylo ukazat podobny algoritmus i s pfipusténim predikatu pro nasobeni—
nemoznost feSeni tohoto Ukolu ukazal pozdéji Godel). Mnohem pozdé€ji bylo uka-
zano, ze kazdy algoritmus, fesici problém ThAdd ma slozZitost minimalné 22",

Presburger ukazal algoritmus vyuzitim tzv. metody eliminace kvantifikatord. Vy-
sledky teorie kone¢nych automatdi umoznuji podat diikaz nasledujici véty velice
elegantné:

Véta 27.0.15 Existuje algoritmus rozhodujici problém ThAdd.

Dlkaz: (Idea.) Pfedstavme si tfistopou pasku, kde v kazdé stopé je fetézec nul
a jednicek, tj. binarni zapis ¢isla. Na pasku samoziejmé& mdlzeme hledét jako na
jednostopou s tim, Ze povolené symboly abecedy jsou usporfadané trojice nul a
jedniCek. Snadno nahlédneme, Ze existuje kone¢ny automat, ktery pfijima prave
ta slova v ‘abecedeé trojic’, kterd maji tu vlastnost, Ze soucet Cisla v prvni stopé s
Cislem v druhé stopé je roven Cislu ve tfeti stopé. lhned je to jasné pfi ¢teni odzadu;
pak si staci pfipomenout, Ze regularni jazyky jsou uzavieny na zrcadlovy obraz.

Z dalSich uzavérovych vlastnosti snadno vyvodime, Ze pro lib. formuli
F(x1,29,...,x,) jazyka ThAdd kterd neobsahuje kvantifikatory, Ize zkonstruovat
kon. automat A r pfijimajici pravé binarni zapisy téch n-tic Cisel (na n-stopé pasce),
pro které je F(xy, o, ..., x,) pravdiva.

Pro formuli (3z,)F(z1,zs,...,x,) je mozné zkonstruovat automat, ktery pfijima
pravé binarni zapisy téch (n—1)-tic Cisel (dosazenych za x4, z,, . .., x,_1), pro které
je (3z,)F(x1,29,...,2,) pravdiva: automat pracuje na (n—1)-stopé pasce, ale si-
muluje Ar tak, Ze obsah n-té stopy nedeterministicky hada ! (Pak ho samoziejmé
Ize pfevést na ekvivalentni deterministicky automat.)

JelikoZz (Vz,)F(x1,xq,...,x,) je ekvivalentni —=(3z,)~F(x1, xa, . .., x,), nacrtli jsme
takto postup, ktery k formuli jazyka ThAdd v prenexni formé postupnou aplikaci
zminénych konstrukci sestroji kone€ny automat, ktery pfijme prazdné slovo pravé
tehdy, kdyz vychozi formule je pravdiva.

g
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Dalsi tfidy Casové i prostorové Nerozhodnutelné problémy
slozitosti

Kapitola 28

Rozhodnutelnost a
nerozhodnutelnost problém{

Stru¢ny obsah: (Algoritmicka) rozhodnutelnost, nerozhodnutelnost a Castecna roz-
hodnutelnost problémd. Church-Turingova teze (algoritmus = Turinglv stroj). Re-
kurzivni a rekurzivné spoCetné mnoziny (jazyky). Rekurzivni a Castecné rekurzivni
funkce. Idea univerzalniho algoritmu (Turingova stroje).

Cil kapitoly:

Umeét vysveétlit pojem rozhodnutelného, nerozhodnutelného a
casteCné rozhodnutelného problému a objasnit roli Church-
Turingovy teze. VSe umét ilustrovat na prikladech problému.
Umeét vysvétlit konstrukci univerzalniho algoritmu.

Studijni cile: Umét vysvétlit pojem rozhodnutelného, nerozhodnutelného a ¢astecné
rozhodnutelného problému a objasnit roli Church-Turingovy teze. VSe umét ilustro-
vat na prikladech problémd. Umét vysvétlit konstrukci univerzalniho algoritmu.

Pro nami dosud uvazované problémy vzdy existoval algoritmus, ktery pfislusny
problém feSi (rozhoduje). Chceme-li pojem algoritmické feSitelnosti (Ci rozhodnu-
telnosti) problém{ uvést presnéji, Ize napf. podat tuto definici:

Definice 28.0.16 Problém P = (IN,OUT,p) (p : IN — OUT) je algoritmicky
feSitelny, jestliZze existuje algoritmus, ktery pro libovolny vstup w € I N skonci a vyda
jako vysledek p(w). Jedn&-li se o problém typu ANO/NE, fikame, Ze je algoritmicky
rozhodnutelny, nebo stru¢néji rozhodnutelny.

VSimnéme si, Ze se implicitné pfedpoklada, Ze vstupy a vystupy jsou ‘finitni objekty’
(Gi jsou takto kddovany); uz jsme hovofili o tom, Ze staci uvazovat kobdovani vstupli
a vystupl fetézci symboldl z né&jaké koneéné abecedy.

Pojem algoritmické rozhodnutelnosti €i algoritmické vycislitelnosti (feSitelnosti) Ize
pfirozené definovat napf. pro mnoziny pfir. Cisel, jazyky, i funkce:
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Definice 28.0.17 MnoZina M C N je rozhodnutelna, jestlize problém pfisluSnosti
k M (Vstup: n € N; otazka: plati n € M ?) je rozhodnutelny.

Jazyk L v abecedé X (tedy L C ¥*) je rozhodnutelny, jestlize problém pfisluSnosti
k L (Vstup: w € ¥*; otazka: plati w € L ?) je rozhodnutelny.

Funkce f : N — N je algoritmicky (nékdy téZ efektivné) vycislitelna, jestlize ‘pro-
blém vypoctu jejich hodnot’ (Vstup: n € N; vystup f(n)) je algoritmicky feSitelny.

Pojmy definované v pfedchozich definicich se odvolavaly k pojmu ‘algoritmus’.
Nahradime-li v nich pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘TuringQv stroj’, uvadime u defino-
vanych pojm{ vyraz ‘rekurzivni’:

Definice 28.0.18 Problém typu ANO/NE je rekurzivni, jestlize je rozhodovan Tu-
ringovym strojem. Podobné zavadime pojmy rekurzivni jazyk, rekurzivni mnozina,
rekurzivni funkce.

Poznamka. Pojem ‘rekurzivni’ je v této souvislosti ustalen z historickych dlvod,
které zde nebudeme rozebirat. Jen poznamenejme, Ze napf. pojem ‘rekurzivni
funkce’ nelze ztotoznovat s tymz pojmem v programovacich jazycich.

Jak ale ¢tenar zfejmé ocekava, mame velmi dobré divody pfijimat nasledujici tezi
(axiom):

Church-Turingova teze

Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni Turin-
gl stroj (pfi vhodném vyjadreni vstupll a vystupll jako fetézcl v urcité
abecedé); ekvivalenci zde rozumime podminku, Ze algoritmus i Turin-
glv stroj se zastavi (tj. jejich béh, vypocet, se zastavi) pravé pro tytéz
vstupy, pficemz pro tytéz vstupy budou pfislusné vystupy totozné.

Disledek 28.0.19 P¥i pfijeti Church-Turingovy teze Ize ztotoZiovat pojmy rekur-
zivni a rozhodnutelny (v pfipadé (totalni) funkce pojmy rekurzivni a algoritmicky
vycislitelna).

Jelikoz pojem ‘algoritmus’ bereme jako pojem zakladni (podobné jako napf. pojem
‘mnoZzina’) a nikoli odvozeny (tj. definovany pomoci zakladnich a z nich odvozenych
pojmdl), nelze Church-Turingovu tezi dokazat jako matematickou vétu. VSimnéte si
ovSem, Ze v obraceném smeéru je platnost teze zfejma. Tyto Gvahy jsou uz spiSe
logicko-filozofické povahy a zde je nebudeme dale rozebirat.

Pro nas je zde podstatné, ze Church-Turingova teze, stru¢né feceno, ztotoznuje
pojmy algoritmus a Turing@iv stroj. Pfitom (zatim) naSe zkuSenost a mnohé vysledky
teorie vycislitelnosti potvrzuji, Ze pfijimani teto teze je rozumné.

Brzy ukaZeme dlikaz algoritmické nerozhodnutelnosti ur¢itého problému (problému
zastaveni). Ve skuteCnosti ovSem dokaZeme, Ze tento problém neni turingovsky
rozhodnutelny, tj. neni rekurzivni. Ze je v tom p¥ipadé (algoritmicky) nerozhodnu-
telny, vyplyva z Church-Turingovy teze; to se v takové souvislosti vétSinou explicitné
neuvadi, ale méli bychom to mit na paméti.

Nejprve ale uvedeme definici Sirsi tfidy nez je tfida rozhodnutelnych problému:

Definice 28.0.20 Problém typu ANO/NE je ¢astecné rozhodnutelny, jestlize exis-
tuje algoritmus, ktery skonci pravé pro ty vstupy problému, na néz je odpovéd’ ANO.
(Pro vstupy s odpovédi NE je béh algoritmu nekonecny).

Podobné definujeme pojmy Castecné rozhodnutelny jazyk, ¢astecné rozhodnutelna
mnoZina.
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Je zfejmé, Ze kazdy rozhodnutelny problém je i Castecné rozhodnutelny (pro¢ ?).
Za chvili uvidime, Ze naopak to neplati.

Jesté uvedeme analogicky pojem pro funkce:

Definice 28.0.21 Caste¢na funkce ¢ : N — N (Dom(¢) C N) je algoritmicky
(nékdy téz efektivné) vycislitelna, jestlize existuje algoritmus, jenz pfijme jako vstup
libovolné n € N, zastavi se pravé tehdy, kdyz n € Dom(¢), a v tom pFipadé vyda

¢(n).

Nahradime-li op&t pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘Turinglv stroj’, dostaneme definice
rekurzivné spocetného jazyka, rekurzivné spo€etné mnoziny, Castecné rekurzivni
funkce. Za predpokladu Church-Turingovy teze mizeme ovSem opét provést pfi-
sludna ztotoZnéni pojmu.

Urcity vztah mezi rozhodnutelnosti a ¢aste¢nou rozhodnutelnosti uvadi nasledujici
véta (zformulujte si ji i pro ANO/NE problémy):

Véta 28.0.22 (Post) Mnozina A C ¥* je rozhodnutelna pravé kdyz A i A jsou
castecné rozhodnutelné.

Dikaz: Diikaz je vcelku pfimocary (promyslete jej); hlavni myslenka spociva v tom,
Ze k dvéma algoritmtim (Turingovym strojim) Ize zkonstruovat algoritmus (TuringCv
stroj), ktery je provadi ‘paralelné’, tj. ‘stfidavé sekvencné’.

g

Univerzalni algoritmus

UvaZzujme na chvili pracku. Je to vlastné zafizeni, které realizuje urcity algoritmus.
Podobné tfeba automobil atd. A co pocitaC ? Ten také realizuje urCity algoritmus.
Hlavni ¢innost (‘proceduru’) tohoto algoritmu lze ovSem nazvat Proved' zadany
algoritmus (neboli program) pro zadany vstup (neboli data). Proto ten algoritmus
realizovany pocitatem je vlastné

univerzalni algoritmus

(schopny realizovat jakykoli zadany algoritmus). Formalné existenci takového uni-
verzalniho algoritmu potvrzuje nasledujici véta. (Dllkaz, tj. konstrukci univ. stroje,
podrobné probereme na cviceni.)

Znaceni !M(w) znamen4 “stroj M se na vstup w zastavi” (tzn. jeho
vypocet skondci, je-li v pocate€ni konfiguraci na pasce slovo slovo w).

Véta 28.0.23 (O univerzalnim Turingovu stroji.) Lze sestrojit Turingliv stroj U ta-
kovy, Ze pro libovolny Turingllv stroj M s abecedou {0, 1,0} a libovolné w € {0,1}*
plati:

1 M(w) <!U(Kod(M) -w) a

2/ jestlize |M (w), pak M (w) = U(Kod(M) - w).
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Rozhodnutelnost a DalSi partie teorie a praxe
nerozhodnutelnost problém algoritm0

Kapitola 29

Nerozhodnutelné problémy

Strucény obsah: Metoda diagonalizace a diikaz nerozhodnutelnosti problému zasta-
veni (otazky, zda ! M (w)). (Algoritmicka) preveditelnost problém{; vyuZiti pro diikaz
(ne)rozhodnutelnosti. Postlv korespondenéni problém a aplikace na problémy z
teorie (bezkontextovych) jazykl. Problémy z logiky. Riceova véta o nerozhodnutel-
nosti netrivialnich vstupné-vystupnich vlastnosti algoritmd (program).

Cil kapitoly:

Zvladnout prokazovani nerozhodnutelnosti (a pfipadné Cas-
te€né rozhodnutelnosti) problém{ v probranych a podobnych
prikladech. Umét aplikovat Riceovu vétu.

Studijni cile: Zvladnout prokazovéani nerozhodnutelnosti (a pfipadné ¢aste€né roz-
hodnutelnosti) problémt v probranych a podobnych pfikladech. Umét aplikovat
Riceovu vétu.

Vzpomenme si, ze u NP-Uplnych problém{ jsme nejprve dokéazali NP-Uplnost jed-
noho (konkrétné problému SAT) a pak jsme pomoci polynomialni pfeveditelnosti
prokazovali NP-Uplnost (resp. NP-obtiznost) dalSich problémd.

Podobna situace je u nerozhodnutelnych problém{. Kdyz prokazeme nerozhodnu-
telnost jednoho, k prokazani nerozhodnutelnosti dalSich uz (vétSinou) staci vhodné
aplikovat tzv. algoritmickou preveditelnost.

Roli prvniho (zakladniho) nerozhodnutelného problému hraje problém zastaveni:

Nazev: HP (Halting problem)

Vstup: Turinglv stroj M (resp. jeho kod Kod(M)) s abecedou {0, 1,0}

a slovo w € {0, 1}*.

Otazka: zastavi se M na w (tj. plati M (w)) ?
Véta 29.0.24 Problém HP je nerozhodnutelny.
Dlkaz: Pfipomerime nejprve, ze Turingovy stroje Ize pfimoc¢are kodovat fetézci nul
a jedniek, tedy Kod(M) € {0,1}*.
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Dilkaz je vedeny sporem. Predpokladejme, ze ex. Tur. stroj H, ktery se pro lib.
vstup u € {0,1}* tvaru u = Kod(M) -w (pro n&jaky Tur. stroj M a slovo w) zastavi a
rozhodne, zda ! M (w) €i nikoliv (skon&i napf. bud' ve spec. stavu g4yo Nebo v gy g).
U stroje H je samozfejmé& moZzné také pfedpokladat pouze abecedu {0, 1,}.

Sestrojme nyni stroj D s abecedou {0, 1,d}, ktery se chova nasledovné: vstupni
slovo v € {0,1}* nejprve zdvoji (vytvofi slovo vv) a na to ‘spusti’ (jako podprogram)
stroj H. Jestlize (podprogram) H skonci ve stavu qayo, Stroj D prejde do nekonec-
ného cyklu (a tedy se nezastavi); jestlize H skonci ve stavu ¢y, stroj D se zastavi
(stav gy bude také jeho koncovym stavem).

Kdyz ovSem nyni prozkoumame, zda se D pfi spusténi na svij vlastni kod Kod(D)
zastavi Ci nezastavi, dospéjeme pfi obou moZnostech k logickému sporu (zastavi
se a nezastavi se soucasne).

4

DalSi véta plyne snadno z pfedchozi véty, véty o univerzalnim Tur. stroji a Postovy
véty:

Véta 29.0.25 Problém HP je Castecné rozhodnutelny, jeho doplikovy problém neni
(ani) Castecné rozhodnutelny.

V3imnéme si, Ze v dikazu nerozhodnutelnosti problému zastaveni (HP) jsme
vlastné dokazali nerozhodnutelnost specialniho podproblému, ktery oznacime

D H P (Diagonal Halting Problem)
Vstup: Stroj M dany svym kédem Kod(M);
Otazka: Zastavi se M na svij kod (tj. na slovo Kod(M)) ?

Poznamka. Metoda dtikazu je v principu aplikaci tzv. Cantorovy diagonalizaéni
metody, jeZ ma v teorii vyCislitelnosti ¢asté pouziti (Cantor ji mj. pouzil na diikaz
toho, Ze neexistuje bijekce mezi mnozinou pfirozenych a mnozinou realnych cisel).
Mame-li dokdzanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je moZno ji vyuZit k proka-
zani nerozhodnutelnosti dalSich problémd. Napf. z nerozhodnutelnosti problému P
ihned plyne nerozhodnutelnost jeho doplrikového problému (ANO, NE pfehozeny).
Vice uziteCny je ovSem nasledujici pojem:

Definice 29.0.26 Problém P1 je (algoritmicky) pfeveditelny na problém P2,
oznaCme P1 — P2, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro libovolny vstup w pro-
blému P1 sestroji (tzn. skond&i svij vypocet a jako vystup vyda) vstup P2, oznaéme
jej A(w), pficemz plati, Ze odpovéd' na otazku problému P1 pro vstup w je ANO
pravé tehdy, kdyZ odpovéd' na otazku problému P2 pro instanci A(w) je ANO.

Poznamka. Ctenére jisté nepfekvapi, Ze pojem rekurzivni preveditelnosti se defi-
nuje obdobné s tim, Ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turinglv stroj. Pfipo-
menme, Ze pfi pfijeti Church-Turingovy teze jsou pojmy rekurzivni a algoritmické
preveditelnosti totoZné.

UZiteCnost uvedeného pojmu pro naSe Ucely vyslovuje nasledujici tvrzeni, jehoz
dikaz by mél byt zfejmy (srovnejte se situaci u NP-UplInych, &i NP-téZkych, pro-
blém{):

Tvrzeni 29.0.27 Je-li P1 — P2 a problém P1 je nerozhodnutelny, je i problém P2
nerozhodnutelny.
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Pfiklad. Takto se napf. prokadZe nerozhodnutelnost problému U H P (Uniform Halting
Problem. Vstup: Tur. stroj M; Otazka: Zastavi se M na kazdy vstup (tj. plati Vw :
M (w) ?.) PTi prokazani H P — U H P staci navrhnout algoritmus, ktery k zadanému
M, w sestroji stroj M’, jenZ nejdfive otestuje vstup a v pfipadé, Ze jde o w, ‘spusti’
(podprogram) M a v opacném pFipadé se ihned zastavi.

Uvedeme priklad jiného dlleZitého nerozhodnutelného problému:

Problém PKP (Postiv korespondenéni problém)

Vstup: dvojice seznamu wuy, us, . . ., U, @ V1, Vs, . .., v, (Pro néj. n > 1) neprazd-
nych fetézcl (slov) v néjaké abecedé.

Otazka: m& PKP pro danou instanci feSeni , tj. existuji indexy iy, s, ..., %,
r > O, tak, e Uiy Wiy + - Ui, = Vi Vjy - - . V4, ? (Jesthie il = 1, hovofime o
inicialnim fesSeni.)

r

Diikaz nerozhodnutelnosti problému PKP Ize provést napf. prokazanim preveditel-
nosti HP — IPKP — PKP, kde problém IPK P je zadan obdobné jako PK P,
jen otazka se pta, zda existuje inicialni feSeni pro dany vstup. Hlavni myslenka
preveditelnosti H P — I PK P spociva v nasledujicim: k danému M, w se sestroji
prvni ¢leny seznamll u; = $, v; = $qw$ (kde ¢ je poc. stav M). DalSi dvojice
se voli tak, aby jedind mozna cesta k ziskani inicialniho feSeni spocivala v urcité
simulaci vypoCtu M na w s tim, Ze feSeni existuje prave tehdy, kdyZz M se zastavi
na w.

(Podrobnéji bude probrano na cviceni).

PKP se da uzit k dlikazu nerozhodnutelnosti nékterych problém v teorii formalnich
jazyk(. Napf¥. Ize PKP snadno prevést na nasledujici problém:

Instance: dvé bezkontextové gramatiky Gy, G,

Otazka: Plati L(G1)NL(G>) # 0 ? (Tzn. ‘Lze n&jaké slovo vygenerovat obéma
gramatikami ?’)

MysSlenka pfevodu je jednoducha:

Kinstanci uy, us, . . ., u,, v1,vs,...,v, problému PKP sestrojime gramatiky
G1:S —wuiSay |ugSas | ... |upSay, |uiay |usas | ... |uyay,
Go : S — viSay |vaSas | ... |vpSay, |viay | veas| ... | vpay

kde ay, as, ..., a, jSou noveé pfidané symboly.

Podobné se d& dokazat, ze pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelnym
problémem otazka ‘L(G) = £* ?’, tedy i otazka ‘L(G) = L(G2) ?" apod.
Poznamka. (Ne)rozhodnutelnost je také dlleZitou zkoumanou vlastnosti u logic-
kych teorii. UZ jsme vidéli pfiklad rozhodnutelné Presburgerovy aritmetiky (ThAdd).
Zde jen poznamenejme, Ze pfidame-li vedle relacniho symbolu PLUS jesté symbol
MULT (s analogickou interpretaci pro nasobeni), problém zjiStovani pravdivosti for-
muli v mnoziné pfirozenych €isel je pak nerozhodnutelny (coz byl velmi vyznamny a
prekvapivy vysledek dosazeny Godelem a Churchem ve tficatych létech dvacatého
stoleti).
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Riceova véta

Na zaveér této ¢asti uvedeme dilezitou vétu, jez ukazuje nerozhodnutelnost celé
tfidy problémd. Vyslovime ji nejdfive v ponékud neformalnim znéni; slovo algorit-

S W v

zapsany v néjakém programovacim jazyku).

Jakakoli netrivialni vlastnost programt tykajici se vyhradné jejich vstup-
né/vystupniho chovani je nerozhodnutelna (tj. mnozina vSech programdi
s danou vlastnosti je nerozhodnutelnd).

Rozumi se, Ze vlastnost V' je vstupné/vystupni pravé tehdy, kdyz kazdé dva pro-
gramy, které realizuji totéZ vstupné/vystupni zobrazeni (pfevadéji stejné vstupy na
stejné vystupy) bud oba viastnost V' maji nebo ji oba nemaiji.

Vlastnost V' je trivialni, kdyZ ji maji bud vSechny programy nebo ji nema zadny
program; jinak (tedy kdyz ex. program, jenz V' m4, a ex. program, jenz V. nem4) se
V' nazyva netrivialni.

Vyslovime uvedenou veétu v pfesnéjsi formé (a pro Turingovy stroje). Omezime
se pritom (jak vime, bez velké Gjmy) na Turingovy stroje realizujici (Castecna)
zobrazeni typu {0,1}* — {0, 1}* (vstupem je fetézec nul a jedniCek, pfi ukoneni
je neprazdny Usek pasky také fetézcem nul a jednicek). Oznaéme mnoZinu vSech
takovych Turingovych strojl jako ALL.

Véta 29.0.28 (Rice) Necht' A je néjakd mnoZina algoritmicky vycislitelnych (¢as-
tecnych) zobrazeni typu {0,1}* — {0, 1}*. Pokud pro mnoZinu

M ={M | M je kbd Tur. stroje realizujiciho zobrazeni patfici do .4)}

plati M 4 # 0 a M4 #ALL, pak M 4 je nerozhodnutelna.

Dikaz: Vezméme néjakou takovou A, ktera neni prazdna ani nezahrnuje vSechny
alg. vycislitelné funkce. Necht nikde nedefinované zobrazeni L : {0,1}* — {0,1}*
nepatfi do A (opacny pripad se feSi podobné). Necht M, realizuje L, tedy M; ¢ M 4,
a necht M, realizuje néjaké zobrazeni z A (nutné takovy existuje); tedy M, € M 4.

Uk&Zeme, Ze problém DHP je pfeveditelny na M 4 (tj. na problém pfislusnosti k
M), €imZ prokaZzeme nerozhodnutelnost M 4.

Algoritmus pfevodu DHP — M4 k danému stroji (kbdu stroje) M (tj. ke vstupu
problému D H P) sestavi stroj M’, ktery je ‘naprogramovan’ tak, ze jeho Cinnost je
nasledovna:
M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili nezalezi) zapiSe
slovo Kod(M) a na néj spusti (podprogram) M; pokud tento (pod)vypocCet skonci,
smaze M’ ptipadny zbytek po tomto vypoctu, najede na plivodné dany vstup a
spusti na néj M.
Je zfejmé: kdyz M se zastavi na Kod(M) (tj. odpovéd na dany vstup problému
DHP je ANO), realizuje M’ totéz zobrazeni jako M, a tedy patfi do M 4; kdyz M
se nezastavi na Kod(M) (odpovéd v DH P je NE), realizuje M’ zobrazeni L, tedy
totéz jako M; a tedy do M 4 nepatfi.

U
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Pfedchazejici Obsah Dalai
Nerozhodnutelné problémy Aproximacni algoritmy

Kapitola 30

DalSi partie teorie a praxe algoritmu

Stru¢ny obsah: llustrace problematiky v oblastech aproximacnich, pravdépodob-
nostnich, paralelnich a distribuovanych algoritm{. Mj. téZ podstata Sifrovani s verej-
nym klicem (metodou RSA). Zminka o novych, netradicnich vypocCetnich modelech
(kvantové vypocty, DNA-vypocCty).

Cil kapitoly:

Umét vysvétlit zakladni principy v uvedenych oblastech a
ilustrovat je na prikladech.

Studijni cile: Umét vysvétlit zakladni principy v uvedenych oblastech a ilustrovat je
na prikladech.
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Pfedchazejici Obsah Dalai
DalSi partie teorie a praxe Pravdépodobnostni algoritmy
algoritmu

30.1 Aproximacni algoritmy

Setkali jsme se s fadou optimalizacnich Gloh — v takové tloze je hledano optimum v
jisté mnoziné pFipustnych feSeni (napf. se jedna o minimalni kostru ohodnoceného
grafu, maximalni nezavislou mnoZzinu vrchol( grafu, nejkratsi okruzni jizdu obchod-
niho cestujiciho apod.). Pro nékteré Glohy jsou znamy rychlé (tj. polynomialni)
algoritmy (napf. pro zminénou minimalni kostru); pro mnohé ovSem polynomialni
algoritmy (pfesnéji feCeno, algoritmy s polynomialni ¢asovou slozitosti), které by
vzdy nalezly optimum, neméame — a podle mnoha indicii tyto algoritmy ani neexis-
tuji (je tomu tak u problému maximalni nezavislé mnoziny i u problému nejkratsi
okruzni cesty; pfipomente si otazku P;NP).

Co Ize délat, nemame-li pro feSeni Glohy pouZzitelny algoritmus a pfesto ji potfe-
bujeme fesit v praxi ? Jednou z moZnosti je pouZit aproximacni algoritmus, ¢imz
rozumime rychly (polynomialni) algoritmus, ktery alespon aproximuje optimum —
tj. vypocCte néjaké pripustné feSeni (napf. okruzni cestu), které neni pokud mozno
moc horSi nez optimum (tedy napf. vypoctena okruzni jizda neni “o moc del$i” nez
ta nejkratSi mozna).

Pro sestaveni aproximac¢niho algoritmu mizeme napf. pouZit nékterou obecnou
metodu vedouci k rychlym algoritmdm; napf. okruzni jizdu je mozné sestavit “hlta-
vym” (greedy) pfistupem — jeho podstatu Ize vyjadfit slovy “doSel-li jsi uZz do mésta
A, pokracuj dale do jemu nejblizS§iho mésta, které jsi dosud nenavstivil, atd.”. Nebo
Ize napt. pouzit n&jakou heuristiku specifickou pro dany problém (tj. blize nezd(-
vodnény postup, ktery dava v praxi uspokojivé vysledky nebo o kterém se alespori

domnivame, Ze takové vysledky miiZze davat).

Jak ale hodnotit kvalitu aproximac¢niho algoritmu, tj. kvalitu jeho vystupl ? Urci-
tou orientaci nam samoziejmé vzdy mlze poskytnout experiment; napf. srovnanim
vystupl dvou rliznych aproximacnich algoritmU pro vybrané (pro nas zajimaveé) in-
stance problému mizZeme pfipadné usoudit, ktery z algoritmi se pro nase Ucely jevi
jako vhodnéjsi. Byly a jsou ovSem vypracovavany i teoretické postupy, které umoz-
fuji vyjadfovat kvalitu aproximacnich algoritmd na exaktné&jsi bazi a navic umoznuji
klasifikovat problémy podle miry jejich aproximovatelnosti. Zde si to budeme jen
strucné ilustrovat na zminéném problému obchodniho cestujiciho (Travelling Sale-

sPerson); uvazujme jej v této formeé:

Nazev: TSP (problém obchodniho cestujiciho)

Vstup: Uplny neorientovany graf s n vrcholy (“mésty”) (Uplny znamena,
Ze mezi kazdymi dvéma rliznymi vrcholy je hrana); kazdé hrané (i, j) je
pfifazeno celé kladné €islo d(i, j) (vzdalenost mezi mésty i a j)
Vystup: permutace = = {iy, i, ...,4,} mnoziny {1,2,... n} (. “okruzni
CeSta”) tz. D(?T) = d(il, 22) + d(ig, 23) + ...+ d(in_l, Zn) + d(in, Zl) (tj délka
okruzni cesty) je minimalni moZna.
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Bude uZiteCné zvlast uvazovat i podproblém problému TSP, ktery oznaCime A-
TSP — pro jeho vstupy je vyZadovano splnéni trojahelnikové nerovnosti (tj. pro lib.
vrcholy i, j, k je d(i, j) < d(i, k) + d(k, 7)).

Poznamka. Pfipomefme si standardni pfevod instance problému hamiltonovské
kruznice (HK) na instanci (rozhodovaciho problému pfislusného k) TSP (pfi proka-
zovani HK<TSP); jestlize (u,v) je hrana ve vychozim grafu, poloZime d(u,v) = 1,
jinak poloZime d(u, v) = 2. (Ve vychozim grafu G; s n vrcholy existuje hamiltonovska
kruznice pravé tehdy, kdyz ve vytvofeném (Uplném) grafu GG, existuje okruzni cesta
délky n.) Jedn& se vlastné o pfevod HKa A-TSP, coz ukazuje, Ze uz podproblém
A-TSP je NP-tézky.

CviCeni. ZapiSte (pseudokddem) algoritmus A1, ktery k vstupu problému TSP se-
stroji okruzni cestu (tj. permutaci) hltavym pfistupem, jak jsme se o tom zminili
vyse.

Abychom se mohli vyjadfit o kvalité algoritmu Al (a dalSich aproximacnich algo-
ritmll), zavedeme nékolik pojml a oznaceni. Pro vstup G problému TSP oznaéme
m(G) délku nejkratSi (tj. optimalni) okruzni cesty. Pro aproximacni algoritmus A
(pro problém TSP) ozname m 4(G) délku okruzni cesty vydané algoritmem A pro
vstup G. Je zfejmé, Ze absolutni chyba m(G) — m(G) je nezaporna; idealni by
bylo, aby byla co nejmensi. VS§imnéme si nejprve, Ze nemlizeme doufat, Ze by tato
chyba byla omezena, a to ani v pfipadé A-TSP:

Tvrzeni 30.1.1 Kdyby pro A-TSP existoval (polynomialni) aproximacni algoritmus
A s omezenou absolutni chybou (tj. existovalo by k£ € N tak, Ze pro vS. instance G
je ma(G) — m(G) < k), pak P=NP.

Dlkaz: Predpokladejme, Ze takovy algoritmus A a pFislusné ¢islo £ existuji. Pak by
nasledujici polynomiélni algoritmus vydaval optimalni feSeni A-TSP (tj. nejkratSi
okruzni cestu):

- v dané instanci G problému A-TSP vynasob kazdé d(i, j) Cislem k +1;
dostanes tak instanci G’ (trojahelnikova nerovnost zlistane zachovana)

- na G’ spust algoritmus A; ten nutné vyda optimalni feSeni (permutaci
vrcholll, odpovidajici nejkratsi cesté) (proc¢ ?), které je ovéem i optimal-
nim feSenim pro G (proc ?)

g

Kdyz uz nemlzeme zajistit omezeni absolutni chyby m 4(G) — m(G), miZeme ale-
spoin omezit (n&jakou konstantou) aproximacni pomér m4(G)/m(G) ? Algoritmus
Al nespliuje ani to:

CviCeni. UkaZzte, Ze pro kazdé ¢ > 1 a kazdé n > 3 existuje instance G s n vrcholy
problému TSP tak, Ze m;(G)/m(G) > c. TroSku narocnéjsi je pak ukazat, Ze pro
kazdé ¢ > 1 existuje pro nekone€¢né mnoho n instance G s n vrcholy problému
A-TSP tak, Ze ma1(G)/m(G) > c.

Aproximacni pomér se u algoritmu A1 da alespon omezit pomalu rostouci funkci
velikosti vstupu - v pfipadé problému A-TSP; konkrétné se da ukazat (n oznacuje
pocet vrcholll grafu G)

< = ([logn] +1)

N =



To ale neznamena, Ze problém A-TSP neni aproximovatelny s omezenym apro-

N

A2 (formulujeme ho obecné pro TSP):

ALGORITMUS A2
Pro dany vstup TSP, tj. ohodnoceny graf s n vrcholy:
- sestroj minimalni kostru grafu (podalgoritmem sloZitosti O(n?))

- zvol lib. vrchol a z néj realizuj prohledani sestrojené kostry (ktera je
stromem) do hloubky (depth-first search)

- poradi navstiveni jednotlivych vrcholll pfi onom prohledavani udava
permutaci, ktera je vystupem algoritmu

Pro A2 snadno uk&Zzeme, Ze v pfipadé problému A-TSP je aproximacni pomér
omezeny konstantou, konkrétné

mA2<G)
m(G)

Cviceni. DokaZte pfedchozi vztah; specialné dokazte ¢ < m(G) am2(G) < 2¢, kde
c je soucet ohodnoceni hran v minimalni kostfe.

Algoritmus A2 je tedy lepSi nez Al; v pfipadé problému A-TSP nam vzdy zarucuje
nalezeni okruzni cesty, ktera je nejvySe dvakrat tak dlouh& jako nejkratSi cesta
(optimum).

Poznamka. Christofides (1976) ukazal jesté lepsi algoritmus A3 pro A-TSP, pro néjz
Aproximacni algoritmus s lepSim aproximacnim pomérem neni znam, ani neni
znamo, zda by existence takového algoritmu implikovala P=NP.

U obecného problému TSP nelze ovSem zadny r-aproximacni algorimus, tj. algo-
ritmus s aproximacnim pomeérem omezenym konstantou r, oCekavat:

Tvrzeni 30.1.2 Jestlize pro TSP existuje r-aproximacni algoritmus (pro néjaké r €
N), pak P = NP.

Dlkaz: Pfedpokladejme, Ze existuje r-aproximacni algoritmus A pro TSP.

Nyni v pfevodu instance problému hamiltonovské kruznice (HK) na instanci TSP
zminéném vySe polozme d(u,v) = 1, je-li (u,v) hrana vychoziho grafu, a jinak
poloZzme d(u,v) = 1 + nr, kde n je pocet vrcholl vychoziho grafu. Algoritmus A
spustény na vytvorené instanci problému TSP by de facto rozhodl, zda ve vychozim
grafu je hamiltonovska kruznice (pro€ ?).

g

K dal$imu studiu problematiky aproximac¢nich algoritm{ Ize doporucit predevsim
prehledovou monografii [ ]; nékteré aspekty jsou také rozebirany napf. v

[ 1
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30.2 Pravdépodobnostni algoritmy

Existuji rozhodovaci (tedy ANO/NE) problémy, pro které nezname rychlé (tj. poly-
nomialni) algoritmy, a presto je lze v praxi spolehlivé feSit nejen pro malé vstupy.
Staci slevit z absolutniho naroku na feSici algoritmus, totiz z toho, aby algoritmus
vzdy vydal zaru€ené (tedy stoprocentné) spravnou odpovéd. Pfesnéji feCeno, pre-
staneme vyzZadovat, aby algoritmus nutné pfedepisoval deterministicky proces, a
pfipustime nahodny prvek (hazeni kostkou). Opakované béhy algoritmu na tentyz
vstup pak mohou vydavat riizné vystupy — kazdy z nich s urcitou pravdépodobnosti.

K formalizaci pojmu pravdépodobnostniho algoritmu mzeme pouZzit jednoduchou
verzi pravdépodobnostniho Turingova stroje (probabilistic Turing machine, PTM);
takovy stroj PM = (Q, %, T, 6, qo, F') si mlZeme predstavit jako standardni Turinglv
stroj s tim, Ze 6(q,a) mUze byt nyni dvouprvkova mnoZzina — v tom pfipadé se pfi
vypoctu v konfiguraci ugav voli jedna ze dvou moznych bezprostfedné nasledujicich
konfiguraci nahodné — tak, ze kazda ma pravdépodobnost zvoleni 1/2 (mlzeme si
pfedstavit, Ze se zde hazi minci).

Podobné jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovida jednomu vstupu
PTM strom vypoctl. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi; kofen je ohod-
nocen pocatecni konfiguraci a naslednici vrcholu ohodnoceného konfiguraci ¢ jsou
ohodnoceni prave bezprostfedné nasledujicimi konfiguracemi konfigurace c.

Kazda hrana je pfitom ohodnocena pfislusnou pravdépodobnosti — hrané vychaze-
jici z vrcholu s jednim naslednikem je pfifazena 1, kazdé ze dvou hran vychazeji-
cich z vrcholu s dvéma néasledniky je pfifazena 1/2. Kazdému vrcholu v je pfifazena
pravdépodobnost jeho dosazeni — tj. souc€in ohodnoceni hran na cesté od kofene
k vrcholu v.

Pak Ize napf. pfesné definovat pravdépodobnost jevu, Ze dany PTM vyda na dany
vstup z odpovéd ANO - tato pravdépodobnost je dana souctem pravdépodob-
nosti vrcholdl ve stromu vypoctu pro vstup x, které jsou ohodnoceny koncovymi
konfiguracemi, znamenajicimi odpovéd ANO (tedy pfijimajicimi konfiguracemi).

Nepdjdeme zde do dalSich formalnich detailli, ale budeme si pravdépodobnostni
algoritmy ilustrovat na problému prvociselnosti:

Nazev: Prvocdiselnost

Vstup: pfirozené Cislo k (v dekadickém zapise)
Vystup: ANO, kdyZ £ je prvocislo, NE, kdyZ k je Cislo sloZené.
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Zminovali jsme uZ dfive, Ze pfimocaré testovani prvociselnosti podle definice vede k
algoritmu s exponencialni sloZitosti. Zadny polynomialni) deterministicky algoritmus
nebyl aZ do léta 2002 znam. (Ted uz je znam, ale pfesto ma smysl kvili vétsi
rychlosti nadale uvazovat pravdépodobnostni algoritmus.)

Poznamka. VSimnéme si, Ze je zfejmé, Ze doplnkovy problém — tj. problém slozZe-
nosti ¢isla — je v NP (pro¢ ?). Vyuzitim jistych vysledkl teorie ¢isel se da ukazat,
Ze i problém prvociselnosti je v NP. Tento problém byl dlouho jednim z mala “pfi-
rozenych” problém{ v NP (resp. v NPNco-NP), u kterych neni znam polynomialni
algoritmus a ani se neumi prokazat NP-Uplnost. (Méli bychom upfesnit, Ze jiz dfive
byla znama existence polynomialniho algoritmu, ktery by prvociselnost rozhodoval
za predpokladu, Ze plati tzv. Riemannova hypotéza — to se ovSem nevi.)

S vyuzitim poznatk( teorie Cisel Ize sestavit rychly pravdépodobnostni algoritmus
A (existuje polynom p tak, Ze délka kazdé vétve stromu vypoctu pro k£ je omezena
p(log k); délka vypoctu je tedy omezena polynomiélni funkci velikosti vstupu), ktery
ma tyto vlastnosti

- jestlize n je prvocislo, vyda A odpovéd ANO s pravdépodobnosti 1 (NE
vibec nemiize vydat)

- jestlize n neni prvoc€islo, vyda A odpovéd NE s pravdépodobnosti
alespon 1/2.

Pfedstavme si nyni, Ze A zopakujeme pro dané n napf. 50-krat. Kdyz (aspon)
jednou vyda NE, vime, Ze n jisté neni prvocislo (a dale uz A opakovat nemusime).
Kdyz ve vSech pfipadech vyda ANO, tak n je prvocislo s pravdépodobnosti vétsi
nez 1 — 275 — tedy “prakticky stoprocentné” (pro¢ ?).

Naznacime, jak algoritmus A vypada. Mj. se opira o tzv. malou Fermatovu vétu:

Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati

a’~' = 1 (mod p)

Poznamka. Nacrt dikazu: Rozvineme-li (a + b)? podle binomické véty, ovéfime
snadno, Ze vysledek modulo p je roven a? + b7, je-li p prvocislo (ovéfte !). Tedy
(pocitano modulo p) mame 1? = 1,2 = (1+1)? = 1? +1» =1+ 1 = 2 a obecné
a? = a, z CehoZ plyne a?~! = 1.

Jako diikaz sloZenosti (tj. neprvociselnosti) daného &isla m nejlépe slouzi n&jaky
netrivialni délitel a Cisla m (vSichni zname rychly algoritmus, kterym se pfesveédcime,
Ze dané a skutecné déli m). Z Fermatovy véty ovSem plyne dileZité pozorovani:
kdyZ nalezneme pro dané m €islo a,0 < a < m tak, Ze a™ ! # 1 (mod m), tak jsme
nasli svédka sloZenosti Cisla m (tedy svédka toho, Ze m neni prvocislo), byt tim
neziskame netrivialniho délitele m (jen jsme tak dokazali jeho existenci).

Poznamka. Je dilezité si uvédomit, Ze pocitani mocnin modulo m umime rovnéz
velmi rychle, a sice tzv. metodou “opakovaného umocnovani”: pocitanim z, = a,
z1 = (20)> mod m, x5 = (x1)> mod m, x5 = (z2)> mod m, ..., z; = (x;-1)> mod m,
... dostavame postupné a, a®> mod m, a* mod m, a® modm, ..., a* mod m, ....
Chceme-li pak napt. znat a°%°, vynasobime a®'? - a3? - a'% (tj.xg - 24 - x5; v3e pocitano
samoziejmé modulo m).

Pfedstavme si nyni hypoteticky, Ze by platilo:
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Hypotéza:
jestlize m neni prvocislo, tak alespori jedna polovina z €isel 1,2, ... ,m—1
jsou sveédkoveé slozenosti Cisla m

Pak by kyZeny pravdépodobnostni algoritmus A pro testovani prvociselnosti (ktery
se pro zadané sloZené Cislo mohl splést s pravdépodobnosti nejvys 1/2) byl nabi-
ledni. (Jak by vypadal ?)

Jak ukazuji dalSi vysledky teorie Cisel, situace neni takto jednoducha — uvedena
hypotéza neplati pro vSechna sloZena Cisla; definice svédka sloZenosti se ale da
upravit tak, aby hypotéza (pro nové definovaného svédka) platila !

Poznamenejme, Ze aC problém testovani prvociselnosti je takto uspokojivé vyre-
Sen, nejsou znamy zadné rychlé algoritmy pro nalezeni prvociselného rozkladu
sloZzeného Cisla. Tedy a€ napf. umime rychle zjistit, Ze dané 200-mistné cislo je
slozené, nezaruCuje nam to rychlé nalezeni netrivialniho délitele. Specialné, kdyz
nam nékdo da 200-mistné Cislo, které vytvofil jako soucin dvou 100-mistnych pr-
vocisel, nemame (zatim ?) praktickou Sanci tato prvocisla najit. (To, Ze tato “prak-
ticka Sance” skuteCné neexistuje, neumime dokazat. V této souvislosti si vSimnéte
zminky o Shoroveé algoritmu v kapitolce o kvantovych vypoctech !). V nasledujici
podkapitolce si ukazeme, k Eemu se to pouZziva.

Sifrovaci systém s vefejnym kli¢em; RSA-kryptosystém

Stru¢né nastinime podstatu jednoho pouzivaného zplisobu elektronické komuni-
kace, pfi kterém se zprava Sifruje vefejné znamym klicem adreséata a ktery rovnéz
umoZziuje tzv. ‘elektronické podpisy’. Pfitom bude zfejmé& souvislost bezpec€nosti
popsaného zplisobu s otazkami teorie sloZitosti.

Méjme doménu D (pfipustnych) zprav; napf. si pfedstavme mnozinu vSech (za-
pistl) 200-mistnych dekadickych &isel. (Ctenaf si snadno predstavi kodovani textu
pomoci fetézce dekadickych &islic; delSi zpravy pak sestavaji z vice blokd.)

Dvéma permutacim (vzajemné jednoznacnym zobrazenim) enc : D — D a dec :
D — D fekneme oboustranné komutativni Sifrovaci par, dale jen Sifrovaci par,
jestlize

Vm € D : dec(enc(m)) = enc(dec(m)) = m

Pfitom enc a dec jsou efektivné vycislitelné (to zde znamena, Ze pro né existuji
rychlé algoritmy) a nemame zplsob, jak z algoritmu pro enc odvodit algoritmus pro
dec.

Princip Sifrovaciho systému s vefejnym klicem, v némz spolu uzivatelé komunikuiji,
spociva v tom, Ze kazdy uzivatel X si vyrobi svlj Sifrovaci par (encx, decx ), zvetejni
algoritmus pro encx a drzi v tajnosti algoritmus pro decy.

KdyZ chce uZivatel A zaslat zpravu m uZivateli B, vyhleda ve vefejném seznamu
(algoritmus pro) encp a zaSle mu encg(m). B po obdrZeni aplikuje decy a ziska
decg(encg(m)) = m.

Oboustranna komutativnost u Sifrovaciho paru umoziuje elektronické podpisy: A
zaSle dvojici encg(m), encg(deca(m)); B po precteni decg(encg(m)) = m zjisti, Ze
zprdva ma byt od A (A uvede v m své jméno), druh& Cast decg(encg(deca(m))) =
dec4(m) je pro néj nesrozumitelnd — ovSem po vyhledani a aplikaci enc 4 musi dostat
m, ¢imz ovéfi pravost (kdyZ se napf. jedna o podepsany Sek, mize ho B predlozit
bance k proplaceni; vS§imnéte si, Ze B neni schopen podpis A zfalSovat).
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V RSA-systému si uZivatel X vyrobi Sifrovaci par podle nasledujiciho algoritmu:

Zvol dvé nahodna 100-mistna prvodisla p, q.

Spocitej sou€iny n = pga ®(n) = (p — 1)(¢ — 1).

Urc€i (malé) e tz. GC'D(e,®(n)) = 1 (GC'D oznaluje nejvétsi spolecny délitel).
Vypocti d tz. de = 1( mod ®(n)).

Zvertejni dvaijici (e, n); Sifrovaci funkce je encyx(m) = m® mod n.

o o M w N oPRE

Drz v tajnosti (d, n); desifrovaci funkce je decx(m) = m? mod n.

Bod 1 Ize provést takto: Nahodné zvolime 100-mistné liché Cislo, a otestujeme jeho
prvocCiselnost pravdépodobnostnim algoritmem zminénym vyse. KdyZ prvocislem
neni, pfiCteme 2, znovu otestujeme, v negativnim pfipadé znovu pficteme 2 atd.,
dokud test prvociselnosti neskonci pozitivné. Da se ukazat, Ze prvocislo bude
“takfka jisté” nalezeno mezi prvnimi 200 testovanymi Cisly. (To Ize odvodit z faktu,
Ze funkce 7(n) udavajici pocet prvocisel mezi prvnimi n pfirozenymi €isly, je velmi
dobfe aproximovana funkci n/Inn.)

Body 3. a 4. se daji feSit takto: postupné probirame (kandidaty na €islo) e a Eukleido-
vym algoritmem ovéfujeme zda, GC'D(e, ®(n)) = 1; v kladném pfipadé dostaneme
(pfi urcité varianté Eukleidova algoritmu) pfimo linearni kombinacia-e+b-®(n) =1
a tedy lze vzit d = a.

Z elementarnich faktl teorie Cisel se da ukazat korektnost, ti. Vm : m® =
m (mod n).

Pfipomeneme-li si metodu “opakovaného umocnovani”, je zfejmé, Ze (de)sifrovat
se da velmi rychle.

BezpecCnost systému spociva v tom, Ze se nevi, jak d zjistit jinak, neZ pro n nalézt
rozklad n = p - ¢; jak jsme uz zminili, nejsou ale znamy Zadné algoritmy, které by
byly v rozumné dobé schopné nalézt prvocCiselny rozklad 200-mistnych Cisel.

Dalsi informace o problematice pravdépodobnostnich algoritmdé, Sifrovani apod.
najde Ctenar napr. v [ I [ ]
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30.3 Paralelni algoritmy

V této Casti se jen letmo dotkneme oblasti paralelnich algoritmd a paralelni vypo-
Ctové slozitosti.

S rozvojem paralelnich architektur, specialné pocitacll s vice procesory, se pfiro-
zené vynorila otazka, zda a které problémy Ize feSit rychleji, pouzijeme-li k jejich
feSeni paralelni pfistup, tedy algoritmus, ktery (na rozdil od standardniho sekvenc¢-
niho algoritmu) pocita s vice vykonavateli (procesory). Napr. k problému

Nazev: Vzorek v textu

Vstup: vzorek p (‘kratka’ posloupnost symbol) a text ¢ (‘dlouha’ posloup-
nost symbol()

Vystup: mista vSech vyskytl p v ¢
mlzZeme néjaky standardni algoritmus A nahradit paralelnim

- rozdél vstup ¢ na dvé (pfiblizné stejné dlouhé) Casti ¢, t,
- spust paralelné Anap,t; a Anap,t;

- zpracuj (‘slej’) vysledky obou paralelné béZicich ‘(pod)procest’ (pfitom
oSetfi rozhrani t1,t;) a vydej na vystup

Mame-li skutecné moznost paralelni béh implementovat (mame dva vykonavatele),
doba vypocCtu se v zasadé dvakrat zmensi oproti algoritmu A — za pfedpokladu,
Ze pridana ¢innost spojena s rozdélenim prace a zkombinovanim vysledki prace
jednotlivych (pod)procesti je v celkovém kontextu zanedbatelna.

~r >

Ctenar snadno navrhne Gpravu algoritmu pro prfipad tfi, &tyF, & obecné& k proce-
sor(l. Na druhé strané asi tusi, Ze chceme-li néjak postihnout a studovat paralelni
vypocty obecné, nestaci se omezit na model s fixnim poctem procesorl. Proto
budeme pocitat s (potencialné) neomezenym paralelismem, konkrétné s modely
umoZnujicimi nasadit na vstup velikosti n aZ f(n) procesor(, kde f je néjaka (napf.
i exponencialni) funkce.

V pripadé hledani vyskytl vzorku p v textu ¢ délky m si mlZeme predstavit nasazeni
m procesordl 1,2,...,m, pficemZ procesor i zjiStuje, zda se vzorek p nachazi na
pozici i (v kladném pfipadé vyda i na vystup). Pomineme-Ili etapu rozdéleni prace
mezi procesory a feSeni pripadnych konfliktli na vystupu, je délka ‘jadra’ vypoctu
celého systému umeérna délce ¢ vzorku p.

Mdlzeme ovSem také paralelizovat ¢innost ovéreni, zda p se vyskytuje na pozici i:
na tento kol nasadime tym — (-tici procesort (i, 1), (z,2),..., (i,¢), kde procesor
(1,7) zjiStuje, zda p(j) = t(i + 7 — 1) (zde p(j) oznacuje j-ty znak v p); v zZdporném
pfipadé napf. zapiSe 1 do jisté pamétové bunky b; vyhrazené i-tému tymu (jeji
hodnota byla na zacatku 0). Po ukoncéeni prace vSech ¢lenll tymu ‘manazer tymu’
(napf. (i,1)) vyda na vystup i v pfipadé, Zze b; = 0. Takto je délka trvani ‘jadra’
vypocCtu nezavisla na velikosti vstupu a Ize ji omezit néjakou konstantou.
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Abychom mohli Gvahy o paralelnich algoritmech a jejich vypoctové slozZitosti zpfes-
nit, potfebujeme néjaky konkrétni ‘paralelni pocitac’, resp. jeho abstraktni model.
Podobné jako nam v pripadé sekvencnich algoritmt poslouzil model RAM, mize
nam zde poslouzit PRAM (parallel RAM), definovany niZe. Na rozdil od ‘sekvenc-
niho pfipadu’, kde RAM je skutec¢né obecné pfijimanym referenénim modelem,
v ‘paralelnim pfipadé’ je otazka ‘toho pravého’ modelu daleko komplikovanégjsi.
Nejdfive se ale soustfedime na PRAM a pak se ke zminéné otazce vratime.

Stroj PRAM sestava z potencialné nekonecéného pole strojli (procesordl) RAM o¢is-
lovanych 0, 1,2, ... a ze (sdilené) globalni paméti; pfitom

e kazdému procesoru je jeho jedinecné identifikacni Cislo pfistupné jako hod-
nota specialniho registru PID (processor identifier)

o kazdy procesor miize kromé své lokalni paméti pristupovat také ke spolecné
globalni paméti (ktera je organizovana stejné jako paméti lokalni)

Pfitom (je moZné si pfedstavit centralni fidici pocitac, ktery zajisStuje, Ze)
e v3echny procesory se Fidi tymZ algoritmem

e procesory pracuji paralelné a synchronizované, t.j. v kazdém kroku PRAMu
se provede jedna instrukce na kazdém RAMu

DilezZitou technickou otazkou jsou pfipadné konflikty pfi paralelnim ¢teni ze / zapi-
sovani do stejné burky (globalni) paméti. Zde pfedpokladame

e ze stejné burky sdilené paméti miize v ramci kazdé instrukce libovolny pocet
procesor( ¢ist (CR = Concurrent Read)

e do stejné bunky sdilené paméti mize v ramci kazdé instrukce libovolny po-
¢et procesorll zapisovat za predpokladu, Ze vSechny zG¢astnéné procesory
zapisuji tutéz hodnotu (CW-C Concurrent Write Common).

Poznamenejme jen, Ze pouzivanych variant PRAMu je vice; napf. typ CREW umoz-
nuje soubézné Cteni, ale zakazuje soubézné zapisovani (Exclusive Write).

Jinak jesté dodejme, Ze vstupni data jsou ukladana v pocatecnim tseku globalni
paméti (kam se také uloZi vystup).

Ctenér si ted miiZe rozmyslet naprogramovani vyse uvedeného algoritmu pro hle-
dani vzorku v textu pro PRAM. DUlezitym bodem k promysleni je vyuziti PID proce-
sorll k rozdéleni prace (kazdy procesor na zakladé svého PID zjisti, v jakém tymu
a na jakém Ukolu ma pracovat). My to zde provadét nebudeme, ale ilustrujeme na
pfikladu nasobeni (booleovskych) matic.

UvaZujme nejdfive standardni nasobeni dvou matic n x n; provadime pfitom ©(n?)
Ciselnych operaci (coz odpovida slozitosti standardniho sekvencniho algoritmu).
Mdzeme-li nasadit n? procesor(l, z nichZ kazdy (nezavisle) spocita jeden prvek
vysledné matice, potfebny ¢as se snizi na O(n). Nebudeme ted zkoumat, jak se
da postup vylepsit nasazenim tymu na soucet n Cisel, ale zjednoduSime si situaci
uvazovanim nasobeni booleovskych matic: mame spocitat C' := A x B, kde prvky
jsou 0 a 1, pficemZ 1 + 1 = 1. Nasadme n? tym{ o n ¢lenech, tedy celkové n3
procesordl — ozna¢me je (i, j,p) pro 1 < i, j,p < n. Pokud kazdy procesor (i, j,p)
vykona (paralelné s ostatnimi) pfikaz
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if A(z,p) and B(p, j)then C(i,j) := true

je ukol hotov !

Pseudokdd celého programu, jimz se kazdy procesor fidi, je zachycen nize (tenar
samozfejmé vidi, jak by Sel tento pseudokdd pfimocCafe prepsat jako posloup-
nost skutec¢nych instrukci RAMu). VSimnéte si, Ze pro konkrétni i, j provede pfikaz
C(i,j) = true nula aZz n procesorll — jelikoZ vSechny procesory ovSem pfifazuji
C'(i,7) tutéz hodnotu, jedna se o povolené soubé&zné zapisovani (CW-C). Takeé je
vyuzito pfedpokladu, Ze matice C je na zacatku vynulovana (vSechny prvky jsou
false).

VSTUP: Ve sdilené paméti je uloZzeno Cislo n a dvourozmeérn& pole
A,B,C: array [1...n,1...n] of boolean; vSechny prvky C jsou pfitom O
(tj. false).

VYSTUP: Pole C obsahuje booleovsky sou&in matic A, B

POSTUP:

begin { kazdy procesor zacina vypoctem (i, j, p) ze svého PID }
=1+ PID div n?;

1 + (PID mod n?) div n;
1+ PID mod n;

7
j:
p

if A(i,p) and B(p,j) then C(i,5) := true
{ piSe 0 az n procesord, ale vzdy stejnou hodnotu }

end

Takto mame tedy (paralelni) algoritmus, ktery vynasobi booleovské matice A, B
typu n x n v konstantnim ¢ase pfi pouZiti n3 procesoru.

Zminili jsme jiz, Ze v paralelnim pfipadé je otazka vSeobecné pfijimaného referenc-
nakolik je PRAM blizky €i vzdaleny realnym paralelnim architekturam, jen zmi-
nime, Ze patfi do tzv. druhé tfidy vypocetnich modelll (viz napt. | ). Prvni
pocitaCovou tfidu zde tvofi vSechny tzv. rozumné sekvencni modely, urCené tezi

Rozumné sekvencni modely dokaZou simulovat a byt simulovany Turin-
govymi stroji s nejvys polynomialni ¢asovou ztratou a s nejvys linearni
prostorovou ztratou.

Pozn.: Nebudeme se zde zabyvat nuanci, zda se vyzaduje, aby obé podminky
platily u pfislusné simulace zaroven.

Druhou pocitaCovou tfidu pak tvori tzv. rozumné paralelni modely, urCené tzv. pa-
ralelni tezi (strucné: sekvencni prostor = paralelni ¢as):

Problémy feSitelné na rozumnych sekvencnich modelech v polynomi-
alné omezeném prostoru se daji fesit na rozumnych paralelnich mode-
lech v polynomialné omezeném Case.
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Pozn.: Nékdy se teze formuluje obecngji: M je rozumny paralelni model, jestlize
pro libovolnou funkci F' je

| M-TIME(F*(n)) = | | SPACE(F"(n))

(Pfipomenime, ze F*(n) oznacuje (F(n))*.)
Poznamenejme, Ze ma rozumny smysl uvaZzovat i jiné tfidy pocitact, napfr. jisté
slabsi ale ‘fyzikalné realizovateln&jSi’ paralelni modely (viz napf. [ D.

Praxi nejblizsi je zfejmé navrhovani efektivnich paralelnich algoritm& pro konkrétni
problémy. U pojmu efektivniho (a prakticky realizovatelného) paralelniho algoritmu
doslo k urCité shodé: efektivnim paralelnim algoritmem se rozumi paralelni algo-
ritmus (je mozno dosadit PRAM), ktery pracuje v polylogaritmickém prostoru (ij. s
celkovou prostorovou sloZitosti (logn)* pro né&j. k) a s nasazenim polynomialniho
poctu procesordl. (Nasazeni vétsiho nez polynomialniho poc¢tu procesorl Ize téZko
povaZovat za zvladnutelné.) TFida problémd, které jsou feSitelné takovymito efek-
tivnimi paralelnimi algoritmy, se oznaCuje NC (Nick's Class; nazev je podle Nicka
Pippengera); poznamenejme, ze definice tfidy NC je robustni vzhledem k mnoha
variantam model{l paralelnich algoritmd.

Je snadné vyvodit NC C PTIME; opét se ale neumi dokazat, zda inkluze je vlastni
(ma se zato, Ze ano). Zhruba fe¢eno, NC obsahuje ty (sekvencné zvladnutelné) pro-
blémy, které Ize efektivné paralelizovat. Napf. kniha [ ] ukazuje fadu takovych
priklad; problémy na grafech, tfidéni, analyza bezkontextovych jazyk{ apod.

Pozn. VSimnéme si, Ze nutnou podminkou k existenci efektivniho paralelniho al-
goritmu pro dany problém je moZnost jeho feSeni v polylogaritmickém prostoru na
sekvencnim stroji (viz paralelni tezi pro F' = log). Napf. pro rozpoznavani bez-
kontextovych jazykl bylo znamo, Ze prostorova slozitost je v O(log® n); netrivialni
efektivni paralelni algoritmus pro tento problém rozebira také napfr. [ ]

Jak jsme fekli, neumi se dokazat, ze existuji problémy v PTIME — NC, tzv. vnitfné
sekvencni (inherently sequential) problémy. NejpravdépodobnéjSimi kandidaty na
takové problémy jsou tzv. PTIME-UpIné (stru¢né P-UpIné) problémy; problém je P-
aplny jestlize je v P a kazdy jiny problém v P je na néj pfeveditelny (sekvencnim)
algoritmem pracujicim v logaritmickém prostoru (konkrétnéji: Turingovym strojem s
jednou vstupni paskou, jez je ‘read-only’ a je na ni napsan vstup velikosti n, jednou
‘read-write’ pracovni paskou, na niZz je mozZzno navstivit logn policek, a jednou
‘write-only’ vystupni paskou).

Poznamka. Neni tézké ukazat, Ze takovato LOGSPACE redukce je realizovatelna
v polylogaritmickém Gase s pouzitim polynomialniho poétu procesort; je to tedy
instance tzv. NC-redukce. Nékdy se P-Uplnost definuje v SirSim smyslu — pomoci
NC-redukci.

Prikladem P-UpIného (a tedy pravdépodobné ‘vnitiné sekvencniho’) problému je
problém vyhodnoceni booleovského obvodu, a to i v monotonni verzi (bez negace),
kterou uvedeme:

Nazev: (mono) CVP (monotone Circuit Value Problem)

Vstup: konecny acyklicky orientovany graf (obvod), ktery ma jediny vy-
stupni vrchol (nevychazi z néj hrana), vSechny jeho vstupni vrcholy (ne-
vchazi hrana) jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a vSechny nevstupni vrcholy
jsou oznaceny A (and) Ci Vv (or).

Vystup: hodnota na vystupnim vrcholu (hradle)
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(Z kontextu je snad zfejmé, Ze hodnota hradla A je 1 pravé kdyZz hodnota vSech
jeho predchiidcl je 1 a hodnota hradla Vv je 1 pravé kdyZ hodnota aspoii jednoho
jeho predchtdce je 1.)

Poznamenejme, zZe podobné jako u NP-Uplnych problémd a v jinych analogic-
kych situacich je nejtézSim prokazat P-Uplnost néjakého (zakladniho) problému.
P-Uplnost (resp. P-obtiznost) dalSich problém{ Ize pak ukazovat LOGSPACE re-
dukcemi (resp. NC-redukcemi) z uz znamych P-UpInych problémd. (Da se totiZ uka-
zat, Ze slozeni dvou LOGSPACE-redukci je také realizovatelné jako LOGSPACE-
redukce, byt to neni tak trivialni jako v pfipadé PTIME-redukci; zkuste si rozmyslet
proc.)
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30.4 Distribuované algoritmy

Distribuované algoritmy také predstavuiji jisty druh paralelismu. Typické ovSem je,
Ze bézi zaroven na tfeba i hodné vzdalenych samostatnych pocitacich, které nejsou
svazany s néjakym centralnim pocitaem, a pracuji asynchronné (nikoli ‘v taktu’).
Vzajemné komunikuji zasilanim zprav po siti, kterou jsou vzajemné propojeny.

Stru¢né jen nacrthneme jeden problém z dané oblasti a feSeni nechame na ¢tenafi.
Podrobné informace o distribuovanych algoritmech Ize nalézt napf v [ ]

Volba koordinatora

Zadani je pfevzato z | ]. Pfedstavme si procesory spojené v kruhové siti.
Pfedpokladame:

1. Kazdy procesor je pfipojen na dva obousmérné komunikacni kanaly, jejichz
prostfednictvim si vymeénuje zpravy se svymi dvéma sousedy.

2. Komunikace je asynchronni; kazdy procesor mlze v libovolném okamziku
vyslat zpravu jednomu ze svych sousedil. Zpravy jsou doru¢ovany bezpecéné
(neztraceji se ani nekomoli) a v poradi, ve kterém byly odeslany (pfedpo-
klada se, Ze kanaly jsou vybaveny na pfijmu i vysilani vyrovnavaci paméti,
organizovanou jako fronta).

3. VSechny procesory se Fidi tymz algoritmem. Kazdy procesor je opatfen svym
(zaru€ené jedinecnym) identifikacnim cislem PID (jehoZ hodnota je mu do-
stupna). Zadny z procesor(l nevi, jak je kruh dlouhy ani jaka maji &isla jini
UcCastnici.

4. VSechny procesory jsou trvale pfipraveny pfijimat a zpracovavat zpravy.
Zadani tlohy:

Prostfednictvim vymény zprav zjistit maximalni identifikacni Cislo na
kruhu. Proces zjistovani maxima, zvany téZ ‘volba koordinatora’, mliZze
zaroven spustit libovolny pocet procesortl. Proces skonéi v okamziku,
kdy vSechny procesory znaji maximum a je doruCena posledni zprava,
ktera byla s timto procesem spojena.

Mirou velikosti zadani je pocet n procesort na kruhu. Pfirozenou mirou sloZitosti
algoritmu je celkovy poCet M (n) vyslanych zprav (komunikacni sloZitost). Zkuste
navrhnout (distribuovany) algoritmus s pokud mozno co nejmenSim M (n).
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30.5 Nové vypocetni modely

Zde v podstaté jen poznamename, Ze provadéni vypoctll (computation) neni nutné
omezeno jen na elektronické pocitace, jak je zname.

Kvantové vypocty (Quantum computing)

Zhruba v 80. létech 20. stoleti se zacala diskutovat moznost realizace vypoctl
(pocitacll) na bazi kvantové mechaniky. Z téchto (fyzikalnich) Gvah vznikl jisty te-
oreticky model pocitace, pro ktery byly v 90. Iétech navrZzeny zajimavé algoritmy.
Patrné nejznamejsi je existence Shorova algoritmu pro prvociselny rozklad cisel,
ktery pracuje (na kvantovém pocitaci) v polynomialnim ¢ase — v pfipadé praktické
realizace by tak umoznil rozbiti Sifrovacich algoritml uZivanych pro bezpecnou
vyménu zprav, elektronické podpisy apod. (viz kapitolku o pravdépodobnostnich
algoritmech a Sifrovani).

Kvantovy pocitac, resp. jeho model, je v néCem podobny pravdépodobnostni verzi
Turingova stroje (jednotlivé moznosti nemaji ovSem pfifazeny pravdépodobnosti
(realna cisla), ale komplexni ‘amplitudy’). Zdroj moznych efektivnich algoritm@ je
v tom, Ze kvantovy stroj dokaze de facto najednou (a deterministicky) ovéfovat
exponencialné mnoho moZznosti, z nichZ ovSem dostaneme k dispozici jen jednu v
okamziku ‘pozorovani’ vypoctu; pointa je v tom, jak navrhnout algoritmus (a dobu
pozorovani), aby se pravdépodobnost pozorovani ‘dobrych’ feSeni bliZila k jed-
nicce, zatimco pravdépodobnost pozorovani ‘Spatnych’ feSeni Sla k nule.

Zde téma nebudeme dale rozebirat a Ctenafe odkazujeme napf. na [ ]
DNA-vypocty (DNA-computing)
Experimentalni vysledky (napf. pfi feSeni instanci nékterych NP-Gplnych problém)

byly dosazeny pfi vypoctech na ‘biologické bazi’; ¢tenafe mizeme odkazat napr.
na | ].
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