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10 Bezkontextové gramatiky a jazyky 50
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12 Speciálnı́ formy bezkontextových gramatik 59
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Předkládaný materiál sloužı́ jako studijnı́ opora pro předměty teoretické informatiky,
speciálně pro oblasti teorie jazyků a automatů a teorie algoritmů (či teorie vyčı́sli-
telnosti a složitosti). Způsob jeho využitı́ v konkrétnı́m kursu doporučı́ přednášejı́cı́.

Materiál vznikl (v lednu 2004) sloučenı́m pracovnı́ch textů k dřı́vějšı́m samostatným
kursům ‘Teorie jazyků a automatů’ a ‘Vyčı́slitelnost a složitost’ a skládá se tudı́ž
ze dvou relativně samostatných částı́. Každá část má svůj vlastnı́ úvod, ovšem
odkazuje se do společného seznamu literatury (uvedeného v závěru).

Omlouvám se za ponechané specifické poznámky u jednotlivých kursů, které v
obecném kontextu možná nejsou relevantnı́.

4



Část I

Úvod do teorie jazyků a automatů
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Předcházejı́cı́
Obsah

Obsah Dalãı́
Konečné automaty, regulárnı́

jazyky

Kapitola 1

Úvod, cı́le kursu, literatura

Teorie jazyků a automatů patřı́ ke klasickým partiı́m teoretické informatiky a je
ve většı́ či menšı́ mı́ře součástı́ studijnı́ch plánů informatiky na všech vysokých
školách.

Zde předkládaný materiál je zamýšlen jako studijnı́ opora pro úvodnı́ kurs v dané
oblasti. Materiál vznikl přepracovánı́m a doplněnı́m pracovnı́ho textu, jenž původně
sloužil jen jako doprovodný materiál k přednáškám. Nynějšı́ text by měl umožňovat
(resp. vı́ce podporovat) i samostatné či distančnı́ studium. Speciálně byly do textu
doplněny úkoly, o jejichž vyřešenı́ je studujı́cı́ na přı́slušně označených mı́stech v
textu žádán.

Poznámka. Na jaře 2003 převedli diplomanti L. Jamrozová a L. Koblovský text do
interaktivnějšı́ elektronické podoby; využitı́m TeXovského balı́ku maker “Elearn” J.
Dvorského a dodánı́m ilustrativnı́ch animacı́ k vybraným pojmům a postupům. Vedle
tištěné verze tohoto materiálu lze tedy pracovat i s interaktivnějšı́m pdf-souborem.

Text je členěn logicky do kapitol, z nichž každá obsahuje stručně specifikované
studijnı́ cı́le. Jelikož materiál je samozřejmě i nadále možno použı́t jako podporu k
řádnému kursu s přednáškami (tedy nejen k distančnı́mu studiu), je v textu vyzna-
čeno i orientačnı́ rozdělenı́ na jednotlivé přednášky (v délce 2 x 45 minut). Počı́tá
se, že každá přednáška je doplněna (rovněž dvouhodinovým) cvičenı́m, na které
se ovšem studenti předem samostatně připravujı́. Z těchto orientačnı́ch údajů je
možné odhadnout časovou náročnost studia jednotlivých kapitol či jejich částı́ – jde
ovšem čistě o orientačnı́ odhad, jelikož u každého jednotlivce bude čas potřebný k
důkladnému zvládnutı́ látky velmi individuálnı́.

Velmi přı́nosná by samozřejmě byla snaha studujı́cı́ho prostudovat probı́rané partie
také v některé z doporučených (či jiných) monografiı́. V češtině či slovenštině vyšly
např. [Chy84], [HU78] (což je slovenský překlad angl. originálu z r. 1969), [MvM87].
Kromě uvedených knih existujı́ jistě i dalšı́ texty v češtině či slovenštině, které se
zabývajı́ podobnou problematikou. Nepoměrně bohatšı́ je ovšem nabı́dka přı́slušné
literatury v angličtině, což lze snadno zjistit např. ‘surfovánı́m’ na Webu. Uved’me
např. alespoň [Sip97] či knihu českého autora [Med00].

Dalšı́ informace ke kursu najdete přes odkaz na webovské stránce

http://www.cs.vsb.cz/jancar
(či přı́mo http://www.cs.vsb.cz/jancar/TJAA/tjaa.htm)
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Autor bude vděčný za jakékoli připomı́nky k předkládanému materiálu (stejně jako
obecně ke kursu), sdělené např. e-mailem na adresu Petr.Jancar@vsb.cz

Teorie jazyků a automatů patřı́ k základnı́m (a dnes již klasickým) partiı́m teoretické
informatiky, partiı́m, jejichž vznik a vývoj byl a je úzce svázán s potřebami praxe při
vývoji software, hardware a obecně při modelovánı́ systémů.

Náš kurs tvořı́ určitý celek s (následným) kursem Vyčı́slitelnost a složitost, dohro-
mady by se mohly nazývat Základy teorie výpočtů (Theory of Computation), což je
součást teoretických základů informatiky.

Motivovat teorii výpočtů lze přirozenými otázkami typu:
- jak srovnat kvalitu (rychlost) různých algoritmů řešı́cı́ch tentýž problém (úkol) ?
- jak lze porovnávat (klasifikovat) problémy podle jejich (vnitřnı́) složitosti ?
- jak charakterizovat problémy, které jsou a které nejsou algoritmicky řešitelné,
tj. které lze a které nelze řešit algoritmy (speciálně “rychlými”, neboli prakticky
použitelnými, algoritmy).

Při zpřesňovánı́ těchto a podobných otázek, a při hledánı́ odpovědı́, nutně potře-
bujeme (abstraktnı́) modely počı́tače (tj. toho, kdo provádı́ výpočty). Z vı́ce důvodů
je vhodné při našem zkoumánı́ začı́t velmi jednoduchým, ale fundamentálnı́m mo-
delem, a sice tzv. konečnými (tj. konečně stavovými) automaty. Konečné automaty
(pojem byl formalizován ve 40. letech 20. stoletı́), lze chápat nejen jako nejzá-
kladnějšı́ model v oblasti počı́tačů, ale ve všech oblastech, kde jde o modelovánı́
systémů, procesů, organismů apod., u nichž lze vyčlenit konečně mnoho stavů
a popsat způsob, jak se aktuálnı́ stav měnı́ prováděnı́m určitých akcı́ (např. přijı́-
mánı́m vnějšı́ch impulsů). (Jako jednoduchý ilustrujı́cı́ přı́klad nám může posloužit
model ovladače dveřı́ v supermarketu znázorněný na obr. 2.1, o němž pojednáme
nı́že.)

Velmi běžná “výpočetnı́” aplikace, u nı́ž je v pozadı́ konečný automat, je hledánı́
vzorků v textu. Takové hledánı́ asi nejčastěji použı́váme v textových editorech a při
vyhledávánı́ na Internetu; speciálnı́ přı́pad také představuje např. lexikálnı́ analýza
v překladačı́ch. Při vyhledávánı́ informacı́ v počı́tačových systémech jste již jistě
narazili na nějakou variantu regulárnı́ch výrazů, umožňujı́cı́ch specifikovat celé třı́dy
vzorků. Regulárnı́mi výrazy a jejich vztahem ke konečným automatům se rovněž
budeme zabývat.

Po seznámenı́ se s konečnými automaty a regulárnı́mi výrazy budeme pokračovat
silnějšı́m modelem – tzv. zásobnı́kovými automaty ; o ty se opı́rajı́ algoritmy syntak-
tické analýzy při překladu (programovacı́ch) jazyků, tedy algoritmy, které např. určı́,
zda vámi napsaný program v Pascalu (C-čku) je správně pascalsky (c-čkovsky).

Zmı́nili jsme pojem jazyk – obecně budeme mı́t na mysli tzv. formálnı́ jazyk; jazyky
přirozené (mluvené) či jazyky programovacı́ jsou speciálnı́mi přı́pady. Na naše
modely se v prvé řadě budeme dı́vat jako na rozpoznávače jazyků, tj. zařı́zenı́, které
zpracujı́ vstupnı́ posloupnost pı́smen (symbolů) a rozhodnou, zda tato posloupnost
je (správně utvořenou) větou přı́slušného jazyka.

Poznámka. Ve skutečnosti je zřejmě důležitějšı́ (a přirozenějšı́) pojem funkce re-
alizované daným automatem – automat k zadanému vstupu (“spočı́tá” a) vydá
jistý výstup, tedy realizuje určitou (vstupně-výstupnı́) funkci. Rozpoznávač jazyka
je pouze speciálnı́m přı́padem, kdy výstupem je 1 či 0 (ANO či NE). (Později se
ještě o tomto problému zmı́nı́me.)
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S pojmem jazyk se nám přirozeně pojı́ pojem gramatika. Speciálně se budeme vě-
novat tzv. bezkontextovým gramatikám, s nimiž jste se již přinejmenšı́m implicitně
setkali u definic syntaxe programovacı́ch jazyků (tj. pravidel konstrukce programů);
ukážeme mj., že bezkontextové gramatiky generujı́ právě ty jazyky, jež jsou rozpo-
znávány zásobnı́kovými automaty.

Seznámı́me se také s jednı́m z univerzálnı́ch (nejobecnějšı́ch) modelů počı́tačů
(resp. rozpoznávačů jazyků) – s tzv. Turingovými stroji. K tomuto modelu se také
odkazuje zmı́něný kurs o vyčı́slitelnosti a složitosti.

Ještě poznamenejme, že účelem kursu nenı́ popis konkrétnı́ch “reálných” (většı́ch)
aplikacı́ studovaných (teoretických) pojmů; účelem je základnı́ seznámenı́ se s
těmito pojmy a s přı́slušnými obecnými výsledky a metodami. Jejich zvládnutı́ je
nezbytným základem pro porozuměnı́ i oněm reálným aplikacı́m a pro jejich návrh.
Jako pěkný přı́klad relativně nedávné aplikace může sloužit použitı́ konečných
automatů s vahami pro reprezentaci složitých funkcı́ (na reálném oboru) a jejich
využitı́ při reprezentaci, transformaci a kompresi obrazové informace (viz např.
kapitolu v [Gru97]).

Předcházejı́cı́
Obsah

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava

Verze ze dne 22. února 2005

Dalãı́
Konečné automaty,

regulárnı́ jazyky
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Obsah Dalãı́
Návrh konečných automatů.

Regulárnı́ operace.

Kapitola 2

Konečné automaty, regulárnı́ jazyky

Cı́l kapitoly:
Seznámenı́ se s pojmem konečného automatu, speciálně
jako s prostředkem rozpoznávánı́ posloupnostı́ symbolů spl-
ňujı́cı́ch určité (jednoduché) podmı́nky. Pochopenı́ všech
souvisejı́cı́ch pojmů a formálnı́ch (matematických) definic.
Zvládnutı́ návrhu elementárnı́ch automatů a jednoduchých
algoritmů zjišt’ujı́cı́ch vlastnosti automatů.

Studijnı́ cı́le: Seznámenı́ se s pojmem konečného automatu, speciálně jako s pro-
středkem rozpoznávánı́ posloupnostı́ symbolů splňujı́cı́ch určité (jednoduché) pod-
mı́nky. Pochopenı́ všech souvisejı́cı́ch pojmů a formálnı́ch (matematických) definic.
Zvládnutı́ návrhu elementárnı́ch automatů a jednoduchých algoritmů zjišt’ujı́cı́ch
vlastnosti automatů.

PSfrag replacements

ZAVŘENO OTEVŘENO

PŘED

NIKDE

ZA
PŘED-I-ZA

NIKDE

PŘED
ZA

PŘED-I-ZA

Obrázek 2.1:
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PŘED ZA PŘED-I-ZA NIKDE
ZAVŘENO OTEVŘENO ZAVŘENO ZAVŘENO ZAVŘENO
OTEVŘENO OTEVŘENO OTEVŘENO OTEVŘENO ZAVŘENO

Obrázek 2.2:

Konečný automat je systém (či model systému), který může nabývat konečně
mnoho (obvykle ne “přı́liš mnoho”) stavů. Daný stav se měnı́ na základě vnějšı́ho
podnětu (možných podnětů také nenı́ “přı́liš mnoho”) s tı́m, že pro daný stav a
daný podnět je jednoznačně určeno, jaký stav bude následujı́cı́ (tj. do jakého stavu
systém přejde). Konkrétnı́ konečný automat se často zadává diagramem, který také
nazýváme stavový diagram či graf automatu. Jiná možnost zadánı́ je tabulkou, která
je sice poněkud suchopárnějšı́, ale např. je vhodnějšı́ pro počı́tačové zpracovánı́.

Přı́klad. Diagram na obr. 2.1 je popisem jednoduchého automatu řı́dı́cı́ho vstupnı́
dveře do supermarketu (dveře nejsou posuvné, ale otvı́rajı́ se dovnitř). Automat
může být ve dvou stavech (Zavřeno, Otevřeno) a podnětem (např. snı́maným v
pravidelných krátkých intervalech) je informace, na které z podložek (před dveřmi,
za dveřmi) se někdo nacházı́. Kromě (pro naše oko přehledného) diagramu lze
tutéž informaci sdělit tabulkou na obr. 2.2.

Úkol 1 Popište slovně nějaký jednoduchý automat na mince, který je schopen
vydat čaj nebo kávu dle volby, a pak jej modelujte stavovým diagramem (grafem
automatu).

Na základě uvedeného jednoduchého přı́kladu máme již představu, co to konečný
automat je. Formalizujme nynı́ tento pojem v jazyce matematiky. K čemu je to
dobré ? Pro dalšı́ zkoumánı́ potřebujeme přesnou (a jednoznačnou) definici a také
stručné a přehledné značenı́. (U takto jednoduchého pojmu bychom se bez forma-
lizace snad ještě obešli, u složitějšı́ch pojmů později už těžko.)

Definice 2.0.1 Konečný automat, zkráceně KA, A je pětice (tzn., že je dán pěticı́
parametrů) A = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde Q je konečná neprázdná množina stavů, Σ je
konečná neprázdná množina zvaná (vstupnı́) abeceda, δ : Q×Σ→ Q je přechodová
funkce, q0 ∈ Q je počátečnı́ (iniciálnı́) stav a F ⊆ Q je množina přijı́majı́cı́ch
(koncových) stavů.

Všimněme si, že uvedená definice vyžaduje určenı́ počátečnı́ho stavu a tzv. přijı́-
majı́cı́ch (nebo též koncových) stavů – o těch dosud nebyla řeč. Vymezenı́ těchto
stavů je důležité v přı́padě, o který se zvlášt’ budeme zajı́mat, tj. v přı́padě, kdy
konečný automat hraje roli rozpoznávače jazyka. Zatı́m řekneme jen neformálně:
jazyk rozpoznávaný daným konečným automatem je množina posloupnostı́ sym-
bolů (prvků abecedy), které automat přijı́má (akceptuje), tj. těch posloupnostı́, které
automat převedou z počátečnı́ho do některého z přijı́majı́cı́ch stavů.

Jak už vı́me, (malý) konečný automat lze často přehledně reprezentovat grafem
automatu; dohodněme se, že počátečnı́ stav budeme označovat malou vstupnı́
šipkou, přijı́majı́cı́ stavy pak dvojitým kolečkem.

Poznámka. V řeči teorie grafů bychom přesněji měli mluvit o ohodnoceném mul-
tigrafu – mezi dvěma vrcholy může vést vı́ce hran, ohodnocených prvky abecedy.
Běžně ovšem takové hrany na obrázku znázorňujeme hranou jedinou, na nı́ž uve-
deme všechna přı́slušná ohodnocenı́; na obr. 2.3 to ilustruje hrana vedoucı́ ze stavu
q3 do stavu q2 (zastupuje hranu s ohodnocenı́m 0 i hranu s ohodnocenı́m 1).
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0,1

0 1

1
0

1101, 010101,  . . . 0110, 0010,  . . .

PSfrag replacements q1 q2 q3

přijı́má: nepřijı́má:

Obrázek 2.3:

Úkol 2 Chápejme obr. 2.3 jako popis konečného automatu A = (Q,Σ, δ, q0, F ).
Vypište přı́mým výčtem hodnoty všech parametrů automatu A. Pak porovnejte s
obr. 2.7. Na obrázku je počátečnı́ stav q1 rovnou zapsán jako čtvrtý parametr mı́sto
q0; mohli bychom to samozřejmě také řešit zápisem q0 = q1.

Obr. 2.3 již čtenáři jistě dal představu o tom, co to znamená, že daný konečný
automat přijı́má danou posloupnost symbolů. Je ovšem opět užitečné a žádoucı́
pojmy zformalizovat. Začneme pojmem jazyk a souvisejı́cı́mi definicemi; zároveň
zavedeme i značenı́ použı́vané později.

Definice 2.0.2 Abeceda je konečná neprázdná množina symbolů (pı́smen, znaků,
signálů apod.). Často ji označujeme znakem Σ, jejı́ prvky pak znaky a, b, c (s přı́-
padnými indexy apod.).

Slovo v abecedě Σ je libovolná konečná posloupnost a1, a2, . . . , an prvků Σ. Pı́-
šeme ji obvykle bez čárek – a1a2 . . . an. Slova označujeme symboly u, v, w apod.
Přirozeným způsobem definujeme délku slova, označujeme |u|; pro u = a1a2 . . . an

je |u| = n. Symbolem |u|a označujeme počet výskytů symbolu a ve slově u.

Speciálnı́ roli hraje prázdné slovo (s délkou 0); označujeme jej ε. Zřetězenı́ slov
u = a1a2 . . . an, v = b1b2 . . . bm označujeme u · v, stručněji uv, a definujeme uv =
a1a2 . . . anb1b2 . . . bm. Výrazem un označujeme n-násobné zřetězenı́ slova u; je tedy
u0 = ε, u1 = u, u2 = uu, u3 = uuu atd.

Slovo u je podslovem slova v, jestliže v lze psát v = w1uw2 pro nějaká w1, w2 (jinak
řečeno: jestliže existujı́ slova w1, w2 taková, že v = w1uw2). Slovo u je prefixem
(sufixem) slova v, jestliže v = uw (v = wu) pro nějaké w.

Σ∗ označuje množinu všech slov a Σ+ množinu všech neprázdných slov v abecedě
Σ. (Je tedy Σ∗ = Σ+ ∪ {ε}.)
Formálnı́ jazyk, stručně jazyk, nad abecedou Σ je libovolná množina slov v abe-
cedě Σ. Jazyky obvykle označujeme L (s indexy); pro jazyk L nad abecedou Σ je
tedy L ⊆ Σ∗.

Přı́klad. Slova v abecedě Σ = {a, b} jsou např. ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba.
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Je užitečné si uvědomit, že slova v každé abecedě lze přirozeně uspořádat (a sys-
tematicky generovat) jak jsme naznačili v přı́kladu: v prvé řadě podle délky (kratšı́
předcházı́ delšı́mu) a v rámci stejné délky abecedně (lexikograficky) – což před-
pokládá, že máme uspořádány prvky abecedy. Např. pro Σ = {0, 1} (s abecednı́m
uspořádanı́m 0 < 1) lze prvkyΣ∗ generovat v pořadı́ ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . ..
Přı́slušné uspořádánı́ budeme označovat <L (např. 11<L 001).

Vsuvka. Připomeňme i obecnou definici uspořádánı́: relace ρ na množině A je (čás-
tečným) uspořádánı́m, jestliže je reflexivnı́ (∀x ∈ A : xρx), tranzitivnı́ (∀x, y, z ∈
A : (xρy ∧ yρz) =⇒ xρz)) a antisymetrická (∀x, y ∈ A : (xρy ∧ yρx) =⇒ x = y)).
Hovořı́me-li o uspořádánı́, obvykle myslı́me úplné (neboli lineárnı́) uspořádánı́, což
znamená navı́c ∀x, y ∈ A : (xρy ∨ yρx) (tedy neexistujı́ vzájemně nesrovnatelné
prvky).
Pro relace uspořádánı́ se obvykle použı́vajı́ symboly jako ≤ a jemu podobné.
Použijeme-li pak symbolu <, myslı́me obvykle podrelaci “ostrého” (tj. irreflexivnı́ho)
uspořádánı́ definovanou takto: x < y ⇐⇒ df x ≤ y ∧ x 6= y.

Řı́káme-li pouze “jazyk”, rozumı́me tı́m, že přı́slušná abeceda je bud’ zřejmá z
kontextu nebo na nı́ nezáležı́.

Poznámka. Byt’ v praktických přı́padech má abeceda např. desı́tky prvků, v na-
šich přı́kladech bude abeceda často (jen) dvouprvková (většinou {a, b}, {0, 1}).
Uvědomme si, že to nenı́ zásadnı́ omezenı́, jelikož pı́smena vı́ceprvkové abecedy
lze přirozeně zakódovat řetězci dvouprvkové abecedy. (Jak dlouhé řetězce byste
použili např. při kódovánı́ 256-ti prvkové abecedy ?)

Poznámka. Uvědomme si, že operace zřetězenı́ slov je asociativnı́ (tzn. (u · v) ·w =
u · (v · w)); proto je např. zápis u · v · w jednoznačný i bez uvedenı́ závorek.

Úkol 3 Vypište všechna slova v abecedě {a, b}, která majı́ délku 3.
Napište explicitně slovo u (posloupnost pı́smen), které je určeno výrazem (ab)3 · ba ·
(bba)2 (slovo u je tedy výsledkem provedenı́ operacı́ uvedených ve výrazu).
Vypište všechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abecedě {0, 1}).
Vypište všechny prefixy (sufixy) slova 0010. (Je jich pět !)

Všimněme si ještě, že s jazyky—jakožto s množinami—je možné provádět množi-
nové operace; např. výsledky operacı́ L1∪L2 (sjednocenı́), L1∩L2 (průnik), L1−L2
(množinový rozdı́l), L (doplněk – rozumı́ se pro přı́slušnou abeceduΣ, tj. L = Σ∗−L)
jsou opět jazyky. Později zavedeme i speciálnı́ jazykové operace.

Úkol 4 Uvažujme jazyky
L1 = {w ∈ {a, b} | w obsahuje sudý počet výskytů symbolu a},
L2 = {w ∈ {a, b} | w začı́ná a končı́ stejným symbolem }.
Vypište prvnı́ch šest slov (rozumı́ se v uspořádánı́ <L ) postupně pro jazyky L1∪L2,
L1 ∩ L2, L1 − L2, L.

Pokračujeme přesnou definicı́ jazyka rozpoznávaného konečným automatem; přı́-
slušné jazyky budeme nazývat regulárnı́.

Definice 2.0.3 Přechodovou funkci automatu A = (Q,Σ, δ, q0, F ) zobecnı́me na
funkci
δ∗ : Q× Σ∗ → Q touto induktivnı́ definicı́:

1. δ∗(q, ε) = q,

2. δ∗(q, wa) = δ(δ∗(q, w), a).
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a b
1 2 1

←2 2 1
3 7 5

←4 7 4
→5 2 4
←6 6 3

7 7 4

Obrázek 2.4:

b a a b c a . . .

PSfrag replacements

q0
řı́dı́cı́

jednotka

Obrázek 2.5:

Úkol 5 Automat A na obrázku 2.4 nejprve zadejte výčtem parametrů, A =
(Q,Σ, δ, q0, F ).
Z induktivnı́ definice δ∗ pak detailně odvod’te, čemu se rovná δ∗(2,bab).

Důkladně si formu a obsah induktivnı́ definice promyslete. Zároveň se přesvědčte,
že nemůže dojı́t k nedorozuměnı́, když v dalšı́m budeme mı́sto δ∗ psát jen δ, je totiž
δ∗(q, a) = δ(q, a). (δ∗ je tedy rozšı́řenı́m δ na většı́ definičnı́ obor; z kontextu bude
vždy zřejmé, odkazujeme-li se na δ v užšı́m nebo širšı́m smyslu.)

Definice 2.0.4 Slovo w ∈ Σ∗ je přijı́máno automatem A, jestliže δ(q0, w) ∈ F .
Jazykem rozpoznávaným (přijı́maným) automatem A rozumı́me jazyk L(A) = {w |
slovo w je přijı́máno A}.

Jazyk L je regulárnı́ (tj. rozpoznatelný konečným automatem), jestliže existuje KA
A tž. L(A) = L.

Úkol 6 Ověřte si, že uvedená definice jazyka rozpoznávaného KA skutečně za-
chycuje (formalizuje) předcházejı́cı́ neformálnı́ vysvětlenı́. Dále zkuste formálně
nadefinovat graf GA automatu A a definnujte jazyk L(A) pomocı́ (pojmů teorie
grafů na) grafu GA.
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Konečný automat si lze představovat různě. Pro naše účely je zřejmě nejvhod-
nějšı́ představa znázorněná na obr. 2.5. Řı́dicı́ jednotka, což je “skřı́ňka” nabývajı́cı́
konečně mnoha (vnitřnı́ch) stavů (řekněme několika-bitová pamět’), je čtecı́ hla-
vou spojena se (vstupnı́) páskou, na nı́ž je zapsáno slovo – zleva doprava jsou v
jednotlivých buňkách pásky uložena pı́smena daného slova.

Na začátku je řı́dicı́ jednotka v počátečnı́m stavu a hlava je připojena k nejlevějšı́mu
polı́čku pásky. Činnost automatu, zvaná výpočet, pak probı́há v krocı́ch: v každém
kroku je přečten symbol (hlava se po přečtenı́ posune o jedno polı́čko doprava)
a řı́dicı́ jednotka se nastavı́ do stavu určeného aktuálnı́m stavem a přečteným
symbolem (přechodová funkce je v řı́dicı́ jednotce “zadrátovaná”).

Je možné si také představit, že na řı́dicı́ jednotce je “světélko” signalizujı́cı́ navenek,
zda aktuálnı́ stav je či nenı́ přijı́majı́cı́ (čili “zvenku” rozlišujeme u řı́dicı́ jednotky jen
dva stavy – přijı́má/nepřijı́má).

Uvedená prezentace konečného automatu vede k dalšı́ variantě definice přijı́ma-
ných slov. Uvedeme ji ted’ hlavně proto, že pozdějšı́ definice pro dalšı́ modely budou
pak jen přı́močarým zobecněnı́m. Všimněte si také, že přitom budeme explicitně
definovat pojem výpočtu automatu.

Vsuvka. Připomeňme nejdřı́ve některé elementárnı́ pojmy teorie množin a algebry.
Kartézským součinem M × N množin M,N rozumı́me množinu dvojic M × N =
{ (a, b) | a ∈ M, b ∈ N }. (Kartézské) mocniny množiny M lze definovat takto:
M1 = M,M 2 = M × M,M 3 = M × (M × M), . . . ,M i+1 = M × M i, . . .. n-árnı́
relace na množině M je podmnožina Mn. Nejčastěji uvažované relace jsou 2-árnı́
(neboli binárnı́), proto pojmem relace ρ na množině M rozumı́me binárnı́ relaci, tedy
ρ ⊆ M ×M ; přitom často pı́šeme xρy mı́sto (x, y) ∈ ρ. Relace ρ na množině M je
reflexivnı́ právě tehdy, když ∀x ∈M : xρx; ρ je tranzitivnı́ právě tedy, když ∀x, y, z ∈
M : (xρy ∧ yρz) =⇒ xρz. Reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem relace ρ rozumı́me
nejmenšı́ relaci ρ′ (nejmenšı́ ve smyslu množinové inkluze), která obsahuje ρ a je
přitom reflexivnı́ i tranzitivnı́.

Definice 2.0.5 Konfiguracı́ konečného automatu A = (Q,Σ, δ, q0, F ) rozumı́me
dvojici (q, w), kde q ∈ Q a w ∈ Σ∗ (q představuje aktuálnı́ stav a w slovo, které zbývá
přečı́st – připomeňme, že čtecı́ hlava se pohybuje jen doprava).

Na množině všech konfiguracı́ automatu A definujeme relaci `A takto: (q, aw) `A

(q′, w) právě když δ(q, a) = q′ (rozumı́ se a ∈ Σ, w ∈ Σ∗). Zápis K1 `A K2 čteme
např. “konfigurace K1 bezprostředně (tj. v jednom kroku) vede ke konfiguraci K2”,
“konfigurace K2 bezprostředně následuje za K1” apod.

Výpočtem automatu A, začı́najı́cı́m v konfiguraci K, rozumı́me posloupnost konfi-
guracı́ K0, K1, K2, . . . , Kn, kde K0 = K a Ki `A Ki+1 pro i = 0, 1, . . . , n−1 (takový
výpočet má délku n, tj. sestává z n kroků).

Výpočet K0, K1, K2, . . . , Kn je přijı́majı́cı́m výpočtem pro slovo w, jestliže K0 =
(q0, w) a Kn = (q, ε) pro nějaký q ∈ F .

Slovo w ∈ Σ∗ je přijı́máno KA A, jestliže existuje přijı́majı́cı́ výpočet pro slovo w.

Alternativně lze také definovat:

Relace `∗A je reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem relace `A. K1 `∗A K2 pak čteme
např. takto: “konfigurace K1 vede ke K2”, “K1 odvodı́ K2”, “K2 je následnı́kem K1”
apod.

Slovo w ∈ Σ∗ je přijı́máno KA A, jestliže (q0, w) `∗ (q, ε) pro nějaký přijı́majı́cı́
stav q ∈ F . (Mı́sto `∗A pı́šeme jen `∗, jestliže automat A, k němuž se daná relace
vztahuje, je zřejmý z kontextu.)
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Poznámka. Všimněme si, že zápisy δ(q, w) = q ′ a (q, w) `∗ (q′, ε) majı́ stejný
význam. Šlo by se také např. dohodnout, že (q, w) `∗ (q′, ε) budeme zapisovat
elegantněji q w−→ q′ apod. Čtenář je vyzýván, at’si dalšı́ definice a tvrzenı́ použı́vajı́cı́
notaci s δ přeformuluje i dalšı́mi uvedenými způsoby. Tı́m mj. vyzdvihujeme obecný
fakt, že totéž sdělenı́ (tutéž sémantiku, tj. tentýž význam pojmů, tvrzenı́ apod.) lze
zachytit různými syntaktickými způsoby (značenı́mi), z nichž každý může mı́t své
výhody a nevýhody.

Úkol 7 Pro automat A na obrázku 2.4

- simulujte krok po kroku výpočet na slově bbaab (zapište přı́slušnou posloupnost
konfiguracı́; prvnı́, tedy (5, bbaab), je zachycena na obrázku 2.6).

b b a a b

5

Obrázek 2.6: Počátečnı́ konfigurace automatu A

- vypište všechna slova délky ≤ 3 v abecedě {a,b} a zjistěte, která z nich patřı́ do
jazyka L(A).

- zakreslete graf (stavový diagram) automatu A

- charakterizujte co nejjednodušeji jazyk L(A) (vlastnostı́ slov do něj náležejı́cı́ch)

Lze snadno nahlédnout, že pro jazyk L(A) hrajı́ roli jen ty stavy automatu A, které
jsou dosažitelné (z počátečnı́ho stavu):

Definice 2.0.6 Stav q automatu (Q,Σ, δ, q0, F ) je dosažitelný, jestliže existuje w ∈
Σ∗ tž. δ(q0, w) = q.

Jako procvičenı́ formy induktivnı́ definice můžeme dosažitelnost uvést také takto:
Množina dosažitelných stavů automatu (Q,Σ, δ, q0, F ) je nejmenšı́ množina K ⊆ Q
splňujı́cı́ tyto dvě podmı́nky: 1/ q0 ∈ K, 2/ jestliže q ∈ K a q′ = δ(q, a) pro nějaké
a ∈ Σ, potom q′ ∈ K.

Tato definice je de facto přı́mým návodem k sestavenı́ algoritmu, který zjistı́
všechny dosažitelné stavy. Připomeňme, že konečný automat můžeme zadat
přı́mým výčtem všech parametrů (např. automat z obr. 2.3 je takto popsán na
obr. 2.7), ale také grafem (stavovým diagramem) či tabulkou (do té je rovněž nutno
přidat označenı́ počátečnı́ho a přijı́macı́ch stavů).

A = (Q,Σ, δ, q1, F ), kde

Q = {q1, q2, q3}
Σ = {0, 1}
F = {q2}

δ(q1, 0) = q1, δ(q1, 1) = q2,
δ(q2, 0) = q3, δ(q2, 1) = q2,
δ(q3, 0) = q2, δ(q3, 1) = q2

Obrázek 2.7:
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Úkol 8 Zformulujte algoritmus, který pro daný KA, reprezentovaný grafem, označı́
všechny dosažitelné stavy; algoritmus pak zformulujte pro přı́pad reprezentace
tabulkou.
Aplikujte na automat z obrázku 2.4.

Jak jsme už zmı́nili, odstranı́me-li nedosažitelné stavy (a přı́slušně tedy omezı́me
definičnı́ obor přechodové funkce), rozpoznávaný jazyk se neměnı́. Máme tedy

Tvrzenı́ 2.0.7 Ke každému KA A lze zkonstruvat KA A′, v němž každý stav je
dosažitelný a L(A′) = L(A).

Z tvrzenı́ 2.0.7 snadno nahlédneme, že

Věta 2.0.8 Existuje algoritmus, který pro zadaný KA A rozhodne, zda L(A) je ne-
prázdný.

(Jak vypadá ten algoritmus ?)
Pro čtenáře ted’ bude jistě snadné ukázat i dva následujı́cı́ fakty:

Tvrzenı́ 2.0.9 Pro konečný automat A s n stavy je L(A) neprázdný právě tehdy,
když existuje w ∈ L(A) délky menšı́ než n (|w| < n).

Tvrzenı́ 2.0.10 Pro konečný automat A s n stavy je L(A) nekonečný právě tehdy,
když existuje w ∈ L(A) splňujı́cı́ n ≤ |w| < 2n.

Úkol 9 Načrtněte rychlý algoritmus, rozhodujı́cı́ pro daný A, zda L(A) je nekonečný.

—————————

Doplněnı́:

Vı́me, že i nekonečné množiny mohou mı́t různou mohutnost. (Množinu přirozených
čı́sel nazýváme spočetnou, množinu reálných čı́sel nespočetnou.) V této souvislosti
je užitečné si uvědomit následujı́cı́ fakty.

Z uspořádánı́ <L je zřejmé, že

Tvrzenı́ 2.0.11 Pro (konečnou neprázdnou) abecedu Σ je Σ∗ nekonečná spočetná
množina (tj. existuje bijekce, neboli vzájemně jednoznačné zobrazenı́, mezi Σ∗ a
množinou N všech přirozených čı́sel).

Poznámka. Všimněme si, že ze spočetnosti Σ∗ (pro lib. abecedu Σ) plyne např.
spočetnost množiny všech racionálnı́ch čı́sel. (Proč ?)

Z obecné Cantorovy věty, která řı́ká, že mohutnost množiny M je ostře menšı́ než
mohutnost množiny všech jejı́ch podmnožin P(M), plyne

Tvrzenı́ 2.0.12 Jazyků nad (neprázdnou) abecedou Σ je nespočetně mnoho.

Např. už z těchto úvah o mohutnostech množin plyne, že ne každý jazyk je regulárnı́
– konečných automatů je totiž spočetně mnoho ! (Proč ?)

———————-

16



Normovaný tvar konečného automatu

V dalšı́m občas využijeme (speciálně pak u zkušebnı́ch testů !) jistý přirozeně
definovaný normovaný tvar konečného automatu, v němž jsou všechny stavy do-
sažitelné. Lze si to představit tak, že každému stavu q přiřadı́me nejkratšı́ slovo
(přesněji: nejmenšı́ slovo vzhledem k uspořádánı́ <L , pomocı́ něhož je q dosaži-
telný (z počátečnı́ho stavu), a stavy pak uspořádáme podle těchto přiřazených slov,
přičemž je označujeme čı́sly 1, 2, . . . , n. Přesněji můžeme definovat takto:

Definice 2.0.13 Máme-li dán konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) bez nedosaži-
telných stavů a uspořádánı́ (prvků) abecedy Σ (které indukuje uspořádánı́ <L na
Σ∗), pak řekneme, že A je v normovaném tvaru, jestliže

• Q = {1, 2, . . . , n} (pro nějaké n ≥ 1),
• 1 je počátečnı́ stav,

• označı́me-li pro každý stav i ∈ {1, 2, . . . , n} symbolem ui nejmenšı́ slovo v
uspořádánı́ <L, pro něž δ(1, ui) = i, pak pro i < j platı́ ui <L uj.

Úkol 10 Rozmyslete si jednoduchý algoritmus, který každý KA převede (přejme-
novánı́m stavů) do normovaného tvaru.
Návod: počátečnı́ stav označı́me 1. Dále, např. v přı́padě abecedy {a, b}, zjistı́me
stav q, do něhož automat přejde ze stavu 1 symbolem a; když q nenı́ označen (jako
1), označı́me jej 2. Pak zjistı́me stav q, do něhož automat přejde ze stavu 1 sym-
bolem b; když q nenı́ dosud označen, označı́me jej nejmenšı́m dosud nepoužitým
čı́slem. Takto jsme ”vyřı́dili” stav 1, pokračujeme ”vyřı́zenı́m” 2 atd.
Aplikujte na automat z obrázku 2.4; všimněte si přitom, že se takto automaticky
vymezı́me (označı́me) právě všechny dosažitelné stavy

Úkol 11 Navrhněte konečný automat s abecedou {0,1,2, 〈RESET〉}, který přijı́má
ta slova, kde součet symbolů 0, 1, 2 (braných numericky) za poslednı́m symbolem
〈RESET〉 (či od začátku, nenı́-li 〈RESET〉) dává při dělenı́ 3 zbytek 1.

Úkol 12 Navrhněte konečný automat s abecedou {0,1} přijı́majı́cı́ právě ta slova,
v nichž je sudý počet (výskytů) symbolů 0 a každý symbol 1 je bezprostředně
následován symbolem 0.
Dokažte správnost vašeho návrhu, tedy vysvětlete, proč vámi navržený automat
splňuje daný požadavek.

Úkol 13 Navrhněte konečný automat přijı́majı́cı́ právě ta slova v abecedě {a, b}, u
nichž prefix délky 2 se rovná sufixu délky 2 (slova majı́ délku alespoň 2).
Snažte se, aby tento automat měl minimálnı́ počet stavů – můžete se přitom také
pokusit vysvětlit, proč vámi navržený počet stavů nelze zmenšit.

Úkol 14 Pro konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), Σ = {a, b}, uved’te induktivnı́
definici funkce Ra : P(Q)→ P(Q), pro niž, neformálně řečeno, platı́ toto:

stav q patřı́ do Ra(K) právě tehdy, když se do q lze dostat z nějakého q ′ ∈ K jen
pomocı́ a-šipek (tedy nějakým slovem tvaru ai).

Úkol 15 Navrhněte konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L1 = {w ∈ {a, b}∗ |
w obsahuje podslovo aba } a konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L2 = {w ∈
{a, b}∗ | |w|b mod 2 = 0 } (v L2 jsou tedy právě slova obsahujı́cı́ sudý počet b-ček).
Pak zkonstuujte automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L1∩L2; zkuste přitom vhodně využı́t
automaty zkonstruované pro jazyky L1, L2.
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Úkol 16 Na vybraných zkonstruovaných automatech si procvičte převod do nor-
movaného tvaru.

Předcházejı́cı́
Úvod, cı́le kursu, lite-
ratura
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Předcházejı́cı́
Konečné automaty, regulárnı́
jazyky

Obsah Dalãı́
Nedeterministické konečné

automaty a jejich vztah k
deterministickým.

Kapitola 3

Návrh konečných automatů.
Regulárnı́ operace.

Cı́l kapitoly:
Procvičenı́ návrhu složitějšı́ch automatů modulárnı́m postu-
pem. Pochopenı́ jazykových operacı́ zřetězenı́ a iterace.

Studijnı́ cı́le: Procvičenı́ návrhu složitějšı́ch automatů modulárnı́m postupem. Po-
chopenı́ jazykových operacı́ zřetězenı́ a iterace.

Návrh konečného automatu, který bude rozpoznávat zadaný jazyk, je tvůrčı́ činnost,
vlastně jakési jednoduché programovánı́, a proto nelze podat “mechanický” návod,
jak automaty vytvářet. Stačı́ ovšem důkladně promyslet pár přı́kladů, aby člověk s
programátorskou zkušenostı́ (a tedy schopný “vžı́t se do role konečného automatu”)
tuto činnost zvládl.

Mnoho věcı́ se přitom zmechanizovat (zalgoritmizovat) dá. Např. existujı́ algoritmy,
které z automatů pro “jednoduššı́” jazyky vytvářejı́ automaty pro jazyky vzniklé
operacemi nad oněmi (jednoduššı́mi) jazyky.

Představme si např., že chceme sestrojit automat, který má rozpoznávat jazyk, jenž
je sjednocenı́m dvou regulárnı́ch jazyků. Pro konkrétnost např. jazyk sestávajı́cı́ ze
slov v abecedě {0, 1}, v nichž počet nul je dělitelný dvěma nebo počet jedniček je
dělitelný třemi. Tedy jazyk L = L1 ∪ L2, kde L1 = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 je dělitelné 2}
a L2 = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|1 je dělitelné 3}. (Označenı́m |w|a značı́me počet výskytů
symbolu a ve slově w.) Na obr. 3.1 jsou znázorněny automaty rozpoznávajı́cı́ jazyky
L1 a L2.

Jak rozpoznáme, zda dané slovo patřı́ do L(A1) ∪ L(A2) ? Prostě je necháme
zpracovat oběma automatům A1, A2 a podı́váme se, zda alespoň jeden z nich
skončil v přijı́majı́cı́m stavu. Ovšem tuto naši činnost může očividně provádět i jistý
konečný automat A – viz obr. 3.2. Rozmyslete si, co jsou stavy automatu A, co je
to počátečnı́ a koncový stav, a jak vypadá přechodová funkce.

Pak se podı́vejte na obr. 3.3, znázorňujı́cı́ A pro náš konkrétnı́ přı́pad, a přesvědčte
se, že to, co jste pochopili a co jste si odvodili, je přesně to, co je dı́ky matematické
notaci přesně a velmi stručně zachyceno v důkazu následujı́cı́ věty.
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Věta 3.0.14 Jestliže jazyky L1, L2 ⊆ Σ∗ jsou regulárnı́, pak také jazyk L1 ∪ L2 je
regulárnı́.

Důkaz: Necht’ L1 = L(A1), L2 = L(A2) pro konečné automaty A1 =
(Q1,Σ, δ1, q01, F1), A2 = (Q2,Σ, δ2, q02, F2).

Definujme automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) tž.

• Q = Q1 ×Q2,

• δ( (q1, q2), a ) = ( δ1(q1, a), δ2(q2, a) ) pro vš. q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2, a ∈ Σ,

• q0 = (q01, q02),

• F = (F1 ×Q2) ∪ (Q1 × F2).

Je očividné (exaktně lze ukázat např. indukcı́ podle délky w), že pro lib. q1 ∈ Q1,
q2 ∈ Q2 a w ∈ Σ∗ je δ( (q1, q2), w ) = ( δ1(q1, w), δ2(q2, w) ).

Z toho snadno plyne, že L(A) = L1 ∪ L2. �

Úkol 17 Mějme konečné automaty bez specifikace počátečnı́ch a přijı́majı́cı́ch
stavů A1 = (Q1,Σ, δ1), A2 = (Q2,Σ, δ2).

Definujme A = (Q,Σ, δ) tž. Q = Q1 × Q2 a δ( (q1, q2), a ) = ( δ1(q1, a), δ2(q2, a) ) pro
vš. q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2, a ∈ Σ.

Ukažte, že pro lib. q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2 a w ∈ Σ∗ platı́

δ( (q1, q2), w ) = ( δ1(q1, w), δ2(q2, w) ).

Použijte indukci podle délky slova w.

Na základě (důkazu) věty 3.0.14 pro sjednocenı́ ted’ ukažte analogickou větu pro
průnik:

Věta 3.0.15 Jestliže jazyky L1, L2 ⊆ Σ∗ jsou regulárnı́, pak také jazyk L1 ∩ L2 je
regulárnı́.

(Nápověda: F = (F1 × F2))

Poznámka. Je velmi vhodné si uvědomit konstruktivnost našich tvrzenı́. Např.
věta 3.0.14 (věta 3.0.15) řı́ká jen to, že sjednocenı́ (průnik) dvou regulárnı́ch ja-
zyků je také regulárnı́ jazyk. Dokázali jsme však vı́ce: existuje algoritmus, který ke
konečným automatům rozpoznávajı́cı́m L1, L2 zkonstruuje automat rozpoznávajı́cı́
L1 ∪ L2 (L1 ∩ L2). Podobně tomu bude u dalšı́ch vět v tomto kursu, i když se o tom
třeba nebudeme explicitně zmiňovat.

Úkol 18 Automat pro průnik požadovaný v úkolu 15 sestrojte podle obecného ná-
vodu z (důkazu) předchozı́ věty. (Porovnejte se svou předchozı́ konstrukcı́.)

———————

Zvláštnı́ roli (zmı́něnou ještě později) hrajı́ tzv. regulárnı́ operace. Vedle (množinové
operace) sjednocenı́ k nim patřı́ dalšı́ dvě (jazykové) operace – zřetězenı́ a iterace.
(Průnik mezi regulárnı́ operace nezařazujeme. Důvody vysvitnou později.)
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Definice 3.0.16 Regulárnı́mi operacemi s jazyky nazýváme operaci sjednocenı́,
L1 ∪ L2 = {w | w ∈ L1 nebo w ∈ L2}, zřetězenı́, L1 · L2 = {uv | u ∈ L1, v ∈ L2}, a
iterace, L∗ =

⋃∞

n=0 L
n, kde Ln je definováno induktivně: L0 = {ε}, Ln+1 = L · Ln.

Předpokládáme, že čtenáři už nebude dělat potı́že pochopit zaváděné pojmy pouze
z jejich matematické definice. Odvodı́ si tak např., že do zřetězenı́ dvou jazyků patřı́
právě každé takové slovo, které vznikne, když za nějaké slovo z prvnı́ho jazyka
postavı́me nějaké slovo z druhého jazyka (zřetězı́me je). Jinými slovy: takové slovo
se dá rozdělit na dvě části, z nichž prvnı́ patřı́ do prvnı́ho a druhá do druhého jazyka.
Mj. si všimneme ∅ · L = L · ∅ = ∅, {ε} · L = L · {ε} = L.

Rovněž vidı́me, že do iterace jazyka L patřı́ právě každé takové slovo, jež lze
rozdělit na několik částı́, přičemž každá z nich patřı́ do L – tj. vznikne zřetězenı́m
několika (konečně mnoha) slov z L. Definice nám také řı́ká, že prázdné slovo patřı́
do iterace vždy (vznikne “zřetězenı́m nula slov z L”).

Poznámka. Formálně lze L∗ definovat také např. takto: L∗ = {w | ex. n ≥ 0 a slova
u1, u2, . . . , un ∈ L tak, že w = u1u2 . . . un }.
Všimněme si např., že ∅∗ = {ε}, (L∗)∗ = L∗ apod. Rovněž si uvědomme, že naše
dřı́ve zavedené značenı́ Σ∗ je v souladu s nynı́ uvedenou definicı́ iterace.

Úkol 19 Procvičte si definici zřetězenı́ a iterace jazyků na malých přı́kladech a pak
dokažte či vyvrat’te obecnou platnost následujı́cı́ch vztahů:

• L1 · L2 = L2 · L1
• L1(L2 ∪ L3) = L1L2 ∪ L1L3

• (L1 ∪ L2)
∗ = L∗

1(L2 · L∗
1)

∗

• (L1 ∩ L2)
∗ = L∗

1 ∩ L∗
2

Předcházejı́cı́
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Předcházejı́cı́
Návrh konečných automatů.
Regulárnı́ operace.

Obsah Dalãı́
Uzávěrové vlastnosti třı́dy

regulárnı́ch jazyků.

Kapitola 4

Nedeterministické konečné
automaty a jejich vztah k
deterministickým.

Cı́l kapitoly:
Pochopenı́ pojmu nedeterministického výpočtu a role nede-
terminismu v usnadněnı́ návrhu konkrétnı́ch automatů. Zvlád-
nutı́ algoritmu převodu nedeterministického automatu na de-
terministický.

Studijnı́ cı́le: Pochopenı́ pojmu nedeterministického výpočtu a role nedeterminismu
v usnadněnı́ návrhu konkrétnı́ch automatů. Zvládnutı́ algoritmu převodu nedeter-
ministického automatu na deterministický.

Uvažujme nynı́ obdobu věty 3.0.14 pro zřetězenı́ jazyků. Jistě nás napadne přı́stup:
“necháme na prvnı́ část slova běžet prvnı́ automat, v přijı́majı́cı́m stavu pak předáme
řı́zenı́ druhému automatu a ten dočte slovo do konce”. Problém je, že obecně
nepostačı́ prostě předat řı́zenı́ při prvnı́m přı́chodu do přijı́majı́cı́ho stavu (proč ne
?), ale je nutno nechat to jako možnost při jakémkoli přı́chodu do přijı́majı́cı́ho stavu.

Toto chovánı́ snadno realizujeme automatem, v němž připustı́me nedeterminismus
– v daném stavu a při daném vstupnı́m symbolu je obecně vı́ce možnostı́, do
kterého stavu přejı́t. V našem přı́padě by se nám ještě vı́ce hodilo, aby šlo změnit
stav, aniž se čte vstupnı́ symbol (při onom “předánı́ řı́zenı́”); tato možnost se objevı́ u
ZNKA nı́že. Nejprve začneme s následujı́cı́ definicı́ nedeterministického konečného
automatu (P(Q) označuje množinu všech podmnožin množinu Q):

Definice 4.0.17 Nedeterministický konečný automat, zkráceně NKA, A je dán
pěticı́ parametrů A = (Q,Σ, δ, I, F ), kde Q je konečná neprázdná množina stavů,
Σ je (konečná neprázdná) abeceda, δ : Q × Σ → P(Q) je přechodová funkce,
I ⊆ Q je množina počátečnı́ch (iniciálnı́ch) stavů a F ⊆ Q je množina přijı́majı́cı́ch
(koncových) stavů.
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Obrázek 4.1:

Přı́močaře lze opět nadefinovat graf (též nazývaný stavový diagram) NKA. Přı́klad
takového grafu je na obrázku 4.1 – nadefinujte takový graf obecně pro NKA A ! (Mělo
by být zřejmé, že pro NKA A = (Q,Σ, δ, I, F ) znázorněný grafem na obrázku 4.1 je
např. δ(q1, 1) = {q1, q2}, δ(q2, 0) = {q3}, δ(q4, 1) = ∅ apod.)

Definice tedy připouštı́, že z daného stavu q pro daný symbol a vycházı́ vı́ce “a-
šipek” (nebo někdy žádná a-šipka), a také připouštı́ vı́ce počátečnı́ch stavů.

Obr. 4.1 ukazuje k danému NKA také přı́klad přijı́maného a nepřijı́maného slova.
Zkuste z toho vyvodit, jak je definováno přijı́mánı́ slova nedeterministickým koneč-
ným automatem, a pak teprve svůj závěr konfrontujte s dále uvedenou definicı́.

Pro definici výpočtu NKA lze takřka doslova použı́t definici 2.0.5 – jen mı́sto δ(q, a) =
q′ napı́šeme δ(q, a) 3 q′ a mı́sto q0 použijeme např. r, r ∈ I. (Promyslete si podrobně
tuto modifikovanou definici, speciálně si promyslete definici přijı́mánı́ slova v tomto
novém kontextu !)

Vidı́me tedy, že na rozdı́l od KA (užı́váme též DKA, když chceme zdůraznit, že
máme na mysli standardnı́, tj. deterministický automat), kde k danému slovu existuje
jediný úplný (tj. dokončený, neprodloužitelný) výpočet, u NKA existuje k danému
slovu obecně vı́ce úplných výpočtů. Rozhodujı́cı́ pro přı́slušnost slova w k jazyku
L(A) (rozpoznávanému NKA A) ovšem je, zda existuje alespoň jeden přijı́majı́cı́
výpočet pro w.

Přijı́mánı́ slova a jazyk L(A) lze nadefinovat také takto: ¨

Definice 4.0.18 Slovo w ∈ Σ∗, tvaru w = a1a2 . . . an, je přijı́máno NKA A =
(Q,Σ, δ, I, F ), jestliže existujı́ stavy q0, q1, . . . , qn takové, že 1/ q0 ∈ I, 2/ qn ∈ F ,
3/ δ(qi−1, ai) 3 qi pro vš. i = 1, 2, . . . , n. Jazykem rozpoznávaným (přijı́maným)
automatem A rozumı́me jazyk L(A) = {w | slovo w je přijı́máno A}. Jazyk L je
rozpoznatelný nedeterministickým konečným automatem jestliže existuje NKA A
tž. L(A) = L.

Poznámka. Velmi názorně lze definovat přijı́mánı́ slova rovněž v termı́nech grafu
NKA. (Jak ?) Všimněme si také explicitně, že dřı́ve uvedený KA lze chápat jako
speciálnı́ přı́pad NKA (kde δ(q, a) je vždy jednoprvková množina a také I je jedno-
prvková množina).
Jak už jsme zmı́nili dřı́ve„ mı́sto konečný automat (KA) někdy pro zdůrazněnı́ řı́káme
deterministický konečný automat (DKA).

Úkol 20 Charakterizujte (co nejjednodušeji slovně) jazyk, který je přijı́mán automa-
tem z obrázku 4.1.
Zkonstruujte deterministický KA, který přijı́má tentýž jazyk.
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0 1
→1 1,2 1

2 3 -
3 - 4

←4 - -
→5 5 5,6

6 - 7
7 - 8
8 - 9

←9 9 9

Obrázek 4.2:

Úkol 21 Sestrojte co nejjednoduššı́ nedeterministický konečný automat, který při-
jı́má právě ta slova v abecedě {0, 1}, jež začı́najı́ 110 nebo končı́ 001 nebo obsahujı́
1111.

Bude nám rovněž užitečná následujı́cı́ definice:

Definice 4.0.19 Definičnı́ obor přechodové funkce v NKA A = (Q,Σ, δ, I, F ) mů-
žeme opět přirozeně zobecnit na δ : Q × Σ∗ −→ P(Q), resp. ještě obecněji
na δ : P(Q) × Σ∗ −→ P(Q); a sice induktivnı́ definicı́: 1/ δ(K, ε) = K, 2/
δ(K,wa) =

⋃

q∈δ(K,w) δ(q, a).

Definici si opět řádně promyslete; speciálně si objasněte, co znamená δ(K1, w) =
K2. Také si všimněme, že δ(I, w) je množina právě těch stavů, do kterých se NKA
může dostat zpracovánı́m (přečtenı́m) slova w (začne-li v některém z počátečnı́ch
stavů). Můžeme tedy také psát L(A) = {w ∈ Σ∗ | δ(I, w) ∩ F 6= ∅}.

Úkol 22 NKA zadaný tabulkou na obrázku 4.2 zadejte grafem.
Pak si na něm ilustrujte funkci δ : P(Q)× Σ∗ → P(Q) pro zvolené argumenty.

Rozšı́řenı́ funkce δ u NKA (viz definici 4.0.19) v podstatě demonstruje, že nedetermi-
nistický konečný automat lze nahradit deterministickým – byt’ (obvykle) s podstatně
většı́m počtem stavů:

Věta 4.0.20 NKA rozpoznávajı́ právě regulárnı́ jazyky (a jsou v tomto smyslu ekvi-
valentnı́ DKA).

Důkaz: Jelikož každý DKA je de facto speciálnı́m přı́padem NKA, je zřejmé, že
každý regulárnı́ jazyk je rozpoznáván nějakým NKA.

Pro opačný směr stačı́ ukázat konstrukci (algoritmus), která pro zadaný NKA
A = (Q,Σ, δ, I, F ) vydá DKA A1 tž. L(A) = L(A1). Stačı́ definovat A1 =
(P(Q),Σ, δ1, I, F1), kde pro lib. K ⊆ Q (tj. K ∈ P(Q)) položı́me δ1(K, a) = δ(K, a)
(zde se odkazujeme k oné rozšı́řené definici δ) a dále F1 = {K ⊆ Q | K ∩ F 6= ∅}.
Důkaz L(A) = L(A1) je zřejmý:

Pro lib. slovo w platı́: w ∈ L(A)⇐⇒ δ(I, w)∩F 6= ∅⇐⇒ δ1(I, w) ∈ F1⇐⇒w ∈ L(A1).
�
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Chovánı́ DKA A1 je užitečné si představit ve formě “knoflı́kové hry” na grafu NKA
A: Na začátku ležı́ knoflı́ky právě na uzlech odpovı́dajı́cı́ch I. Přijde-li nynı́ (přečte-li
se) symbol a, každý knoflı́k se posune podle všech možných přechodů (šipek) a –
přitom se knoflı́k může “rozmnožit” či “zmizet”. Potom na každém uzlu, na kterém
je vı́ce než jeden knoflı́k, ponecháme knoflı́k jediný – a jsme připraveni přijmout
dalšı́ vstupnı́ symbol. Daný stav (dané rozmı́stěnı́ knoflı́ků) je přijı́majı́cı́ právě když
alespoň jeden knoflı́k ležı́ na uzlu odpovı́dajı́cı́m některému přijı́majı́cı́mu stavu
automatu A.

Všimněte si, že důkaz věty 4.0.20 ukazuje pro NKA s n stavy konstrukci DKA s
2n stavů (!) Některé stavy u tohoto DKA mohou být ovšem nedosažitelné (tedy
některých rozmı́stěnı́ knoflı́ků nelze v předchozı́ hře docı́lit) a omezenı́ se jen na
konstrukci dosažitelných stavů může někdy znamenat obrovskou úsporu.

Úkol 23 Rozmyslete si, jak lze přı́močaře konstruovat např. tabulku, která bude
obsahovat jen dosažitelné stavy onoho DKA.
Aplikujte tuto metodu na NKA z obrázku 4.2.

Bohužel jsou přı́pady, kdy všechny stavy DKA dosažitelné jsou a navı́c nelze tyto
stavy “uspořit” ani jiným způsobem (jedná se o tzv. minimálnı́, nebo též redukovaný,
automat, jak o tom budeme hovořit později).

Úkol 24 Např. k NKA s 5 stavy zadanému následujı́cı́ tabulkou

a b
↔1 2 -

2 3 1,2
3 4 1,3
4 5 1,4
5 1 1,5

se vám nepodařı́ nalézt ekvivalentnı́ DKA (tj. DKA rozpoznávajı́cı́ tentýž jazyk) s
méně než 25 = 32 stavy. (Zkuste zjistit, proč !)
Konstrukci přitom snadno zobecnı́te pro NKA s n stavy, pro nějž nejmenšı́ ekviva-
lentnı́ DKA má 2n stavů.

Poznámka. Uvědomme si ovšem, že ke každému NKA s n stavy (např. n = 1000)
lze přı́slušný DKA realizovat (např. simulovat na počı́tači) za použitı́ (pouze) n
bitů, byt’ má daný DKA 2n stavů. (Jak ?) Čili tento úkol je zvládnutelný, byt’ by
explicitně zkonstruovaný stavový prostor DKA vůbec nebyl uložitelný do paměti
počı́tače ! (Řešit ovšem např. problém dosažitelnosti stavu v DKA při zmı́něné
n-bitové reprezentaci je pak úplně jiná otázka !)

Vrat’me se nynı́ k úvahám o (nedeterministickém) automatu pro zřetězenı́ dvou
regulárnı́ch jazyků a připomeňme si, že se nám hodı́ vı́ce jiný druh nedeterminismu
– tzv. ε-přechody, dı́ky nimž automat může změnit stav, aniž čte vstupnı́ symbol:

Definice 4.0.21 Zobecněný nedeterministický konečný automat (ZNKA) A je
dán pěticı́ parametrů A = (Q,Σ, δ, I, F ). Jediný rozdı́l proti NKA spočı́vá v tom, že
přechodová funkce je typu δ : Q× (Σ∪{ε})→ P(Q) a přijı́mánı́ slova je definováno
takto:

Slovo w ∈ Σ∗, tvaru w = a1a2 . . . an, je přijı́máno ZNKA A, jestliže existujı́ stavy
q01, q

0
2, . . . , q

0
m0

, q11, q
1
2, . . . , q

1
m1

, . . . , qn
1 , q

n
2 , . . . , q

n
mn

(mi ≥ 1) takové, že 1/ q01 ∈ I, 2/
qn
mn
∈ F , 3/ δ(qi−1

mi−1
, ai) 3 qi

1 pro vš. i = 1, 2, . . . , n, 4/ δ(qi
j−1, ε) 3 qi

j pro vš. i =
0, 1, 2, . . . , n, j = 2, 3, . . . ,mi.
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a b c ε
→1 2 - - 3

2 1 - - -
3 - 4 - 5
4 - 3 - -

←5 - - 6 -
6 - - 5 -

Obrázek 4.3:

Jazykem rozpoznávaným (přijı́maným) automatem A rozumı́me jazyk L(A) = {w |
slovo w je přijı́máno A}.

Uvedená definice přijı́mánı́ slova nevypadá zrovna elegantně, že ? Mělo by být
nicméně jasné, co vyjadřuje.

Úkol 25 ZNKA z obrázku 4.3 zadejte grafem.
Naformulujte pojem přijı́mánı́ slova automatem ZNKA v řeči grafů automatů.
Charakterizujte jazyk, který je daným automatem přijı́mán.

Úkol 26 Upravte definici 2.0.5 pro přı́pad ZNKA !

Poznámka. Opět tedy máme přı́klad toho, že jeden a tentýž pojem lze formalizovat
vı́ce způsoby (které jsou vı́ce či méně vhodné).

Uvedeme ještě jeden způsob, hodı́cı́ se k zobecněnı́ věty 4.0.20:

Mějme dán ZNKA A = (Q,Σ, δ, I, F ). Nejprve pro K ⊆ Q definujme E(K) jako
množinu stavů dosažitelných z K jen pomocı́ ε-šipek.

Úkol 27 Zkuste podat induktivnı́ definici E(K) a pak se teprve podı́vejte na dále
uvedené řešenı́.

E(K) je nejmenšı́ množina splňujı́cı́ 1/ K ⊆ E(K), 2/ jestliže q ∈ E(K) a q ′ ∈ δ(q, ε),
potom q′ ∈ E(K).

Nynı́ můžeme přechodovou funkci ZNKA rozšı́řit na δ : P(Q)× Σ∗ −→ P(Q) takto:

1. δ(K, ε) = E(K),

2. δ(K,wa) =
⋃

q∈δ(K,w)E(δ(q, a)).

Podobně jako u NKA takto dosáhneme, že δ(I, w) je množina právě těch stavů, do
kterých se ZNKA může dostat zpracovánı́m (přečtenı́m) slova w (a tedy L(A) =
{w ∈ Σ∗ | δ(I, w) ∩ F 6= ∅}), a analogicky (”knoflı́kovou hrou”) jako větu 4.0.20 lze
ukázat

Věta 4.0.22 ZNKA rozpoznávajı́ právě regulárnı́ jazyky.

Všimněme si ještě, že pomocı́ NKA lze podat jiný, velmi přı́močarý, důkaz
věty 3.0.14. (Nápověda: definujte vhodně pojem (disjunktnı́ho) sjednocenı́ (tj. “ve-
dle sebe položenı́”) dvou NKA.) Použijeme-li navı́c ε-šipek (tedy ZNKA), docı́lı́me
navı́c snadno toho, aby výsledný NKA měl jediný počátečnı́ stav. (Proč ?)

Poznámka. Pro průnik nám ani elegance ε-šipek moc nepomůže. Ovšem uza-
vřenost třı́dy regulárnı́ch jazyků vůči průniku plyne také např. z uzavřenosti vůči
sjednocenı́ a doplňku, o které se zmı́nı́me za chvı́li (de Morganova pravidla).
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Úkol 28 Zkonstruujte ZNKA rozpoznávajı́cı́ jazyk L = {uv | uav ∈ L(A) ∨ ubv ∈
L(A) }, kde A je KA zadaný uvedenou tabulkou. (Slova jazyka L vzniknou ze slov
jazyka L(A) vypadnutı́m jednoho pı́smene.)

a b
↔1 2 1

2 2 3
3 4 3
4 5 5
5 1 5

(Nápověda: ZNKA bude “obsahovat dvě kopie výchozı́ho KA”.)
Nakonec alespoň započněte konstrukci DKA pro jazyk L.

Úkol 29 Navrhněte rámcově realizaci konečného automatu, který vždy pro zadané
slovo v abecedě {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} zjistı́, zda v něm nějaké podslovo délky tři
má alespoň dva (nepřekrývajı́cı́ se) výskyty.

Předcházejı́cı́
Návrh konečných
automatů. Regulárnı́
operace.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava

Verze ze dne 22. února 2005

Dalãı́
Uzávěrové

vlastnosti třı́dy
regulárnı́ch jazyků.
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Předcházejı́cı́
Nedeterministické konečné
automaty a jejich vztah k
deterministickým.

Obsah Dalãı́
Regulárnı́ výrazy a jejich
ekvivalence s konečnými

automaty.

Kapitola 5

Uzávěrové vlastnosti třı́dy
regulárnı́ch jazyků.

Cı́l kapitoly:
Prohloubenı́ schopnosti modulárnı́ho návrhu složitějšı́ch ko-
nečných automatů. Pochopenı́ algoritmů prokazujı́cı́ch uza-
vřenost třı́dy jazyků rozpoznatelných konečnými automaty
vůči různým operacı́m.

Studijnı́ cı́le: Prohloubenı́ schopnosti modulárnı́ho návrhu složitějšı́ch konečných
automatů. Pochopenı́ algoritmů prokazujı́cı́ch uzavřenost třı́dy jazyků rozpoznatel-
ných konečnými automaty vůči různým operacı́m.

Uzavřenost třı́dy regulárnı́ch jazyků na zřetězenı́ a iteraci je znázorněna na obr. 5.1
a 5.2, které by měly dostatečně naznačit myšlenku. Následuje formálnı́ důkaz.

Věta 5.0.23 Jestliže jazyky L1, L2 ⊆ Σ∗ jsou regulárnı́, pak také jazyk L1 · L2 je
regulárnı́. Jestliže L je regulárnı́, pak také L∗ je regulárnı́.

Důkaz: Necht’ L1 = L(A1), L2 = L(A2) pro konečné automaty A1 =
(Q1,Σ, δ1, q01, F1), A2 = (Q2,Σ, δ2, q02, F2); můžeme předpokládat Q1 ∩Q2 = ∅.
Definujme nynı́ ZNKA A = (Q1 ∪ Q2,Σ, δ, {q01}, F2) tak, že δ(q, a) = {δ1(q, a)} je-li
q ∈ Q1 a δ(q, a) = {δ2(q, a)} je-li q ∈ Q2; navı́c pro každý stav q ∈ F1 je δ(q, ε) = {q02}
a pro q 6∈ F1 je δ(q, ε) = ∅.
Je snadné ověřit, že L(A) = L1 · L2. (Ověřte !)

Necht’ nynı́ L = L(A) pro KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Definujme ZNKA A′ = (Q∪{p},Σ, δ′, {q0, p}, F ∪{p}), kde p 6∈ Q, δ′(q, a) = {δ(q, a)}
(a ∈ Σ) a pro q ∈ F je δ′(q, ε) = {q0}; pro q 6∈ F je δ′(q, ε) = ∅ a navı́c δ′(p, a) = ∅
také pro vš. a ∈ Σ.

Je snadné ověřit, že L(A′) = L∗. (Ověřte !) �
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PSfrag replacements

A1 A2

ZNKA A

ε

ε
ε

Obrázek 5.1: L(A) = L(A1) · L(A2)

PSfrag replacements

A

A′

ε

ε

Obrázek 5.2: L(A′) = L(A)∗
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Úkol 30 Uvědomili jste si roli přidaného (izolovaného) počátečnı́ho a přijı́majı́cı́ho
stavu p v důkazu uzavřenosti na iteraci ?
Uvažujme pro KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ) konstrukci ZNKA A′ = (Q,Σ, δ′, {q0}, F ∪{q0}),
kde δ′(q, a) = {δ(q, a)} (a ∈ Σ) a pro q ∈ F je δ′(q, ε) = {q0}; pro q 6∈ F je δ′(q, ε) = ∅.
Ukažte, že obecně neplatı́ L(A′) = L(A)∗.

Vedle regulárnı́ch operacı́ (sjednocenı́, zřetězenı́, iterace), je množina regulárnı́ch
jazyků uzavřena i vůči dalšı́m operacı́m. Uzavřenost vůči průniku jsme již uká-
zali dřı́ve (věta 3.0.15), snadno ukážeme také uzavřenost na doplněk a vyvodı́me
uzavřenost na (množinový) rozdı́l:

Věta 5.0.24 Jestliže L je regulárnı́, pak také L je regulárnı́. Jestliže L1, L2 jsou
regulárnı́ jazyky, pak také L1 − L2 je regulárnı́.

Důkaz: Necht’ L = L(A), kde A je KA (Q,Σ, δ, q0, F ). Pak L je zřejmě rozpoznáván
KA (Q,Σ, δ, q0, Q−F ). (Přijı́majı́cı́ a nepřijı́majı́cı́ stavy byly prohozeny.)

Druhá část tvrzenı́ pak již plyne z toho, že L1 − L2 = L1 ∩ L2. �

Úkol 31 Uvažujme automaty A1, A2 zadané tabulkami:

A1

a b
→q1 q2 q3
←q2 q2 q4
←q3 q5 q3

q4 q2 q4
q5 q5 q3

A2

a b
→r1 r2 r1

r2 r2 r3
←r3 r2 r1

Zkonstruujte obecně použitelným algoritmem KA A rozpoznávajı́cı́ jazyk L(A) =
L(A1)− L(A2). Poté se snažte jazyk L(A) co nejjednodušeji charakterizovat (pod-
mı́nkou, kterou splňujı́ slova do něj patřı́cı́).

Všimněme si ještě dalšı́ch jazykových operacı́ (pojem kvocientu vyžaduje hlubšı́
promyšlenı́ !):

Definice 5.0.25 Zrcadlový obraz slova u = a1a2 . . . an je uR = anan−1 . . . a1, zrca-
dlový obraz jazyka L je LR = {u | ∃v ∈ L : u = vR}.
Levý kvocient jazyka L1 podle jazyka L2 je jazyk L2\L1 = {u | ∃v ∈ L2 : vu ∈ L1 }.
Pravý kvocient jazyka L1 podle jazyka L2 je jazyk L1/L2 = {u | ∃v ∈ L2 : uv ∈ L1 }.

Poznámka. Je užitečné si uvědomit, že kvocient typu {a}\L de facto implicitně
použı́váme při konstrukci konečného automatu k danému jazyku. (Rozmyslete si
proč.)

Úkol 32 Rozmyslete si, proč obecně platı́:

• (LR)R = L

• (L1 · L2)R = LR
2 · LR

1

• L/∅ = ∅

• L/{ε} = L
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• L/(L1 ∪ L2) = L/L1 ∪ L/L2

• L1/L2 = (L
R
2 \LR

1 )
R

Úkol 33 Zjistěte, zda platı́ L/(L1 ∩ L2) = L/L1 ∩ L/L2.
Dále zjistěte, zda operace “/” je asociativnı́.

Tvrzenı́ 5.0.26 L je regulárnı́ právě když LR je regulárnı́.

Důkaz: Idea: (u NKA) zaměnı́me počátečnı́ stavy s přijı́majı́cı́mi a obrátı́me šipky.

Formálně:

Necht’ L = L(A) pro NKA A = (Q,Σ, δ, I, F ).

Definujme NKA A′ = (Q,Σ, δ′, F, I) tak, že pro vš. q1, q2 ∈ Q, a ∈ Σ: q2 ∈ δ′(q1, a)⇔
q1 ∈ δ(q2, a).

Pak lze snadno ukázat, že L(A′) = LR. �

Zkuste dále sestavit důkaz uzavřenosti třı́dy regulárnı́ch jazyků vůči kvocientům:

Tvrzenı́ 5.0.27 Jestliže L1, L2 jsou regulárnı́, pak také L2\L1 a L1/L2 jsou regulárnı́.

Návod:
Necht’ L1 = L(A1), kde A1 = (Q1,Σ, δ1, q01, F1), a L2 = L(A2), kde A2 =
(Q2,Σ, δ2, q02, F2). Pro q ∈ Q1 označme Bq automat Bq = (Q1,Σ, δ1, q, F1) a Cq

automat Cq = (Q1,Σ, δ1, q01, {q}). Definujme dále U = { q ∈ Q1 | ∃w ∈ Σ∗ : w ∈
L(A2) ∧ δ1(q01, w) = q }; jinak řečeno: q ∈ U ⇐⇒ L(A2) ∩ L(Cq) 6= ∅. (Zdůvod-
něte, proč existuje algoritmus rozhodujı́cı́ přı́slušnost k množině U .) Ukažte nynı́,
že L2\L1 =

⋃

q∈U L(Bq).

Úkol 34 Uvažujme automaty A1, A2 zadané tabulkami:

A1

a b
→q1 q2 q3
←q2 q2 q4
←q3 q5 q3

q4 q2 q4
q5 q5 q3

A2

a b
→r1 r2 r1

r2 r2 r3
←r3 r2 r1

Zkonstruujte obecně použitelným algoritmem KA A rozpoznávajı́cı́ jazyk L(A) =
L(A1)/L(A2) (pravý kvocient). Poté se snažte jazyk L(A) co nejjednodušeji charak-
terizovat (podmı́nkou, kterou splňujı́ slova do něj patřı́cı́).

Předcházejı́cı́
Nedeterministické
konečné automaty
a jejich vztah k
deterministickým.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava

Verze ze dne 22. února 2005

Dalãı́
Regulárnı́ výrazy a
jejich ekvivalence s

konečnými
automaty.
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Předcházejı́cı́
Uzávěrové vlastnosti třı́dy
regulárnı́ch jazyků.

Obsah Dalãı́
Minimálnı́ konečné automaty a

algoritmus minimalizace.

Kapitola 6

Regulárnı́ výrazy a jejich ekvivalence
s konečnými automaty.

Cı́l kapitoly:
Zvládnutı́ popisu regulárnı́ch jazyků pomocı́ regulárnı́ch vý-
razů. Pochopenı́ algoritmů (oboustranného) převodu mezi re-
gulárnı́mi výrazy a konečnými automaty.

Studijnı́ cı́le: Zvládnutı́ popisu regulárnı́ch jazyků pomocı́ regulárnı́ch výrazů. Po-
chopenı́ algoritmů (oboustranného) převodu mezi regulárnı́mi výrazy a konečnými
automaty.

Již dřı́ve jsme zmı́nili, že konečný automat “stojı́ v pozadı́” mj. při vyhledávánı́
vzorku v textu (např. při vyhledávánı́ webovských stránek, které daný vzorek ob-
sahujı́ v záhlavı́). Máme ted’ na mysli obecnějšı́ přı́pad než je např. hledánı́ kon-
krétnı́ho slova, a sice přı́pad, kdy vzorek je specifikován (booleovskou) kombinacı́
jednoduchých podmı́nek. Např. si lze představit, že výrazem “(česk∗ & sloven∗)
∨ (česk∗ & němec∗)” zadáváme (v nějakém systému) přánı́ nalézt všechny do-
kumenty, které zároveň obsahujı́ slovo začı́najı́cı́ na “česk” a slovo začı́najı́cı́ na
“sloven” nebo zároveň obsahujı́ slovo začı́najı́cı́ na “česk” a slovo začı́najı́cı́ na
“němec”.

Na výrazy podobné uvedenému lze pohlı́žet jako na popis (reprezentaci) určitého
jazyka – reprezentovány jsou ty posloupnosti pı́smen (v “reálu” např. dokumenty, v
našich pojmech jim řı́káme prostě slova), které danému výrazu vyhovujı́; všimněte
si, že takto reprezentovaný jazyk je pak obvykle nekonečný.

Ted’si uvedeme definici tzv. regulárnı́ch výrazů a způsobu, jakým reprezentujı́ jazyky
(jak jste uhodli podle názvu, ukáže se, že regulárnı́mi výrazy lze reprezentovat
právě regulárnı́ jazyky). Poznamenejme, že v různých softwarových systémech
se setkáme s různými modifikacemi, nazvanými třeba také “regulárnı́ výrazy”. V
našem kursu (tak jako obecně v teorii jazyků a automatů) myslı́me regulárnı́mi
výrazy pouze pojem vymezený následujı́cı́ definicı́.

Definice 6.0.28 Množinu RV (Σ) regulárnı́ch výrazů nad abecedou Σ definu-
jeme jako nejmenšı́ množinu slov v abecedě Σ ∪ { ∅, ε,+, ·,∗ , (, ) } (předpokládáme
∅, ε,+, ·,∗ , (, ) 6∈ Σ) splňujı́cı́ tyto podmı́nky:
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• ∅ ∈ RV (Σ), ε ∈ RV (Σ), pro každé a ∈ Σ je a ∈ RV (Σ),

• jestliže α, β ∈ RV (Σ), pak také (α + β) ∈ RV (Σ), (α · β) ∈ RV (Σ), (α∗) ∈
RV (Σ).

Definice 6.0.29 Regulárnı́ výraz α reprezentuje jazyk – který označujeme [α] –
tı́mto způsobem: [∅] = ∅, [ε] = {ε}, [a] = {a} a dále [(α + β)] = [α] ∪ [β], [(α · β)] =
[α] · [β], [(α∗)] = [α]∗.

Poznámka. Při zápisu regulárnı́ch výrazů obvykle vynecháváme zbytečné závorky
(asociativita operacı́, vnějšı́ pár závorek) a tečky pro zřetězenı́; dalšı́ závorky lze
vynechat dı́ky dohodnuté prioritě operacı́: ∗ váže silněji než ·, která váže silněji než
+. Např. mı́sto ((((0·1)∗·1)·(1·1))+((0·0)+1)∗) obvykle napı́šeme (01)∗111+(00+1)∗.

Úkol 35 Zadejte regulárnı́m výrazem jazyk
L = {w ∈ {0, 1}∗ | ve w je sudý počet nul a každá jednička je bezprostředně
následována nulou }

Úkol 36 Zjistěte, zda platı́

[(011 + (10)∗1 + 0)∗] = [011(011 + (10)∗1 + 0)∗]

[((1 + 0)∗100(1 + 0)∗)∗] = [((1 + 0)100(1 + 0)∗100)∗]

Úkol 37 Procvičujte si regulárnı́ výrazy tı́m, že jimi popı́šete některé regulárnı́ ja-
zyky, s nimiž se v našem textu (včetně úkolů) setkáváte.

Již jsme avizovali, že vzhledem k popisu jazyků jsou regulárnı́ výrazy stejně silný
prostředek jako konečné automaty. Jeden směr je zřejmý:

Pro jazyky ∅, {ε}, {a} lze triviálně zkonstruovat rozpoznávajı́cı́ KA. Na zá-
kladě přı́slušných konstrukcı́ v důkazech uzavřenosti třı́dy regulárnı́ch jazyků
na regulárnı́ operace pak snadno sestavı́me algoritmus, který k libovolnému
regulárnı́mu výrazu α sestrojı́ (zobecněný) nedeterministický konečný automat A
rozpoznávajı́cı́ jazyk [α]. Všimněte si, že počet stavů A bude přitom v zásadě od-
povı́dat délce α.

Úkol 38 Myšlenky algoritmu převodu RV → ZNKA jsou načrtnuty na obrázku 6.1
– algoritmus k danému regulárnı́mu výrazu sestrojı́ ZNKA s jediným počátečnı́m a
jediným přijı́majı́cı́m stavem.
Aplikujte tento algoritmus na regulárnı́ výraz ((01∗0 + 101)∗100 + (11)∗0)∗01 .

Věta 6.0.30 Regulárnı́mi výrazy lze reprezentovat právě regulárnı́ jazyky.

Důkaz: Jelikož pro jazyky ∅, {ε}, {a} lze triviálně zkonstruovat rozpoznávajı́cı́ KA,
a třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena na regulárnı́ operace (sjednocenı́, zřetě-
zenı́, iterace), je zřejmý fakt, že ke každému regulárnı́mu výrazu α existuje (lze
zkonstruovat) KA A tž. L(A) = [α] (tı́m jsme se zabývali v úkolu 38).

Technicky složitějšı́ je důkaz opačného směru, že totiž ke každému KA A existuje
(opět lze zkonstruovat) regulárnı́ výraz α tž. [α] = L(A).

(Velmi) hrubá idea:

Slovo w je přijı́máno automatem A právě když v grafu automatu existuje cesta
(ohodnocená) w začı́najı́cı́ v počátečnı́m stavu q0 a končı́cı́ v “prvnı́m” přijı́majı́cı́m
stavu nebo v “druhém” přijı́majı́cı́m stavu atd. – v onom “nebo” lze snadno rozpoznat
sjednocenı́ jazyků.
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Když cesta w vede z q0 do (pevně zvoleného přijı́majı́cı́ho) qA, tak bud’ je to “přı́má
cesta” – na nı́ž se žádný stav neopakuje – nebo vznikne z přı́mé cesty “vloženı́m
cyklů”. Přı́mých cest z q0 do qA je samozřejmě konečně mnoho (každá je nutně kratšı́
než je počet stavů automatu), rozmı́stěnı́ cyklů je také konečně mnoho, a cykly
lze iterovat. Stačı́ tedy “regulárně” popsat cykly a budeme hotovi. Elementárnı́ch
cyklů (těch, které neobsahujı́ kratšı́ cyklus) je sice konečně mnoho, ale lze je různě
kombinovat; to způsobuje, že ono regulárnı́ popsánı́ vůbec nenı́ nabı́ledni a je velmi
žádoucı́ podat přesvědčivý důkaz. Vhodný je např. induktivnı́ důkaz, jenž je stručně
načrtnut nı́že.

Induktivnı́ důkaz:

Necht’ L = L(A) pro KA A = (Q,Σ, δ, q1, F ), kde Q = {q1, q2, . . . , qn}. Pro vš.
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} definujme Rij = {w ∈ Σ∗ | δ(qi, w) = qj} (tj. jako množinu slov,
které převedou A ze stavu qi do stavu qj).

Dokážeme-li, že každá množina Rij (i, j ∈ {1, 2, . . . , n}) je reprezentovatelná regu-
lárnı́m výrazem, jsme hotovi – je totiž L =

⋃

qi∈F R1i.

Zvolme nynı́ pevně i, j a uvažujme množinu Rij. Pro k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} definujme
Rk

ij jako množinu slov, které převedou A ze stavu qi do stavu qj, přičemž všechny
průběžné stavy majı́ index nejvýše rovný k. (Rk

ij = {w ∈ Rij | ∀u, v : (u 6= ε ∧ v 6=
ε ∧ w = uv ∧ δ(qi, u) = qm) =⇒ m ≤ k}.)
Ukážeme-li, že pro každé k je množina Rk

ij reprezentovatelná regulárnı́m výrazem,
budeme hotovi – je totiž Rij = Rn

ij. To ovšem lze ukázat indukcı́ podle k. Základem
indukce je triviálnı́ fakt

R0ij ⊆ Σ ∪ {ε}. Indukčnı́ krok je zřejmý ze vztahu

Rk+1
ij = Rk

ij ∪ ( Rk
i,k+1 (R

k
k+1,k+1)

∗ Rk
k+1,j )

�

Úkol 39 Sestrojte regulárnı́ výraz reprezentujı́cı́ jazyk rozpoznávaný automatem
zadaným uvedenou tabulkou.

a b
→1 2 1

2 2 3
←3 2 1

Aplikujte přitom postup z předchozı́ho důkazu, při němž se postupně konstruujı́
výrazy reprezentujı́cı́ množiny Rk

i,j.

Dřı́ve jsme rovnou zavedli pojem regulárnı́ jazyk jako synonymum pro jazyk rozpo-
znatelný konečným automatem. Pro úplnost dodejme, že v literatuře lze najı́t ná-
sledujı́cı́ definici regulárnı́ch jazyků; ve světle výsledků uvedených výše je zřejmé,
že obsah obou definic je totožný.

Třı́da RJ(Σ) regulárnı́ch jazyků nad abecedou Σ je nejmenšı́ třı́da jazyků nad abe-
cedouΣ, která obsahuje tzv. elementárnı́ jazyky a je uzavřena na regulárnı́ operace,
tzn.:

• elementárnı́ jazyky, tj. ∅ a {a} (pro každé a ∈ Σ), patřı́ do RJ(Σ),

• jestliže L1, L2 ∈ RJ(Σ), pak také L1 ∪ L2 ∈ RJ(Σ),
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• jestliže L1, L2 ∈ RJ(Σ), pak také L1 · L2 ∈ RJ(Σ),

• jestliže L ∈ RJ(Σ), pak také L∗ ∈ RJ(Σ).

Poznámka. Jak plyne z uzávěrových vlastnostı́ třı́dy regulárnı́ch jazyků, mohli
bychom regulárnı́ výrazy obohatit např. symboly pro průnik a doplněk (třeba &,
¬, přičemž [(α&β)] = [α] ∩ [β], [¬(α)] = Σ∗ − [α] – abeceda Σ musı́ být zřejmá z
kontextu), aniž se zvětšı́ jejich vyjadřovacı́ sı́la. Zápis jazyka se tak někdy zkrátı́
(např. mı́sto (0 + 1)∗1(0 + 1)∗ lze psát ¬(0∗); ztrácı́ se ale např. vlastnost přı́mo-
čarého převodu RV → ZNKA zmı́něného výše. To je jeden z důvodů proč průnik
ani doplněk neřadı́me k (standardnı́m) regulárnı́m operacı́m.

Poznámka. Důkazy matematickou indukcı́ (např. u věty 3.0.14 a dalšı́ch) jsme
dosud v textu podrobně neprováděli. Přı́slušná tvrzenı́ byla očividná a důkaz indukcı́
je u nich v podstatě jen rutinnı́ cvičenı́ (ovšem velmi užitečné !). Induktivnı́ důkaz
jsme skutečně provedli až nynı́ u věty 6.0.30, protože zde se bez něj opravdu těžko
lze obejı́t (jak byste měli potvrdit, pokud jste se poctivě snažili větu “nahlédnout” a
dokonale se přesvědčit o jejı́ platnosti).

Regulárnı́ výrazy nám poskytujı́ dalšı́ možnost reprezentace regulárnı́ch jazyků.
Toho lze mj. také využı́t k elegantnı́m důkazům některých dalšı́ch uzávěrových
vlastnostı́ třı́dy regulárnı́ch jazyků; zde to ilustrujeme na přı́kladu tzv. regulárnı́
substituce.

Definice 6.0.31 Necht’Σ je abeceda a pro každé a ∈ Σ je dán jazyk σ(a) v abecedě
∆a. Položme σ(ε) = {ε} a σ(uv) = σ(u)σ(v) pro vš. u, v ∈ Σ∗. Potom zobrazenı́
σ : Σ∗ → P(∆∗), kde ∆ =

⋃

a∈Σ∆a, se nazývá substituce.

Pro každý jazyk L ⊆ Σ∗ pak definujeme σ(L) =
⋃

w∈L σ(w) a řı́káme, že jazyk σ(L)
vznikl z jazyka L substitucı́ σ.

Substituce σ, u nı́ž pro každé a ∈ Σ obsahuje jazyk σ(a) právě jedno slovo, se
nazývá homomorfismus. Homomorfismus h lze pak tedy považovat za zobrazenı́
typu h : Σ∗ → ∆∗ (které splňuje h(ε) = ε, h(uv) = h(u)h(v)).

Tvrzenı́ 6.0.32 Necht’Σ je abeceda a σ regulárnı́ substituce, tzn. σ(a) je regulárnı́
jazyk pro každé a ∈ Σ. Potom pro lib. regulárnı́ jazyk L ⊆ Σ∗ platı́, že σ(L) je rovněž
regulárnı́m jazykem.

Důkaz: Necht’ reg. výraz α reprezentuje L a necht’ αa reprezentuje σ(a), pro každé
a ∈ Σ. Dá se snadno ověřit, že dosadı́me-li do α za každý výskyt symbolu a reg.
výraz αa, dostaneme regulárnı́ výraz reprezentujı́cı́ σ(L). �

Úkol 40 Uvedené tři tabulky nedeterministických automatů zadávajı́ po řadě regu-
lárnı́ jazyky L1, L2, L3.

a b
→A A,B,C -
→B - A,B,C
←C B C

0 1
↔D E F
←E E,F D

F D F

0 1
→G G H
←H H G

Definujte regulárnı́ substituci σ předpisem σ(a) = L2, σ(b) = L3. Sestrojte regulárnı́
výraz popisujı́cı́ jazyk σ(L1).
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Úkol 41 K hlubšı́mu pochopenı́ některých pojmů můžete zkusit zjistit, zda platı́
následujı́cı́ obecné vztahy; h označuje homomorfismus, \ levý kvocient.

• h(L1 ∪ L2) = h(L1) ∪ h(L2)

• h(L1 ∩ L2) = h(L1) ∩ h(L2)

• {w}\(L1 ∪ L2) = {w}\L1 ∪ {w}\L2
• {w}\(Σ∗ − L) = Σ∗ − {w}\L

• L2(L2\L1) = L1

Předcházejı́cı́
Uzávěrové vlast-
nosti třı́dy regulár-
nı́ch jazyků.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava

Verze ze dne 22. února 2005

Dalãı́
Minimálnı́ konečné

automaty a
algoritmus

minimalizace.
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Obrázek 6.1: Konstrukce ZNKA k regulárnı́mu výrazu
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Předcházejı́cı́
Regulárnı́ výrazy a jejich
ekvivalence s konečnými
automaty.

Obsah Dalãı́
Neregulárnı́ jazyky. Pumping
lemma pro regulárnı́ jazyky.

Kapitola 7

Minimálnı́ konečné automaty a
algoritmus minimalizace.

Cı́l kapitoly:
Zvládnutı́ algoritmu redukce konečného automatu a pocho-
penı́ důkazu toho, že vede k tzv. minimálnı́mu automatu.

Studijnı́ cı́le: Zvládnutı́ algoritmu redukce konečného automatu a pochopenı́ důkazu
toho, že vede k tzv. minimálnı́mu automatu.

Vezmeme-li v úvahu praktické (implementačnı́) hledisko, jistě nenı́ třeba sá-
hodlouze motivovat otázku možné minimalizace daného konečného automatu.
Ukážeme, že odpověd’ je v našem přı́padě velmi potěšujı́cı́: existuje algoritmus
(dokonce “rychlý” algoritmus), který k zadanému KA sestrojı́ ekvivalentnı́ automat
s nejmenšı́m možným počtem stavů.

Definice 7.0.33 Dva konečné automaty A1, A2 nazveme jazykově ekvivalentnı́,
stručněji ekvivalentnı́, jestliže rozpoznávajı́ týž jazyk, tj. jestliže L(A1) = L(A2).

Konečný automat nazveme minimálnı́m automatem jestliže neexistuje automat,
který by s nı́m byl ekvivalentnı́ a měl by menšı́ počet stavů.

Našı́m cı́lem nynı́ bude dokázat tuto větu:

Věta 7.0.34 Existuje algoritmus, který k zadanému konečnému automatu A sestrojı́
minimálnı́ automat ekvivalentnı́ s A.
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Úkol 42

Velmi užitečné by bylo, kdybyste
nejdřı́ve sami zkusili (nějak) najı́t
minimálnı́ automat ekvivalentnı́
zde zadanému.
V každém přı́padě je vhodné si
třeba na tomto přı́kladu ilustro-
vat dále zaváděné pojmy; kon-
krétně začněte konstrukcı́ roz-
kladů množiny stavů podle ekvi-
valencı́ 0∼,

1∼,
2∼, . . ., které jsou

definovány až trochu dálee v
textu.

a b
→1 2 3

2 2 4
←3 3 5

4 2 7
←5 6 3
←6 6 6

7 7 4
8 2 3
9 9 4

Ukážeme nejdřı́ve hlavnı́ ideu algoritmu. Uvažujme konečný automat A =
(Q,Σ, δ, q0, F ), rovnou bez nedosažitelných stavů – ty bychom jinak prostě od-
stranili, aniž změnı́me rozpoznávaný jazyk (vzpomeňte si, že touto otázkou jsme
se již zabývali dřı́ve). Pro každý stav q ∈ Q definujme

L(q) = L(Aq), kde Aq = (Q,Σ, δ, q, F )

(L(q) je tedy jazyk rozpoznávaný automatem, jenž vznikne z A prohlášenı́m stavu
q za počátečnı́, tedy množina těch slov, které převedou automat A ze stavu q do
některého stavu v F ).

Necht’ nynı́ pro dva různé stavy q1, q2 platı́ L(q1) = L(q2). Ted’ přijde ta idea: jeden
z těchto stavů, např. q2, můžeme z automatu A vypustit, přičemž šipky do něj
směřujı́cı́ (v terminologii grafu automatu) přesměrujeme do q1. Musı́me dodat, že
pokud q2 byl počátečnı́m (v automatu A), prohlásı́me za nový počátečnı́ stav q1.
Snadno se lze přesvědčit, že takto vzniklý automat je ekvivalentnı́ s (původnı́m)
automatem A, přičemž má méně stavů – a nemá nedosažitelné stavy, když A je
neměl. (Přesvědčte se !)

Vedle odstraněnı́ nedosažitelných stavů tak máme k dispozici dalšı́ metodu, jak
zmenšovat KA při zachovánı́ rozpoznávaného jazyka. Opakované použitı́ této me-
tody nás očividně přivede k automatu, který je ekvivalentnı́ s původnı́m a je to tzv.
redukovaný automat, což znamená, že nemá nedosažitelné stavy a pro každé
jeho dva různé stavy q1, q2 platı́ L(q1) 6= L(q2).

Tento výsledný automat lze elegantně popsat jako tzv. podı́lový automat podle
ekvivalence ∼, kde relace ∼ je zavedena na množině stavů KA takto:

q ∼ q′ ⇐⇒df L(q) = L(q′)

(je to samozřejmě jiná relace než ekvivalence mezi konečnými automaty zavedená
výše).

Vsuvka. Připomeňme, že relace ρ na množině M je ekvivalence právě tehdy, když
je reflexivnı́ (∀x ∈ M : xρx), symetrická (∀x, y ∈ M : xρy ⇒ yρx) a tranzitivnı́
(∀x, y, z ∈ M : (xρy ∧ yρz) =⇒ xρz). Ekvivalence ρ definuje na M rozklad { [x]ρ |
x ∈ M }, tj. systém vzájemně disjunktnı́ch množin (neboli třı́d ekvivalence), jejichž
sjednocenı́m je M , přičemž s každým x ∈M jsou v přı́slušné třı́dě obsaženy právě
prvky s nı́m ekvivalentnı́ ([x]ρ = {y | xρy}).
Formálnı́ popis konstrukce podı́lového automatu:

Lemma 7.0.35 K libovolnému konečnému automatu existuje ekvivalentnı́
redukovaný automat.
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Důkaz: Mějme automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) bez nedosažitelných stavů. Značenı́m
[q] (q ∈ Q) označujeme třı́dy ekvivalence ∼ obsahujı́cı́ q (tj. [q] = {p | p ∼ q}).
Nynı́ k A definujme tzv. podı́lový automat podle ekvivalence∼, označený A∼, takto:
A∼ = (Q∼,Σ, δ∼, [q0], F∼), kde Q∼ = { [q] | q ∈ Q }, F∼ = { [q] | q ∈ F } a
δ∼([q], a) = [δ(q, a)] (pro vš. q ∈ Q, a ∈ Σ).

Korektnost definice plyne z faktu p ∼ q ⇒ (p ∈ F ⇔ q ∈ F ) a z faktu p ∼ q ⇒
δ(p, a) ∼ δ(q, a).

Snadno ověřı́me, že δ(q, w) = q′ ⇔ δ∼([q], w) = [q
′] (např. provedenı́m důkazu

indukcı́ podle délky w), z čehož ihned vyvodı́me ekvivalenci automatů A a A∼ (tj.
L(A) = L(A∼)), i to, že A∼ nemá nedosažitelné stavy. �

K algoritmickému použitı́ našı́ metody ovšem potřebujeme ukázat, že umı́me pro
libovolné stavy q1, q2 rozhodovat otázku, zda L(q1) = L(q2). Pro tyto účely je vhodné
definovat L≤i(q) jako množinu všech slov z L(q), které majı́ délku nejvýše i, a pak
zavést na stavové množině automatu A = (Q,Σ, δ, q0, F ) relace 0∼,

1∼,
2∼, . . . takto:

q1
i∼ q2 ⇐⇒df L≤i(q1) = L≤i(q2)

Jinak řečeno: pro stavy q1, q2 platı́ q1
i∼ q2 právě když je nelze rozlišit žádným slovem

délky nejvýše i (tj. pro každé slovo w ∈ Σ∗, |w| ≤ i, je bud’ δ(q1, w) ∈ F , δ(q2, w) ∈ F

nebo δ(q1, w) 6∈ F , δ(q2, w) 6∈ F ). Je očividné, že relace i∼ jsou ekvivalence a platı́
0∼⊇ 1∼⊇ 2∼⊇ . . . (tedy q1

i+1∼ q2 =⇒ q1
i∼ q2, neboli i+1∼ je zjemněnı́m relace i∼).

Samozřejmě vidı́me, že q1
0∼ q2 právě když bud’ q1 ∈ F , q2 ∈ F nebo q1 6∈ F , q2 6∈ F .

Dále je zřejmé, že dva stavy jsou rozlišitelné slovem délky nejvýše i+1 právě když
jsou rozlišitelné slovem délky nejvýše i nebo existuje a ∈ Σ, které je převede do
dvojice stavů rozlišitelných slovem délky nejvýše i; v obměněné podobě to můžeme
formálně vyjádřit takto:

q1
i+1∼ q2 ⇐⇒ q1

i∼ q2 ∧ (∀a ∈ Σ : δ(q1, a)
i∼ δ(q2, a)) (7.1)

Všimněme si ted’, že ekvivalence 0∼ rozložı́ množinu stavů Q na dvě třı́dy F , Q− F

(když jsou obě neprázdné). Také vı́me, že i+1∼ rozložı́ Q na stejně nebo vı́ce třı́d než
i∼, a ze vztahu (7.1) je zřejmé, že pokud i∼=i+1∼ , pak i∼=i+1∼=i+2∼= . . . =∼.

Jelikož při počtu stavů n (|Q| = n) nemůže existovat rozklad na vı́ce než n třı́d, je
dokonce zřejmé, že rovnost i∼=i+1∼ musı́ určitě nastat pro nějaké i ≤ n−2. Stačı́ tedy
postupně konstruovat relace, resp. rozklady podle relacı́, 0∼,

1∼,
2∼, . . ., až zjistı́me

i∼=i+1∼ – vı́me, že pak i∼=∼, a můžeme tak pro libovolné stavy q1, q2 rozhodovat,
zda L(q1) = L(q2) (zjištěnı́m, zda jsou ve stejné třı́dě zkonstruovaného rozkladu
podle ∼).

Máme tedy algoritmický postup, jak k danému automatu A zkonstruovat ekvivalentnı́
automat B, který je redukovaný (lemma 7.0.35 tedy platı́ konstruktivně) – přitom
když A je redukovaný, pak B je totožný s A, v opačném přı́padě má B méně stavů
než A. Je ale B ten nejmenšı́ možný automat mezi automaty ekvivalentnı́mi s A ?
Kladnou odpověd’ jednoduše vyvodı́me z následujı́cı́ho jednoduchého lemmatu (na
něj se de facto odkazujeme i v důkazu 7.0.35).

Lemma 7.0.36 Mějme dva KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ) a A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′) Jestliže

pro stav q automatu A a stav q′ automatu A′ platı́ L(q) = L(q′), pak pro každé a ∈ Σ
je L(δ(q, a)) = L(δ′(q′, a)).
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Důkaz: Ukážeme, že když L(δ(q, a)) 6= L(δ ′(q′, a)), pak L(q) 6= L(q′). Když např.
u ∈ L(δ(q, a)) a u 6∈ L(δ′(q′, a)), pak nutně au ∈ L(q) a au 6∈ L(q′). �

Uvědomte si, že z toho snadno plyne, že dva redukované automaty A =
(Q,Σ, δ, q0, F ) a A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F

′), které jsou ekvivalentnı́ (tj. L(q0) = L(q′0)),
majı́ jednak stejný počet stavů a dokonce jsou vlastně totožné (lépe řečeno: jsou
izomorfnı́, tj. jeden dostaneme z druhého pouhým přejmenovánı́m stavů). Ted’ už
je zřejmé, že

minimálnı́ automat znamená totéž co redukovaný automat.

Dokázali jsme tak vlastně nejen větu 7.0.34, ale i

Věta 7.0.37 Minimálnı́ automat ekvivalentnı́ s daným KA A je určen jednoznačně.

Vı́me, že tı́m “jednoznačně” mı́nı́me “jednoznačně, až na pojmenovánı́ stavů”. Li-
bovůli v onom pojmenovánı́ ovšem lze odstranit požadavkem převodu do normo-
vaného tvaru, který jsme již definovali dřı́ve.

Úkol 43 Zjistěte všechny dvojice stavů q, q′ u následujı́cı́ch dvou automatů (tedy
q, q′ ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}), pro něž L(q) = L(q′).

a b
→0 0 1
←1 1 2
←2 3 1

3 2 4
4 2 3

a b
→5 5 6

6 7 5
←7 7 9

8 9 8
←9 8 7

Úkol 44 Sestrojte minimálnı́ (deterministický) konečný automat, který rozpoznává
tentýž jazyk jako NKA zadaný následujı́cı́ tabulkou (a převed’te ho do normovaného
tvaru):

a b
→ q0 q1, q3 q5

q1 - q2
q2 qF -
q3 - q4
q4 - qF

q5 - q6
q6 - qN

←qF qF qF

qN - -

Úkol 45 Sestrojte minimálnı́ (deterministické) konečné automaty, rozpoznávajı́cı́
jazyky reprezentované následujı́cı́mi regulárnı́mi výrazy:

• (ab∗b+ ab∗ab∗b+ ab∗ab∗a)∗

• (a+bb)∗+( (b+c)∗·(d+e)∗ )+ (kde pro jazyk L definujeme L+ = L+L2+L3+. . .
a pro reg. výraz α definujeme [α+] = [α]+)
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Všimněme si, že nynı́ (nejméně) dvěma různými způsoby umı́me dokázat tuto
důležitou větu:

Věta 7.0.38 Existuje algoritmus, který pro lib. zadané KA A1, A2 rozhodne, zda
L(A1) = L(A2).

Důkaz: Stačı́ k oběma KA sestrojit redukované automaty v normovaném tvaru a ty
porovnat. Jiný důkaz plyne z partie o (konstruktivnı́ch) uzávěrových vlastnostech
třı́dy regulárnı́ch jazyků, uvědomı́me-li si, že L(A1) = L(A2)⇐⇒ (L(A1)−L(A2))∪
(L(A2)− L(A1)) = ∅ a připomeneme-li si větu 2.0.8. �

Poznámka. Všimněte si, že jsme dokázali, že pokud dva stavy automatu, který má
n stavů (n ≥ 2), nelze rozlišit slovem délky nejvýše n − 2, pak je nelze rozlišit
vůbec (jestliže L≤n−2(q) = L≤n−2(q′), pak L(q) = L(q′)). Tento fakt ukazuje, že
pro rozhodovánı́ otázky, zda L(q) = L(q′), stačı́ probrat všechna slova do délky
n − 2 (jichž je samozřejmě konečně mnoho). Ovšem algoritmus založený na této
myšlence by byl pro praktické použitı́ velmi nevhodný. (Proč ?)

Předcházejı́cı́
Regulárnı́ výrazy
a jejich ekviva-
lence s konečnými
automaty.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
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Předcházejı́cı́
Minimálnı́ konečné automaty a
algoritmus minimalizace.

Obsah Dalãı́
Dalšı́ poznámky ke konečným

automatům.

Kapitola 8

Neregulárnı́ jazyky. Pumping lemma
pro regulárnı́ jazyky.

Cı́l kapitoly:
Zı́skánı́ schopnosti v běžných přı́padech poznat a prokázat
vlastnosti, které činı́ konkrétnı́ jazyk neregulárnı́m.

Studijnı́ cı́le: Zı́skánı́ schopnosti v běžných přı́padech poznat a prokázat vlastnosti,
které činı́ konkrétnı́ jazyk neregulárnı́m.

Čtenáři by mělo být jasné, že ne každý jazyk je regulárnı́ (už jsme to dokonce
dokázali při úvahách o mohutnostech množin: konečných automatů je spočetně
mnoho, zatı́mco jazyků – už nad jednoprvkovou abecedou – je nespočetně mnoho).

Jak ale vypadá konkrétnı́ neregulárnı́ jazyk ? Musı́ mı́t nějakou vlastnost, která ne-
umožňuje rozpoznánı́ libovolného jeho slova (tedy také libovolně dlouhého slova),
máme-li pouze omezenou pamět’ a můžeme slovo pouze čı́st zleva doprava.

Uvažujme např. jazyk

L = {ajbj | j ≥ 0}

(každé slovo tedy začı́ná úsekem a-ček, za nı́mž následuje stejně dlouhý úsek
b-ček). Intuitivně je vidět, že při čtenı́ slova zleva doprava nám “nezbývá nic jiného”
než a-čka počı́tat a pak porovnat s počtem b-ček; k tomu nám ovšem předem
omezená pamět’ nestačı́, protože úsek a-ček může být libovolně dlouhý !

Ale pozor ! Tyto naše úvahy se nedajı́ považovat za důkaz toho, že L je neregulárnı́.
Naše intuice nás může klamat, a třeba je to jen našı́ omezenostı́, že nevidı́me
způsob, jak se bez počı́tánı́ a-ček můžeme obejı́t. Když by nám např. někdo tvrdil,
že jazyk { am | m je dělitelné třemi } nenı́ regulárnı́, protože nezbývá nic jiného než
a-čka spočı́tat a výsledek dělit třemi, vyvrátili bychom mu to prostě předvedenı́m
konečného automatu, který tento jazyk rozpoznává – a tudı́ž se zde bez počı́tánı́
a-ček lze obejı́t. Jak ale dokázat, že něco nelze ? Obvykle je klı́čem vyvozenı́
logického sporu z předpokladu, že to lze.
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U L bychom mohli postupovat takto: Předpokládejme, že L je rozpoznáván
konečným automatem A; ten má nějaký (konečný) počet stavů, označme tento
počet n. Automat A musı́ samozřejmě přijmout i slovo anbn. Při čtenı́ úseku an pro-
cházı́ postupně určitými stavy q0, q1, q2, . . . , qn. Jelikož A má pouze n stavů, nutně
se nějaký stav zopakuje, tedy qi = qj pro nějaké i, j, kde 0 ≤ i < j ≤ n. Pak
ovšem slovo vzniklé zopakovánı́m úseku mezi qi a qj, tedy slovo aiaj−iaj−ian−jbn,
je automatem A přijı́máno (proč ?); to ovšem nepatřı́ do L a přivedli jsme tak ke
sporu předpoklad, že A rozpoznává L. Všimněte si také, že A by musel rozpoznávat
nejen slovo vzniklé jednı́m zopakovánı́m přı́slušného úseku, ale také slova vzniklá
libovolným “napumpovánı́m” tohoto úseku, tedy slova tvaru aiaj−iaj−i . . . aj−ian−jbn;
speciálnı́m přı́padem je pak vypuštěnı́ úseku, u nás slovo aian−jbn.

Uvedené úvahy se snadno dajı́ zobecnit. Velmi zhruba řečeno:

v každém “dostatečně dlouhém” slově regulárnı́ho jazyka L existuje
“krátké” neprázdné podslovo “blı́zko začátku”, jehož vynechánı́m či
“pumpovánı́m” dostáváme vždy slova jazyka L

Formálně (a přesně) to vyjadřuje následujı́cı́ věta, již si čtenář ted’ už jistě sám
snadno dokáže (“nápověda”: za n, jehož existenci věta deklaruje, si pro konkrétnost
můžete dosadit např. počet stavů minimálnı́ho automatu rozpoznávajı́cı́ho L).

Věta 8.0.39 (Pumping lemma.) Necht’ L je regulárnı́ jazyk. Pak nutně existuje n tž.
každé slovo z ∈ L, |z| ≥ n, lze psát z = uvw, kde |uv| ≤ n, |v| ≥ 1 a pro vš. i ≥ 0 je
uviw ∈ L.

Všimněte si, jak se střı́dajı́ kvantifikátory: Je-li L regulárnı́, pak (neboli
(∀L tž. L je regulárnı́ ) :)

(∃n) (∀z tž. z ∈ L, |z| ≥ n)
(∃ u, v, w tž. z = uvw, |uv| ≤ n, |v| ≥ 1) (∀i ≥ 0) : uviw ∈ L

Poznámka. Vı́ce formálně bychom mı́sto (∀x tž. A)B psali (∀x : A ⇒ B) a mı́sto
(∃x tž A)B bychom psali (∃x : A ∧B).

Je užitečné představit si hru dvou hráčů A a B, kteřı́ majı́ zadán (nějaký) jazyk L a
hrajı́ takto:

1. A zvolı́ n ∈ N

2. B zvolı́ slovo z tž. z ∈ L a |z| ≥ n (neexistuje-li takové slovo, A vyhrál)

3. A zvolı́ u, v, w tž. z = uvw, |uv| ≤ n a |v| ≥ 1

4. B zvolı́ i ≥ 0

5. Výsledek: je-li uviw ∈ L, pak vyhrál A, v přı́padě uviw 6∈ L vyhrál B.

Je zřejmé, že je-li L regulárnı́, pak A má vı́těznou strategii v uvedené hře. Jinak
řečeno:

Má-li B vı́těznou strategii, pak L nenı́ regulárnı́.
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A právě navrženı́ vı́tězné strategie hráče B je častým prostředkem k důkazu toho,
že uvažovaný jazyk je neregulárnı́.

Pro výše zkoumaný L = {ajbj | j ≥ 0} můžeme vı́těznou strategii hráče B formulo-
vat takto.

1. A zvolı́ (libovolné) n ∈ N

2. B zvolı́ z = anbn

3. A zvolı́ libovolné u, v, w tž. z = uvw, |uv| ≤ n a |v| ≥ 1, tedy u = aj, v = ak pro
nějaké j, k tž. j + k ≤ n, k ≥ 1

4. B: zvolı́ i = 0 (lze také kterékoli i ≥ 2)

5. Jelikož ajan−(j+k)bn 6∈ L, B vyhrává.

Poznámka. Všimněme si, že uvedená vı́tězná strategie hráče B pro jazyk L1 =
{ajbj | j ≥ 0} je rovněž vı́těznou strategiı́ pro jazyk L2 = {w ∈ {a, b}∗ |
|w|a = |w|b } (připomeňme, že |w|a označuje počet výskytů symbolu a ve slově
w); konečný automat tedy nemůže rozpoznávat slova, v nichž jsou počty a-ček a
b-ček stejné.
Z faktu, že L1 nenı́ regulárnı́, lze ovšem neregularitu jazyka L2 elegantně prokázat
také takto:
Kdyby L2 byl regulárnı́, byl by regulárnı́ i jazyk L2 ∩ a∗b∗, jelikož třı́da regulárnı́ch
jazyků je uzavřena na průnik (a a∗b∗ je očividně regulárnı́). Ovšem je zřejmé, že
L2∩ a∗b∗ = L1, a L1 regulárnı́ nenı́. Předpoklad, že L2 je regulárnı́ je takto přiveden
ke sporu, což znamená, že L2 regulárnı́ nenı́.

Poznámka. Správně bychom měli psát [a∗b∗] mı́sto a∗b∗, jelikož se odkazujeme
k jazyku reprezentovanému daným regulárnı́m výrazem. Protože ale nemůže dojı́t
k nedorozuměnı́, značenı́ si takto zjednodušujeme.

Samozřejme musı́me ale být opatrnı́ při posuzovánı́ (ne)regularity jazyka na základě
jeho specifikace. Např. podobnost specifikace L3 = {w ∈ {a, b}∗ | počty podslov
ab a ba ve w jsou stejné } s výše uvedenou specifikacı́ jazyka L2 může nabuzovat
dojem, že L3 je rovněž neregulárnı́.

Úkol 46 Zjistěte, zda jazyk L3 je či nenı́ regulárnı́. (Své zjištěnı́ dokažte.)

—————————-

Doplněnı́:

Čtenáře možná napadla otázka, zda pumping lemma přesně charakterizuje regu-
lárnı́ jazyky, tj. zda pro jakýkoli neregulárnı́ jazyk má B vı́těznou strategii. Nenı́ tomu
tak, jak dokládá např.jazyk L = {a, b}∗ ∪{c}+{ajbj | j ≥ 0}, který splňuje podmı́nku
v pumping lemmatu (A má pro něj vı́těznou strategii) a přitom nenı́ regulárnı́. (Pro
připomenutı́: {c}+ = { c, cc, ccc, . . . }.)
To, že uvedený L nenı́ regulárnı́, jsme samozřejmě schopni dokázat, použijeme-li
i jiné prostředky. Z předpokladu, že L je regulárnı́, můžeme např. využitı́m uzavře-
nosti třı́dy regulárnı́ch jazyků vůči kvocientům a průniku vyvodit, že i

( {c}+\L ) ∩ {a, b}∗ = { ajbj | j ≥ 0 }

je regulárnı́ – o tom jsme už ovšem ukázali, že regulárnı́ nenı́, a dospı́váme takto
ke sporu.

————————————
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Úkol 47 Dokažte, že následujı́cı́ jazyky nejsou regulárnı́ (využijte pumping lemma
a rozmyslete si formulace důkazů ve formě hry dvou hráčů)

• L1 = { 0m1n0m | m,n ≥ 0 }

• L2 = {ww | w ∈ {0, 1}∗ }

• L3 = {w(w)R | w ∈ {0, 1}∗ }

• L4 je množina všech zápisů programů v Pascalu.

Můžete zkusit též pro:

• L5 = { 0p | p je prvočı́slo }

• L6 = { 0n | n = k2 pro nějaké k ≥ 0 }

Úkol 48 Uvažujte pumping lemma v tomto zněnı́:

Necht’L je regulárnı́ jazyk. Pak nutně existuje n tž. v každém slově z ∈ L
lze každé jeho podslovo x délky n (|x| = n) psát x = uvw, kde |v| ≥ 1,
přičemž pro z = y1xy2 = y1uvwy2 platı́, že y1uviwy2 ∈ L pro vš. i ≥ 0.

Dokažte, že v tomto zněnı́ tvrzenı́ také platı́ a vysvětlete, zda je obecnějšı́m anebo
speciálnı́m přı́padem dřı́ve uvedené verze.

Předcházejı́cı́
Minimálnı́ konečné
automaty a algorit-
mus minimalizace.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
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Dalãı́
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Předcházejı́cı́
Neregulárnı́ jazyky. Pumping
lemma pro regulárnı́ jazyky.

Obsah Dalãı́
Bezkontextové gramatiky a

jazyky

Kapitola 9

Dalšı́ poznámky ke konečným
automatům.

Cı́l kapitoly:
Alespoň přehledově pochopit některé oblasti využitı́ koneč-
ných automatů.

Studijnı́ cı́le: Alespoň přehledově pochopit některé oblasti využitı́ konečných auto-
matů.

Dvoucestné konečné automaty

Ukazovali jsme, že nemůžeme rozpoznávat právě slova tvaru ajbj, máme-li ome-
zenou pamět’a čteme-li slova zleva doprava. Ve skutečnosti by nám nepomohla ani
možnost vracet se k již přečtenému úseku slova – pokud symboly nemůžeme nijak
měnit, tj. nemůžeme si ve slově nic poznačit. Dá se ukázat, že odpovı́dajı́cı́ mo-
del, tzv. dvoucestné konečné automaty , charakterizuje opět jen třı́du regulárnı́ch
jazyků, a to i v nedeterministické verzi; důkaz je ovšem technicky složitějšı́.

Hledánı́ vzorku v textu

Hledánı́ všech výskytů vzorku v textu—tj. řetězce p (pattern) v (obvykle podstatně
delšı́m) řetězci t (text)—je velmi častá úloha každodenně probı́hajı́cı́ v mnoha apli-
kacı́ch. Proto je velmi podstatné, jakou časovou náročnost má použitý algoritmus.
Naivnı́ přı́stup, který nás asi napadne nejdřı́ve (posouvajı́cı́ se “okénko” délky |p|
a kontrola, zda v okénku je p) vede k době úměrné |p| · |t|. Podstatně lepšı́ je
tzv. “Knuth-Morris-Pratt algorithm”, jehož doba běhu je úměrná |p| + |t|. Klı́čovou
myšlenkou tohoto algoritmu je tato:

Představme si přı́močarou konstrukci nedeterministického konečného automatu,
přijı́majı́cı́ho právě ta slova (v zadané abecedě), která majı́ sufix p. (Takový NKA
by měl |p|+1 stavů.) K tomuto NKA standardně zkonstruovaný DKA (konstruujeme
jen dosažitelné stavy) má také jen |p|+ 1 stavů. (Proč ?)
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KMP-algoritmus pak obsahuje ještě dalšı́ důležitou myšlenku (k použitı́ onoho DKA
nenı́ třeba konstruovat přechodovou funkci δ : Q×Σ→ Q, ale stačı́ použı́t jen jistou
“failure” funkci f : Q→ Q), ale to v tomto textu dále nerozebı́ráme.

Úkol 49 Sestrojte (deterministický) konečný automat, který je vhodný k použitı́ pro
vyhledávánı́ řetězce ababaca ve slovech (textech) v abecedě {a, b, c}.

Konečně stavový překladač

Již dřı́ve jsme zmı́nili, že konečný automat jako rozpoznávač jazyka je speciálnı́m
přı́padem konečně stavového zařı́zenı́, realizujı́cı́ho jistou vstupně-výstupnı́ funkci.

Jednı́m z těchto obecnějšı́ch modelů je tzv. zobecněný sekvenčnı́ stroj (generalized
sequential machine):

Zobecněný sekvenčnı́ stroj M je dán parametry M = (Q,Σ,∆, q0, δ, ρ), kde Q
je konečná neprázdná množina stavů, Σ je konečná neprázdná množina zvaná
vstupnı́ abeceda, ∆ je konečná neprázdná množina zvaná výstupnı́ abeceda,
q0 ∈ Q je počátečnı́ (iniciálnı́) stav, δ : Q × Σ → Q je přechodová funkce a ρ :
Q× Σ→ ∆∗ je výstupnı́ funkce.

Takový stroj M jistým způsobem definuje zobrazenı́ (“překlad”) fM : Σ
∗ → ∆∗.

Zkuste odhadnout jakým. (K modelu konečného automatu si přidejte výstupnı́ pásku
s tı́m, že v každém kroku daném přechodovou funkcı́ δ se na výstup připı́še řetězec
daný funkcı́ ρ.) Pro jazyk L v abecedě Σ lze pak přirozeně definovat jeho obraz
fM(L) (v abecedě∆); podobně pro jazyk L v abecedě∆ lze definovat jeho vzor (in-
verznı́ obraz) f−1

M (L) (v abeceděΣ). Dá se pak např. ukázat, že fM i f−1
M zachovávajı́

regulárnı́ jazyky (tj. když L je regulárnı́, tak fM(L) i f−1
M (L) jsou regulárnı́.

Dalšı́ zobecněnı́ dostaneme, povolı́me-li (mj.) nedeterminismus. Přı́slušné zařı́zenı́
se pak nazývá konečně-stavový překladač (převaděč; v angličtině “finite-state tran-
sducer”), který pak nedefinuje funkci, ale obecněji relaci (podmnožinu Σ∗ ×∆∗).

Předcházejı́cı́
Neregulárnı́ jazyky.
Pumping lemma pro
regulárnı́ jazyky.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava

Verze ze dne 22. února 2005

Dalãı́
Bezkontextové

gramatiky a jazyky
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Předcházejı́cı́
Dalšı́ poznámky ke konečným
automatům.

Obsah Dalãı́
Úloha syntaktické analýzy

v překladačı́ch

Kapitola 10

Bezkontextové gramatiky a jazyky

Cı́l kapitoly:
Seznámenı́ se s pojmem bezkontextové gramatiky (nefor-
málně i formálně), jakožto užitečného prostředku k (částeč-
nému) popisu syntaxe programovacı́ch jazyků. Zvládnutı́ ná-
vrhu elementárnı́ch bezkontextových gramatik.

Studijnı́ cı́le: Seznámenı́ se s pojmem bezkontextové gramatiky (neformálně i for-
málně), jakožto užitečného prostředku k (částečnému) popisu syntaxe programo-
vacı́ch jazyků. Zvládnutı́ návrhu elementárnı́ch bezkontextových gramatik.

Uvažujme množinu všech aritmetických výrazů vytvořených z prvků abecedy
a,+,×, (, ) (čı́selné konstanty či proměnné ted’ nejsou podstatné, proto všechny
reprezentujeme symbolem a). Přı́kladem takového výrazu je a+a×a nebo (a+a)×a.

Čtenář jistě snadno dokáže, že se nejedná o regulárnı́ jazyk, nemůžeme jej tedy
zadat regulárnı́m výrazem či konečným automatem. V rámci v praxi užı́vaného
popisu programovacı́ch jazyků může být množina uvedených aritmetických výrazů
zadaná těmito (přepisovacı́mi) pravidly:

〈EXPR〉 −→ 〈EXPR〉+ 〈EXPR〉
〈EXPR〉 −→ 〈EXPR〉 × 〈EXPR〉
〈EXPR〉 −→ (〈EXPR〉)
〈EXPR〉 −→ a

Pı́šeme-li mı́sto 〈EXPR〉 jen E a pravé strany pravidel se stejnou levou stranou
soustředı́me vedle sebe, přičemž je vzájemně oddělı́me symbolem “|”, vznikne:

E −→ E + E | E × E | (E) | a (10.1)

Jak vidno, v pravidlech vedle symbolů abecedy popisovaného jazyka, tak zvaných
terminálnı́ch symbolů či stručněji terminálů, použı́váme i “proměnné” neboli neter-
minály (v našem přı́padě E).

50



E

E E

E E

E

E E

E Ea

a

a

+

x +

x

a aa

Možné odvozenı́, neboli derivace, slova a+ a× a pak může vypadat takto:

E ⇒ E + E ⇒ a+ E ⇒ a+ E × E ⇒ a+ a× E ⇒ a+ a× a

Uvedli jsme přı́klad tzv. levé derivace, kdy jsme v každém kroku přepisovali nej-
levějšı́ neterminál (či přesněji řečeno nejlevějšı́ výskyt neterminálnı́ho symbolu).
Uved’me přı́klad pravé derivace pro totéž slovo:

E ⇒ E + E ⇒ E + E × E ⇒ E + E × a⇒ E + a× a⇒ a+ a× a

A ještě přı́klad derivace, která nenı́ ani levá ani pravá:

E ⇒ E + E ⇒ E + E × E ⇒ E + a× E ⇒ a+ a× E ⇒ a+ a× a

Je zřejmé, že se vlastně ve všech třech přı́padech jedná o jedno a totéž odvozenı́ –
jen pořadı́ přepisovánı́ neterminálů je různé. Strukturu odvozenı́ nezávislou na po-
řadı́ přepisovánı́ neterminálů zachycuje tzv. strom odvozenı́, neboli derivačnı́ strom.
V našem přı́padě je derivačnı́ strom odpovı́dajı́cı́ všem třem derivacı́m znázorněn
na obr. 10 vlevo.

Slovo a+ a× a má ovšem i jinou levou derivaci než tu uvedenou výše, a sice:

E ⇒ E × E ⇒ E + E × E ⇒ a+ E × E ⇒ a+ a× E ⇒ a+ a× a

Této derivaci odpovı́dá jiný derivačnı́ strom – je zachycen na obr. 10 vpravo.

Existence dvou různých derivačnı́ch stromů (neboli dvou různých levých derivacı́)
pro jedno slovo jazyka, je nežádoucı́ vlastnost – přı́slušná gramatika (tj. soubor
přepisovacı́ch pravidel) je nejednoznačná (o tomto problému se ještě zmı́nı́me
později).

Naši gramatiku (10.1) lze ovšem nahradit gramatikou

〈EXPR〉 −→ 〈EXPR〉+ 〈TERM〉 | 〈TERM〉
〈TERM〉 −→ 〈TERM〉 × 〈FACTOR〉 | 〈FACTOR〉
〈FACTOR〉 −→ (〈EXPR〉) | a

či stručněji

E −→ E + T | T
T −→ T × F | F
F −→ (E) | a

která je s původnı́ gramatikou ekvivalentnı́ (tj. popisuje tentýž jazyk; umı́te to doká-
zat ?) a je přitom jednoznačná. Např. naše slovo a + a × a má v nı́ jedinou levou
derivaci (jediný derivačnı́ strom):
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E ⇒ E+T ⇒ T+T ⇒ F+T ⇒ a+T ⇒ a+T×F ⇒ a+F×F ⇒ a+a×F ⇒ a+a×a

Naše přı́klady uvedly tzv. bezkontextové gramatiky. Tyto gramatiky reprezentujı́
(generujı́) tzv. bezkontextové jazyky ; jejich definici a způsob reprezentace jazyka
nynı́ zformalizujeme.

Definice 10.0.40 Bezkontextová gramatika je čtveřice (tj. je dána čtveřicı́ para-
metrů) G = (Π,Σ, S, P ), kde

Π je konečná množina neterminálnı́ch symbolů (neterminálů)

Σ je konečná množina terminálnı́ch symbolů (terminálů),
přičemž Π ∩ Σ = ∅

S ∈ Π je počátečnı́ (startovacı́) neterminál

P je konečná množina pravidel typu A→ β, kde

A je neterminál, tedy A ∈ Π
β je řetězec složený z terminálů a neterminálů, tedy β ∈ (Π ∪ Σ)∗.

Uvažujme lib. γ, δ ∈ (Π∪Σ)∗. Řekneme, že γ lze přı́mo přepsat na (či přı́mo odvodı́)
δ (podle pravidel gramatiky G), značı́me γ ⇒G δ nebo jen γ ⇒ δ když G zřejmá
z kontextu, jestliže existujı́ slova µ1, µ2 tž. γ = µ1Aµ2, δ = µ1βµ2, kde A → β je
pravidlo v P .

Řekneme, že γ lze přepsat na (odvodı́) δ, značı́me γ ⇒∗ δ, jestliže existuje posloup-
nost µ0, µ1, . . . , µn slov z (Π∪Σ)∗ (pro nějaké n ≥ 0) tž. γ = µ0 ⇒ µ1 ⇒ . . .⇒ µn = δ.
Zmı́něnou posloupnost pak nazveme odvozenı́m (derivacı́) délky n slova δ ze slova
γ.

Jazyk generovaný gramatikou G, označme jej L(G), je definován takto: L(G) =
{w ∈ Σ∗ | S ⇒∗ w}.
Dvě gramatiky G1, G2 nazveme ekvivalentnı́, jestliže L(G1) = L(G2).

Jazyk L je bezkontextový, jestliže existuje bezkontextová gramatika G taková, že
L(G) = L.

Poznámka.

• Relace⇒∗ je reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem relace⇒.

• γ ⇒∗ δ čteme také ‘δ dostaneme z γ’, ‘γ generuje δ’ apod.

• Výše zmı́něné odvozenı́ µ0 ⇒ µ1 ⇒ . . . ⇒ µn nazveme minimálnı́, jestliže
µi 6= µj pro i 6= j. Je zřejmé, že jestliže γ ⇒∗ δ, pak δ lze z γ odvodit (i nějakým)
minimálnı́m odvozenı́m. V dalšı́m budeme odvozenı́m automaticky myslet
minimálnı́ odvozenı́.

• Nenı́-li řečeno jinak, značı́me jednotlivé terminály symboly a, b, c, . . ., termi-
nálnı́ slova u, v, w, . . ., neterminály A,B,C, . . . , X, Y, Z, řetezce neterminálů a
terminálů α, β, γ, . . ..

• Uvedené přı́klady již ilustrovaly častý způsob zápisu bezkontextových gra-
matik, kdy udáváme kompaktně všechny pravé strany pravidel, jež majı́ týž
neterminál na levé straně – tyto pravé strany pak vzájemně oddělujeme svis-
lou čarou “|”.
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Definice 10.0.41 Mějme bezkontextovou gramatiku G = (Π,Σ, S, P ); řekneme, že
α lze přepsat na β levým přepsánı́m, jestliže v P ex. pravidlo X → γ tž. α = uXδ,
β = uγδ pro nějaké u ∈ Σ∗, δ ∈ (Π ∪ Σ)∗. Odvozenı́ α0 ⇒ α1 ⇒ . . . ⇒ αn je levým
odvozenı́m (levou derivacı́), jestliže pro vš. i = 0, 1, . . . , n − 1 lze αi přepsat na
αi+1 levým přepsánı́m. (Pravé odvozenı́ lze definovat obdobně.)

Poznámka. Lze snadno ukázat, že platı́-li X ⇒∗
G w, pak w lze z X odvodit (nějakým)

levým odvozenı́m i (nějakým) pravým odvozenı́m.

Definice 10.0.42 Derivačnı́ strom, vztahujı́cı́ se k bezkontextové gramatice G =
(Π,Σ, S, P ), je uspořádaný kořenový strom (tj. souvislý graf bez cyklů, s vyzna-
čeným vrcholem-kořenem, následnı́ci každého vrcholu jsou uspořádáni ‘zleva do-
prava’), jehož vrcholy jsou ohodnoceny symboly zΠ∪Σ; přitom kořen je ohodnocen
symbolem S a lib. vrchol s následnı́ky je ohodnocen neterminálem X ∈ Π, přičemž
tito následnı́ci jsou ohodnoceni Y1, Y2, . . . , Yn (Yi ∈ Π ∪ Σ), kde X → Y1Y2 . . . Yn je
pravidlo v P . V přı́padě pravidla X → ε připouštı́me následnı́ka ohodnoceného ε.
(Brzy uvidı́me, že se bez těchto ε-pravidel můžeme obejı́t.)

Jsou-li listy derivačnı́ho stromu zleva doprava ohodnoceny terminály a1, a2, . . . , an,
řı́káme, že se jedná o derivačnı́ strom pro slovo w = a1a2 . . . an.

Poznámka. Všimněme si, že každému odvozenı́ slova w v gramatice G odpovı́dá
(přirozeným způsobem) právě jeden derivačnı́ strom pro w; derivačnı́mu stromu pro
w odpovı́dá obecně vı́ce odvozenı́ slova w, ovšem např. právě jedno levé odvozenı́.

Úkol 50 Na obrázku je derivačnı́ strom popisujı́cı́ odvozenı́
slova w = abaaacac podle jisté bezkontextové gramatiky G.

PSfrag replacements

SS

S

S

A

AAA

A

BB

B

aa

aa

a

b

cc εεε

ε

• Napište levé odvozenı́ slova w podle gramatiky G.

• Napište pravé odvozenı́ slova w podle gramatiky G.

• Najděte rozklad w = w1w2w3 s w2 6= ε tak, aby slovo w1w2w2w3 také patřilo do
L(G).

Úkol 51 Navrhněte bezkontextové gramatiky generujı́cı́ následujı́cı́ jazyky:

• L1 = {w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo baab }
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• L2 = {w ∈ {a, b}∗ | |w|b mod 3 = 0 }

• L3 = {wwR | w ∈ {a, b}∗ }

• L4 = { 0n1m0n | m,n ≥ 0 }

• L5 = { 0n1m | 1 ≤ n ≤ m ≤ 2n }

Úkol 52 Snažte se co nejvýstižněji charakterizovat jazyk generovaný gramatikou

S −→ bSS | a

Předcházejı́cı́
Dalšı́ poznámky ke
konečným automa-
tům.

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
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Dalãı́
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Předcházejı́cı́
Bezkontextové gramatiky a
jazyky

Obsah Dalãı́
Speciálnı́ formy

bezkontextových gramatik

Kapitola 11

Úloha syntaktické analýzy
v překladačı́ch

Cı́l kapitoly:
Pochopenı́ role syntaktické analýzy v překladačı́ch.

Studijnı́ cı́le: Pochopenı́ role syntaktické analýzy v překladačı́ch.

Úlohou syntaktické analýzy v překladačı́ch je rozpoznat, zda zadávaný program
(tj. zadávaná posloupnost znaků) je skutečně programem, tj. zda je (syntakticky)
správně utvořen. Nestačı́ ale jen odpověd’ Ano/Ne. V kladném přı́padě je použı́va-
ným výstupem např. derivačnı́ strom (resp. jeho vhodná reprezentace), jenž sloužı́
jako vstup pro dalšı́ fáze překladače.

Pro konkrétnějšı́ představu se podı́vejte na ‘výsek’ z jednoduchého překladače,
který je uveden na konci této přednášky. Všimněte si, že derivačnı́ (pod)stromy na
obr. 10 by vedly k sémanticky (tj. významově) různým cı́lovým programům !

Jednoznačné gramatiky a jazyky.

Uvedené úvahy mj. ilustrujı́, proč je důležitou vlastnostı́ gramatik tzv. jednoznačnost:

Definice 11.0.43 Řekneme, že bezkont. gramatika G je jednoznačná, jestliže
každé slovo z L(G)má právě jedno levé odvozenı́ (tj. právě jeden derivačnı́ strom).
V opačném přı́padě je G nejednoznačná (či vı́ceznačná).

Úkol 53 Lze v úkolu 50 z dostupné informace zjistit něco ohledně vı́ceznačnosti
přı́slušné gramatiky ?

Viděli jsme, že např. vı́ceznačnou gramatiku (10.1) je možné transformovat na
ekvivalentnı́ jednoznačnou gramatiku. Bohužel toto nenı́ možné vždy:

Definice 11.0.44 Bezkontextový jazyk L, který lze generovat jednoznačnou gra-
matikou (tj.: ex. jednoznačná bezkontextová gramatika G tž. L(G) = L) se nazývá
jednoznačný; v opačném přı́padě se L nazývá (vnitřně) nejednoznačný.
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Např. jazyk L1 = { anbn | n ≥ 0 } je generován jednoznačnou bezkontextovou
gramatikou

S −→ aSb | ε

Jazyk L2 = { aibjck | (i = j) ∨ (j = k) } generuje např. gramatika

S −→ S1C | AS2

S1 −→ aS1b | ε
C −→ cC | ε
S2 −→ bS2c | ε
A −→ aA | ε

Tato gramatika jednoznačná nenı́ (proč ?) a dá se dokázat (ne zcela triviálně), že
neexistuje jednoznačná bezkontextová gramatika generujı́cı́ L2; L2 je tedy nejed-
noznačný (bezkontextový) jazyk.

Ilustrace jednoduchého překladu

Omezme se na pascalské přiřazovacı́ přı́kazy typu V := E, kde V je identifikátor
proměnné typu real a E je aritmetický výraz vytvořený z identifikátorů proměnných a
zápisů čı́sel typu real pomocı́ operátorů +, ∗ a pomocı́ závorek. Takovým přı́kazem
je např.

Zisk := (Cena+Dan) ∗ 0.12 (11.1)

Všimněme si, že všechny takové přı́kazy lze generovat bezkontextovou gramatikou
G ve tvaru

S −→ 〈id〉 := E

E −→ E + E |E ∗ E | (E) | 〈id〉

(kde {S,E} je množina neterminálů, S počátečnı́ neterminál a {:=,+, ∗, (, ), 〈id〉}
množina terminálů ) za předpokladu, že každý výskyt terminálu 〈id〉 bude nahrazen
konkrétnı́m identifikátorem proměnné nebo zápisem čı́sla typu real.

Chceme navrhnout algoritmus, který libovolný zmı́něný pascalský přı́kaz přeložı́
do asembleru stroje s jediným pracovnı́m registrem, zvaným akumulátor (ACC),
s pamětı́ tvořenou posloupnostı́ (adresovaných) buněk a s následujı́cı́m instrukčnı́m
repertoárem:

Instrukce Efekt
LOAD m c(m)→ ACC
STORE m c(ACC)→ m
ADD m c(ACC) + c(m)→ ACC
MPY m c(ACC) ∗ c(m)→ ACC
LOAD = m m→ ACC
ADD = m c(ACC) +m→ ACC
MPY = m c(ACC) ∗m→ ACC

K vysvětlenı́ snad stačı́ následujı́cı́ poznámky:
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• např. c(m) → ACC znamená, že obsah pamět’ové buňky m (tedy buňky
s adresou m) se zkopı́ruje do akumulátoru

• výraz = m znamená přı́mo numerickou hodnotu m

• předpokládáme, že ADD a MPY jsou “floating-point” operace

Práce překladače se dá rozdělit zhruba do následujı́cı́ch fázı́:

• lexikálnı́ analýza, kdy se ve zpracovávaném zdrojovém textu (tj. ve vstupnı́m
řetězci) zjistı́ tzv. lexikálnı́ jednotky (např. identifikátory, zápisy čı́sel, znaky
+, ∗, := apod.),

• syntaktická analýza, kdy se zjistı́ syntaktická struktura řetězce předzpraco-
vaného lexikálnı́ analýzou,

• generovánı́ kódu, kdy se s využitı́m zjištěné syntaktické struktury vytvářı́
cı́lový kód (tj. překlad vstupnı́ho řetězce).

(V reálném přı́padě se tyto fáze různě prolı́najı́, jsou doplněny o dalšı́ fáze – např.
o optimalizaci kódu, zotavenı́ z chyb apod.; ale to nenı́ pro náš přı́klad podstatné).

Výsledkem lexikálnı́ analýzy vstupnı́ho řetězce (11.1) by mohl být řetězec

〈id〉1 := (〈id〉2 + 〈id〉3) ∗ 〈id〉4 (11.2)

zároveň s tabulkou TAB:

Poř. čı́slo Identifikátor Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real

Výsledkem syntaktické analýzy pro řetězec (11.2) by mohl být (derivačnı́) strom
na obrázku 11.1, ve kterém čı́slo v ohodnocenı́ vnitřnı́ch uzlů udává maximálnı́
vzdálenost k listu.

PSfrag replacements

[S, 3]

[E, 2]

[E, 1]

E

EE

E

〈id〉1 〈id〉2 〈id〉3 〈id〉4:= + ∗( )

Obrázek 11.1: Výstup syntaktické analýzy

(Derivačnı́ strom podle G by měl 7 vnitřnı́ch uzlů. Zde předpokládáme, že “zbytečné”
uzly byly vyhozeny, takže výsledný strom má jen 3 vnitřnı́ uzly; např. závorky jsou
potřeba k správnému vytvořenı́ stromu, ale pro dalšı́ účely nejsou potřebné).

Výsledný kód lze ze sestrojeného stromu sestavit pomocı́ následujı́cı́ch pravidel,
která každému vnitřnı́mu uzlu u přiřazujı́ Cod(u):
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• uzel u je ohodnocen 〈id〉i: jestliže i-tá položka v tabulce TAB je proměnná
typu real, pak Cod(u) je přı́slušný identifikátor (např. je-li u ohodnocen 〈id〉1, je
Cod(u) řetězec ‘Zisk’); jestliže i-tá položka v tabulce TAB je konstanta (typu
real), pak Cod(u) je přı́slušný zápis čı́sla předcházený znakem = (např. je-li
u ohodnocen 〈id〉4, je Cod(u) řetězec ‘= 0.12’)

• je-li uzel u ohodnocen některým ze symbolů :=,+, ∗ pak Cod(u) je prázdný
řetězec

• uzel u je ohodnocen [S, n] a má následnı́ky u1, u2, u3: Cod(u) je pak

‘LOAD’ Cod(u3) ‘; STORE’ Cod(u1)

• uzel u je ohodnocen [E, n] a má následnı́ky u1, u2, u3: pak

– jestliže u2 je ohodnocen +, Cod(u) je

Cod(u3) ‘; STORE $’n ‘; LOAD’ Cod(u1) ‘; ADD $’n

– jestliže u2 je ohodnocen ∗, Cod(u) je

Cod(u3) ‘; STORE $’n ‘; LOAD’ Cod(u1) ‘; MPY $’n

Např. kód přı́slušný k uzlu ohodnocenému [E, 1] je

Dan ; STORE $1 ; LOAD Cena ; ADD $1

Kód přı́slušný k uzlu ohodnocenému [S, 3] (tedy kýžený program v asembleru) je

LOAD = 0.12 ;
STORE $2 ;
LOAD Dan ;
STORE $1 ;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk
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Redukované gramatiky
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12.1 Redukované gramatiky

Vzpomeňme si na odstraňovánı́ nedosažitelných stavů u konečných automatů –
takové stavy jsou “zbytečné”. Ted’ se podı́váme na odstraňovánı́ “zbytečných” ne-
terminálů u bezkontextových gramatik. Neterminál je zbytečný, jestliže z něj nelze
odvodit žádné terminálnı́ slovo (pak se tedy nemůže objevit v žádném odvozenı́
terminálnı́ho slova z počátečnı́ho neterminálu), nebo je nedosažitelný – nemůže se
prostě vůbec objevit při jakémkoli přepisovánı́ začı́najı́cı́m z počátečnı́ho netermi-
nálu. Redukovaná gramatika neobsahuje takové zbytečné neterminály:

Definice 12.1.1 Bezkontextová gramatika G = (Π,Σ, S, P ) se nazývá reduko-
vaná, jestliže jsou pro každý X ∈ Π splněny tyto dvě podmı́nky:

1. existuje aspoň jedno w ∈ Σ∗ tž. X ⇒∗ w,

2. existujı́ slova α, β ∈ (Π ∪ Σ)∗ tž. S ⇒∗ αXβ.

Uvažujme nejprve, jak pro danou gramatiku G = (Π,Σ, S, P ) zjistit neterminály
splňujı́cı́ podmı́nku 1.

Chceme tedy zkonstruovat množinu T = {X ∈ Π | ∃w ∈ Σ∗ : X ⇒∗ w}. Konstruu-
jeme postupně množiny T1, T2, . . ., kde T1 = {X ∈ Π | ∃w ∈ Σ∗ : (X → w) ∈ P} a
Ti+1 = Ti ∪ {X ∈ Π | ∃α ∈ T ∗

i : (X → α) ∈ P}, až k přı́padu Tn = Tn+1. Na takový
přı́pad nutně narazı́me pro n ≤ |Π| a očividně platı́ Tn = T .

Neterminály, slňujı́cı́ podmı́nku 2., tedy dosažitelné neterminály, lze zjistit takto:

Množinu D = {X ∈ Π | ∃α, β : S ⇒∗
G αXβ} sestrojı́me zase postupnou

konstrukcı́ D1,D2, . . ., kde D1 = {S} a Di+1 = Di ∪ {X ∈ Π | ex. Y ∈
Di a α obsahujı́cı́ X tž. (Y → α) ∈ P}, až k přı́padu Dn = Dn+1.

Snadno ted’ ukážeme:

Věta 12.1.2 Ke každé bezkontextové gramatice G tž. L(G) 6= ∅ lze sestrojit ekvi-
valentnı́ redukovanou gramatiku.

Důkaz: Mějme G = (Π,Σ, S, P ). Nejdřı́ve zkonstruujeme množinu neterminálů spl-
ňujı́cı́ch podmı́nku 1. (z definice redukované gramatiky).

Pak v G vynecháme všechny neterminály nesplňujı́cı́ 1. a všechna pravidla, která
takové neterminály obsahujı́. Dostaneme tak jistou gramatiku G′ a je očividné, že
L(G) = L(G′).

Pro gramatiku G′ nynı́ zkonstruujeme množinu neterminálů splňujı́cı́ch podmı́nku
2. a dále vynecháme všechny neterminály nesplňujı́cı́ 2. a všechna pravidla, která
takové neterminály obsahujı́. Dostaneme tak jistou gramatiku G′′ a je opět očividné,
že L(G) = L(G′) = L(G′′).

Přesvědčte se, že G′′ je skutečně redukovanou gramatikou. �
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Úkol 54 Zredukujte následujı́cı́ bezkontextové gramatiky:

S −→ aSb | aAbb | ε
A −→ aAB | bB
B −→ aAb |BB
C −→ CC | cS

S −→ aA | bB | aSa | bSb | ε
A −→ bCD |Dba
B −→ Bb |AC
C −→ aA | c
D −→ DE
E −→ ε

Úkol 55 Přehozenı́ uvedeného postupu (tj. nejprve odstraněnı́ neterminálů nespl-
ňujı́cı́ch 2. a pak těch nesplňujı́cı́ch 1. nemusı́ vést k redukované gramatice.

Snadno ted’ také můžeme ukázat tuto větu:

Věta 12.1.3 Existuje algoritmus, který pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G
rozhodne, zda L(G) = ∅.

Důkaz: Stačı́ ověřit, zda S patřı́ do množiny neterminálů splňujı́cı́ch podmı́nku 1.
�

Úkol 56 Zjistěte, zda pro následujı́cı́ gramatiku G je L(G) 6= ∅
S −→ aS |AB |CD
A −→ aDb |AD |BC
B −→ bSb |BB
C −→ BA |ASb
D −→ ABCD | ε

Poznámka. Dále poznamenejme, že na rozdı́l od konečných automatů ne-
existuje algoritmus, který by k dané bezkontextové gramatice zkonstruoval
nejmenšı́ s nı́ ekvivalentnı́. Dá se to ukázat metodami teorie vyčı́slitelnosti,
z nichž rovněž plyne, že neexistuje algoritmus, který by rozhodoval ekvivalenci
bezkontextových gramatik. (To bude demonstrováno v kursu o vyčı́slitelnosti a slo-
žitosti.)
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12.2 Nevypouštějı́cı́ gramatiky

Již jsme dřı́ve zmı́nili možnost zbavenı́ se (z technických důvodů nepřı́jemných)
tzv. ε-pravidel (pravidel typu X −→ ε):

Definice 12.2.1 Bezkontextová gramatika se nazývá nevypouštějı́cı́ , jestliže ne-
obsahuje žádné pravidlo typu X −→ ε.

Věta 12.2.2 Ke každé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ekvivalentnı́
nevypouštějı́cı́ gramatiku G′ tž. L(G′) = L(G)− {ε}.

Důkaz: Konstrukce využı́vá obdoby výše uvedené konstrukce pro neterminály spl-
ňujı́cı́ podmı́nku 1. z definice redukované gramatiky.

Ke gramatice G = (Π,Σ, S, P ) totiž nejprve sestrojı́me množinu E = {X ∈ Π | X ⇒∗

ε}; zde opět konstruujeme množiny E1, E2, . . ., kde E1 = {X ∈ Π | (X → ε) ∈ P} a
Ei+1 = Ei ∪ {X ∈ Π | ∃α ∈ E∗i : (X → α) ∈ P}. Skončı́me v přı́padě En = En+1 – je
zřejmé, že pak En = E .

Na základě E sestrojı́me množinu pravidel P ′ takto: pro každé pravidlo (X → α) ∈ P
zařadı́me do P ′ všechna možná pravidla X → β, kde β vznikne z α vypuštěnı́m
některých (třeba žádných) výskytů symbolů z E ; přitom ovšem vynecháme (neza-
řazujeme) přı́padnou možnost X → ε.

Položı́me G′ = (Π,Σ, S, P ′); lze snadno ověřit, že skutečně L(G′) = L(G) − {ε}
(formálně lze postupovat např. indukcı́ podle délky odvozenı́). �

Důsledek 12.2.3 Ke každé bezkontextové gramatice G = (Π,Σ, S, P ) existuje
ekvivalentnı́ bezkontextová gramatika G1 = (Π1,Σ, S1, P1), kde ε může být pra-
vou stranou pouze u pravidla S1 → ε; v takovém přı́padě se pak S1 nevyskytuje na
pravé straně žádného z pravidel z P1.

Důkaz: Ke G lze sestrojit nevypouštějı́cı́ gramatiku G′ = (Π,Σ, S, P ′). Platı́-li ε 6∈
L(G) (S nepatřı́ do výše zmı́něné E), položı́me G1 = G′. Je-li ε ∈ L(G), vznikne G1
z G′ přidánı́m nového neterminálu S1, který bude počátečnı́m, a pravidel S1 → ε,
S1 → S. �

Úkol 57 K bezkontextové gramatice G dané uvedenými pravidly sestrojte
nevypouštějı́cı́ gramatiku G′ takovou, že L(G′) = L(G)− {ε}.
S −→ AB | ε
A −→ aAAb |BS |CA
B −→ BbA |CaC | ε
C −→ aBB | bS
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12.3 Chomského normálnı́ forma

Z technických důvodů je užitečné, že bezkontextové gramatiky lze transformovat
do různých normálnı́ch forem, u nichž jsou kladena dalšı́ syntaktická omezenı́ na
povolená pravidla. Přı́kladem je tzv. Chomského normálnı́ forma:

Definice 12.3.1 Bezkontextová gramatika je v Chomského normálnı́ formě, zkrá-
ceně v CHNF, jestliže každé jejı́ pravidlo je tvaru X → Y Z nebo X → a, kde X,Y, Z
označujı́ neterminálnı́ symboly a a terminálnı́ symbol.

Věta 12.3.2 Ke každé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G′

v CHNF tž. L(G′) = L(G)− {ε}.

Důkaz: Podle věty 12.2.2 můžeme rovnou předpokládat, že G je nevypouštějı́cı́
(jinak ji do této formy převedeme). Ukážeme, jak postupnou transformacı́ G zkon-
struujeme ekvivalentnı́ gramatiku G′ v CHNF.

Nejprve z gramatiky G odstranı́me pravidla typu X → Y :

Pro každý neterminál A zkonstruujeme množinu DA = {B | A ⇒∗ B} (jak ?); pak
pro každé pravidlo B → α, kde B ∈ DA a α nenı́ rovno jednomu neterminálu,
přidáme pravidlo A → α. Nakonec odstranı́me všechna pravidla typu X → Y .
Snadno lze ověřit, že generovaný jazyk zůstává zachován.

Dále pro každý terminál a zavedeme nový neterminál Aa a přidáme pravidlo Aa → a.
Pak na pravé straně každého pravidla X → α, kde |α| ≥ 2, nahradı́me každý výskyt
terminálu a neterminálem Aa.

Je zřejmé, že generovaný jazyk zůstává stále zachován; jediná pravidla porušujı́cı́
podmı́nku CHNF mohou být typu X → Y1Y2 . . . Yn, kde n ≥ 3 (Yi jsou samozřejmě
neterminály).

Každé pravidlo uvedeného typu lze ovšem nahradit soustavou X → Y1Z1, Z1 →
Y2Z2, . . ., Zn−3 → Yn−2Zn−2, Zn−2 → Yn−1Yn, kde Z1, Z2, . . . , Zn−2 jsou nově přidané
neterminály.

Opět je snadné se přesvědčit, že generovaný jazyk se nezměnı́ a uvedenými změ-
nami vzniklá gramatika G′ je požadovanou gramatikou v CHNF. �

Úkol 58 Následujı́cı́ gramatiky převed’te do Chomského normálnı́ formy:

S −→ A | 0SA | ε
A −→ 1A | 1 |B1
B −→ 0B | 0 | ε

S −→ (E)
E −→ F + F |F × F
F −→ a |S

S −→ abS |CaS |BaS | a
B −→ aCB |SC
C −→ BCb |SB

Předcházejı́cı́
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12.4 Greibachové normálnı́ forma

V některých situacı́ch je užitečná tato normálnı́ forma:

Definice 12.4.1 Bezkontextová gramatika je v Greibachové normálnı́ formě,
zkráceně v GNF, jestliže každé jejı́ pravidlo je v tvaru X → aY1Y2 . . . Yn (n ≥ 0,
a je terminál, Yi jsou neterminály).

Věta 12.4.2 Ke každé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G′ v GNF
tž. L(G′) = L(G)− {ε}.

Podrobný důkaz zde neuvádı́me; zmiňme ale, že základnı́ ‘procedury’ při převodu
gramatiky do GNF jsou zachyceny v následujı́cı́ch dvou lemmatech. Prvnı́ je oči-
vidné:

Lemma 12.4.3 Mějme bezkont. gramatiku G = (Π,Σ, S, P ). Necht’ P obsahuje
pravidlo A → αBγ a B → β1, B → β2, . . ., B → βn jsou všechna pravidla s B na
levé straně. Potom odstranı́me-li z P pravidlo A −→ αBγ a naopak přidáme pravidla
A −→ αβ1γ, A −→ αβ2γ, . . ., A −→ αβnγ, dostaneme gramatiku ekvivalentnı́ s G.

Dalšı́ lemma je základem pro odstraněnı́ levé rekurze, tj. přı́padu X ⇒∗ Xα; to je
důležité pro syntaktickou analýzu v překladačı́ch.

Lemma 12.4.4 Mějme bezkont. gramatiku G = (Π,Σ, S, P ). Necht’ A→ Aα1, A→
Aα2, . . ., A → Aαm, A → β1, A → β2, . . ., A → βn jsou všechna pravidla s A na
levé straně, přičemž řetězce βi nezačı́najı́ A. Gramatika G′ = (Π ∪ {Z},Σ, S, P ′)
vzniklá z G dodánı́m nového neterminálu Z a nahrazenı́m všech uvedených pravidel
soustavou A → βi, A → βiZ (i = 1, 2, . . . , n), Z → αi, Z → αiZ (i = 1, 2, . . . ,m), je
ekvivalentnı́ gramatice G.
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automaty;
ekvivalence

s bezkontextovými
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Předcházejı́cı́
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Obsah Dalãı́
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Kapitola 13

Zásobnı́kové automaty; ekvivalence
s bezkontextovými gramatikami

Cı́l kapitoly:
Pochopenı́ pojmu zásobnı́kového automatu a zvládnutı́ jeho
návrhu v jednoduchých přı́padech. Pochopenı́ algoritmů pře-
vodu mezi bezkontextovými gramatikami a zásobnı́kovými
automaty.

Studijnı́ cı́le: Pochopenı́ pojmu zásobnı́kového automatu a zvládnutı́ jeho
návrhu v jednoduchých přı́padech. Pochopenı́ algoritmů převodu mezi
bezkontextovými gramatikami a zásobnı́kovými automaty.

Vı́me, že např. jazyk

{ 〈begin〉〈end〉, 〈begin〉〈begin〉〈end〉〈end〉, 〈begin〉〈begin〉〈begin〉〈end〉〈end〉〈end〉, . . . }

nebo “ekvivalentnı́” jazyk L = { anbn | n ≥ 1} nelze rozpoznávat
konečným automatem.

Snadno ovšem takový jazyk (tedy slova daného jazyka) rozpoznáme zařı́zenı́m
podobným konečnému automatu, které může navı́c použı́vat neomezenou (tedy
potenciálně nekonečnou) pamět’ typu zásobnı́k : přečtené symboly a se prostě uklá-
dajı́ do zásobnı́ku a při čtenı́ symbolů b se pak tyto zásobnı́kové symboly odebı́rajı́ –
tı́m způsobem jsme schopni počet a-ček a b-ček porovnat. Zmı́něnému zařı́zenı́ bu-
deme řı́kat zásobnı́kový automat, zkráceně ZA. “Vnějšı́ pohled” na ZA je ilustrován
obrázkem 13.

66



a a b

X

X

q

ab

Z

Čtenář by si měl být schopen udělat představu, jak takové zařı́zenı́ pracuje a ja-
kým způsobem reprezentuje (rozpoznává) jazyk. Tuto představu je pak potřebné
konfrontovat s nı́že uvedenou definicı́ (která odstraňuje všechny přı́padné nejas-
nosti či nejednoznačnosti). Zdůrazněme hned, že obecným termı́nem “zásobnı́kový
automat” se obvykle myslı́ “nedeterministický zásobnı́kový automat”.

Definice 13.0.5 Zásobnı́kový automat, zkráceně (ZA) M je dán parametry M =
(Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů

Σ je konečná neprázdná množina vstupnı́ch symbolů ( vstupnı́ abeceda)

Γ je konečná neprázdná množina zásobnı́kových symbolů ( zásobnı́ková abe-
ceda)

q0 ∈ Q je počátečnı́ stav

Z0 ∈ Γ je počátečnı́ zásobnı́kový symbol

δ je zobrazenı́ množiny Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ do množiny všech konečných pod-
množin množiny Q× Γ∗.

Konfiguracı́ zásobnı́kového automatu M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0) rozumı́me trojici
(q, w, α), kde q ∈ Q, w ∈ Σ∗, α ∈ Γ∗.
Na množině všech konfiguracı́ automatu M definujeme relaci `M :

(q, aw,Xβ) `M (q
′, w, αβ) ⇐⇒ df δ(q, a,X) 3 (q′, α)

kde a ∈ (Σ ∪ {ε}), w ∈ Σ∗, β ∈ Γ∗. Řı́káme pak, že konfigurace (q, aw,Xβ) bezpro-
středně vede ke (resp. může bezprostředně vést ke) konfiguraci (q ′, w, αβ) apod.

Relace `∗M je reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem relace `M . K1 `∗M K2 pak čteme:
konfigurace K1 vede k (resp. může vést k) K2 apod.

Slovo w ∈ Σ∗ je přijı́máno ZA M , jestliže (q0, w, Z0) `∗M (q, ε, ε) pro nějaké q ∈ Q.

Jazykem rozpoznávaným ZA M rozumı́me jazyk L(M) = {w ∈ Σ∗ |
w je přijı́máno ZA M }.
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Úkol 59 Sestrojte zásobnı́kový automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L = {wc(w)R | w ∈
{a, b}∗ }.
Pak navrhněte ZA rozpoznávajı́cı́ jazyk {wwR | w ∈ {0, 1}∗}. Jistě přitom využijete
nedeterminismus (o důvodu se zmı́nı́me později).
Sestrojte ještě zásobnı́kový automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L = {u ∈ {a, b, c}∗ | po
vynechánı́ všech výskytů symbolu c z u dostaneme slovo ve tvaru w(w)R }.

Zásobnı́kové automaty tvořı́ “automatový protějšek” k bezkontextovým gramatikám,
tj. rozpoznávajı́ právě bezkontextové jazyky. Toto si ted’ ukážeme. Nejdřı́ve ve
směru od gramatice k automatu, což mj. ilustruje základnı́ ideu syntaktické analýzy
v překladačı́ch.

Lemma 13.0.6 Ke každé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ZA M (s jednı́m
stavem) tž. L(M) = L(G).

Důkaz: Mějme G = (Π,Σ, S, P ). K nı́ zkonstruujme ZA M = ({q0},Σ,Π∪Σ, δ, q0, S),
kde pro každé X ∈ Π je δ(q0, ε,X) = {(q0, α) | (X → α) ∈ P} a pro každé a ∈ Σ je
δ(q0, a, a) = {(q0, ε)}; jiným argumentům přiřazuje δ prázdnou množinu.

Dá se snadno ukázat S ⇒∗
G uα⇐⇒ (q0, u, S) `∗M (q0, ε, α). Zde u ∈ Σ∗, α ∈ Π(Π∪Σ)∗

nebo α = ε; symbolem ⇒∗
G přitom zde označujeme relaci odpovı́dajı́cı́ levému

odvozenı́. �

ZA uvedený v důkazu provádı́ (nedeterministicky) tzv. analýzu “shora dolů”: sle-
dujı́ce jistou levou derivaci, snažı́ se de facto budovat derivačnı́ strom pro dané
vstupnı́ slovo od kořene k listům (průchodem zleva doprava).

Úkol 60 Demonstrujte úspěšný běh (nedeterministického) zásobnı́kového auto-
matu při syntaktické analýze shora dolů slova a ∗ (a+ a) podle gramatiky

1/ A −→ A+B
2/ A −→ B
3/ B −→ B ∗ C
4/ B −→ C
5/ C −→ (A)
6/ C −→ a

Úkol 61 Zkuste se alespoň zamyslet nad konstrukcı́ ZA ke gramatice (na uvede-
ném konkrétnı́m přı́kladu i obecně) tak, aby prováděl analýzu “zdola nahoru”, tj.,
aby sledoval jistou pravou derivaci pozpátku, budujı́ce derivačnı́ strom od listů ke
kořeni.

Poznámka. Na deterministických verzı́ch takových zásobnı́kových automatů (pro
speciálnı́ třı́dy gramatik), jsou založeny algoritmy použı́vané u syntaktické analýzy
v reálných překladačı́ch. (Např. se jedná o tzv. LL- či LR-analyzátory.)

Ukázali jsme tedy, že k bezkontextové gramatice lze zkonstruovat ekvivalentnı́
(dokonce jednostavový) zásobnı́kový automat. V přı́padě jednostavového ZA lze
snadno provést i opačnou transformaci, zachycenou následujı́cı́m lemmatem.

Lemma 13.0.7 Ke každému ZA M s jednı́m stavem lze sestrojit bezkontextovou
gramatiku G tž. L(G) = L(M).

Důkaz: Mějme M = ({q0},Σ,Γ, δ, q0, Z0); předpokládejme Σ∩ Γ = ∅ (toho docı́lı́me
přı́padným přejmenovánı́m zásobnı́kových symbolů). Ověřte (viz dalšı́ Úkol), že
následujı́cı́ gramatika je onou požadovanou: G = (Γ,Σ, Z0, P ), kde δ(q0, a, A) 3
(q0, α)⇐⇒ (A→ aα) ∈ P (a ∈ (Σ ∪ {ε}). �
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Úkol 62 Uvažujme ZA M = ({q0},Σ,Γ, δ, q0, Z0), kde Σ ∩ Γ = ∅ a k němu sestro-
jenou BG G = (Γ,Σ, Z0, P ) takovou, že (A → aα) ∈ P ⇐⇒ δ(q0, a, A) 3 (q0, α)
(a ∈ (Σ ∪ {ε}).
Ukažte indukcı́ (podle počtu kroků odvozenı́), že

Z0 ⇒∗
G uα ⇐⇒ (q0, u, Z0) `∗M (q0, ε, α) (zde u ∈ Σ∗, α ∈ Γ∗ a ⇒∗

G označuje levé
odvozenı́).

Dalšı́ lemma pak ukáže, že obecný ZA lze převést na jednostavový. To je technicky
obtı́žnějšı́, byt’ idea nenı́ nijak složitá – informaci o řı́dicı́m stavu původnı́ho ZA M
musı́ mı́t nový jednostavový (tedy de facto ”bezstavový”, jakoby s pamětı́ 0 bitů) ZA
M ′ při ”simulaci” původnı́ho M vhodně uloženu na zásobnı́ku. Jako obvykle je to
”něco za něco”: za zrušenı́ řı́dicı́ch stavů platı́me rozšı́řenı́m zásobnı́kové abecedy.
(Při čtenı́ důkazu je vhodné rovnou provádět úkol 63.)

Lemma 13.0.8 Ke každému ZA M lze sestrojit ZA M ′ s jednı́m stavem tž. L(M) =
L(M ′).

Důkaz: Idea: Jednostavový ZA M ′ (stav označı́me s) bude mı́t zásobnı́kové sym-
boly typu 〈p,X, q〉, kde p, q jsou stavy a X je zásobnı́kový symbol automatu M ,
přičemž bude platit:

∀w : (s, w, 〈p,X, q〉) `∗M ′ (s, ε, ε)⇐⇒ (p, w,X) `∗M (q, ε, ε)

Konkrétně pro M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0) konstruujeme M ′ = ({s},Σ,Γ′, δ′, s, R), kde
Γ′ = (Q× Γ×Q) ∪ {R} a δ′ je určena následovně:

• δ′(s, ε, R) = {(s, 〈q0, Z0, q〉) | q ∈ Q},

• pro (q′, ε) ∈ δ(q, a,X) (a ∈ (Σ∪{ε})) zařadı́me do δ ′(s, a, 〈q,X, q′〉) prvek (s, ε),

• pro (q′, A1A2 . . . An) ∈ δ(q, a,X) (n ≥ 1) zařadı́me do δ′(s, a, 〈q,X, q〉) prvek
(s, 〈q′, A1, q1〉〈q1, A2, q2〉 . . . 〈qn−1, An, q〉) pro každé q, q1, q2, . . . , qn−1 ∈ Q.

(Chápeme-li δ′ jako množinu ‘instrukcı́’, pak lze řı́ci, že δ ′ je minimálnı́ množina
instrukcı́ splňujı́cı́ výše uvedené podmı́nky.)

Dá se ověřit, že každému přijı́majı́cı́mu výpočtu automatu M nad slovem w odpo-
vı́dá přijı́majı́cı́ výpočet automatu M ′ nad w a naopak. �

Úkol 63 K zásobnı́kovému automatu M se vstupnı́ abecedou {a, b}, zásobnı́ko-
vou abecedou {A,B}, počátečnı́m zásobnı́kovým symbolem A, množinou stavů
{p, q, r}, počátečnı́m stavem p a přechodovou funkcı́ δ definovanou následovně

δ(p, a, A) = {(q, AA), (p,B)},
δ(q, b, A) = {(q, AA)},
δ(p, ε, B) = {(q, A)},
δ(q, ε, A) = {(r, ε)},
δ(r, a, A) = {(r, A)},
δ(r, b, A) = {(r, ε)}
(pro ostatnı́ prvky def. oboru je funkčnı́ hodnota rovna ∅) sestrojte nejdřı́ve jed-
nostavový ZA rozpoznávajı́cı́ jazyk L(M), a poté gramatiku generujı́cı́ tento jazyk.
Použijte přitom konstrukce obsažené ve výše uvedených důkazech.
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Z uvedených lemmat ihned plyne

Věta 13.0.9 (Nedeterministické) zásobnı́kové automaty rozpoznávajı́ právě bez-
kontextové jazyky (a jsou takto ekvivalentnı́ bezkontextovým gramatikám).

Definovali jsme, že slovo je přijı́máno ZA právě tehdy, když se po jeho přečtenı́ ZA
může ocitnout v situaci (konfiguraci) s prázdným zásobnı́kem. Obvykle se uvažuje
také forma přijı́mánı́ slova možným dosaženı́m koncového stavu (řı́dicı́ jednotky).
Obě alternativy jsou definovány nı́že a je ukázáno, že obě také majı́ tutéž rozpo-
znávacı́ sı́lu (v přı́padě nedeterministických ZA).

Definice 13.0.10 Pro ZA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) (kde jsme přidali parametr
F , což je množina koncových (přijı́majı́cı́ch) stavů – F ⊆ Q) definujeme jazyk
rozpoznávaný koncovým stavem LKS(M) = {w ∈ Σ∗ | (q0, w, Z0) `∗M (q, ε, α)
pro nějaké q ∈ F a α ∈ Γ∗} a jazyk rozpoznávaný prázdným zásobnı́kem
LPZ(M) = {w ∈ Σ∗ | (q0, w, Z0) `∗M (q, ε, ε) pro nějaké q ∈ Q}.

Lemma 13.0.11 K libovolnému ZA M1 lze zkonstruovat ZA M2 tž. LKS(M1) =
LPZ(M2) a také M ′

2 tž. LPZ(M1) = LKS(M
′
2).

Důkaz: Neformálnı́ idea spočı́vá v následujı́cı́m: každý ZA lze jednoduše upravit
tak, že dodáme nový počátečnı́ zásobnı́kový symbol B (bottom=dno), který se
bude stále vyskytovat na dně zásobnı́ku (a pouze tam) – promyslete si technické
podrobnosti ! Pak už je důkaz tvrzenı́ přı́močarý. �
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Dalãı́
Pumping lemma pro

bezkontextové
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Předcházejı́cı́
Zásobnı́kové automaty;
ekvivalence s bezkontextovými
gramatikami

Obsah Dalãı́
Uzávěrové vlastnosti třı́dy

bezkontextových jazyků

Kapitola 14

Pumping lemma pro bezkontextové
jazyky

Cı́l kapitoly:
Zı́skánı́ schopnosti v běžných přı́padech poznat a prokázat
vlastnosti, které činı́ konkrétnı́ jazyk nebezkontextovým.

Studijnı́ cı́le: Zı́skánı́ schopnosti v běžných přı́padech poznat a prokázat vlastnosti,
které činı́ konkrétnı́ jazyk nebezkontextovým.

Připomeňme si, jak jsme dokazovali, že jazyk {anbn | n ≥ 0} nenı́ regulárnı́, a
jak jsme odvodili pumping lemma platné obecně pro regulárnı́ jazyky. Je jasné, že
uvedený jazyk přijı́má jednoduchý zásobnı́kový automat. Uvažujme nynı́ ale jazyk

L = {anbncn | n ≥ 0}
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Jistě nás naše intuice brzy dovede k závěru, že na takový jazyk zásobnı́kový
automat (byt’nedeterministický) nestačı́. Jak to ale jasně dokázat ? Opět přivedenı́m
předpokladu, že L je bezkontextový, k logickému sporu. Předpokládejme tedy, že
L je bezkontextový a uvažujme bezkontextovou gramatiku G, která ho generuje
(uvažovat gramatiku se ukáže pro naše účely vhodnějšı́ než uvažovat zásobnı́kový
automat). Pro každé slovo anbncn tedy existuje derivačnı́ strom (podle gramatiky
G). Vezmeme-li slovo “velmi dlouhé” (tj. n “velmi velké”), v přı́slušném derivačnı́m
stromu nutně docházı́ k opakovánı́ nějakého neterminálu na nějaké větvi (tj. cestě
od kořene k listu) – viz obr. 14. Přesněji řečeno: derivačnı́ch stromů, ve kterých se
takové opakovánı́ nevyskytuje, je konečně mnoho (proč ?); výraz “n je velmi velké”
lze zpřesnit tak, že 3n (tj. délka slova anbncn) je většı́ než délka nejdelšı́ho slova
odvoditelného derivačnı́m stromem bez opakovánı́.

Vezměme nynı́ tedy ono velmi dlouhé slovo anbncn a pro něj nejmenšı́ možný
derivačnı́ strom (i ten má opakovánı́ jako na obr. 14). Slovo anbncn se dá psát
ve tvaru uvwxy (jak znázorněno na obrázku), kde navı́c aspoň jedno ze slov v, x
je neprázdné (jinak bychom mohli oba uzly označené neterminálem A ztotožnit a
zı́skali bychom pro anbncn menšı́ derivačnı́ strom !). Je jasné, že i pro uwy, a také
uv2wx2y, uv3wx3y, . . . existujı́ derivačnı́ stromy (viz obr. 14); tato slova tudı́ž také
patřı́ do L.

Snadno se ale můžeme přesvědčit, že at’ rozdělı́me slovo anbncn na 5 částı́ uvwxy
jakkoliv, přičemž alespoň jedno ze slov v, x je neprázdné, pak slovo uwy zaručeně
nepatřı́ do L (proč ?).

Opět jsme odvodili určité “pumping lemma” platné obecně pro bezkontextové jazyky
(nikoli jen pro náš L) a demonstrovali jsme jeho použitı́ pro důkaz, že L nenı́
bezkontextový. Zmı́něné lemma následuje.

Věta 14.0.12 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, neboli uvwxy-teorém.)
Necht’ L je bezkontextový jazyk. Pak existujı́ přirozená čı́sla p, q tž. každé slovo
z ∈ L, |z| > p, lze psát ve tvaru z = uvwxy, přičemž platı́ |vx| ≥ 1 (aspoň jedno ze
slov v, x je neprázdné), |vwx| ≤ q, a pro vš. i ≥ 0 je uviwxiy ∈ L.

Důkaz: Čtenář jistě pochopil, že jako ono p můžeme vzı́t jakékoli čı́slo většı́ než
délka nejdelšı́ho slova, pro nějž existuje derivačnı́ strom bez opakovánı́.

A odkud se vezme ono q zaručujı́cı́, že lze dokonce omezit délku úseku vwx ?
Podstrom na obr. 14 (s kořenem v ‘hornı́m’ A) lze zvolit tak, že neobsahuje žádné
jiné opakovánı́ neterminálů – a takových (pod)stromů je zřejmě jen konečně mnoho
možných.

Uvedeme nynı́ podrobnějšı́ verzi důkazu s konkrétnějšı́mi odhady čı́sel p, q.

Necht’ L = L(G) pro bezkontextovou gramatiku G = (Π,Σ, S, P ) v CHNF (náleženı́
či nenáleženı́ prázdného slova do L zde nehraje roli).

Předpokládejme, že pro nějaké slovo z ∈ L existuje derivačnı́ strom, v němž se
na jedné větvi (tj. cestě od kořene k listu) vyskytujı́ alespoň dva vrcholy označené
stejným neterminálem, řekněme A. Pak je zřejmé, že S ⇒∗ uAy ⇒∗ uvAxy ⇒∗

uvwxy = z pro nějaké u, v, w, x, y ∈ Σ∗.

Necht’ |Π| = k (k tedy označuje počet neterminálů). Všimněme si:

a/ na každé větvi derivačnı́ho stromu délky alespoň k + 1 jsou nejméně dva
vrcholy označeny stejným neterminálem;

b/ máme-li derivačnı́ strom pro z ∈ Σ∗, v němž jsou všechny větve kratšı́ než
k + 1, pak nutně |z| ≤ 2k−1;
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c/ vezmeme-li lib. z ∈ L tž. |z| > 2k−1 a derivačnı́ strom pro z, pak určitě na
nejdelšı́ větvi se vyskytujı́ dva různé vrcholy v1, v2 (v1 blı́ž ke kořeni) označené
stejným neterminálem; přitom lze jistě v1 zvolit tak, že jeho max. vzdálenost
k listu je nejvýše k + 1. To znamená, že podstrom s kořenem v1 má nejvýše
2k listů.

Stačı́ tedy jako hledaná p, q vzı́t čı́sla 2k−1 a 2k. �

Pro naše dalšı́ účely je vhodnějšı́ poněkud jednoduššı́ verze věty 14.0.12 (n lze vzı́t
jako max(p, q) + 1):

Věta (jiná verze 14.0.12). Necht’ L je bezkontextový jazyk. Pak existuje přirozené
čı́slo n tž. každé slovo z ∈ L, |z| ≥ n, lze psát ve tvaru z = uvwxy, přičemž platı́
|vx| ≥ 1, |vwx| ≤ n a pro vš. i ≥ 0 je uviwxiy ∈ L.

Všimněte si opět střı́dánı́ kvantifikátorů:

(∃n) (∀z tž. z ∈ L, |z| ≥ n)
(∃ u, v, w, x, y tž. z = uvwxy, |vwx| ≤ n, |vx| ≥ 1) (∀i ≥ 0) : uviwxiy ∈ L

A opět se nabı́zı́ hra dvou hráčů:

1. A zvolı́ n ∈ N

2. B zvolı́ slovo z tž. z ∈ L a |z| ≥ n

3. A zvolı́ u, v, w, x, y tž. z = uvwxy, |vwx| ≤ n a |vx| ≥ 1

4. B zvolı́ i ≥ 0

5. Výsledek: je-li uviwxiy ∈ L, pak vyhrál A, v přı́padě uviwxiy 6∈ L vyhrál B.

Je zřejmé, že je-li L bezkontextový, pak A má vı́těznou strategii v uvedené hře.
Jinak řečeno:

Má-li B vı́těznou strategii, pak L nenı́ bezkontextový.

Navrženı́ vı́tězné strategie hráče B je častým prostředkem k důkazu toho, že uva-
žovaný jazyk nenı́ bezkontextový.

Pro výše zkoumaný L = {anbncn | n ≥ 0} můžeme vı́těznou strategii hráče B
formulovat takto.

1. A zvolı́ (libovolné) n ∈ N

2. B zvolı́ z = anbncn

3. A zvolı́ libovolné u, v, w, x, y tž. z = uvwxy, |vwx| ≤ n a |vx| ≥ 1,

4. B zvolı́ i = 0 (lze také kterékoli i ≥ 2)

5. Jelikož |vwx| ≤ n, slova v, x neobsahujı́ aspoň jeden ze symbolů a, b, c (a
samozřejmě aspoň jeden obsahujı́). Proto ve slově uwy nemůže být stejný
počet symbolů a, b i c a slovo tedy nepatřı́ do L. B vyhrává.

74



Poznámka. Z úvodnı́ analýzy (před Větou 14.0.12) vı́me, že B má vı́těznou stra-
tegii i při ignorovánı́ podmı́nky |vwx| ≤ n. Pak sice nemůžeme v poslednı́m bodě
jednoduše argumentovat, že v, x neobsahujı́ aspoň jeden ze symbolů a, b, c, ale
nepřı́slušnost slova uwy k L lze dokázat mı́rně složitějšı́mi úvahami (které jste už,
doufejme, provedli před větou 14.0.12). V následujı́cı́m přı́kladu je už podmı́nka
|vwx| ≤ n skutečně nutná.

Ukážeme, že jazyk
L = {ww | w ∈ {0, 1}∗}

nenı́ bezkontextový:

1. A zvolı́ (libovolné) n ∈ N

2. B zvolı́ z = 0n1n0n1n

3. A zvolı́ libovolné u, v, w, x, y tž. z = uvwxy, |vwx| ≤ n a |vx| ≥ 1,

4. B zvolı́ i = 0 (lze také kterékoli i ≥ 2)

5. Jelikož |vwx| ≤ n, slova v, x zasahujı́ nejvýš do jednoho úseku nul a nejvýš
jednoho úseku jedniček v z = 0n1n0n1n (přičemž alespoň do jednoho úseku
zasahujı́). Tedy uwy = 0k11k20`11`2 , kde určitě k1 6= `1 nebo k2 6= `2. Tedy uwy
nepatřı́ do L a B vyhrává.

Úkol 64 Dokažte, že následujı́cı́ jazyky nejsou bezkontextové:

L1 = { 0m1n0m | 0 ≤ n ≤ m }
L2 = { ak | k = n2 pro nějaké n ≥ 1 }

Úkol 65 Zjistěte, které z daných jazyků

jsou regulárnı́:

jsou bezkontextové, ale ne regulárnı́:

nejsou bezkontextové:

L1 = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b} L2 = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a je sudé } L3 = {w ∈
{a, b}∗ | w obsahuje podslovo abba} L4 = {w ∈ {a, b, c}∗ | |w|a = |w|b = |w|c} L5 =
{w ∈ {a, b}∗ | |w|a je prvočı́slo} L6 = { 0m1n | m ≤ 2n } L7 = { 0m1n0m | m = 2n }
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Předcházejı́cı́
Pumping lemma pro
bezkontextové jazyky

Obsah Dalãı́
Deterministické zásobnı́kové

automaty

Kapitola 15

Uzávěrové vlastnosti třı́dy
bezkontextových jazyků

Cı́l kapitoly:
Zvládnutı́ modulárnı́ho návrhu složitějšı́ch bezkontextových
gramatik (a zásobnı́kových automatů). Pochopenı́ algoritmů
prokazujı́cı́ch uzavřenost třı́dy bezkontextových jazyků vůči
různým operacı́m; zı́skánı́ náhledu na to, vůči kterým opera-
cı́m třı́da uzavřená nenı́.

Studijnı́ cı́le: Zvládnutı́ modulárnı́ho návrhu složitějšı́ch bezkontextových gramatik
(a zásobnı́kových automatů). Pochopenı́ algoritmů prokazujı́cı́ch uzavřenost třı́dy
bezkontextových jazyků vůči různým operacı́m; zı́skánı́ náhledu na to, vůči kterým
operacı́m třı́da uzavřená nenı́.

Zkratkou CFL budeme označovat třı́du bezkontextových jazyků. CFL nenı́ uzavřena
na všechny operace, na které je uzavřena třı́da regulárnı́ch jazyků. Nejdřı́ve si
ukážeme přı́pady operacı́, vůči nimž CFL uzavřena je. Důkazy jsou samozřejmě
opět konstruktivnı́ – ukazujı́ algoritmy, které k zadané reprezentaci jazyků-operandů
zkonstruujı́ reprezentaci jazyka-výsledku operace. (Přı́slušnou reprezentacı́ jsou
samozřejmě bezkontextové gramatiky či zásobnı́kové automaty ; lze volit, co je
vhodnějšı́.)

Věta 15.0.13 CFL je uzavřena vůči sjednocenı́, zřetězenı́, iteraci, zrcadlovému ob-
razu, substituci (tedy i homomorfismu).

Důkaz: K bezkontextovým gramatikám G1 = (Π1,Σ, S1, P1), G2 = (Π1,Σ, S1, P1) lze
zkonstruovat gramatiku G = (Π,Σ, S, P ) tž. L(G) = L(G1) ∪ L(G2) takto: Předpo-
kládáme, že Π1 ∩ Π2 = ∅ (docı́lı́me toho přı́padným přejmenovánı́m neterminálů).
Položı́me Π = Π1∪Π2∪{S}, kde S 6∈ Π1∪Π2, a P = P1∪P2∪{S −→ S1, S −→ S2}.
Rovněž velmi přı́močará je konstrukce gramatik generujı́cı́ch jazyky L(G1) · L(G2),
L(G1)

∗, L(G1)
R.
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Podobně ke gramatice G = (Π,Σ, S, P ) a gramatikám Ga (pro vš. a ∈ Σ) lze
snadno zkonstruovat gramatiku, která generuje jazyk vzniklý z L(G) substituujeme-
li za každé a jazyk L(Ga). �

V důkazu dalšı́ uzávěrové věty se vı́ce hodı́ reprezentace jazyků automaty.

Věta 15.0.14 CFL je uzavřena vůči průniku s regulárnı́m jazykem, i vůči kvocientu
podle regulárnı́ho jazyka. (Tj. pro každý bezkontextový L a regulárnı́ R, jsou L∩R,
R\L, L/R bezkontextové.)

Důkaz: Idea pro průnik:
Lze podobně jako u dvou KA, zde lze přı́slušný KA “zabudovat” do řı́dicı́ jednotky
ZA. (Stavová množina výsledného ZA je kartézským součinem stavových množin
původnı́ho ZA a KA.)

Idea pro kvocient je:
Mějme ZA M a KA A. Připomeňme, že slovo u patřı́ do L(A)\L(M) právě když ex.
v ∈ L(A) tak, že vu ∈ L(M). Pro vytvořenı́ ZA M ′ přijı́majı́cı́ jazyk L(A)\L(M) opět
použijeme myšlenku zabudovánı́ řı́dicı́ jednotky A do řı́dicı́ jednotky M . Nynı́ ale
tak, že výsledný ZA M ′ dělá na začátku sérii ε-kroků, při nichž nedeterministicky
”hádá” vhodné v.
(Zkuste dokončit promyšlenı́ detailů konstrukce.) �

Neuzavřenost CFL vůči některým operacı́m se nejpřı́měji dokáže konstrukcı́ (jed-
noduchých) protipřı́kladů; je samozřejmě možné užı́t i dalšı́ úvahy:

Věta 15.0.15 CFL nenı́ uzavřena vůči průniku a doplňku.

Důkaz: Jazyky L1 = {aibjck | i = j}, L2 = {aibjck | j = k} jsou zřejmě bezkontex-
tové. Přitom L1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0} bezkontextový nenı́.

Z de Morganových pravidel plyne, že kdyby byla CFL uzavřena vůči doplňku, tak
by dı́ky uzavřenosti vůči sjednocenı́ byla uzavřena i vůči průniku. �
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Předcházejı́cı́
Uzávěrové vlastnosti třı́dy
bezkontextových jazyků

Obsah Dalãı́
Chomského hierarchie

Kapitola 16

Deterministické zásobnı́kové
automaty

Cı́l kapitoly:
Pochopenı́ rozdı́lné situace u vztahu determinismu a nede-
terminismu v přı́padě konečných automatů a v přı́padě zá-
sobnı́kových automatů.

Studijnı́ cı́le: Pochopenı́ rozdı́lné situace u vztahu determinismu a nedeterminismu
v přı́padě konečných automatů a v přı́padě zásobnı́kových automatů.

Připomeňme si, že u zásobnı́kových automatů jsme jako základnı́ vzali nedeter-
ministickou verzi. Takto totiž ZA odpovı́dajı́ bezkontextovým gramatikám. Vzniká
přirozená otázka, jak to vypadá s deterministickou verzı́ zásobnı́kových automatů
– determinismus je navı́c potřebný, máme-li na takovém zařı́zenı́ opravdu stavět
(rychlý) algoritmus (např. již zmı́něné syntaktické analýzy). Začneme s definicı́
deterministického zásobnı́kového automatu a deterministického bezkontextového
jazyka:

Definice 16.0.16 Deterministický zásobnı́kový automat (DZA) je ZA M =
(Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), pro nějž platı́:

1. δ(q, a,X) je vždy nejvýše jednoprvková množina (pro a ∈ Σ ∪ {ε}) a

2. je-li δ(q, ε,X) 6= ∅, pak δ(q, a,X) = ∅ pro vš. a ∈ Σ.

Jazyk L je deterministický bezkontextový jazyk, jestliže L = LKS(M) pro nějaký
DZA M .
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Smysl je jasný: pro každé vstupnı́ slovo existuje jediný možný výpočet DZA M .
Všimněme si, že v přı́padě přijı́mánı́ prázdným zásobnı́kem je přijı́maný jazyk
LPZ(M) nutně bezprefixový – pro slovo u ∈ LPZ(M) každý jeho vlastnı́ prefix
nepatřı́ do LPZ(M). (Např. jazyk {ε, a} bezprefixový nenı́.) Proto jsou determinis-
tické jazyky, tvořı́cı́ třı́du DCFL, definovány pomocı́ přijı́mánı́ koncovým stavem.

Poznámka. Využitı́m “bottom-symbolu” lze opět snadno ukázat, že ke každému
DZA M lze zkonstruovat DZA M ′ tž. LPZ(M) = LKS(M

′). Na druhé straně lze
ke každému DZA M zkonstruovat DZA M ′ tž. LKS(M) · {$} = LPZ(M

′), kde $ je
přidaný koncový znak.

Na rozdı́l od konečných automatů, deterministická verze zásobnı́kových automatů
je skutečně slabšı́ než nedeterministická, tedy DCFL je vlastnı́ podtřı́dou CFL. Lze
to vidět už dı́ky jiným uzávěrovém vlastnostem třı́dy DCFL.

Věta 16.0.17 Třı́da DCFL je uzavřena vůči doplňku. Na druhé straně nenı́ uzavřena
vůči průniku ani vůči sjednocenı́.

Uzavřenost vůči doplňku nelze sice demonstrovat prostým prohozenı́m přijı́majı́cı́ch
a nepřijı́majı́cı́ch stavů (proč ?), nenı́ ale těžké tuto myšlenku “dotáhnout”. Neuza-
vřenost vůči průniku plyne např. z toho, že jazyky L1, L2 z důkazu věty 15.0.15 jsou
deterministické. DCFL tedy nemůže být uzavřena ani vůči sjednocenı́ (de Morga-
nova pravidla).

Uzávěrové vlastnosti lze např. využı́t pro důkazy nepřı́slušnosti některých jazyků
k DCFL. Např. jazyk L = {aibjck | (i 6= j) ∨ (j 6= k)} nenı́ v DCFL (přitom zřejmě je
v CFL): Kdyby byl, pak by i jeho doplněk L byl v DCFL, tedy i v CFL. Pak by ovšem i
L∩ [a∗b∗c∗] byl v CFL (CFL je uzavřena vůči průniku s regulárnı́m jazykem); ovšem
L ∩ [a∗b∗c∗] = { anbncn | n ≥ 0}, a tedy bezkontextový nenı́ !

Využitı́m dalšı́ch uzávěrových vlastnostı́ se dá ukázat, že např. jazyky {wwR | w ∈
{a, b}∗}, {aibjck | (i = j) ∨ (j = k)} nejsou deterministické.

Poznámka. Vzpomeňme si, že existuje algoritmus, který o dvou zadaných
konečných automatech rozhodne, zda jsou ekvivalentnı́ (tj. zda přijı́majı́ ten-
týž jazyk). V kursu o vyčı́slitelnosti a složitosti uvidı́me, že podobný al-
goritmus pro (nedeterministické) zásobnı́kové automaty neexistuje. Od 60. let
ale byla otevřena otázka, zda existuje algoritmus rozhodujı́cı́ ekvivalenci
deterministických zásobnı́kových automatů . Pozitivnı́ řešenı́ prezentoval v r. 1997
G. Sénizergues, později důkaz zjednodušil C. Stirling. (Uvedenı́ důkazu v našem
kursu však pro jeho náročnost stále nepřipadá v úvahu.)
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Předcházejı́cı́
Deterministické zásobnı́kové
automaty

Obsah Dalãı́
Konečné automaty a regulárnı́

gramatiky

Kapitola 17

Chomského hierarchie

Cı́l kapitoly:
Zvládnutı́ klasické klasifikace jazyků podle Chomského. Zı́s-
kánı́ schopnosti zařadit běžné jazyky do uvedené hierarchie.

Studijnı́ cı́le: Zvládnutı́ klasické klasifikace jazyků podle Chomského. Zı́skánı́ schop-
nosti zařadit běžné jazyky do uvedené hierarchie.

Dřı́ve uvedené bezkontextové gramatiky jsou speciálnı́m přı́padem obecných (ge-
nerativnı́ch) gramatik. Od bezkontextových se lišı́ jen tı́m, že na levé straně pravidel
nestojı́ nutně jen jeden neterminál, ale obecně řetězec neterminálů a terminálů ob-
sahujı́cı́ alespoň jeden neterminál.

Pro úplnost uvádı́me úplnou obecnou definici:

Definice 17.0.18 Generativnı́ gramatika je dána čtveřicı́ parametrů G =
(Π,Σ, S, P ), kde Π je konečná množina neterminálnı́ch symbolů (neterminálů),
Σ je konečná množina terminálnı́ch symbolů ( terminálů), přičemž Π∩Σ = ∅, S ∈ Π
je počátečnı́ (startovacı́) neterminál a P je konečná množina pravidel typu α → β,
kde α ∈ (Π ∪ Σ)∗Π(Π ∪ Σ)∗ a β ∈ (Π ∪ Σ)∗.
Uvažujme lib. γ, δ ∈ (Π∪Σ)∗. Řekneme, že γ se přı́mo přepı́še ( lze přı́mo přepsat)
na δ (podle pravidel gramatiky G), značı́me γ ⇒G δ nebo jen γ ⇒ δ (když G zřejmá
z kontextu), jestliže existujı́ slova µ1, µ2, α, β tž. γ = µ1αµ2, δ = µ1βµ2 a α → β je
pravidlo v P .

Řekneme, že γ se přepı́še na δ, značı́me γ ⇒∗ δ, jestliže existuje posloupnost
µ0, µ1, . . . , µn slov z (Π ∪ Σ)∗ (pro něj. n ≥ 0) tž. γ = µ0 ⇒ µ1 ⇒ . . . ⇒ µn = δ.
Zmı́něnou posloupnost pak nazveme odvozenı́m (derivacı́) délky n slova δ ze slova
γ.

Jazyk generovaný gramatikou G, označme jej L(G), je definován takto: L(G) =
{w ∈ Σ∗ | S ⇒∗ w}.
Dvě gramatiky G1, G2 nazveme ekvivalentnı́, jestliže L(G1) = L(G2).

Tzv. Chomského hierarchie vzniká omezenı́m se na speciálnı́ typ pravidel:
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Definice 17.0.19 Obecná generativnı́ gramatika G = (Π,Σ, S, P ) definovaná výše
je gramatika typu 0 v tzv. Chomského hierarchii. G je gramatika typu 1, neboli
kontextová gramatika, jestliže každé pravidlo v P je tvaru αXβ → αγβ, kde |γ| ≥ 1
(připomeňme, že α, β, γ ∈ (Π ∪ Σ)∗, X ∈ Π); jedinou výjimkou může být pravidlo
S → ε, v kterémžto přı́padě se pak S nesmı́ vyskytovat na pravé straně žádného
pravidla. G je gramatika typu 2, neboli bezkontextová gramatika, jestliže každé
pravidlo v P je tvaru X → α. G je gramatika typu 3, neboli regulárnı́ gramatika,
jestliže každé pravidlo v P je tvaru X → wY nebo X → w (w ∈ Σ∗).

Jazyk L je typu i (i = 0, 1, 2, 3) v Chomského hierarchii, jestliže jej generuje nějaká
gramatika typu i. Speciálně řekneme, že jazyk je kontextový (bezkontextový, regu-
lárnı́), jestliže jej generuje nějaká kontextová (bezkontextová, regulárnı́) gramatika.

Všimněme si, že gramatika typu 3 je speciálnı́m přı́padem gramatiky typu 2, grama-
tika typu 1 je spec. přı́padem gramatiky typu 0. Gramatika typu 2 (bezkontextová
gramatika) nemusı́ být gramatikou typu 1 kvůli pravidlům s ε na pravé straně; je
ji však možné do takové formy upravit (připomeňme si konstrukci nevypouštějı́cı́
bezkontextové gramatiky). Označı́me-li tedy Li třı́du jazyků typu i (i = 0, 1, 2, 3),
pak je zřejmé

Lemma 17.0.20 L3 ⊆ L2 ⊆ L1 ⊆ L0

Ve skutečnosti jsou všechny inkluze vlastnı́, jak ještě zmı́nı́me později.

Předcházejı́cı́
Deterministické zá-
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Dalãı́
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Předcházejı́cı́
Chomského hierarchie

Obsah Dalãı́
Turingovy stroje

Kapitola 18

Konečné automaty a regulárnı́
gramatiky

Ted’ si ukážeme, že nová definice regulárnı́ho jazyka nekoliduje s dřı́vějšı́ definicı́;
začneme technickým lemmatem.

Lemma 18.0.21 Ke každé regulárnı́ gramatice, lze zkonstruovat ekvivalentnı́ gra-
matiku, jejı́ž každé pravidlo je v jednom z tvarů X → aY , X → Y , X → ε.

Důkaz: Pravidlo typu X → a1a2 . . . anY (n ≥ 2) nahradı́me pravidly X → a1Z1,
Z1 → a2Z2, . . ., Zn−1 → anY , kde Z1, Z2, . . . , Zn jsou vždy nově přidané neterminály.

�

Věta 18.0.22 Jazyk je generován regulárnı́ gramatikou právě když je rozpoznáván
konečným automatem.

Důkaz: Necht’ A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je KA. Sestrojme G = (Q,Σ, q0, P ), kde do P
zařadı́me q → aq′ pro každé q, q′, a tž. δ(q, a) = q′ a navı́c přidáme q → ε pro každé
q ∈ F . Je snadné ověřit, že G je

regulárnı́ gramatika tž. L(G) = L(A); indukcı́ je např. možné dokázat vztah
(δ(q, w) = q′)⇔ (q ⇒∗

G wq′).

Naopak uvažujme gramatiku G = (Π,Σ, S, P ) s pravidly typu X → aY , X → Y ,
X → ε. Sestrojme ZNKA A = (Π,Σ, δ, {S}, F ), kde Y ∈ δ(X, a) (a ∈ Σ ∪ {ε}) právě
když X → aY patřı́ do P . Navı́c F = {X | (X → ε) ∈ P}. Opět je snadné ověřit
L(A) = L(G). �

Úkol 66 Rozšiřte konstrukci převodu KA na RG pro přı́pad nedeterministického KA
a aplikujte ji v přı́padě NKA zadaného tabulkou.

a b
↔1 - 4
→2 2,3 1

3 3 1
←4 3 3,4
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Úkol 67 K uvedené regulárnı́ gramatice sestrojte ekvivalentnı́
nedeterministický konečný automat.

S −→ abS | bbaA | ε
A −→ abA | bB
B −→ acS | bC | ε
C −→ aC | bA

Předcházejı́cı́
Chomského hierar-
chie

Obsah
Nahoru

Katedra informatiky
FEI V^B-TU Ostrava
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Dalãı́
Turingovy stroje

83

http://www.cs.vsb.cz
http://fei.vsb.cz
http://www.vsb.cz


Předcházejı́cı́
Konečné automaty a regulárnı́
gramatiky

Obsah Dalãı́
Dalšı́ poznámky ke vztahu

automatů a gramatik

Kapitola 19

Turingovy stroje

Cı́l kapitoly:
Pochopenı́ Turingových strojů jako reprezentanta nejobec-
nějšı́ch algoritmických prostředků k popisu jazyků.

Studijnı́ cı́le: Pochopenı́ Turingových strojů jako reprezentanta nejobecnějšı́ch al-
goritmických prostředků k popisu jazyků.

Vı́me už, že jazyky třı́dy L3 jsou charakterizovány konečnými automaty, jazyky třı́dy
L2
(nedeterministickými) zásobnı́kovými automaty. Nynı́ uvedeme výpočetnı́ model,
který se ukáže být ekvivalentnı́ obecným gramatikám, a sice tzv. Turingovy stroje.

Turingův stroj je podobný konečnému automatu, rozdı́l je v tom že páska, na nı́ž je
na začátku zapsáno vstupnı́ slovo (ostatnı́ buňky jsou prázdné, tj. je v nich zapsán
speciálnı́ prázdný znak), je oboustranně nekonečná, hlava spojená s konečnou
řı́dicı́ jednotkou se může pohybovat po pásce oběma směry a je nejen čtecı́, ale
i zapisovacı́ – symboly v buňkách pásky je tedy možné přepisovat, a to i jinými
než vstupnı́mi symboly. Formalizujme nynı́ pojem Turingova stroje, jeho výpočtu a
jazyka jı́m přijı́maného.

Definice 19.0.23 Turingův stroj, zkráceně TS, M je určen následujı́cı́mi parame-
try (přesněji řečeno, je to uspořádaná šestice) M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů

Γ je konečná neprázdná množina (páskových) symbolů

Σ ⊆ Γ, Σ 6= ∅ je množina vstupnı́ch symbolů (tzv. vstupnı́ abeceda)

q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,

F ⊆ Q je množina koncových stavů

δ : (Q− F )× Γ→ Q× Γ× {−1, 0,+1} je přechodová funkce
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Předpokládáme, že v Γ−Σ je vždy obsažen speciálnı́ prvek � označujı́cı́ prázdný
znak.

Konfiguracı́ Turingova stroje M rozumı́me libovolné slovo tvaru uqv, kde u, v ∈ Γ∗ a
q ∈ Q. Konfigurace uqv je počátečnı́, jestliže u = ε, q = q0 a v ∈ Σ∗ ; uqv je koncová
konfigurace, jestliže q ∈ F .

Konfigurace uqv a �
iuqv�

j (i, j ≥ 0) ztotožňujeme, speciálně tedy konfiguraci qv
ztotožňujeme s konfiguracı́ #qv, podobně uq s uq#.

Konfigurace K = uaqbv, kde u, v ∈ Γ∗, a, b ∈ Γ vede v jednom kroku ke konfiguraci
K ′, přı́slušnou relaci označujeme `M nebo jen ` (pı́šeme tedy K ` K ′) právě když
platı́ jedna z těchto možnostı́:

• δ(q, b) = (q′, b′, 0) a K ′ = uaq′b′v,

• δ(q, b) = (q′, b′,+1) a K ′ = uab′q′v,

• δ(q, b) = (q′, b′,−1) a K ′ = uq′ab′v.

Relace `∗ je reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem relace `.

Slovo u ∈ Σ∗ je přijı́máno TS M , jestliže q0u `∗ K pro nějakou koncovou konfiguraci
K.

Jazykem přijı́maným TS M rozumı́me jazyk L(M) = {w ∈ Σ∗ | w je přijı́máno M}.

Všimněte si, že výpočet pro danou počátečnı́ konfiguraci je jediný (stroj je determi-
nistický), nemusı́ však skončit ! Podle našı́ definice slovo nenı́ přijı́máno strojem M
právě tehdy, když je výpočet nad nı́m nekonečný (na rozdı́l od KA či ZA, koncový
stav je u TS ‘opravdu’ koncový, výpočet dále nemůže pokračovat; pro nekoncový
stav je dalšı́ krok vždy definován).

Čtenáře asi napadne varianta definice, která by vyžadovala, aby každý výpočet
TS vždy skončil, a sice bud’ ve speciálnı́m přijı́majı́cı́m stavu (vstupnı́ slovo přijato)
nebo zamı́tajı́cı́m stavu (vstupnı́ slovo zamı́tnuto). Jazyky, které je možné Tur. stroji
takto rozhodovat (nazývajı́ se také rekurzivnı́ nebo rozhodnutelné jazyky) jsou
ovšem vlastnı́ podtřı́dou jazyků přijı́maných Tur. stroji (které jsou také nazývány
rekurzivně spočetné či částečně rozhodnutelné jazyky). Důkaz bude proveden
v kursu o vyčı́slitelnosti a složitosti. (Tam se mj. také ukáže, že neexistuje algoritmus,
který by pro zadaný Turingův stroj zjistil, zda (každý) jeho výpočet skončı́.)

Turingovy stroje patřı́ mezi tzv. univerzálnı́ výpočetnı́ modely, tj. ty, které jsou
schopny realizovat jakýkoli algoritmus (to je obsahem tzv. Church-Turingovy teze,
o nı́ž bude podrobněji pojednáno v kursu o vyčı́slitelnosti a složitosti). Mj. to zna-
mená, že obohacenı́ uvedeného modelu např. o dalšı́ pásky, dalšı́ (čtecı́ a zapi-
sovacı́) hlavy, nebo přidánı́ programových konstrukcı́ jako např. if ... then, while ...
do apod. vede sice k jednoduššı́mu zápisu algoritmů, ale nikoli k rozšı́řenı́ třı́dy
přijı́maných jazyků (či obecněji třı́dy vyčı́slitelných [realizovatelných] funkcı́); stan-
dardnı́ model Turingova stroje dokáže všechny tyto rozšı́řené modely simulovat.
Podrobněji bude o této problematice pojednáno v kursu o vyčı́sltelnosti a složitosti,
ted’ si jen stručně všimneme rozšı́řenı́ vzniklého využitı́m nedeterminismu.

Úkol. Využitı́m zkušenostı́ s konečnými a zásobnı́kovými automaty nadefinujte po-
jem nedeterministických Turingových strojů a jazyků jimi přijı́maných.

Věta 19.0.24 Třı́da jazyků přijı́maných (determimistickými) Turingovými stroji se
rovná třı́dě jazyků přijı́maných nedetermimistickými Turingovými stroji.
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Důkaz: Idea:

Pro daný nedeterministický TS M lze snadno sestavit algoritmus, který pro zadané
vstupnı́ slovo w systematicky zkoumá všechny výpočty TS M délky 1, pak všechny
výpočty délky 2, pak všechny výpočty délky 3 atd. (jinak řečeno: strom možných
výpočtů M nad w je prohledáván ‘do šı́řky’). Pro zadané w uvedený algoritmus
nutně objevı́ přijı́majı́cı́ výpočet stroje M nad w, jestliže takový existuje; v takovém
přı́padě algoritmus skončı́ (a slovo w přijme), jinak běžı́ donekonečna. Algoritmus
pak stačı́ ‘naprogramovat’ jako deterministický Turingův stroj. �
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regulárnı́ gramatiky

Obsah
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Předcházejı́cı́
Turingovy stroje

Obsah Dalãı́
Složitost algoritmu. Model

RAM.

Kapitola 20

Dalšı́ poznámky ke vztahu automatů
a gramatik

Cı́l kapitoly:
Zı́skánı́ přehledu o dalšı́ch vztazı́ch mezi automaty a grama-
tikami.

Studijnı́ cı́le: Zı́skánı́ přehledu o dalšı́ch vztazı́ch mezi automaty a gramatikami.

Pojem nedeterministického Turingova stroje lze např. využı́t pro očividný důkaz
jednoho směru následujı́cı́ věty:

Věta 20.0.25 Jazyky přijı́mané Turingovými stroji jsou právě jazyky typu 0.

Úkol 68 Který směr je ten očividný ? Vysvětlete proč.

Idea důkazu druhého směru: relace `M je de facto relacı́ přepisovánı́ mezi slovy
jisté konečné abecedy, určené konečně mnoha pravidly. K M lze tedy sestavit
obecnou gramatiku, která je schopna, zhruba řečeno, vygenerovat slovo wXw (pro
lib. w), v ‘pravé kopii’ pak odsimulovat výpočet stroje M nad w a v přı́padě, že tento
skončı́, smaže se symbol X se všı́m napravo.

———–

Pro úplnost dodejme, že kontextové jazyky (jazyky typu 1) jsou charakterizo-
vány tzv. lineárně omezenými automaty , LBA (linear bounded automata), tj
Turingovými stroji, které použı́vajı́ jen úsek pásky, v němž je zapsáno vstupnı́ slovo.
(Je možné si představit, že vstupnı́ slovo je ohraničeno spec. symboly, levou a pra-
vou zarážkou; ty nemohou být přepsány a z levé (pravé) zarážky je možný jen
pohyb doprava (doleva). ‘Základnı́’ verze automatu je ovšem nedeterministická;
problém, zda DLBA (deterministické LBA) přijı́majı́ tytéž jazyky jako LBA je dlouho-
době otevřený.

Věta 20.0.26 Jazyk je kontextový (tj. typu 1) právě tehdy, když je přijı́mán nějakým
LBA.
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Jeden směr je opět přı́močarý (zjistı́te, který ?), druhý je vı́ce techničtějšı́.

———

Zmı́nili jsme již, že inkluze v Tvrzenı́ 17.0.20 jsou vlastnı́. Vı́me např., že jazyk
{anbn | n ≥ 0} je typu 2 ale nikoli 3, a také, že {anbncn | n ≥ 0} nenı́ typu 2 – je
ovšem zřejmé, že je typu 1. Existenci jazyka vL0−L1 lze ukázat např. diagonalizačnı́
metodou, o nı́ž pojednáme v kursu o vyčı́slitelnosti a složitosti.

———————

Všimněme si ještě, že u TS si lze pásku vlevo od hlavy a pásku vpravo od hlavy
představit jako dva zásobnı́ky. Vyvod’te z toho, že model “zásobnı́kový automat
s dvěma zásobnı́ky” (nadefinujte jej formálně !) přijı́má tytéž jazyky jako Turingovy
stroje.

———————
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Část II

Úvod do teorie vyčı́slitelnosti a
složitosti

89



Úvod, cı́le kursu, literatura

Kurs je určitým úvodem do partiı́ teorie algoritmů, předevšı́m partiı́, které se nazý-
vajı́ vyčı́slitelnost (computability) a složitost (complexity). Základnı́m úkolem teorie
vyčı́slitelnosti je charakterizovat ty problémy, jež jsou algoritmicky řešitelné (vyčı́s-
litelné, vypočitatelné). Teorie složitosti se pak zabývá předevšı́m otázkou, jak jsou
přı́slušné výpočty, potažmo algoritmy, složité (z hlediska nároku na čas, pamět’
apod.).

Konkrétnějšı́ představu o náplni kursu si lze udělat z obsahu. Např. si tak lze
všimnout, že kurs se dotkne mj. též obecných metod návrhu algoritmů, což je
důležité téma, které do rámce vyčı́slitelnosti a složitosti spadá jen nepřı́mo. (V
obsahu je pro lepšı́ orientaci rovněž uvedeno předpokládané rozdělenı́ probı́rané
látky do jednotlivých přednášek kursu.)

Cı́le kursu

Absolvent má zı́skat hlubšı́ (teoretický) základ pro pojmy složitosti algoritmů a
problémů, i pro jejich analýzu (odhady) u konkrétnı́ch přı́padů – mj. u algoritmů na-
vrhovaných obecnými metodami (prohledávánı́, “rozděl a panuj”, ‘greedy’ přı́stup,
dynamické programovánı́). Dále má zvládnout klasifikaci typických (praktických)
problémů vzhledem k základnı́m třı́dám složitosti (PTIME, NPTIME, PSPACE, ...),
včetně prokázánı́ přı́padné nerozhodnutelnosti problému. Rovněž má zı́skat před-
stavu, podloženou pochopenı́m konkrétnı́ch přı́kladů, o problematice aproximač-
nı́ch, pravděpodobnostnı́ch, paralelnı́ch a distribuovaných algoritmů.

Poznámka. U každé kapitoly textu jsou vedle stručného obsahu uvedeny studijnı́
cı́le. Ty jsou uvedeny jen orientačně, nelze je chápat tak, že by přesně vyjadřovaly,
co má (a co nemusı́) studujı́cı́ zvládnout.

Literatura

Základnı́ studijnı́ pomůckou ke kursu je předkládaný pracovnı́ text a je jej možné
využı́t i jako základ samostudia. Text je ovšem na mnoha mı́stech velmi stručný;
jeho studium by mělo být významně ulehčeno aktivnı́ účastı́ na přednáškách a
cvičenı́ch (kde jsou studované pojmy a metody názorněji ilustrovány na přı́kladech,
myšlenky textu jsou dále rozvedeny a vysvětleny, apod.).

Poznámka. Program cvičenı́ bude průběžně zvřejňován na Webu

http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm;

přı́klady a referáty na nich probrané jsou integrálnı́ součástı́ kursu !

Velmi vhodné by samozřejmě bylo, aby si posluchači znalost a pochopenı́ probı́ra-
ných témat upevnili studiem dalšı́ odborné literaury. Uved’me alespoň některé knihy
v češtině či slovenštině pokrývajı́cı́ části přednášené látky. Partie z teorie složi-
tosti (včetně konkrétnı́ch algoritmů a problémů) najdeme např. v knihách [Kuč83],
[Mor84] (zejména prvnı́ z nich vřele doporučuji !). Dalšı́ partie (jako Turingovy stroje,
problém zastavenı́, zavedenı́ výpočtové složitosti aj.) jsou pokryty např. v knihách
[Chy84], [HU78]. Dále např. 1.kapitola knihy [Man81] je stručně věnována teorii
vyčı́slitelnosti.
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Podstatně bohatšı́ je literatura v angličtině. Z nı́ je možné doporučit např. [Sip97],
[Har93], [CLR90], [HU79]. Samozřejmě spoustu relevantnı́ho materiálu (různé kva-
lity) lze také zı́skat “surfovánı́m” na Webu.

Poznámka. Jako vždy, člověk se nejvı́ce naučı́ vlastnı́mi aktivnı́mi pokusy o řešenı́
přı́slušných problémů – souběžně s “pasivnı́m” studiem. Teprve (a jen) tehdy může
pochopit, o co vlastně jde, a ocenit nastudované řešenı́.
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Předcházejı́cı́
Dalšı́ poznámky ke vztahu
automatů a gramatik

Obsah Dalãı́
Odhady složitosti; značenı́ O

aj.

Kapitola 21

Složitost algoritmu. Model RAM.

Stručný obsah: Pojem složitosti (časové či pamět’ové náročnosti) algoritmu – vzta-
žen k referenčnı́mu abstraktnı́mu modelu počı́tače a definován jako funkce velikosti
vstupu. Model (referenčnı́ho) stroje RAM (tj. počı́tače s okamžitým přı́stupem k li-
bovolné buňce paměti); jednotková vs. logaritmická mı́ra v definici složitosti. Jako
přı́klad algoritmy bubblesort a heapsort ; pro ilustraci návrh a analýza časové složi-
tosti RAMu pro bubblesort.

Cı́l kapitoly:
(Pochopit a) umět vysvětlit pojem složitosti algoritmu včetně
role referenčnı́ho modelu počı́tače. Schopnost porozuměnı́ a
analýzy složitosti (jednoduchých) programů pro RAM. Umět
vysvětlit roli jednotkové a logaritmické mı́ry v definici složi-
tosti. Pochopenı́ programovánı́ na úrovni RAMu, které dosta-
čuje pro analýzu algoritmů zapsaných jazyky ‘vyššı́ úrovně’.

Studijnı́ cı́le: (Pochopit a) umět vysvětlit pojem složitosti algoritmu včetně role re-
ferenčnı́ho modelu počı́tače. Schopnost porozuměnı́ a analýzy složitosti (jedno-
duchých) programů pro RAM. Umět vysvětlit roli jednotkové a logaritmické mı́ry v
definici složitosti. Pochopenı́ programovánı́ na úrovni RAMu, které dostačuje pro
analýzu algoritmů zapsaných jazyky ‘vyššı́ úrovně’.

Čtenář už jistě má určitou představu o tom, že např. pro jeden a tentýž problém
existujı́ různé algoritmy, které ho řešı́; takové algoritmy (a koneckonců nejen ty řešı́cı́
stejný problém) je možné vzájemně srovnávat z různých hledisek. Pro konkrétnost
si připomeňme problém třı́děnı́ (sorting; v češtině by zde byl vhodnějšı́ termı́n
‘seřazovánı́’):

Název (označenı́) problému: Třı́děnı́ čı́sel

(Očekávaný) vstup: konečná posloupnost přirozených čı́sel
(Požadovaný) výstup: posloupnost týchž čı́sel uspořádaná podle veli-
kosti ve vzestupném pořadı́.

V učebnicı́ch se často mezi prvnı́mi algoritmy řešı́cı́mi daný problém uvádı́ tzv.
bubblesort, jehož základnı́ myšlenka se dá vyjádřit takto:
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Projdi posloupnost zleva doprava, přičemž prohazuješ sousednı́ dvojice
čı́sel, pokud v nich většı́ čı́slo předcházı́ menšı́mu.

Tento postup procházenı́ posloupnosti opakuj, dokud nedostaneš kom-
pletně uspořádanou posloupnost.

Poznámka. Poznamenejme, že bubblesort se v učebnicı́ch vyskytuje spı́še jako
odstrašujı́cı́ přı́klad (jelikož lze snadno navrhnout podstatně lepšı́ algoritmy, jak o
tom také budeme hovořit dále). My zde tento algoritmus také uvádı́me jen pro jeho
jednoduchost a ilustraci dále zkoumaných pojmů, nikoliv snad pro jeho ‘hodnotu’.

Zpřesněné vyjádřenı́ algoritmu programátorským pseudokódem by mohlo vypadat
takto:

{členy vstupnı́ posloupnosti jsou označeny A[1], A[2], . . . A[n]}
while Nesetřı́děno do

for i := 1 to n− 1 do
if A[i] > A[i+ 1] then prohod’ A[i] a A[i+ 1]

(V této chvı́li se náš návrh nezabývá tı́m, jak se přiřazuje do booleovské proměnné
‘Nesetřı́děno’.)

Po přesvědčenı́ se, že algoritmus je korektnı́ – tj. vždy skončı́ a výsledná posloup-
nost je uspořádaná (jak byste to dokázali ?), je možné využı́t většı́ho porozuměnı́
předepsaného procesu třı́děnı́ a upravit (a zpřesnit) algoritmus následovně:

Bubblesort – progr. verze

{členy vstupnı́ posloupnosti nejprve načteme do pole A}
{předp., že členy jsou nenulové a hodnota 0 označuje konec vstupu}
n := 0;
repeat

n := n+ 1; read(A[n])
until A[n] = 0;
n := n− 1;
{v n je uložen počet členů vstupnı́ posloupnosti}
for j := 1 to n− 1 do

for i := 1 to n− j do
if A[i] > A[i+ 1] then (pom := A[i]; A[i] := A[i+ 1]; A[i+ 1] := pom);

{výsledná seřazená posloupnost se vypı́še}
for i := 1 to n do

write(A[i])

Že tento algoritmus (to je výpočetnı́ proces jı́m předepsaný) pro každou (konečnou)
vstupnı́ posloupnost skončı́, je zde zřejmé (proč ?); přesvědčte se, proč je výsledná
posloupnost určitě uspořádaná.

93



Jak jsme už zmı́nili, bubblesort zdaleka nenı́ nejlepšı́m algoritmem pro daný pro-
blém třı́děnı́. Připomeňme si ted’ metodu (čili algoritmus) heapsort. K tomu je po-
třebné si připomenout datovou strukturu halda (heap), tj. (speciálnı́) binárnı́ strom:
každý vrchol v je ohodnocen čı́slem n(v) (prvkem třı́děné posloupnosti), přičemž
je-li v′ následnı́kem v, pak n(v) ≤ n(v′). Zařazenı́ dalšı́ho prvku do haldy i výběr
nejmenšı́ho prvku z haldy se dajı́ snadno realizovat x kroky, kde x je hloubkou haldy
(stromu); při počtu vrcholů n je tedy přibližně x = log n.

Poznámka. V informatice při neuvedenı́ základu log n většinou myslı́me dvojkový
logaritmus log2 n. Později vysvětlı́me, proč je základ logaritmu pro účely analýzy
algoritmů v zásadě nepodstatný.

Důležitou myšlenkou algoritmu heapsort je rovněž efektivnı́ způsob reprezentace
haldy jednorozměrným polem.

Vše se dá vyčı́st z dále uvedeného pseudokódu; je ovšem velmi žádoucı́, at’ si
čtenář běh algoritmu ilustruje (připomene) na rozumně zvoleném malém přı́kladu.

Heapsort – progr. verze

{proměnná H představuje haldu (var H: array[1.. ] of integer)}
{kon udává aktuálnı́ koncový index haldy}
kon:=0; {halda je prázdná}
read(clen);
while clen 6= 0 do

Zarad-do-haldy(clen); read(clen);
while kon > 0 {halda nenı́ prázdná} do

Vydej-min-z-haldy(clen); write(clen)

procedure Zarad-do-haldy(k);
kon := kon+ 1;H[kon] := k;
p := kon;
while (p > 1 and H[p div 2] > H[p]) do

prohod H[p div 2] a H[p]; p := p div 2;

procedure Vydej-min-z-haldy(var min);
min := H[1];
if kon > 1 then H[1] := H[kon];
kon := kon− 1;
p := 1;
while (2 ∗ p+ 1 ≤ kon and (H[p] > H[2 ∗ p] or H[p] > H[2 ∗ p+ 1])) do

if H[2 ∗ p] ≤ H[2 ∗ p+ 1]
then (prohod H[p] a H[2 ∗ p]; p := 2 ∗ p)
else (prohod H[p] a H[2 ∗ p+ 1]; p := 2 ∗ p+ 1);

if (2 ∗ p = kon and H[p] > H[2 ∗ p])
then prohod H[p] a H[2 ∗ p]

Oba algoritmy (bubblesort a heapsort) řešı́ náš problém třı́děnı́, přičemž heapsort
je očividně složitějšı́ z hlediska návrhu, zápisu i porozuměnı́ (ověřenı́ správnosti).
V čem je tedy heapsort lepšı́ ?
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Zkušený čtenář asi odpovı́, že heapsort má menšı́ časovou složitost (náročnost)
než bubblesort. Označujeme takto fakt, že (hodně neformálně řečeno) heapsort
‘běhá rychleji’ než bubblesort. Určitým způsobem se o tom můžeme přesvědčit,
naprogramujeme-li obě metody v námi oblı́beném programovacı́m jazyku a srov-
náme běh obou programů na počı́tači na sadě instancı́ (tj. povolených vstupů)
problému třı́děnı́ – pro každou instanci měřı́me čas, který na jejı́ zpracovánı́ jednot-
livé programy spotřebujı́.

Doufejme, že čtenář nenı́ natolik ‘prakticky orientovaný’, že mu výše zmı́něný test
stačı́, ale že by rád vı́ce porozuměl, proč tomu tak je, a své poznánı́ opřel o so-
lidnějšı́ základ. (Neměl by stačit argument ‘Protože jsem bubblesort a heapsort
naprogramoval v Céčku a na mnou zvolených deseti přı́kladech běžel heapsort na
PC-čku vždycky rychleji, je heapsort lepšı́’).

Chtělo by to definovat pro každý algoritmus nějakou kvantitativnı́ charakteristiku,
nazvěme ji časová složitost (či jen složitost, když se ‘časová’ rozumı́ samo sebou),
podle které pak bude možné různé algoritmy srovnávat. Složitost ovšem musı́
zachycovat ‘dobu běhu’ globálně – tj. pro všechny přı́pustné vstupy, nejen pro
vybranou sadu testovacı́ch přı́padů.

Nabı́zı́ se zmı́něnou časovou složitost algoritmu prostě definovat jako funkci (zob-
razenı́), která každému (přı́pustnému) vstupu přiřazuje ‘dobu běhu’ algoritmu na
onen vstup. To má ovšem několik “vad na kráse” (např. pak nenı́ jasné, jak srovná-
vat rychlost algoritmů pracujı́cı́ch s různými vstupy). Jako vhodnějšı́ (jednoduššı́ a
přitom postačujı́cı́) se ukazuje definovat

složitost jako funkci velikosti vstupu.

Poznámka. Složitost (jakožto funkce) má většinou nekonečný definičnı́ obor (např.
i v našem problému třı́děnı́ délku vstupnı́ posloupnosti nijak neomezujeme); nelze
ji tedy zadat výčtem hodnot, ale je nutno hledat nějaký konečný popis (např. alge-
braické vyjaádřenı́ jako 3n2 − 4n+ 3 apod.).

Vstupů se stejnou velikostı́ n ovšem může být hodně a výpočty pro tyto jednotlivé
vstupy mohou trvat různou ‘dobu’. Co je pak hodnotou složitosti (tj. zmı́něné funkce)
pro n ? Pro praktické účely často stačı́ přı́stup

podle nejhoršı́ho možného přı́padu (worst-case),

kdy dané velikosti n přiřazuje ona funkce maximum z ‘dob běhu’ algoritmu na všech
vstupech velikosti n.

Musı́ se samozřejmě vyjasnit několik věcı́ – např. co je to velikost vstupu. Později se
k tomu ještě vrátı́me, ted’ poznamenejme, že u našeho problému třı́děnı́ je většinou
postačujı́cı́ velikost vstupu definovat jako počet členů zadané posloupnosti (později
dodáme: pokud je velikost čı́sel=členů omezená).

Poznámka. Obecně použitelné řešenı́ je chápat velikost daného vstupu jako počet
bitů, které vstup zabı́rá (při “přirozeném” zakódovánı́). Často lze však dostatečné
výsledky analýzy složitosti dosáhnout bez nutnosti uvažovat tuto “nı́zkou” úroveň
(která může přidávat zbytečné technické komplikace).
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Jistě jste si povšimli jiného velmi slabého mı́sta v uvedených definicı́ch: užı́vánı́
pojmu ‘doba běhu’. Vždyt’ např. při různých implementacı́ch (v různých programo-
vacı́ch jazycı́ch, na různých počı́tačı́ch apod.) budou ‘doby běhu’ jednoho a téhož
algoritmu pro jeden a tentýž vstup různé ! Jako nejvhodnějšı́ exaktnı́ definovánı́
pojmu ‘doba běhu’ se ukazuje volba nějakého (abstraktnı́ho) modelu počı́tače, ke
kterému se pak budeme odkazovat jako k jakémusi referenčnı́mu modelu; dobu
běhu, tj. ‘dobu trvánı́ výpočtu’ (neboli délku výpočtu), pak budeme měřit počtem
provedených (elementárnı́ch) instrukcı́.

Modelů sloužı́cı́ch těmto účelům byla navržena celá řada (později se k tomu ještě
dostaneme). My se ted’ seznámı́me se strojem RAM (Random Access Machine),
který je česky někdy zván ‘počı́tač s libovolným přı́stupem’ ; název nenı́ zcela vý-
stižný, znamená prostě to, že přı́stup k libovolné buňce paměti je okamžitý (či asi
vhodněji: doba přı́stupu k libovolné buňce paměti je konstantnı́).

Abstraktnı́ stroj RAM (Random Access Machine)

Stroj RAM se skládá z programové jednotky, (operačnı́) paměti, vstupnı́ jednotky
a výstupnı́ jednotky. (Pro ilustraci je vhodný obrázek, čtenář je vyzýván, at’ si jej
nakreslı́.)

V programové jednotce je zapsán program, tvořený konečnou posloupnostı́ in-
strukcı́ (přı́kazů), které budou popsány dále. Dále je v nı́ programový registr uka-
zujı́cı́, která instrukce má být v daném okamžiku prováděna (programový registr
prostě obsahuje pořadové čı́slo přı́slušné instrukce).

Pamět’ je tvořena potenciálně nekonečným polem pamět’ových buněk očı́slovaných
(adresovaných) přirozenými čı́sly 0, 1, 2, . . . ; každá buňka může obsahovat libovolně
velké celé čı́slo. Buňky s adresou 0 a 1 majı́ zvláštnı́ postavenı́ a nazývajı́ se
pracovnı́ registr (buňka 0) a indexový registr (buňka 1).

Vstupnı́ jednotka se skládá z (potenciálně nekonečné) pásky rozdělené na polı́čka,
z nichž každé může obsahovat libovolně velké celé čı́slo, a z hlavy, která v každém
okamžiku snı́má jedno z polı́ček pásky. Základnı́ krok v činnosti hlavy spočı́vá v
přečtenı́ obsahu snı́maného polı́čka a posunutı́ doprava o jedno polı́čko.

Podobným způsobem je konstruována výstupnı́ jednotka, jejı́ž hlava je však
schopna pouze zapisovat do polı́ček výstupnı́ pásky a posouvat se zleva doprava
o jedno polı́čko.

V počátečnı́ konfiguraci (tj. na začátku výpočtu) je na určitém počátečnı́m úseku
vstupnı́ pásky uložen vstup (prvnı́ch n polı́ček, pro určité n, obsahuje (vstupnı́) čı́sla
c1, c2, . . . , cn; vstupnı́ hlava snı́má prvnı́ buňku s čı́slem c1). Zbylá polı́čka vstupnı́
pásky, všechna polı́čka výstupnı́ pásky a všechny pamět’ové buňky obsahujı́ čı́slo
0; programový registr ukazuje na prvnı́ instrukci programu (tj. obsahuje čı́slo 1).

Konfigurace (tj. stav výpočtu) se měnı́ krok za krokem prováděnı́m předepsaných
instrukcı́. (Je možné si představit, že RAM má ještě jakési výkonné jednotky, jako
např. aritmetickou jednotku, umožňujı́cı́ prováděnı́ přı́slušných operacı́).

Nynı́ uvedeme instrukce stroje RAM, z nichž lze sestavovat program (pro názornost
se čtenář může podı́vat na konkrétnı́ RAM-program – v prvnı́m sloupci na ‘obrázku’
o několik stran dále). Tvary ‘operandů’ instrukcı́ a jejich přı́slušné hodnoty jsou
patrny z následujı́cı́ tabulky (i je zápis přirozeného čı́sla). Za touto tabulkou pak
již následuje přehled instrukcı́, logicky rozdělených do několika skupin. (Označenı́
‘návěštı́’ zde představuje přirozené čı́slo, udávajı́cı́ pořadové čı́slo instrukce, která
bude prováděna jako následujı́cı́, dojde-li ke skoku.)
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Tvary operandů

tvar hodnota operandu
—————————————————————
= i přı́mo čı́slo udané zápisem i
i čı́slo obsažené v buňce s adresou i
∗i čı́slo v buňce s adresou i+ j, kde j je aktuálnı́ obsah index. registru

Instrukce vstupu a výstupu (jsou bez operandu):

zápis význam
—————————————————————
READ do prac. registru se uložı́ čı́slo, které je v polı́čku snı́maném

vstupnı́ hlavou, a vstupnı́ hlava se posune o jedno polı́čko doprava
WRITE výstupnı́ hlava zapı́še do snı́maného polı́čka výstupnı́ pásky obsah prac.

registru a posune se o jedno polı́čko doprava

Instrukce přesunu v paměti:

zápis význam
—————————————————————
LOAD operand hodnotou operandu se přepı́še obsah prac. registru
STORE operand hodnota operandu se přepı́še obsahem prac. registru

(zde se nepřipouštı́ operand tvaru = i)

Instrukce aritmetických operacı́:

zápis význam
—————————————————————
ADD operand čı́slo v prac. registru se zvýšı́ o hodnotu operandu

(tedy přičte se k němu hodnota operandu)
SUB operand od čı́sla v prac. registru se odečte hodnota operandu
MUL operand čı́slo v prac. registru se vynásobı́ hodnotou operandu
DIV operand čı́slo v prac. registru se ‘celočı́selně’ vydělı́ hodnotou operandu

(do prac. registru se uložı́ výsledek přı́slušného celočı́selného dělenı́)

Instrukce skoku:

zápis význam
—————————————————————
JUMP návěštı́ výpočet bude pokračovat instrukcı́ určenou návěštı́m
JZERO návěštı́ je-li obsahem prac. registru čı́slo 0, bude výpočet pokračovat instrukcı́

určenou návěštı́m; v opačném přı́padě bude pokračovat
následujı́cı́ instrukcı́

JGTZ návěštı́ je-li čı́slo v prac. registru kladné, bude výpočet pokračovat instrukcı́
určenou návěštı́m; v opačném přı́padě bude pokračovat
následujı́cı́ instrukcı́

Instrukce zastavenı́

zápis význam
—————————————————————
HALT výpočet je ukončen (‘regulérně’ zastaven)
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Jak lze očekávat, provedenı́ instrukce zpravidla také znamená zvýšenı́ programo-
vého čı́tače o jedničku (výpočet pokračuje prováděnı́m bezprostředně následujı́cı́
instrukce); výjimkou jsou přı́pady, kdy dojde ke skoku (a také přı́pad instrukce
HALT).

Předpokládáme, že kdykoli by mělo při běhu dojı́t k nedefinované akci (dělenı́ nulou,
progr. čı́tač ukazuje ‘mimo program’, adresa při použitı́ operandu ∗i vyjde záporná),
výpočet se (‘neregulérně’) zastavı́.

——————————

Značenı́. N v celém textu označuje množinu všech přirozených čı́sel {0, 1, 2, . . .}.
Nynı́ můžeme pro RAMy (RAM-programy, chcete-li) exaktně definovat časovou a
pamět’ovou složitost (jakožto funkce velikosti vstupu). Přitom se omezujeme jen na
RAMy, které se pro každý vstup zastavı́ (provedou HALT, přı́padně skončı́ ‘neregu-
lérně’); nekonečnou časovou ani pamět’ovou složitost neuvažujeme.

Definice 21.0.27 Velikostı́ vstupu stroje RAM rozumı́me počet buněk (vstupnı́
pásky), které daný vstup zabı́rá.
Délka výpočtu RAM-stroje M pro konkrétnı́ vstup se definuje jako počet provedenı́
instrukcı́, které M pro daný vstup vykoná, než se zastavı́.
Časovou složitostı́ RAM-stroje M rozumı́me funkci TM : N −→ N , kde TM(n)
znamená délku výpočtu M nad vstupem velikosti n v nejhoršı́m přı́padě; tedy
TM(n) = max { k | k je délka výpočtu M nad (nějakým) vstupem velikosti n }.

Definice 21.0.28 Velikostı́ paměti RAM-stroje M (potřebné při výpočtu) pro kon-
krétnı́ vstup rozumı́me čı́slo p+1, kde p je maximum z adres buněk, jež jsou během
výpočtu (nad daným vstupem) navštı́veny.
Pamět’ovou složitostı́ (nebo též prostorovou složitostı́) RAM-stroje M rozumı́me
funkci SM : N −→ N , kde SM(n) znamená velikost potřebné paměti při výpočtu M
nad vstupem velikosti n v nejhoršı́m přı́padě; tedy SM(n) = max { k | k je velikost
paměti potřebné při výpočtu M nad (nějakým) vstupem velikosti n }.

Pozorný čtenář si už možná všiml podezřelého mı́sta v uvedených definicı́ch: nijak
neomezujeme velikost čı́sla, které je možno uložit do jednotlivé buňky paměti !
Přitom velikost paměti zabrané danou buňkou (a čas elementárnı́ operace pracujı́cı́
s danou buňkou) chápeme jako jednotku, jinými slovy uvažujeme tzv.

jednotkovou (či uniformnı́) mı́ru.

Takto však lze ‘šikovně šetřit pamět’’ kódovánı́m celé série čı́sel (např. matice čı́sel)
čı́slem jediným. Podobnými ‘triky’ se dá šetřit i čas výpočtu (počet provedených
instrukcı́) a zı́skané výsledky pak neodpovı́dajı́ realitě.

Pokud podobný efekt hrozı́, uvažuje se mı́sto jednotkové mı́ry

mı́ra logaritmická:

je-li v buňce uloženo čı́slo z, počı́tá se, že je takto zabrána pamět’ velikosti
dlog2(|z| + 1) + 1e (počet bitů potřebných k zapsánı́ z; znaky d e znamenajı́ zao-
krouhlenı́ nahoru). Podobně i cena (čas) provedenı́ jedné instrukce nenı́ 1, ale je
úměrná velikosti čı́sel, se kterými se při prováděnı́ instrukce operuje.
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V následujı́cı́ analýze algoritmů pro problém třı́děnı́ budeme užı́vat jednotkovou
mı́ru. V tom přı́padě ovšem naše analýza může dávat realistické výsledky jen tehdy,
když je velikost třı́děných čı́sel (předem) omezená (čı́sla majı́ omezený počet cifer);
přesněji řečeno, když je rozumné předpokládat, že operace jako načtenı́ čı́sla,
porovnánı́ dvou čı́sel apod. trvajı́ konstantnı́ čas.

Zkusme nynı́ naprogramovat algoritmus bubblesort pro RAM a analyzovat jeho ča-
sovou složitost. Výsledkem vcelku přı́močarého ‘přeloženı́’ dřı́ve uvedeného pseu-
dokódu (Bubblesort – progr. verze) do ‘jazyka’ RAM může být nı́že uvedený program
(předpokládáme v něm, že vstupnı́ posloupnost nenı́ prázdná).

Vlastnı́ RAM-program, tvořený posloupnostı́ 69 instrukcı́ je uveden v prvnı́m
‘sloupci’. V druhém sloupci je tentýž program v poněkud srozumitelnějšı́ podobě
– užı́vá symbolických návěštı́ a symbolického adresovánı́ (N=2, J=3, HM=4, I=5,
IPJ=6, POM=7, X=8, A=8; člen A[1] bude uložen v buňce 9, A[2] v buňce 10, A[3]
v buňce 11 atd.). Třetı́ sloupec obsahuje komentáře, ze kterých by mělo být pa-
trno, že se skutečně jedná o ‘překlad’ uvedené verze bubblesortu. (Připomeňme,
že všechny pamět’ové buňky majı́ na začátku hodnotu 0.)

Bubblesort, RAM-verze

01 LOAD =1 | LOAD =1 {do indexreg. se vložı́ 1, tj.}
02 STORE1 | STORE1 {prvnı́ volný index pole A}
03 READ | Cykl-vst: READ {načtenı́ dalšı́ho vstupu}
04 JZERO 10 | JZERO Kon-vst{0 znamená konec vstupu}
05 STORE*8 | STORE*A {A[indexreg]:=vstup }
06 LOAD 1 | LOAD 1 { }
07 ADD =1 | ADD =1 {indexreg. se zvýšı́ o 1}
08 STORE1 | STORE1 { }
09 JUMP 3 | JUMP Cykl-vst{ }
10 LOAD 1 | Kon-vst: LOAD 1 { }
11 SUB =1 | SUB =1 { }
12 STORE2 | STOREN {N obsah. počet vst. čı́sel}
13 LOAD 3 | Cykl-1: LOAD J { }
14 ADD =1 | ADD =1 {J:=J+1 }
15 STORE3 | STOREJ { }
16 LOAD 2 | LOAD N { }
17 SUB 3 | SUB J { }
18 JZERO 58 | JZERO Vystup {skok při J=N }
19 ADD =1 | ADD =1 { }
20 STORE4 | STOREHM {HM (hor. mez) = N–J+1}
21 LOAD =0 | LOAD =0 { }
22 STORE5 | STOREI {I:=0 }
23 LOAD 5 | Cykl-2: LOAD I { }
24 ADD =1 | ADD =1 {I:=I+1 }
25 STORE5 | STOREI { }
26 ADD =1 | ADD =1 { }
27 STORE6 | STOREIPJ {IPJ=I+1 }
28 LOAD 4 | LOAD HM { }
29 SUB 5 | SUB I { }
30 JZERO 13 | JZERO Cykl-1 {skok při I=HM }
31 LOAD 5 | LOAD I { }
32 STORE1 | STORE1 { }
33 LOAD *8 | LOAD *A { }
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34 STORE8 | STOREX {X:=A[I] }
35 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
36 STORE1 | STORE1 { }
37 LOAD 8 | LOAD X { }
38 SUB *8 | SUB *A { }
39 JGTZ 41 | JGTZ Prohod{skok při X>A[I+1] }
40 JUMP 23 | JUMP Cykl-2 { }
41 LOAD 5 | Prohod: LOAD I { }
42 STORE1 | STORE1 { }
43 LOAD *8 | LOAD *A { }
44 STORE7 | STOREPOM {POM:=A[I] }
45 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
46 STORE1 | STORE1 { }
47 LOAD *8 | LOAD *A { }
48 STORE8 | STOREX {X:=A[I+1] }
49 LOAD 5 | LOAD I { }
50 STORE1 | STORE1 { }
51 LOAD 8 | LOAD X { }
52 STORE*8 | STORE*A {A[I]:=X }
53 LOAD 6 | LOAD IPJ { }
54 STORE1 | STORE1 { }
55 LOAD 7 | LOAD POM { }
56 STORE*8 | STORE*A {A[I+1]:=POM }
57 JUMP 23 | JUMP Cykl-2 { }
58 LOAD =2 | Vystup: LOAD =1 { }
59 STORE1 | STORE1 {indexreg.:=1 }
60 LOAD *8 | Cykl-vys: LOAD *A { }
61 WRITE | WRITE {write(A[indexreg.]) }
62 LOAD 2 | LOAD N { }
63 SUB 1 | SUB 1 { }
64 JZERO 69 | JZERO Konec {skok při indexreg.=N }
65 LOAD 1 | LOAD 1 { }
66 ADD =1 | ADD =1 { }
67 STORE1 | STORE1 {indexreg. se zvýšı́ o 1}
68 JUMP 60 | JUMP Cykl-vys{ }
69 HALT | Konec: HALT { }

Spočtěme nynı́, kolik instrukcı́ bude provedeno při zpracovánı́ vstupu velikosti n (v
nejhoršı́m možném přı́padě).

Prvnı́ (vstupnı́) fáze výpočtu, od začátku po prvnı́ přı́chod na instrukci s návěštı́m
Cykl-1, zřejmě zabere ‘čas’ (tj. počet provedenı́ instrukcı́)

T1 = 2 + 7n+ 2 + 3 = 7n+ 7

Podobně třetı́ (výstupnı́) fáze, od skoku na Vystup po Konec, zabere zřejmě čas

T3 = 2 + 9(n− 1) + 5 + 1 = 9n− 1
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Vı́ce složitějšı́ je analyzovat zbylou (prostřednı́) fázi, od prvnı́ho skoku na Cykl-1
po skok na Vystup. Také s přihlédnutı́m k našı́ progr. verzi bubblesortu nenı́ ovšem
zase tak obtı́žné odvodit, že ona prostřednı́ fáze trvá

T2 =

( n−1
∑

j=1

(

10 +
(

n−j
∑

i=1

34
)

+ 8
)

)

+ 6

Poznamenejme, že vždy předpokládáme ten horšı́ (tj. delšı́ k zpracovánı́) přı́pad,
kdy skutečně dojde k prohazovánı́ prvků (tj. provádı́ se ‘podprogram’ Prohod).

Výraz pro T2 můžeme upravovat standardnı́ manipulacı́ se sumami např. takto:

T2 = 6 +
n−1
∑

j=1

18 +
n−1
∑

j=1

n−j
∑

i=1

34 = 6 + 18(n− 1) +
n−1
∑

j=1

34(n− j) =

= 18n− 12 + 34
n−1
∑

j=1

n− 34
n−1
∑

j=1

j

Dosadı́me-li za prvnı́ sumu n(n − 1) a za druhou sumu (1 + 2 + . . . + n − 1) =
(n/2)(n− 1), odvodı́me pak již přı́močarými úpravami vztah

T2 = 17n2 + n− 12

Celkový čas potřebný pro zpracovánı́ vstupu velikosti n je tedy T1 + T2 + T3 =
17n2 + 17n− 6. Označı́me-li náš RAM-stroj M a jeho časovou složitost TM , ukázali
jsme tak, že pro každé n ≥ 1 je

TM(n) = 17n
2 + 17n− 6
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Předcházejı́cı́
Složitost algoritmu. Model
RAM.

Obsah Dalãı́
Návrh a analýza konkrétnı́ch

(rychlých) algoritmů

Kapitola 22

Odhady složitosti; značenı́ O aj.

Stručný obsah: Značenı́ použı́vané v odhadech složitosti (O, Θ, o, Ω, ω) a jeho
význam. Ilustrace analýzy průměrného přı́padu na přı́kladu quicksortu.

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit a použı́vat značenı́ O, Θ, o, Ω, ω užı́vané v
odhadech složitosti. Umět vysvětlit význam a ilustrovat klady
a zápory analýzy složitosti v nejhoršı́m možném a průměrném
přı́padě.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit a použı́vat značenı́ O, Θ, o, Ω, ω užı́vané v odhadech
složitosti. Umět vysvětlit význam a ilustrovat klady a zápory analýzy složitosti v
nejhoršı́m možném a průměrném přı́padě.

Při analýze časové složitosti bubblesortu jsme viděli, že přesné (algebraické) vy-
jádřenı́ funkce TM nenı́ technicky úplně triviálnı́ úkol již u velmi jednoduchého pro-
gramu. U většı́ch a komplikovanějšı́ch programů by už takový postup byl nesmı́rně
náročný.

Pro naše účely (srovnávánı́ algoritmů) naštěstı́ přesné vyjádřenı́ časové složitosti
nenı́ nutné; většinou postačı́ ‘rozumný’ odhad přı́slušné funkce TM . Např. v našem
přı́padě jsme TM vyjádřili ve tvaru TM(n) = an2+bn+c, kde a, b, c jsou konstanty (a =
17, b = 17, c = −6). Když nám nezáležı́ na přesné hodnotě oněch konstant, mohli
jsme analýzu urychlit (mı́sto přesného počı́tánı́ jsme konstanty mohli odhadovat
shora – s určitou rozumnou rezervou) a dospět tak k (hornı́mu) odhadu např.
TM(n) ≤ 20n2 + 50n+ 100.
Všimněme si, že pro zı́skánı́ podobného odhadu jsme bubblesort ani nemuseli fy-
zicky programovat pro RAM – pokud již máme určitou programátorskou zkušenost,
dokážeme časovou složitost odhadnout např. již z pseudokódu (promyslete si to !).

Uvědomme si dále, že v našem vyjádřenı́ TM(n) = an2 + bn+ c má ‘největšı́ váhu’
člen an2. Byt’ by byla konstanta a ‘hodně menšı́ než’ b (ale samozřejmě kladná),
vždy od jistého n výše je hodnota an2 (čı́m dál výrazněji) většı́ než hodnota ‘zbytku’
bn+ c ; exaktněji řečeno

lim
n→∞

bn+ c

an2
= 0

102



Značenı́ O, Θ, o, Ω, ω

Ono soustředěnı́ se na ‘rozhodujı́cı́ člen’ a zanedbávánı́ přesných hodnot konstant
nás vede k tzv. značenı́ velké-O. O námi zjištěné funkci TM(n) = 17n

2 + 17n − 6
pak prostě řekneme TM(n) ∈ O(n2).

Přesněji uvedeme značenı́ velké-O takto:

Definice 22.0.29 Pro libovolné funkce f, g : N → N řekneme, že f ∈ O(g), ozna-
čujeme též f(n) ∈ O(g(n)), právě tehdy, když platı́ (∃k ∈ N )(∃n0 ∈ N )(∀n ≥ n0) :
f(n) ≤ k · g(n).

Je-li f(n) ∈ O(g(n)), řı́káme také, že f(n) roste řádově nejvýše jako g(n). O(g(n))
tedy sloužı́ jako určitý hornı́ odhad funkce f(n).

Když tedy řekneme, že “bubblesort je v O(n2)” (což rozumı́me jako zkratku pro
“časová složitost algoritmu bubblesort je v O(n2)”), pak nenı́ vyloučeno, že jej lze
(shora) odhadnout lépe. Ve skutečnosti je ovšem funkce n2 pro bubblesort nejen
hornı́m, ale i spodnı́m (řádovým) odhadem (proč ?). K vyjádřenı́ podobných faktů
se vedle O hodı́ i dalšı́ značenı́ (f, g jsou libovolné funkce f, g : N → N ; pro
přehlednost zde opakujeme i definici O):

• f ∈ O(g), označujeme též f(n) ∈ O(g(n)), právě když platı́
(∃k ∈ N )(∃n0 ∈ N )(∀n ≥ n0) : f(n) ≤ k · g(n)

• f ∈ Θ(g), nebo f(n) ∈ Θ(g(n)), znamená, že f ∈ O(g) a g ∈ O(f).

• f ∈ o(g), označujeme též f(n) ∈ o(g(n)), právě když platı́
(∀k ∈ N )(∃n0 ∈ N )(∀n ≥ n0) : k · f(n) < g(n)

• f ∈ Ω(g), označujeme též f(n) ∈ Ω(g(n)), právě když platı́ g ∈ O(f), tj.
(∃k ∈ N )(∃n0 ∈ N )(∀n ≥ n0) : k · f(n) ≥ g(n)

• f ∈ ω(g), označujeme též f(n) ∈ ω(g(n)), právě když platı́ g ∈ o(f), tj.
(∀k ∈ N )(∃n0 ∈ N )(∀n ≥ n0) : f(n) > k · g(n)

Značenı́ O, o hrajı́ roli neostrého resp. ostrého hornı́ho odhadu, značenı́ Ω, ω roli
neostrého resp. ostrého dolnı́ho odhadu. (Jakou roli hraje značenı́ Θ ?)

Jak už jsme se zmı́nili, uvedená značenı́ se využı́vajı́ např. pro možnost stručného
vyjádřenı́ při analýze časové složitosti (podobně samozřejmě i u prostorové složi-
tosti) konkrétnı́ho algoritmu, resp. přı́slušného (třeba ani fyzicky nesestrojeného)
RAM-stroje M , kdy nám většinou postačı́ jen určitý odhad (růstu) funkce TM , odhad,
v němž se zanedbávajı́ konstatnı́ faktory.

Poznámka. Mı́sto f(n) ∈ O(g(n)) (podobně pro dalšı́ značenı́) se někdy (s vědomı́m
záměrné nepřesnosti) pı́še f(n) = O(g(n)); tato notace je pak výhodnějšı́ např. v
rovnicı́ch, v nichž se značenı́ O a dalšı́ vyskytujı́.
Řı́káme pak také např. ‘časová složitost algoritmu XY je O(n2)’ mı́sto přesnějšı́ho
‘... je v O(n2)’.
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K bubblesortu můžeme dodat, že je v Θ(n2). Potom fakt (který se dá přı́močaře
ukázat), že heapsort je v O(n log n) (je i v Θ(n log n)), skutečně prokazuje, že
heapsort je lepšı́ než bubblesort (pro dostatečně velké vstupy).

Poznámka. Čtenář je vyzýván, at’ si provede srovnánı́ růstu funkcı́ n, n log n, n2, n3,
2n, n!, nn apod.
Je potřeba si také ujasnit, že např. (jenom) fakt, že algoritmus A má složitost Θ(n2)
a algoritmus B má složitost O(n log n), znamená, že A je zaručeně rychlejšı́ než
B jen asymptoticky, tj. pro ‘dostatečně velké’ hodnoty. (Záležı́ totiž na konstantách
skrytých v značenı́ Θ, O atd.)

Nejhoršı́ vs. průměrný přı́pad

Zamysleme se na chvı́li nad zvoleným přı́stupem tzv. nejhoršı́ho možného přı́padu.
Měli bychom si být alespoň vědomi, že tento přı́stup nemusı́ vždy poskytovat smě-
rodatné výsledky pro praxi.

Běžně se tento fakt ilustruje na přı́kladu dalšı́ho algoritmu třı́děnı́, tzv. quicksortu.
Jeho časová složitost z hlediska nejhoršı́ho možného přı́padu je Θ(n2), přitom v
praxi je ale rychlejšı́ než např. heapsort (který má složitost Θ(n log n)). Dá se totiž
ukázat, že složitost quicksortu z hlediska průměrného přı́padu je také Θ(n log n),
přičemž přı́slušná konstanta je menšı́ než u heapsortu.

Poznámka. Jak čtenář očekává, u průměrného přı́padu vyjadřuje T (n) průměr z
délek výpočtů pro všechny vstupy velikosti n. Předpokládá se tedy rovnoměrné
rozloženı́ pravděpodobnosti na množině vstupů. (Ve specifických přı́padech může
mı́t samozřejmě smysl uvažovat i jiné rozloženı́.)

Obvykle je ovšem analýza průměrného přı́padu těžšı́ než analýza nejhoršı́ho mož-
ného přı́padu. U námi dřı́ve uvedené verze bubblesortu je sice vcelku zřejmé, že
algoritmus má složitostΘ(n2) i v průměrném přı́padě (proč ?), u dále připomenutého
quicksortu už analýza tak zřejmá nenı́. Algoritmus quicksort (který pro parametry
A, p, q seřadı́ v poli A prvky A[p], A[p+1], . . . , A[r] vzestupně) zde připomeneme jen
pseudokódem.
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procedure Quicksort(A, p, r) ;
if p < r
then

q := Partition(A, p, r)
Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A, q+1, r)

procedure Partition(A, p, r) ;
x := A[p]; i := p− 1; j := r + 1;
while TRUE
do

repeat j := j − 1 until A[j] ≤ x;
repeat i := i+ 1 until A[i] ≥ x;
if i < j then exchange A[i], A[j] else return j

Poznámka. Analýza složitosti průměrného přı́padu bude předmětem referátu na
cvičenı́.
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Předcházejı́cı́
Odhady složitosti; značenı́ O
aj.

Obsah Dalãı́
Prohledávánı́

Kapitola 23

Návrh a analýza konkrétnı́ch
(rychlých) algoritmů

Stručný obsah: Obecné metody návrhu algoritmů. Konkrétnı́ algoritmy a jejich ča-
sová složitost: algoritmy pro prohledávánı́ (binárnı́ hledánı́, max. vzdálenost v po-
lygonu), metoda ‘rozděl a panuj’ (merge sort, násobenı́ matic), ‘greedy’ (tj. hltavé)
algoritmy (výběr aktivit, minimálnı́ kostra), dynamické programovánı́ (nejdelšı́ spo-
lečná podsekvence, násobenı́ řetězce matic).

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit podstatu probı́raných metod. Umět ilustrovat
vhodnost použitı́ jednotlivých metod a porozumět souvisejı́-
cı́m otázkám analýzy složitosti.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit podstatu probı́raných metod. Umět ilustrovat vhodnost
použitı́ jednotlivých metod a porozumět souvisejı́cı́m otázkám analýzy složitosti.

V této části si připomeneme základnı́ obecné metody návrhu algoritmů. Budeme je
ilustrovat na přı́kladech, které budeme analyzovat z hlediska časové složitosti.
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Předcházejı́cı́
Návrh a analýza konkrétnı́ch
(rychlých) algoritmů

Obsah Dalãı́
Metoda ‘rozděl a panuj’

23.1 Prohledávánı́

Součástı́ řešenı́ mnohých problémů je nutnost prohledánı́ jakéhosi prostoru (který
obsahuje např. všechna ‘přı́pustná řešenı́’, z nichž je potřeba vybrat optimálnı́).

Přı́kladem je hledánı́ zadaného prvku v utřı́děném seznamu, např. jména v telefon-
nı́m seznamu

‘Naivnı́’ algoritmus založený na myšlence

projdi sekvenčně všechny prvky seznamu, přičemž každý z nich porov-
náš se zadaným

má očividně složitost Θ(n) (jako velikost vstupu bereme počet prvků v seznamu).
Čtenář ale zajisté řešı́ tento problém v praxi jinak a je schopen navrhnout algoritmus
se složitostı́Θ(log n). (Zde je ovšem předpokládán přı́mý přı́stup k prvkům seznamu
– u stroje RAM je tedy Θ(log n) relevantnı́, pokud je již seznam uložen v paměti).

Uved’me dalšı́ problém:

Název (označenı́) problému: Max. vzdálenost v polygonu

(Očekávaný) vstup: konvexnı́ polygon v dvourozměrném prostoru – za-
daný posloupnostı́ vrcholů (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn) (‘dokola’, např. ve
směru hodinových ručiček)
(Požadovaný) výstup: dvojice vrcholů s max. vzdálenostı́.

Je přirozené považovat n, tj. počet vrcholů, za velikost vstupu.

Velmi jednoduše lze navrhnout algoritmus, který při hledánı́ maxima probı́rá
všechny dvojice vrcholů. Ten pak má celkem očividně složitost Θ(n2). Ovšem při
určitém většı́m vhledu a zamyšlenı́ se nad problémem nenı́ těžké navrhnout algo-
ritmus se složitostı́ Θ(n). Klı́čem je idea prohledávánı́ jen “perspektivnı́ch” (konkrét-
něji: “protilehlých”) dvojic. (Zkuste domyslet pořebné detaily !)
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Předcházejı́cı́
Prohledávánı́

Obsah Dalãı́
‘Greedy’ algoritmy

23.2 Metoda ‘rozděl a panuj’

Často použitelnou metodou při řešenı́ ‘velkého’ úkolu (tj. nalezenı́ výstupu pro
‘velký’ vstup určitého problému) je rozdělenı́ na podúkoly, jejich vyřešenı́ a nalezenı́
hledaného výstupu zkombinovánı́m mezivýsledků zı́skaných z podúkolů.

Jestliže zmı́něné podúkoly spočı́vajı́ v řešenı́ téhož problému pro menšı́ vstupy,
nabı́zı́ se rekurzivnı́ algoritmus.

Pěkným přı́kladem je utřı́děnı́ (velké) posloupnosti čı́sel. Tu je možné rozdělit na dvě
části, utřı́dit každou zvlášt’ a výsledky pak ‘slı́t’ dohromady. Rekurzivnı́ algoritmus
založený na této myšlence se nazývá Mergesort.

Označı́me-li T (n) čas, který Mergesort spotřebuje při setřı́děnı́ posloupnosti délky
n, je zřejmé, že platı́

• T (1) = Θ(1) (Θ(1) znamená prostě nějakou konstantu)

• pro n ≥ 2: T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + f(n)

Zde f(n) znamená čas potřebný k slévánı́ a zřejmě je f(n) = Θ(n).

Pomineme-li zde nepodstatné komplikace se zaokrouhlovánı́m (např. všechny
zlomky si můžeme představovat zaokrouhlené nahoru), můžeme psát

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n).

Dá se ukázat (např. dosazenı́m) že řešenı́ uvedené rekurentnı́ rovnice splňuje
podmı́nku T (n) = Θ(n log n) (stejně jako tomu bylo u heapsortu).

Dále uvedeme obecné tvrzenı́, které je užitečným nástrojem pro řešenı́ podobných
rekurentnı́ch rovnic.

Tvrzenı́ 23.2.1 Necht’ a ≥ 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N → N ) a pro
funkci T : N → N platı́ rekurentnı́ vztah

T (n) = aT (n/b) + f(n).

Pak platı́:

1. Je-li f(n) = O(nc) a c < logb a, pak T (n) = Θ(nlogb a).

2. Je-li f(n) = Θ(nlogb a), pak T (n) = Θ(nlogb a · log n).

3. Je-li f(n) = Θ(nc) a c > logb a, pak T (n) = Θ(nc).

——————————

Důkaz alespoň nastı́nı́me, a sice pro přı́pad T (n) = aT (n/b) + nc. (Problémy se
zaokrouhlovánı́m ignorujeme.)

Představa rekurzivnı́ho výpočtu hodnoty T (n) vede přirozeně k a-árnı́mu stromu,
jehož hloubka je logb n; počet listů je tedy alogb n neboli nlogb a (je totiž logb alogb n =
(logb n) · (logb a) = logb nlogb a).
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Předpokládáme-li rovnou, že T (1) = 1, pak se T (n) rovná následujı́cı́mu součtu:

nc + a
(n

b

)c

+ a2
( n

b2

)c

+ . . .+ alogb n
( n

blogb n

)c

=

= nc + nc
( a

bc

)

+ nc
( a

bc

)2

+ . . .+ nc
( a

bc

)logb n

=

= nc

(

1 +
( a

bc

)1

+
( a

bc

)2

+ . . .+
( a

bc

)logb n
)

Připomeňme si součet (začátku) geometrické řady

1 + q + q2 + . . .+ qk =
qk+1 − 1

q − 1

V přı́padě 0 < q < 1 máme
∑∞

i=0 q
i = 1

1−q
,

v přı́padě q = 1 máme
∑k

i=0 q
i = k + 1 a

v přı́padě q > 1 máme
∑k

i=0 q
i = qk+1

q−1
− 1

q−1
= O(qk).

Tedy v přı́padě

• a
bc < 1 (tj. logb a < c) máme

T (n) ≤ nc 1

1− a
bc

= Θ(nc)

• a
bc = 1 (tj. logb a = c) máme

T (n) = nc(1 + logb n) = Θ(nlogb a logb n)

• a
bc > 1 (tj. logb a > c) máme

T (n) = nc ·
( a

bc

)logb n+1

· 1
a
bc − 1

− nc · 1
a
bc − 1

Tedy T (n) = Θ(nc · nlogb a

bc ). Jelikož logb
a
bc = logb a − logb bc = logb a − c,

dostáváme T (n) = Θ(nlogb a).

——————————

Všimněme si, že u našeho přı́kladu Mergesort nastával 2. přı́pad (a = 2, b = 2,
f(n) = Θ(n) = Θ(nlog22)), což dává onen výsledek T (n) = Θ(n log n).

Podı́vejme se ted’ na problém násobenı́ matic

Název (označenı́) problému: Násobenı́ dvou matic

(Očekávaný) vstup: dvě čtvercové matice A,B rozměrů n× n
(Požadovaný) výstup: matice C tž. C = AB.

Předpokládáme, že prvky matice jsou celá čı́sla (omezené velikosti). Z hlediska
našeho vnı́mánı́ je zde vhodné jako velikost vstupu považovat čı́slo n, ačkoliv
počet zadávaných čı́sel je Θ(n2) (je pro nás totiž přirozenějšı́ tvrzenı́ ‘program za 1
minutu zvládne násobenı́ matic 800× 800’ než ‘... matic s 640000 prvky’).
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Přesvědčte se, že běžný algoritmus (podle definice násobenı́) má složitost Θ(n3),
dá-li se omezit konstantou čas pro provedenı́ jedné aritmetické operace. (Tento
odhad se samozřejmě vztahuje k uvedenému chápánı́ velikosti vstupu. Kdybychom
jako velikost vstupu brali počet vstupnı́ch čı́sel, dostali bychom odhad Θ(n1.5) !)

Podı́vejme se, jestli přı́stup ‘rozděl a panuj’ přinese zlepšenı́. Omezı́me se na zkou-
mánı́ přı́padů, kdy n je mocninou dvojky (jinak bychom toho mohli docı́lit přı́slušným
doplněnı́m matic nulami, čı́mž by se velikost vstupu zvětšila méně než dvakrát).

Matice A vznikne ‘přirozeným poskládánı́m’ ze čtyř čtvercových matic rozměrů
n/2 × n/2, označme tyto matice A11, A12, A21, A22. Podobně označme přı́slušné
podmatice pro B a C. Snadno ověřı́me, že

C11 = A11B11 + A12B21
C12 = A11B12 + A12B22
C21 = A21B11 + A22B21
C22 = A21B12 + A22B22

Pro časovou složitost T (n) odvodı́me z tohoto postupu rekurentnı́ vztah

T (n) = 8T (n/2) + Θ(n2),

což dá rovněž řešenı́ T (n) = Θ(n3).

Strassen ovšem vymyslel postup, při kterém se jedno násobenı́ dá ušetřit (za cenu
zvýšenı́ počtu sčı́tánı́), a kde pak přı́slušná rovnice je ve tvaru

T (n) = 7T (n/2) + Θ(n2).

Výsledná složitost T (n) = Θ(nlog2 7) (pozn.: log2 7 je zhruba 2.81) je asymptoticky
lepšı́ než u standardnı́ho algoritmu.

(Postup ve Strassenově algoritmu a dalšı́ jeho aspekty budou diskutovány na cvi-
čenı́.)
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Předcházejı́cı́
Metoda ‘rozděl a panuj’

Obsah Dalãı́
Dynamické programovánı́

23.3 ‘Greedy’ algoritmy

Slovo ‘greedy’ zde budeme překládat jako ‘hltavý’ (autor si nenı́ vědom zaužı́vaného
českého termı́nu).

Hltavý přı́stup se osvědčuje u některých optimalizačnı́ch problémů. Jsou to pro-
blémy, u nichž je třeba udělat řadu rozhodnutı́ – lokálnı́ch kroků. Hltavý přı́stup
vždy volı́ z možných kroků ten (lokálně) nejnadějnějšı́.

Přı́slušný algoritmus je pak většinou velmi jednoduchý, ovšem použitelný pro daný
problém je jen tehdy, jestliže série oněch lokálně nejnadějnějšı́ch rozhodnutı́ sku-
tečně vede ke globálně optimálnı́mu řešenı́. Tuto pěknou vlastnost samozřejmě
nemajı́ všechny optimalizačnı́ problémy a důkaz toho, že daný problém (resp. daný
hltavý přı́stup) tuto vlastnost má, je často obtı́žný (obvykle mnohem obtı́žnějšı́ než
návrh přı́slušného algoritmu).

Uvedeme přı́klad úspěšného použitı́ hltavého algoritmu:

Název problému: Výběr aktivit

Vstup: množina konečně mnoha aktivit {1, 2, . . . , n} s pevně určenými
časovými intervaly (s1, f1), (s2, f2), . . ., (sn, fn), kde (∀i, 1 ≤ i ≤ n) : si <
fi

Výstup: množina obsahujı́cı́ největšı́ možný počet vzájemně kompatibil-
nı́ch aktivit (tj. aktivit s vzájemně se nepřekrývajı́cı́mi intervaly)

Je možné si např. představit, že máme dán seznam, kde každý prvek seznamu je
nějaká přednáška, cvičenı́, školenı́, či jiná aktivita s pevně přidělenou dobou konánı́
(tj. s přiděleným počátkem s a koncem f ). Jde o to, umı́stit maximum z těchto
aktivit do jedné posluchárny. Poznamenejme nejdřı́ve, že přı́stup hrubou silou,
spočı́vajı́cı́ v prověřenı́ všech možných výběrů aktivit, je exponenciálnı́ složitosti
(časová složitost přı́slušného algoritmu je 2Θ(n)) a již při ‘malém’ n nepoužitelný.

Hltavým způsobem můžeme řešit problém např. takto:

Dokud to jde, opakuj následujı́cı́ krok:
vyber aktivitu, která je kompatibilnı́ s dosud vybranými (na začátku
nejsou vybrány žádné) a skončı́ co nejdřı́ve (když je takových vı́c, tak
kteroukoli z nich).

Hltavost, či maximálnı́ ‘lokálnı́ nadějnost’ spočı́vá v tom, že po každém takovém
výběru zbyde maximum času pro dalšı́ aktivity.

Poznámka. Všimněme si jisté ‘nedeterminističnosti’ našeho problému – k danému
vstupu může uvedené podmı́nce odpovı́dat vı́ce výstupů. I uvedený postup nenı́
plně deterministický (proč ?). Řešı́me-li takový problém (deterministickým) algo-
ritmem, upřednostňujeme vlastně vždy jeden výstup mezi všemi možnými. Tak je
tomu i v dále uvedeném pseudokódu.

Je zřejmé, že je užitečné aktivity nejdřı́ve setřı́dit podle koncových časů; to je
možné udělat nějakým známým algoritmem v čase O(n log n) (počet aktivit budeme
považovat za velikost vstupu).
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{předp., že poč. časy jsou již v poli s}
{a konc. časy v poli f}
{dále již předp. f [1] ≤ f [2] ≤ . . . f [n],}
{kde n představuje počet aktivit}
A := {1}; j := 1;
for i := 2 to n do

if s[i] ≥ f [j] then
(A := A ∪ {i}; j := i)

{vybr. aktivity jsou v množ. A}

V uvedeném přı́padě je důkaz faktu, že hltavý přı́stup skutečně vede k optimálnı́mu
řešenı́, celkem snadný. (Indukcı́ podle počtu aktivit n.)

Jak jsme již uvedli, počet aktivit n je zde přirozenou mı́rou velikosti vstupu a snadno
odvodı́me, že uvedený algoritmus má složitost Θ(n), když předpokládáme, že ak-
tivity jsou již utřı́děny podle koncových časů.

Typickým přı́kladem úspěšného použitı́ hltavého přı́stupu je problém minimálnı́
kostry v grafu (N+ označuje množinu všech kladných celých čı́sel):

Název problému: Minimálnı́ kostra

Vstup: neorientovaný souvislý graf G = (VG, EG), ohodnocenı́ hran f :
EG → N+
Výstup: graf H = (VH , EH), kde VH = VG a EH ⊆ EG, který je souvislý a
přitom

∑

e∈EH
f(e) je minimálnı́.

Jednou možnou interpretacı́ je problém stavitele železnic. Má dánu množinu měst
(vrcholů grafu) a dále všechna možná spojenı́ mezi dvojicemi měst, kudy je možné
vést železnici. Každému takovému možnému spojenı́ (hraně grafu) odpovı́dajı́ ur-
čité náklady na postavenı́ železnice (ohodnocenı́ přı́slušné hrany). Úkolem stavitele
je postavit železnici tak, aby každé město bylo spojeno s každým (přı́padně přes
dalšı́ města) a aby náklady stavby byly co nejmenšı́.

Opět poznamenejme, že přı́stup hrubou silou (probránı́ všech možnostı́ postavenı́
železnice) vede k exponenciálnı́mu algoritmu a nepřipadá pro většı́ vstupy v úvahu.

Všimněme si nynı́, že řešenı́ (tj. graf H) je určitě stromem; kdyby ne, obsahoval
by cyklus a mohli bychom pak při zachovánı́ souvislosti jednu hranu odstranit a
dostat tak lepšı́ řešenı́. Jednou z ‘hltavých’ možnostı́ je následujı́cı́ přı́stup ‘lı́ného’
stavitele:

Postav nádražı́ v libovolném městě.
Dokud to jde, opakuj:
k dosud postavené železnici připoj co nejlevnějšı́ úsek (hranu), ovšem
tak, aby nevznikl cyklus.

Tento postup je zachycen následujı́cı́m pseudokódem. (Zde necháváme určitý ne-
determinismus i v pseudokódu; samozřejmě jakýkoli deterministický výběr z přı́-
slušných možnostı́ vede k cı́li – tj. k jedné z minimálnı́ch koster grafu).

{předp., že jsou dány VG, EG, f}
zvol lib. u ∈ VG; VH := {u}; EH := ∅; M := VG − {u};
for each v ∈M do

if (u, v) ∈ EG
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then (otec(v) := u; d(v) := f((u, v)))
else d(v) :=∞;

while M 6= ∅ do
najdi v ∈M tž. d(v) = min{d(w) | w ∈M};
VH := VH ∪ {v}; EH := EH ∪ {(v, otec(v))}; M :=M − {v};
for each w ∈M do

if (v, w) ∈ EG and f((v, w)) < d(w)
then (otec(w) := v; d(w) := f((v, w)))

return H = (VH , EH)

Nenı́ samozřejmé, že tento přı́stup vede k optimálnı́mu řešenı́, a je to potřeba
dokázat.

——————————

Ukažme sporem. Uvažujme prvnı́ situaci, kdy náš algoritmus k dosud vytvořenému
stromu T , který je (dosud) podgrafem nějaké minimálnı́ kostry K, přidá hranu (u, v)
způsobı́cı́, že takto vzniklý strom (již) nenı́ podgrafem žádné minimálnı́ kostry. V K
ovšem vede cesta z u do v přes nějakou hranu (x, y), kde x ∈ T a y 6∈ T . Odejmu-li
ovšem z K hranu (x, y) a přidám (u, v), dostanu opět minimálnı́ kostru (promyslete
si to !), což je spor.

——————————

Pokud za velikost vstupu považujeme počet vrcholů n (kolik hran pak graf může
mı́t ?), je složitost uvedeného algoritmu Θ(n2). Poznamenejme, že existujı́ i jiné
algoritmy; pro jejich srovnánı́ je pak vhodné uvažovat složitost jako funkci dvou pa-
rametrů: počtu vrcholů n a počtu hran m (jeden z nich má např. složitost O(m log n)).
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Předcházejı́cı́
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Obsah Dalãı́
Problémy, třı́dy složitosti

problémů, hornı́ a dolnı́ odhady

23.4 Dynamické programovánı́

Pojem ‘dynamické programovánı́’ pocházı́ z teorie řı́zenı́ a nemá nic společného s
běžným významem tohoto souslovı́ v oblasti programovánı́ počı́tačů. Zde se jedná
o název metody, při které se problém řešı́ pomocı́ postupného (vyplňovánı́ ‘tabulky’)
řešenı́ podproblémů (od nejmenšı́ch po největšı́). (Někteřı́ autoři hledajı́ jiné názvy,
např. dynamické plánovánı́).

Metoda dynamického programovánı́ je jakýmsi limitnı́m přı́padem metody ‘rozděl
a panuj’. Řešenı́ (velké) instance (tj. vstupu) problému také spočı́vá v kombinaci
výsledků podúkolů; jelikož ovšem při řešenı́ různých podúkolů by mnohokrát do-
cházelo k řešenı́ společných podpodúkolů (atd.), je lepšı́ rekurzivnı́ řešenı́ (přı́stup
shora-dolů) nahradit přı́stupem zdola-nahoru: nejdřı́ve se vyřešı́ všechny potřebné
elementárnı́ (nejmenšı́) úkoly, z jejich řešenı́ pak odvodı́me řešenı́ většı́ch úkolů, z
nich pak řešenı́ ještě většı́ch atd. až zı́skáme řešenı́ našeho (velkého) úkolu.

Tento přı́stup se někdy uplatnı́ u optimalizačnı́ch úloh, u kterých selhávajı́ hltavé
algoritmy.

Jednı́m z typických přı́kladů je problém nalezenı́ nejdelšı́ společné podsekvence.
Řekneme, že slovo (řetězec, posloupnost) u je podsekvencı́ slova v, jestliže u
dostaneme z v vymazánı́m některých (třeba žádných) výskytů symbolů (členů po-
sloupnosti). Instancı́ zmı́něného problému jsou dvě slova v, w a úkolem je najı́t
nejdelšı́ slovo u, které je podsekvencı́ slova v i slova w.

Podrobněji budeme metodu dynamického programovánı́ ilustrovat na jiném přı́-
kladu:

Název problému: Násobenı́ řetězce matic

Vstup: řetězec matic A1A2 . . . An

Výstup: plně uzávorkovaný součin A1A2 . . . An tž. při použitı́ standard-
nı́ho algoritmu násobenı́ matic se vykoná minimálnı́ počet skalárnı́ch
násobenı́.

Připomeňme, že součin matic AB, kde A má rozměry k× ` a B má rozměry m×n,
je definován jen v přı́padě ` = m (výsledná matice má rozměry k × n); počet
potřebných skalárnı́ch násobenı́ je zde k`n.

Budeme tedy předpokládat, že pro každé i, 1 ≤ i ≤ n má matice Ai rozměry pi−1×pi,
kde p0, p1, . . . , pn jsou přı́slušná celá kladná čı́sla. Všimněme si, že vlastně tato čı́sla
jsou podstatná v našem problému, nikoli hodnoty prvků jednotlivých matic.

Navı́c připomeňme, že násobenı́ matic je asociativnı́, takže nezáležı́ na pořadı́ ná-
sobenı́ dvojic matic, které zvolı́me při výpočtu součinu A1A2 . . . An (pořadı́ násobenı́
dvojic matic jednoznačně určı́me přı́slušným vloženı́m závorek).

Čtenář se snadno přesvědčı́ (konstrukcı́ jednoduchého přı́kladu), že počty potřeb-
ných skalárnı́ch násobenı́ se při různých uzávorkovánı́ch mohou výrazně lišit.
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Dá se také ukázat, že počet možných uzávorkovánı́ roste s rostoucı́m n exponenci-
álně, takže probránı́ všech možnostı́ nepřipadá v úvahu (s výjimkou malých hodnot
n).

Všimněme si, že optimálnı́ vynásobenı́ řetězce A1A2 . . . An lze popsat tak, že
nejdřı́ve se optimálně vynásobı́ řetězec A1A2 . . . Ak, potom řetězec Ak+1Ak+2 . . . An

a na závěr se vynásobı́ zı́skané dva mezivýsledky; k je ovšem (neznámý) ‘optimálnı́
index’ v rozmezı́ 1 ≤ k ≤ n− 1 (k určuje umı́stěnı́ ‘nejvnějšnějšı́ch závorek’).

Zmı́něný optimálnı́ index označı́me s[1, n]; obecně s[i, j] (1 ≤ i < j ≤ n) označuje
optimálnı́ index při násobenı́ řetězce AiAi+1 . . . Aj. Označme dále jako m[i, j] počet
skalárnı́ch násobenı́ při optimálnı́m vynásobenı́ řetězce AiAi+1 . . . Aj (zde připouš-
tı́me i rovnost i = j; pochopitelně m[i, i] = 0). Všimněme si, že je-li s[i, j] = k, pak
m[i, j] = m[i, k] +m[k + 1, j] + pi−1pkpj.

Následujı́cı́ procedura, parametrizovaná vektorem čı́sel (rozměrů matic) p =
(p0, p1, . . . , pn) postupně vyplnı́ ‘tabulky’ m a s:

Matrix-chain-order(p)
n := length(p)− 1;
for i := 1 to n do m[i, i] := 0;
for ` := 2 to n do

for i := 1 to n− `+ 1 do
j := i+ `− 1; m[i, j] :=∞;
for k := i to j − 1 do

q := m[i, k] +m[k + 1, j] + pi−1pkpj;
if q < m[i, j] then (m[i, j] := q; s[i, j] := k);

return m, s

Je snadné vyvodit, že složitost Matrix-chain-order je O(n3) (a také Ω(n3), tedy
Θ(n3)). Vlastnı́ program násobenı́ řetězce A1A2 . . . An, označme tento řetězec A,
pak spočı́vá ve vytvořenı́ tabulky s pomocı́ procedury Matrix-chain-order (volané pro
přı́slušný vektor rozměrů) a v následném vyvolánı́ Matrix-chain-multiply(A, s, 1, n),
kde procedura Matrix-chain-multiply je rekurzivně definována takto:

Matrix-chain-multiply(A, s, i, j)
if j > i
then

X :=Matrix-chain-multiply(A, s, i, s[i, j])
Y :=Matrix-chain-multiply(A, s, s[i, j] + 1, j)
return X · Y

else
return Ai
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Turingovy stroje.

Kapitola 24

Problémy, třı́dy složitosti problémů,
hornı́ a dolnı́ odhady

Stručný obsah: Dalšı́ poznámky k analýze složitosti algoritmů. Vymezenı́ pojmu
‘problém’ (nebo též ‘výpočetnı́ problém’); speciálnı́ přı́pad ANO/NE problému (tj. tzv.
rozhodovacı́ho problému). Složitost problému; třı́dy časové a prostorové složitosti.
Algoritmy jakožto hornı́ odhady. Dolnı́ odhady, obtı́žnost jejich zı́skávánı́. Mezery
mezi známými hornı́mi a dolnı́mi odhady složitosti problémů.

Cı́l kapitoly:
Umět definovat a ilustrovat pojem ‘problém’, umět vysvětlit
způsob definice složitosti problémů, hornı́ch a dolnı́ch od-
hadů. Schopnost vše ilustrovat na přı́kladech.

Studijnı́ cı́le: Umět definovat a ilustrovat pojem ‘problém’, umět vysvětlit způsob
definice složitosti problémů, hornı́ch a dolnı́ch odhadů. Schopnost vše ilustrovat na
přı́kladech.

Poznámka. Kromě výrazů ‘stroj RAM’ či ‘RAM-stroj’ budu užı́vat jen zkratku ‘RAM’;
budu např. mluvit o sestrojenı́ RAMu apod.

Dalšı́ poznámky k složitosti algoritmů

Vrátı́me se k některým věcem týkajı́cı́m se (časové či pamět’ové) složitosti algoritmů,
o kterých jsme zatı́m explicitně moc nemluvili, ale kterých bychom si měli být velmi
dobře vědomi.

Zatı́m jsme přesně definovali pojem časové (a prostorové) složitosti RAMu. Větši-
nou jsme ale uvedli algoritmus zapsaný pseudokódem a hovořili jsme o složitosti
tohoto algoritmu. Striktně vzato bychom ale vždy mı́sto o složitosti algoritmu A měli
hovořit o složitosti RAMu MA, který je možné k algoritmu A v podstatě mechanicky
sestrojit (tj. který by byl z A vytvořen určitým ‘překladačem’).
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Nedefinovali jsme ovšem, jaké přı́kazy se mohou objevovat v pseudokódu, ani jsme
samozřejmě nedefinovali přı́slušný překladač. Mlčky jsme vlastně udělali určitou
úmluvu: provedli jsme konstrukci přı́slušného RAMu jen pro několik málo algoritmů
zapsaných pseudokódem a spoléháme se na to, že algoritmy popisujeme vždy
dostatečně podrobně k tomu, abychom v přı́padě potřeby mohli přı́slušný RAM
přı́močaře zkonstruovat. Přitom samozřejmě předpokládáme, že zmı́něnou přı́mo-
čarou konstrukcı́ bychom všichni dospěli v podstatě k jednomu a témuž RAMu.
To ‘jednomu a témuž’ nelze brát úplně doslova, stačı́ samozřejmě, že přı́slušné
RAMy by měly v podstatě stejnou složitost – to jest, mohly by se lišit v konkrétnı́ch
počtech instrukcı́ realizujı́cı́ch ten či onen přı́kaz pseudokódu, což ovšem nevadı́,
nebazı́rujeme-li na přesných hodnotách přı́slušných konstant.

Právě to, že přesné hodnoty konstant pro nás nejsou podstatné a složitost vždy jen
určitým způsobem odhadujeme (aproximujeme), nám umožňuje použı́vat způsob
analýzy složitosti algoritmů, při němž se přı́mo nezmiňujeme o RAMu v pozadı́,
natož abychom ho konstruovali.

Poznamenejme ještě dalšı́ věc. Vstupem pro RAM je vlastně posloupnost čı́sel.
Takže chceme-li mluvit o složitosti algoritmu, měl by vlastně jeho vstup (i výstup)
být posloupnostı́ čı́sel – nebo by mělo být jasné, jaké kódovánı́ vstupu pomocı́
posloupnosti čı́sel máme na mysli. U námi dosud zkoumaných problémů to bylo v
podstatě zřejmé: např. graf lze přirozeně zadat incidenčnı́ maticı́, matici je možné
přı́močaře ‘linearizovat’ (zapsat např. po řádcı́ch – s dohodnutými oddělovači) apod.

Připomeňme si ještě, že velikost vstupu u RAMu jsme definovali jako počet členů
vstupnı́ posloupnosti čı́sel (to je v přı́padě uvažovánı́ jednotkové mı́ry; v přı́padě
použitı́ logaritmické mı́ry je velikost vstupu v podstatě rovna počtu bitů, do kterých
lze vstup zapsat). Ovšem když jsme např. analyzovali problém násobenı́ matic, brali
jsme za mı́ru velikosti vstupu čı́slo udávajı́cı́ rozměr matic; přitom (ono přirozené
linearizované) zadánı́ čtvercové matice s rozměrem n (tedy typu n × n) zabere n2

vstupnı́ch buněk RAMu (přı́padně dalšı́ buňky jako oddělovače řádků).

Když tedy hovořı́me o složitosti algoritmu v takovém přı́padě, vztahujeme ji pořád
k přı́slušnému RAMu, ale měnı́me standardnı́ definici velikosti vstupu – to musı́me
vždy jasně řı́ci. Jak jsme viděli, děláme to tehdy, když pro daný problém je pozmě-
něná definice velikosti vstupu vhodnějšı́ při vyjadřovánı́ a umožňuje ‘průhlednějšı́’
podánı́ výsledků analýzy složitosti. Jak jsme také zmı́nili v přı́padě minimálnı́ kostry
grafu, je z takových důvodů někdy vhodné popisovat velikost vstupu vı́ce čı́sly
(např. počet vrcholů n, počet hran m); složitost je pak funkcı́ vı́ce parametrů.

Všechny uvedené poznámky je vhodné si důkladně promyslet a u každého kon-
krétnı́ho přı́padu je nutné si uvědomovat, co je (třeba mlčky) předpokládáno.

Některé aspekty si ještě osvětlı́me na přı́kladu problému, který hraje důležitou roli
např. v kryptografii.

Název: Prvočı́selnost

Vstup: přirozené čı́slo k
Výstup: ANO, když k je prvočı́slo, NE, když k je čı́slo složené.

Pravděpodobně nás rychle napadne následujı́cı́ algoritmus:

{předp. vstup k ≥ 2}
hm := b

√
kc;

for i := 2 to hm do
if k mod i = 0 then return NE
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return ANO

Když chceme odhadnout složitost algoritmu, musı́ být samořejmě jasné, co se ro-
zumı́ velikostı́ vstupu. Jelikož vstupem je jedno čı́slo, má být velikost vždy 1 ? U
předchozı́ch problémů (jako třeba násobenı́ matic) jsme předpokládali omezenou
velikost zadávaných čı́sel (a tedy konstantnı́ čas při aritmetických operacı́ch s nimi)
– neomezovali jsme ovšem délku zadávané posloupnosti. Nynı́ ovšem neomezu-
jeme velikost (jednoho) zadávaného čı́sla. Takový vstup si ‘přı́mo řı́ká’ o použitı́
logaritmické mı́ry, kde tedy velikost vstupu pro vstupnı́ čı́slo k je rovna log2 k (přes-
něji dlog2(k + 1) + 1e, což ale nenı́ podstatné).

Uvedený algoritmus má takto exponenciálnı́ časovou složitost; všimněte si, že v
přı́padě, že k je prvočı́slo, provede se tělo cyklu zhruba k0.5 krát, tj. 20.5 log2 k, tedy
2Θ(n) krát, kde n je velikost vstupu. Z toho je vidět, že algoritmus je použitelný jen
na čı́sla s malým počtem mı́st v dekadickém zápisu (a rozhodně ho nelze použı́t
např. na 100-mı́stná čı́sla vyskytujı́cı́ se v kryptografických problémech).

Všimněme si ještě, že kdybychom za velikost vstupu považovali přı́mo hodnotu
čı́sla k (čı́slo bychom vlastně zadávali v unárnı́ soustavě – jako posloupnost k
jedniček), byla by složitost algoritmu určitě v O(n2); ‘najednou’ by to bylo v praxi
zvládnutelné pro vstupy délky 100 (problém je samozřejmě v tom, že např. vstup
délky 100 v tomto přı́padě odpovı́dá vstupu délky 3 v přı́padě předchozı́m).

Definice pojmu ‘problém’

Algoritmy jsme prezentovali jako návody k řešenı́ určitých problémů. Slovo ‘problém’
má v přirozeném jazyce hodně významů; co ale znamená tento pojem v našem
kontextu ?

Připomeňme, že problémy jsme zadávali většinou následujı́cı́m schématem:

Název (označenı́ problému): XY

(Očekávaný) vstup: zde je popsáno, co je přı́pustným vstupem (zadá-
nı́m, instancı́) našeho problému
(Požadovaný) výstup: zde je popsáno, jaký výstup (výsledek) je očeká-
ván pro zadaný vstup (je přiřazen zadanému vstupu)

Pokud chceme napsat formálnı́ definici pojmu problém, mohla by vypadat takto:

Definice 24.0.1 Problém je určen trojicı́ (IN,OUT, p), kde IN je množina (přı́-
pustných) vstupů, OUT je množina výstupů a p je zobrazenı́ (tedy funkce)
p : IN → OUT .

Takto definovaný problém se někdy též nazývá ‘výpočetnı́ problém’ (computational
problem).

Jak jsme už řekli, aby mělo smysl hovořit o tom, že určitý RAM řešı́ daný problém,
musı́ být množiny IN i OUT jistými množinami posloupnostı́ celých čı́sel, tedy
IN,OUT ⊆ Z∗ (kde Z označuje množinu všech celých čı́sel):

Definice 24.0.2 RAM M řešı́ problém P = (IN,OUT, p), kde IN,OUT ⊆ Z ∗,
jestliže má tuto vlastnost:
začne-li výpočet v počátečnı́ konfiguraci se vstupem c1c2 . . . cn ∈ IN , pak svůj
výpočet (regulérně) skončı́, přičemž na výstupu je p(c1c2 . . . cn).
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Jak jsme již poznamenali, u námi zkoumaných problémů byly přı́pustné vstupy de
facto posloupnosti čı́sel. Ovšem např. v problému vyhledávánı́ vzorku v textu

Název: Vzorek v textu

Vstup: text t (‘dlouhá’ posloupnost symbolů), vzorek p (‘krátká’ posloup-
nost symbolů)
Výstup: mı́sto prvnı́ho výskytu p v t, či odpověd’ ‘nevyskytuje se’.

čı́sla přı́mo nevystupujı́. Stačı́ ale kódovat užité symboly čı́sly (vzpomeňte např. na
ASCII-kód) a máme vstupy a výstupy opět v žádaném tvaru.

Poznámka. Čı́sla zapisujeme většinou (v dekadické soustavě) jako řetězce symbolů
z určité konečné abecedy. Když se na chvı́li zamyslı́me, uvědomı́me si, že vlastně
lze rozumně předpokládat, že jakýkoli vstup jakéhokoli problému lze vždy (vı́ce či
méně elegantně) ztotožnit s řetězcem symbolů z pevně dané abecedy (např. ‘1-
bytové’ abecedy s 256 prvky).
Proto si lze pod množinou přı́pustných vstupů vždy představit množinu řetězců
ze Σ∗ (kde Σ je ona pevná abeceda), které splňujı́ nějakou algoritmicky snadno
verifikovatelnou podmı́nku (např. jsou dohodnutým zápisem řetězce matic apod.)
Podobně i množinu výstupů je možné ztotožnit s (pod)množinou (množiny) Σ∗.

Speciálnı́m přı́padem problémů jsou tzv.

rozhodovacı́ problémy, neboli ANO/NE problémy.

U takového problému je množina OUT dvouprvková; standardně pak předpoklá-
dáme, že OUT= {ANO,NE} (či OUT= {1, 0}).
Přı́kladem ANO/NE problému je výše uvedený problém prvočı́selnosti. Pozname-
nejme, že k některým (obecným) problémům (např. optimalizačnı́m) lze přirozeně
přiřadit tzv. rozhodovacı́ (ANO/NE) verzi problému: např. u problému minimálnı́
kostry se vstup rozšı́řı́ o čı́slo c a požadovaný výstup pak bude ANO, jestliže ex.
kostra s ohodnocenı́m nejvýše rovným c, a NE v opačném přı́padě. V této formě je
pak přirozenějšı́ zadat problém schématem

Název: Minimálnı́ kostra (ANO/NE verze)

Vstup: neorientovaný souvislý graf G = (VG, EG), ohodnocenı́ hran f :
E → N+, čı́slo c
Otázka: existuje graf H = (VH , EH), kde VH = VG a EH ⊆ EG, který je
souvislý a přitom

∑

e∈EH
f(e) ≤ c ?

Obecně běžné schéma pro zadávánı́ ANO/NE problémů je tedy

Název (označenı́ problému): XY

Vstup: zde je popsáno, co je přı́pustným vstupem (zadánı́m, instancı́)
našeho problému.
Otázka: zde je otázka týkajı́cı́ se (zadaného) vstupu, na niž je odpověd’
ANO nebo NE.

U problému prvočı́selnosti by otázka samozřejmě zněla: ‘je k prvočı́slo ?’.

Uved’me si ještě jeden ANO/NE problém, který bude hrát důležitou roli v dalšı́m.

Název: SAT (problém splnitelnosti booleovských formulı́)

Vstup: booleovská formule v konjunktivnı́ normálnı́ formě
Otázka: je daná formule splnitelná (tj. existuje pravdivostnı́ ohodnocenı́
proměnných, při kterém je formule pravdivá) ?
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Složitost problémů

Intuitivně cı́tı́me, že různé problémy mohou být různě ‘složité’; co to ale je ona
složitost problémů ? Zatı́m jsme hovořili jen o složitosti algoritmů, přesněji řečeno
RAMů. Vı́me-li např. o algoritmu (RAMu), který daný problém řešı́ a má složitost
Θ(n3), je totoΘ(n3) jen určitým hornı́m odhadem ‘skutečné’ složitosti problému (mů-
žeme řı́ci ‘složitost problému je nejvýše kubická’). Je např. možné, že nalezneme
jiný algoritmus, který řešı́ náš problém a který má složitost O(n2); tı́m jsme náš do-
sud známý odhad zlepšili (vı́me už, že ‘složitost problému je nejvýše kvadratická’).
Tyto úvahy nás přivedou k závěru, že složitost problému lze ztotožnit se složitostı́
‘optimálnı́ho’ algoritmu, který daný problém řešı́. Při exaktnı́ definici onoho pojmu
‘optimálnı́’ ovšem vzniknou jisté komplikace. Ty obejdeme použitı́m následujı́cı́ho
přı́stupu:

Definice 24.0.3 Pro funkci f : N −→ N rozumı́me třı́dou časové složitosti T (f),
též značenou T (f(n)), množinu těch problémů, které jsou řešeny RAMy s čas.
složitostı́ v O(f).
Třı́dou prostorové složitosti S(f), též S(f(n)), rozumı́me třı́du těch problémů, které
jsou řešeny RAMy s prostorovou složitostı́ v O(f).

Důležitá úmluva. V předchozı́ definici a všude, kde hovořı́me o třı́dách složitosti
vztahujı́cı́ch se k RAMu jako k referenčnı́mu modelu, máme vždy na mysli logarit-
mickou mı́ru při odkazu na složitost RAMu. Jde o to, aby takto definované třı́dy
složitosti rozumně odpovı́daly realitě.

Řekneme-li tedy např., že problém P patřı́ do T (n2) (taky se v této souvislosti řı́ká
‘časová složitost P je v O(n2)’ či ještě stručněji ‘P je v O(n2)’), řı́káme tı́m, že existuje
algoritmus s nejvýš kvadratickou časovou složitostı́, který řešı́ problém P (přesněji
řečeno: existuje RAM s nejvýš kvadratickou časovou složitostı́ v logaritmické mı́ře,
který řešı́ problém P ).

Poznámka. Připomeňme, že pro přı́slušnost problému k dané třı́dě složitosti je
důležitý i způsob kódovánı́ vstupu (a ten je tedy nutno chápat jako součást definice
problému).

Všimněme si, že platı́

(P ∈ T (f)) ∧ (f ∈ O(g))) =⇒ (P ∈ T (g)).
Takže např.

T (n) ⊆ T (n · log n) ⊆ T (n2) ⊆ T (n3) ⊆ T (2n)
Jak jsme již řekli, algoritmy řešı́cı́ daný problém poskytujı́ hornı́ odhady složitosti
problému. Horšı́ je to s dolnı́mi odhady. Chceme-li např. ukázat, že daný problém
je v T (n2), stačı́ ukázat algoritmus se složitostı́ O(n2), který jej řešı́. Chceme-li ale
ukázat, že problém nenı́ v T (n2), musı́me ukázat, že žádný algoritmus (RAM), který
jej řešı́, nemá složitost v O(n2). Zı́skat takový dolnı́ odhad je obvykle velmi těžké.

Na cvičenı́ si ukážeme, že každý algoritmus řešı́cı́ problém třı́děnı́ (a založený na
porovnávánı́ dvojic) má nutně složitost Ω(n log n). Složitost problému třı́děnı́ je takto
určena přesně (samozřejmě až na zanedbávané konstantnı́ faktory) – hornı́ odhad
se rovná dolnı́mu.

Poznamenejme, že u mnohých problémů, se kterými jsme se setkali a setkáme,
je velká ‘propast’ mezi (dosud známými) hornı́mi a dolnı́mi odhady. Např. pro výše
uvedený problém SAT je známý hornı́ odhad exponenciálnı́, ovšem známý dolnı́
odhad je pouze lineárnı́ (tj. Ω(n)) ! (S dalšı́mi problémy tohoto typu se setkáme v
části o NP-úplných problémech).
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Předcházejı́cı́
Problémy, třı́dy složitosti
problémů, hornı́ a dolnı́ odhady

Obsah Dalãı́
Třı́da NPTIME. Polynomiálnı́

převeditelnost. NP-úplné
problémy.

Kapitola 25

Třı́da PTIME a jejı́ robustnost.
Turingovy stroje.

Stručný obsah: P (=PTIME) jako aproximace třı́dy prakticky zvládnutelných pro-
blémů. Vysvětlenı́ Jejı́ robustnosti vůči (rozumným) výpočetnı́m modelům. Turin-
govy stroje; vzájemná ‘polynomiálnı́’ simulace s RAMy. Zmı́nka o dalšı́ch výpočet-
nı́ch modelech a jejich vzájemné polynomiálnı́ simulaci.

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit význam a robustnost třı́dy PTIME. Umět de-
finovat a ilustrovat Turingovy stroje, vysvětlit ideje polynomi-
álnı́ simulace s RAMy.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit význam a robustnost třı́dy PTIME. Umět definovat a
ilustrovat Turingovy stroje, vysvětlit ideje polynomiálnı́ simulace s RAMy.

Část teorie, která se někdy nazývá konkrétnı́ složitost, studuje složitost konkrétnı́ch
problémů (a algoritmů), resp. přı́slušné hornı́ a dolnı́ odhady. Tzv. strukturálnı́ složi-
tost má za úkol zkoumat strukturu třı́d složitosti problémů. Podotkněme ovšem, že
obě zmı́něné partie se samozřejmě prolı́najı́ a ovlivňujı́. Jednı́m z nejdůležitějšı́ch
cı́lů teorie (strukturálnı́) složitosti je co možná nejlépe charakterizovat třı́du zvlád-
nutelných problémů (tj. třı́du problémů, pro které existujı́ ‘dostatečně rychlé’, tj. v
praxi použitelné, algoritmy).

Třı́da P (neboli PTIME)

Jako nejrozumnějšı́ (hornı́) aproximace třı́dy zvládnutelných problémů se (zatı́m)
ukázala třı́da označovaná PTIME, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’), definovaná

PTIME =
∞
⋃

k=0

T (nk)
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To znamená, že pojem ‘rychlý algoritmus’ je ztotožňován s pojmem ‘polynomiálnı́
algoritmus’ (tj. algoritmus s polynomiálnı́ časovou složitostı́). To nenı́ samozřejmě
ideálnı́ (např. algoritmus s časovou složitostı́ zhruba n1000000 těžko lze považovat
za rychlý), zatı́m však nebyla nalezena lepšı́ charakterizace. V praxi se ukazuje,
že když je pro nějaký problém nalezen polynomiálnı́ algoritmus, obvykle se podařı́
nalézt i algoritmus s nı́zkým stupněm polynomu (řekněme menšı́m než 6).

Poznámka. Brzy se dostaneme k problémům, pro něž polynomiálnı́ algoritmy ne-
existujı́ či nejsou známy. Klademe-li si (jen) otázku, zda daný problém patřı́ do
PTIME, pohybujeme se na na úrovni (podstatně) ‘hrubšı́’ analýzy než při pouhém
zanedbávánı́ konstant u značenı́ O,Θ apod. Takto např. i metoda bubblesort proka-
zuje, že pro problém třı́děnı́ existuje rychlý (rozuměj polynomiálnı́) algoritmus (byt’
v detailnějšı́m pohledu, tj. na jemnějšı́ úrovni analýzy, vnı́máme bubblesort jako
‘pomalý’).

Uvědomme si, že třı́dy složitosti problémů, jak jsme je definovali v definici 24.0.3,
i právě definovaná třı́da PTIME jsou závislé na našem zvoleném referenčnı́m mo-
delu – vztahujı́ se tedy k RAMu (s logaritmickou mı́rou). Navrhneme-li jiný výpočetnı́
model (do nějž budeme ‘překládat’ naše algoritmy), můžeme dostat jiné třı́dy složi-
tosti !

Ovšem třı́da PTIME je (dı́ky své ‘hrubosti’) robustnı́ : PTIME je nezávislá na tom,
zda zvolı́me jako referenčnı́ model RAM nebo jiný ‘rozumný’ výpočetnı́ model.
Ukázalo se totiž, že všechny navržené rozumné modely počı́tače jsou ‘polynomiálně
ekvivalentnı́’, tj. jsou schopny se vzájemně simulovat s ‘pouze’ polynomiálnı́ ztrátou;
to znamená, že pro každé dva takové modely M1, M2 existuje konstanta c tak,
že když problém P patřı́ do T (f1) pro referenčnı́ modelM1, tak P patřı́ do T (f2),
kde f2(n) = (f1(n))

c, pro referenčnı́ modelM2. Všechny zmı́něné rozumné modely
tedy definujı́ jednu a tutéž třı́du PTIME.

Samozřejmě se naskýtá otázka, co to jsou rozumné výpočetnı́ modely. Obecně
řečeno se tı́m myslı́ ty, u nichž analýza algoritmů (v nich ‘naprogramovaných’)
dává realistické výsledky pro praxi (alespoň na úrovni oné ‘hrubé’ analýzy diskuto-
vané výše). Technicky lze definovat jako rozumné ty modely, jež jsou polynomiálně
ekvivalentnı́ modelu RAM (myslı́ se samozřejmě s logaritmickou mı́rou, jak bylo
dohodnuto v úmluvě za definicı́ 24.0.3). V literatuře se ovšem často v uvedené defi-
nici ‘rozumnosti’ odkazuje k historicky prvnı́mu modelu počı́tače (resp. ‘výpočtáře’),
jenž známe pod názvem Turingův stroj a jenž si připomeneme nı́že.

Poznamenejme ještě, že uvažujeme sekvenčnı́ modely, k otázce paralelnı́ch mo-
delů se letmo dostaneme později.

Turingovy stroje

Předpokládaným vstupem pro Turingův stroj je řetězec (vstupnı́ch) symbolů. Ten je
rovnou uložen na (pracovnı́) pásce stroje (tj. oboustranně potenciálně nekonečné
lineárnı́ pásce, rozdělené na buňky; každá buňka může obsahovat jeden symbol).
Tı́mto vstupem je určena počátečnı́ konfigurace stroje; tato konfigurace se měnı́
krok za krokem podle předepsaných pravidel (daných přechodovou funkcı́). Stroj
má (na rozdı́l od RAMu) sekvenčnı́ přı́stup k ‘paměti’ (v jednotlivém kroku má přı́stup
jen k jedné buňce, ‘posunout’ se v jednom kroku může vždy jen na buňku sousednı́).
Řetězec (neprázdných) symbolů na pásce po ukončenı́ výpočtu (dosaženı́ koncové
konfigurace) je považován za výstup (přı́slušný původnı́mu vstupu).

122



Definice 25.0.4 Turingův stroj M je určen následujı́cı́mi parametry (formálně ře-
čeno, je to uspořádaná šestice): M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ), kde Q je konečná neprázdná
množina stavů, Γ je konečná neprázdná množina (páskových) symbolů, Σ ⊆ Γ,
Σ 6= ∅ je množina vstupnı́ch symbolů, q0 ∈ Q je počátečnı́ stav, F ⊆ Q je množina
koncových stavů, δ : (Q − F ) × Γ → Q × Γ × {−1, 0,+1} je přechodová funkce.
Předpokládáme, že v Γ− Σ je vždy obsažen speciálnı́ prvek � označujı́cı́ prázdný
znak.

Konfiguracı́ Turingova stroje M rozumı́me libovolné slovo tvaru uqv, kde u, v ∈ Γ∗
a q ∈ Q. Konfigurace uqv je počátečnı́, jestliže u je prázdné slovo, q = q0 a v ∈ Σ∗ ;
uqv je koncová konfigurace, jestliže q ∈ F .

Konfiguraci qv ztotožňujeme s konfiguracı́ �qv, podobně uq s uq�. (Obecně přidánı́
lib. řetězce z {�}∗ vlevo či vpravo nehraje roli – vede k ekvivalentnı́ konfiguraci.)

Konfigurace K = uaqbv, kde u, v ∈ Γ∗, a, b ∈ Γ vede v jednom kroku ke konfiguraci
K ′, přı́slušnou relaci označujeme `M nebo jen ` (pı́šeme tedy K ` K ′) právě když
platı́ jedna z těchto možnostı́:

• δ(q, b) = (q′, b′, 0) a K ′ = uaq′b′v,

• δ(q, b) = (q′, b′,+1) a K ′ = uab′q′v,

• δ(q, b) = (q′, b′,−1) a K ′ = uq′ab′v.

Výpočet Turingova stroje nad zadaným vstupem se tedy zastavı́ v momentě do-
saženı́ koncového stavu (dojde-li k tomu vůbec). Výstupem (výpočtu) pak obvykle
rozumı́me řetězec z (Γ−{�})∗ zapsaný na pásce v přı́slušné koncové konfiguraci.

Turingovy stroje představujı́ výpočetnı́ model, který je možné brát jako určitou al-
ternativu k strojům RAM. Již jsme se zmı́nili o tom, že ačkoliv RAM pracuje s čı́sly
a Turingův stroj se znaky (symboly abecedy), jedná se v zásadě o totéž, jelikož
čı́sla běžně zapisujeme řetězcem symbolů a naopak symboly abecedy jsou běžně
kódovány čı́sly.

Poznámka. Alan Turing navrhl ‘svůj’ model již v třicátých letech 20. stoletı́, dřı́ve
než byly vyvinuty samočinné počı́tače. RAM byl navržen o několik desetiletı́ později
jako realističtějšı́ model počı́tače.

Časovou a prostorovou složitost konkrétnı́ho Turingova stroje definujeme samo-
zřejmě obdobně jako u RAMu:

Definice 25.0.5 Velikostı́ vstupu Turingova stroje M rozumı́me počet buněk pásky,
které daný vstup zabı́rá (tedy délku vstupnı́ho řetězce).
Délka výpočtu Turingova stroje M pro konkrétnı́ vstup se definuje jako počet pro-
vedenı́ (elementárnı́ch) kroků, které M pro daný vstup vykoná, než se zastavı́.
Časovou složitostı́ Turingova stroje M rozumı́me funkci TM : N −→ N , kde TM(n)
znamená délku výpočtu M nad vstupem velikosti n v nejhoršı́m přı́padě; tedy
TM(n) = max { k | k je délka výpočtu M nad (nějakým) vstupem velikosti n }.

Definice 25.0.6 Velikostı́ paměti Turingova stroje M (potřebné při výpočtu) pro
konkrétnı́ vstup rozumı́me počet buněk pásky, které jsou během výpočtu nad da-
ným vstupem navštı́veny.
Pamět’ovou složitostı́ (nebo též prostorovou složitostı́) Turingova stroje M rozu-
mı́me funkci SM : N −→ N , kde SM(n) znamená velikost potřebné paměti při
výpočtu M nad vstupem velikosti n v nejhoršı́m přı́padě; tedy SM(n) = max { k | k
je velikost paměti potřebné při výpočtu M nad (nějakým) vstupem velikosti n }.
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Připomeňme, že definice dřı́ve zavedených třı́d složitosti T (f), S(f) závisı́ na zvole-
ném referenčnı́m modelu, kterým jsou v našem přı́padě stroje RAM. Vzali-li bychom
jako referenčnı́ model Turingovy stroje, dostaneme jiné třı́dy !

Poznámka. Intuitivně snadno vidı́me, že Turingův stroj je ‘pomalejšı́’ než RAM už
z důvodů jeho sekvenčnı́ho přı́stupu k jednotlivým buňkám pásky (na rozdı́l od
‘libovolného’, tj. přı́mého přı́stupu v přı́padě RAMu). Existujı́ tedy např. problémy,
které lze řešit RAMem s čas. složitostı́ O(n) (a které tedy patřı́ do T (n) definované
vzhledem k RAMu), ale nelze je řešit Turingovým strojem s čas. složitostı́ O(n) (a
nepatřily by tedy do T (n), vzali-li bychom Turingovy stroje jako referenčnı́ model).

Cı́lem následujı́cı́ch úvah bude ovšem ilustrace faktu, že

Turingovy stroje a RAMy jsou polynomiálně ekvivalentnı́.

Rozumı́me tı́m, že

Ke každému RAMu M existuje (dá se zkonstruovat) Turingův stroj
M ′, který realizuje tutéž vstupně-výstupnı́ funkci jako M (tj. řešı́ ten-
týž problém) a navı́c pro přı́slušné časové a prostorové složitosti platı́
TM ′(n) ≤ (TM(n))

c1, SM ′(n) ≤ (SM(n))
c2 pro nějaké (malé) konstanty

c1, c2.
Totéž přitom platı́ i v opačném směru: ke každému Turingovu stroji M
existuje RAM M ′ s přı́slušnými vlastnostmi.

Abychom to nahlédli, stačı́ si promyslet, že ke každému RAMu je možné (algorit-
micky) zkonstruovat Turingův stroj, který jej simuluje; přitom docházı́ jen k ‘malé
ztrátě’ z hlediska složitosti (odpovı́dajı́cı́ polynomu malého stupně) – zde znovu
připomı́náme úmluvu o uvažovánı́ logaritmické mı́ry u RAMů. Naopak ke každému
Turingovu stroji je možné (algoritmicky) zkonstruovat RAM, který jej simuluje s
malou ztrátou z hlediska složitosti.

Uvedeným tvrzenı́m ještě věnujeme několik odstavců; nicméně nepůjdeme do de-
tailů – o nich předpokládáme, že by si je čtenář při svých programátorských zkuše-
nostech snadno doplnil.

Předevšı́m se zastavme u pojmu ‘simulace’. Ten je jistě čtenáři intuitivně zřejmý.
Podrobněji vysvětlit by se dal např. následovně.

Předpokládáme, že výpočet stroje nad zadaným vstupem lze chápat jako posloup-
nost konfiguracı́, kterými stroj (krok po kroku) procházı́; začı́ná v počátečnı́ konfi-
guraci určené zadaným vstupem a eventuálně skončı́ v jisté koncové konfiguraci s
určitým výstupem – pokud jeho výpočet nenı́ nekonečný. Con(M) necht’ označuje
množinu všech konfiguracı́ stroje M .

Nynı́ lze vyjádřenı́ ‘stroj M1 je simulován strojem M2’ vysvětlit takto:

Existuje prostá funkce cod : Con(M1)→ Con(M2) taková, že cod i cod−1

jsou (jednoduše) algoritmicky vyčı́slitelné. Přitom pro libovolný výpočet
K0, K1, . . . , Km stroje M1 procházı́ výpočet stroje M2 začı́najı́cı́ v cod(K0)
postupně konfiguracemi cod(K0), cod(K1), . . . , cod(Km) – s přı́padnými
‘mezikonfiguracemi’.

Např. lze snadno ukázat, jak lze (standardnı́) Turingův stroj simulovat Turingo-
vým strojem s jen jednostranně nekonečnou páskou, jak lze vı́cepáskový Turingův
stroj simulovat standardnı́m Turingovým strojem, jak se lze omezit na přı́pad, kde
páskové symboly jsou pouze 0, 1,� apod.
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Vzájemnou (polynomiálnı́) simulacı́ RAMů a Turingových strojů se budeme podrob-
něji věnovat na cvičenı́.

Jen stručně zmı́nı́me ještě jeden použı́vaný výpočetnı́ model – stroje s čı́tači (‘coun-
ter machines’; podobné jsou ‘register machines’).

Stroj s čı́tači C má fixnı́ počet (celočı́selných nezáporných) čı́tačů c1, c2, . . . , cm a
jeho ‘program’ je posloupnost přı́kazů

1 : COMM1; 2 : COMM2; ...... ; n : COMMn

kde COMMn je instrukce HALT a COMMi (i = 1, 2, ..., n − 1) jsou přı́kazy násle-
dujı́cı́ch dvou typů (předp. 1 ≤ k, k1, k2 ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)

1/ cj := cj + 1; goto k,

2/ if cj = 0 then goto k1 else (cj := cj − 1; goto k2).

Lze si představit, že jeden čı́tač je vyčleněn jako vstupnı́ (vstupem je tedy jedno celé
nezáporné čı́slo) a jeden je vyčleněn jako výstupnı́. Vı́c asi nenı́ k popisu modelu
třeba dodávat.

Takto definovaný model nenı́ polynomiálně ekvivalentnı́ Turingovým strojům; pro-
blém je v tom, že aritmetické operace s čı́sly (obsahy čı́tačů), jsou úměrné velikosti
těchto čı́sel, nikoli velikosti jejich zápisu (což je, jak vı́me, ‘exponenciálnı́ rozdı́l’).
Stačı́ ovšem přidat např. instrukce typu cj := cj div 10 a cj := cj ∗ 10; tyto modifiko-
vané stroje s čı́tači pak už jsou polynomiálně ekvivalentnı́ Turingovým strojům.
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Předcházejı́cı́
Třı́da PTIME a jejı́ robustnost.
Turingovy stroje.

Obsah Dalãı́
Dalšı́ třı́dy časové i prostorové

složitosti

Kapitola 26

Třı́da NPTIME. Polynomiálnı́
převeditelnost. NP-úplné problémy.

Stručný obsah: Přı́klady (běžných praktických) problémů, pro které jsou známy
pouze exponenciálnı́ algoritmy. Nedeterministické Turingovy stroje. Třı́da NP (=NP-
TIME); jejı́ robustnost vůči výpočetnı́m modelům. Polynomiálnı́ převeditelnost pro-
blémů. NP-úplnost. NP-úplné problémy. Otevřená otázka, zda P=NP.

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit pojem NP-úplného problému a souvisejı́cı́ po-
jmy (např. nedeterm. Turingův stroj) a dokazovat přı́slušnost
k NP a NP-obtı́žnost u konkrétnı́ch problémů.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit pojem NP-úplného problému a souvisejı́cı́ pojmy (např.
nedeterm. Turingův stroj) a dokazovat přı́slušnost k NP a NP-obtı́žnost u konkrét-
nı́ch problémů.

Čtenář jistě zná spoustu algoritmů (některé jsme uvedli i v rámci tohoto kursu), které
patřı́ do třı́dy PTIME. Připomeňme, že tato je chápána jako (hornı́) aproximace třı́dy
prakticky zvládnutelných problémů.

Nynı́ uvedeme přı́klady několika problémů, pro které jsou známy exponenciálnı́
algoritmy, ale nenı́ známo, zda patřı́ či nepatřı́ do PTIME, neboli zda pro ně existujı́
či neexistujı́ polynomiálnı́ algoritmy.

Mezi takové problémy dlouho patřil dřı́ve uvedený problém prvočı́selnosti (v létě
2002 byl zveřejněn důkaz přı́slušnosti k PTIME), nadále tam ovšem patřı́ problém
SAT (splnitelnost booleovských formulı́) a následujı́cı́ problémy:

Název: TSP (problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho) (ANO/NE verze)

Vstup: množina ‘měst’ {1, 2, . . . , n}, přir. čı́sla (‘vzdálenosti’) dij (i =
1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n); dále čı́slo ` (‘limit’).
Otázka: existuje ‘okružnı́ jı́zda’ dlouhá nejvýše `, tj. existuje permutace
{i1, i2, . . . , in}množiny {1, 2, . . . , n} tž. d(i1, i2)+d(i2, i3)+. . .+d(in−1, in)+
d(in, i1) ≤ ` ?
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Název: HC (problém hamiltonovského cyklu)

Vstup: orientovaný graf G.
Otázka: existuje v G hamiltonovský cyklus (tj. uzavřená orientovaná
cesta, procházejı́cı́ každým vrcholem právě jednou) ?

Název: HK (problém hamiltonovské kružnice)

Vstup: neorientovaný graf G.
Otázka: existuje v G hamiltonovská kružnice (tj. uzavřená cesta, pro-
cházejı́cı́ každým vrcholem právě jednou) ?

Název: IS (problém nezávislé množiny)

Vstup: neorientovaný graf G (o n vrcholech); čı́slo k (k ≤ n).
Otázka: existuje v G nezávislá množina velikosti k (tj. množina k vrcholů,
z nichž žádné dva nejsou spojeny hranou) ?

Uvedené problémy jsou speciálnı́ho charakteru: jsou rozhodnutelné v polynomiál-
nı́m čase nedeterministickými Turingovými stroji. (Jen stručně připomeňme, že u
nedeterministického Turingova stroje může být v dané konfiguraci obecně možné
provést několik vzájemně různých kroků – bezprostředně následujı́cı́ konfigurace
tak nenı́ určena jednoznačně.)

Definice 26.0.7 Daný problém P (typu ANO/NE) je rozhodován nedeterministic-
kým Turingovým strojem M , jestliže všechny výpočty M jsou konečné a vydávajı́
ANO nebo NE, a navı́c platı́:

• jestliže odpověd’ na otázku problému P pro vstup w je ANO, pak existuje
(alespoň jeden) výpočet M nad w vydávajı́cı́ ANO,

• jestliže odpověd’ pro w je NE, pak všechny výpočty M nad w vydávajı́ NE.

Složitost nedeterministického Turingova stroje a přı́slušné třı́dy složitosti lze defi-
novat takto:

Definice 26.0.8 Časová složitost nedeterministického Turingova stroje M je zobra-
zenı́ TM : N → N , kde TM(n) znamená maximálnı́ délku výpočtu pro vstup velikosti
n.
Třı́dou časové složitosti NT (f) pro funkci f : N −→ N rozumı́me třı́du těch pro-
blémů, které jsou řešeny nedeterministickými Turingovými stroji s čas. složitostı́ v
O(f).

Čtenář si jistě snadno doplnı́ definice pro prostorovou složitost.

Konzistentnějšı́ s předchozı́m textem by bylo, kdybychom při definovánı́ třı́d
NT (f(n)) použili jako referenčnı́ model nedeterministické RAMy. Nám ovšem půjde
předevšı́m o třı́du

NPTIME =
∞
⋃

k=0

NT (nk)

tzv. problémů řešitelných v nedeterministickém polynomiálnı́m čase. Jejı́ definice je
podobně jako pro PTIME robustnı́ (nezávislá na zvoleném ‘rozumném’ referenčnı́m
modelu).
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Takto jsme se dostali k velmi známé dosud otevřené otázce, zda PTIME=NPTIME
(dané otázce se často řı́ká P-NP problém); přitom je ovšem zřejmé, že
PTIME⊆NPTIME.

Uvedeme ted’ definici charakterizujı́cı́ ‘nejtěžšı́’ problémy v NPTIME. Pro tyto účely
využijeme následujı́cı́ relaci / mezi problémy (v našem kontextu lze P1 / P2 čı́st
‘P1 je nejvýš tak těžký jako P2’):

Definice 26.0.9 Problém P1 je polynomiálně převeditelný na problém P2, označme
P1 / P2, jestliže existuje Tur. stroj M s polynomiálnı́ časovou složitostı́, který pro
libovolný vstup w problému P1 sestrojı́ vstup w′ problému P2, přičemž platı́, že
odpověd’ na otázku problému P1 pro vstup w je stejná jako odpověd’ na otázku
problému P2 pro vstup w′.

Všimněme si následujı́cı́ch jednoduchých faktů:

• ((P1 / P2) ∧ (P2 / P3)) =⇒ (P1 / P3)

• ((P1 / P2) ∧ (P2 ∈ PTIME)) =⇒ (P1 ∈ PTIME)

• ((P1 / P2) ∧ (P2 ∈ NPTIME)) =⇒ (P1 ∈ NPTIME)

Definice 26.0.10 O problému P řekneme, že je NP-těžký, jestliže pro každý pro-
blém P ′ ∈ NPTIME platı́ P ′ /P . Je-li navı́c P ∈ NPTIME, řı́káme, že P je NP-úplný.

Definovali jsme pojem NP-úplných problémů (tj. ‘nejtěžšı́ch’ problémů v NPTIME),
ale dosud jsme neukázali, že aspoň jeden takový problém vůbec existuje. Tuto
existenci ukazuje následujı́cı́ věta.

Věta 26.0.11 (Cook, 1971) Problém SAT je NP-úplný.

Důkaz: Problém přı́slušnosti SAT k NPTIME je zřejmý (přı́slušný nedeterministický
Turingův stroj prostě ‘zvolı́’ nějaké pravdivostnı́ ohodnocenı́ proměnných v zadané
formuli a ověřı́, zda při tomto ohodnocenı́ je formule pravdivá; ke kladnému závěru
má možnost dospět právě tehdy, když takové ohodnocenı́ existuje).

Stačı́ tedy ukázat, že pro každý P ∈ NPTIME platı́ P / SAT (připomeňme, že se
omezujeme na ANO/NE problémy).

Uvažujme tedy libovolný, ale dále pevný, problém P ∈ NPTIME. Ten je nutně rozho-
dován nedeterministickým Turingovým strojem M s časovou složitostı́ TM(n) ≤ p(n)
pro určitý polynom p. Je potřeba ukázat, že existuje polynomiálnı́ algoritmus (přes-
něji řečeno Turingův stroj s časovou složitostı́ omezenou polynomiálnı́ funkcı́), který
k libovolnému vstupu w problému P zkonstruuje booleovskou formuli Fw (v kon-
junktivnı́ normálnı́ formě), která je splnitelná právě tehdy, když odpověd’ na otázku
P pro w je ANO.

Máme-li ovšem dán vstup w velikosti n, pak k rozhodnutı́ o odpovědi na otázku P
pro w stačı́ zjistit, zda existuje posloupnost konfiguracı́ C0, C1, C2, . . . , Cp(n), která
představuje možný přijı́majı́cı́ (tj. končı́cı́ odpovědı́ ANO) výpočet stroje M na vstupu
w; všimněme si, že velikost konfiguracı́ je rovněž nutně omezena hodnotou p(n).

Nenı́ těžké (i když je to technicky pracné) zkonstruovat formuli zachycujı́cı́ schéma
takového výpočtu, která je splnitelná právě tehdy, když přı́slušná posloupnost kon-
figuracı́ existuje. (Podrobněji bude konstrukce probrána na cvičenı́.)

�
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Máme-li dokázánu NP-úplnost jednoho problému, je možné ji využı́t k důkazu NP-
úplnosti (či NP-obtı́žnosti) problémů dalšı́ch:

Tvrzenı́ 26.0.12 Jestliže P1 /P2 a P1 je NP -těžký, pak P2 je rovněž NP -těžký; když
je navı́c P2 v NPTIME, je NP -úplný.

Důkaz: Tvrzenı́ plyne snadno z faktu, že složenı́ dvou polynomiálnı́ch funkcı́ je opět
polynomiálnı́ funkce—byt’ vyššı́ho stupně; jinými slovy: relace / je tranzitivnı́.

�

Demonstrovánı́m přı́slušných převeditelnostı́ ukážeme na přednášce NP-úplnost
několika již uvedených a dalšı́ch problémů. Např. ukážeme:

• SAT / IS

• IS / HC (referováno na cvičenı́)

• HC / HK

• HK / TSP

• SAT / 3-SAT

• 3-SAT / 3-CG

kde dosud nezmı́něné problémy jsou definovány takto:

Název: 3-SAT (problém SAT s omezenı́m na 3 literály)

Vstup: booleovská formule v konjunktivnı́ normálnı́ formě, kde v každé
klauzuli (tj. v každém konjunktu) jsou právě 3 literály (literál je bud’ pro-
měnná nebo jejı́ negace).
Otázka: je daná formule splnitelná (tj. existuje pravdivostnı́ ohodnocenı́
proměnných, při kterém je formule pravdivá) ?

Název: 3-CG (problém barvenı́ grafu třemi barvami)

Vstup: neorientovaný graf G = (V,E).
Otázka: lze G obarvit třemi barvami, tzn. existuje zobrazenı́ c : V →
{col1, col2, col3} takové, že ∀{v1, v2} ∈ E : c(v1) 6= c(v2) ?

Uvažujme ještě problém

Název: ILP (problém celočı́selného lineárnı́ho programovánı́)

Vstup: matice A typu m×n a sloupcový vektor b velikosti m, jejichž prvky
jsou celá čı́sla.
Otázka: existuje celočı́selný sloupcový vektor x (velikosti n) tž. Ax ≥ b ?

Jedná se rovněž o NP-úplný problém. Snadno se ukáže, že je NP-těžký (např.
převodem 3-SAT / ILP), ale na rozdı́l od dřı́ve uvedených problémů je obtı́žnějšı́
prokázat, že ILP ∈ NPTIME. Zhruba řečeno, dá se ukázat, že pokud řešenı́ nerov-
nosti Ax ≥ b existuje, existuje i řešenı́ ‘dostatečně malé’—jeho zápis je polynomiálnı́
vzhledem k zápisu A a b ; řešenı́ se tedy dá v polynomiálnı́m čase ‘uhodnout’ a
ověřit.
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Otázka P ?=NP

Když se hovořı́ o tzv. P-NP problému (slovo ‘problém’ zde nenı́ použito v našem
technickém smyslu !), rozumı́ se tı́m otevřená otázka, zda PTIME je vlastnı́ podtřı́-
dou NPTIME či zda jsou si tyto třı́dy rovny.

Obecně se má zato, že pro NP-úplné problémy neexistujı́ polynomiálnı́ algoritmy;
ovšem nikdo to zatı́m nedokázal. Všimněme si, že kdyby někdo objevil polynomiálnı́
algoritmus pro jeden NP-úplný problém, existovaly by polynomiálnı́ algoritmy pro
všechny tyto problémy. Naopak když by někdo prokázal, že pro jeden konkrétnı́ NP-
úplný problém neexistuje polynomiálnı́ algoritmus, neexistoval by takový algoritmus
pro žádný z NP-úplných problémů.

V praxi se tedy bere prokázánı́ NP-úplnosti (či vlastně NP-obtı́žnosti) jako důkaz ne-
zvládnutelnosti problému—trváme-li na zaručeném nalezenı́ (nejlepšı́ho možného)
řešenı́. V úvahu pak přicházejı́ např. aproximačnı́ algoritmy (u optimalizačnı́ úlohy
se např. může podařit sestavit rychlý algoritmus, který zaručeně nalezne řešenı́, jež
je nejvýše dvakrát horšı́ než optimálnı́) či pravděpodobnostnı́ algoritmy (využı́vajı́
‘házenı́ kostkou’ a dávajı́ rychle odpovědi, které však mohou být s určitou prav-
děpodobnostı́ nesprávné; jejich vı́cenásobným opakovánı́m se ale dá docı́lit, že
pravděpodobnost nesprávného výsledku je mizivá) – přı́klady takových algoritmů
uvedeme v závěru kursu.
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Předcházejı́cı́
Třı́da NPTIME. Polynomiálnı́
převeditelnost. NP-úplné
problémy.

Obsah Dalãı́
Rozhodnutelnost a

nerozhodnutelnost problémů

Kapitola 27

Dalšı́ třı́dy časové i prostorové
složitosti

Stručný obsah: Třı́dy PSPACE, EXPTIME, EXPSPACE. Idea rovnosti
PSPACE=NPSPACE (Savitchova věta). Přı́klady PSPACE-úplných problémů. Do-
kazatelně nezvládnutelné problémy – přı́klady problémů s exponenciálnı́ či vyššı́
složitostı́.

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit probrané třı́dy složitosti, ilustrovat je přı́klady,
vysvětlit pojem dokazatelně nezvládnutelných problémů.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit probrané třı́dy složitosti, ilustrovat je přı́klady, vysvětlit
pojem dokazatelně nezvládnutelných problémů.

Třı́da PSPACE

Předmětem našeho prvořadého zájmu je časová složitost algoritmů a problémů. Už
v přı́padě konkrétnı́ch algoritmů a problémů ovšem může mı́t dobrý smysl zkoumat
také prostorovou (tj. pamět’ovou) složitost a speciálně vztah časové a prostorové
složitosti (daný algoritmus může jı́t např. zrychlit jen za cenu zvýšenı́ pamět’ové
náročnosti a naopak).

Strukturálnı́ složitost samozřejmě zkoumá i třı́dy problémů vymezené prostorovou
složitostı́. Čtenář si jistě snadno doplnı́ definice třı́d PSPACE a NPSPACE a všimne
si zřejmé inkluze PSPACE ⊆ NPSPACE. Pro tyto třı́dy se ovšem vı́, že platı́ i inkluze
obrácená (a je tedy PSPACE = NPSPACE); to ihned plyne z následujı́cı́ věty (jen
poznamenejme, že věta platı́ obecněji—pro naše účely však postačuje uvedené
zněnı́):

Věta 27.0.13 (Savitch, 1970) Je-li problém P rozhodován nedeterministickým Tu-
ringovým strojem s prostorovou složitostı́ O(nk), pak je také rozhodován determi-
nistickým Turingovým strojem s prostorovou složitostı́ O(n2k).
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Důkaz: Necht’ problém P je rozhodován nedeterministickým Turingovým strojem
M1 s prostorovou složitostı́ nejvýše c1n

k (pro nějaké konstanty c1, k). Všimněme si,
že pro vstup w velikosti n může stroj M1 vydat odpověd’ANO právě tehdy, když exis-
tuje posloupnost konfiguracı́ C0, C1, C2, . . . , Cm popisujı́cı́ přı́slušný výpočet; velikost
každé konfigurace je nejvýše rovna c1n

k. Takových konfiguracı́ je ovšem nejvýše
cc1n

k

pro vhodně zvolené c (jako c lze zvolit součet počtu symbolů abecedy a počtu
stavů stroje M1). Jelikož je zbytečné, aby se v uvedené posloupnosti konfiguracı́
nějaká konfigurace opakovala, stačı́ uvažovat jen m ≤ cc1n

k

.

Mělo by ted’být jasné, jak lze M1 simulovat deterministickým Turingovým strojem M2

s prostorem c1n
k ·cc1n

k

(ten prostě zkoušı́ systematicky všechny možnosti a pro kaž-
dou z nich zjišt’uje, zda se jedná o zápis hledané posloupnosti C0, C1, C2, . . . , Cm).

Toto ovšem nestačı́, nebot’ prostor použı́vaný strojem M2 je exponenciálnı́. Zá-
kladnı́ idea ušetřenı́ prostoru spočı́vá v tom, že úkol ověřenı́, zda z konfigurace C
lze dosáhnout konfiguraci C ′ za 2` kroků se dá řešit systematickým generovánı́m
(‘prostřednı́ch’) konfiguracı́ C ′′ a ověřovánı́m, zda z C lze dosáhnout C ′′ za 2`−1

kroků a z C ′′ lze dosáhnout C ′ za 2`−1 kroků. K ověřenı́ zmı́něných dvou podúkolů
je ovšem možné použı́t tentýž prostor ! Uplatnı́me-li tuto myšlenku rekurzivně, nenı́
těžké vyvodit, že celkový potřebný prostor bude u upraveného M2 nejvýše c1n

k ·c2nk

pro vhodnou konstantu c2 a tedy prostorová složitost M2 je pak O(n2k).

Detailněji bude důkaz probrán na cvičenı́.

�

Připomeňme, že pro lib. funkci f je T (f(n)) ⊆ S(f(n)) (např. Turingův stroj očividně
navštı́vı́ při výpočtu nejvýše tolik polı́ček, kolik udělá kroků). Měl by ted’už být zřejmý
vztah

PTIME ⊆ NPTIME ⊆ PSPACE = NPSPACE.

Přes velké úsilı́ vědecké komunity, nemůžeme dosud vyloučit nejen možnost
PTIME = NPTIME, ale dokonce ani PTIME = PSPACE, byt’se tyto možnosti
jevı́ velmi ‘nepravděpodobnými’.

Podobně jako u NP-úplnosti, lze definovat tzv. PSPACE-úplné problémy; definici
napı́šeme obecněji:

Definice 27.0.14 O problému P řekneme, že je C-těžký, kde C je nějaká třı́da
problémů, jestliže pro každý P ′ ∈ C platı́ P ′ / P . Je-li navı́c P ∈ C, řı́káme, že P je
C-úplný.

Známým přı́kladem PSPACE-úplného problému je problém

Název: QBF (problém pravdivosti kvantifikovaných booleovských for-
mulı́)

Vstup: formule (∃x1)(∀x2)(∃x3)(∀x4) . . . (∃x2n−1)(∀x2n)F(x1, x2, . . . , x2n),
kde F(x1, x2, . . . , x2n) je booleovská formule v konjunktivnı́ normálnı́
formě.
Otázka: je daná formule pravdivá ?

Převeditelnostı́ z tohoto problému lze např. ukázat PSPACE-obtı́žnost různých des-
kových her.
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Dokazatelně nezvládnutelné problémy

Jestliže prokážeme NP-obtı́žnost či PSPACE-obtı́žnost nějakého problému, řı́káme,
že je prakticky nezvládnutelný (intractable). Je totiž jasné, že navrhneme-li algorit-
mus, který řešı́ (přesně ten) daný problém, a neobjevı́me-li přitom geniálnı́ ‘trik’, na
který dosud nikdo nepřišel, bude mı́t algoritmus zřejmě exponenciálnı́ (či ještě horšı́)
složitost. Obecně použı́vat algoritmus (resp. odpovı́dajı́cı́ program) budeme moci
jen na velmi malá vstupnı́ data. Teoreticky ovšem pořád ještě možnost rychlého
algoritmu (založeného na ‘geniálnı́m triku’) existuje.

Poznámka. Samozřejmě je možné, že exponenciálnı́ algoritmus ve skutečnosti
chceme použı́t jen na malá data, anebo ho třeba použı́váme na data, při nichž
se neprojevı́ ona (worst case) exponenciálnı́ složitost. V tomto smyslu praktická
nezvládnutelnost (obecného) problému ještě neznamená, že ho v praxi nemůže
počı́tačový program úspěšně řešit v pro nás zajı́mavých přı́padech. (Existujı́ i jiné
možnosti, jak v praxi úspěšně řešit i ‘nezvládnutelný’ problém. Zmı́nı́me se o tom v
partiı́ch o aproximačnı́ch a pravděpodobnostnı́ch algoritmech.)

Známe ovšem i tzv. dokazatelně nezvládnutelné problémy (provably intractable pro-
blems), tj. ty, u nichž máme dokázáno, že pro ně neexistujı́ polynomiálnı́ algoritmy.
Definujeme-li např. třı́dy

EXPTIME =
∞
⋃

k=0

T (2nk

) , EXPSPACE =
∞
⋃

k=0

S(2nk

)

pak EXPTIME-těžký či EXPSPACE-těžký problém je takovým dokazatelně nezvlád-
nutelným problémem.

Dá se totiž ukázat, že inkluze PTIME⊂EXPTIME, PSPACE⊂EXPSPACE jsou sku-
tečně vlastnı́ (tzn., že neplatı́ rovnost). (My to zde ale dokazovat nebudeme.)

Např. následujı́cı́ problém je EXPSPACE-úplný:

Název: RE2 (ekvivalence regulárnı́ch výrazů s mocněnı́m)

Vstup: dva regulárnı́ výrazy, v nichž je možné použı́t mocněnı́ (tzn. je
možno psát α2 mı́sto α · α).
Otázka: reprezentujı́ zadané výrazy tentýž jazyk ?

Poznamenejme, že stejný problém pro standardnı́ regulárnı́ výrazy (bez mocněnı́)
je PSPACE-úplný. (Připomeňme si, že složitost je funkcı́ velikosti vstupu; mocněnı́ v
reg. výrazech umožňuje exponenciálně zkrátit některé výrazy bez mocněnı́.) Čtenář
by si měl být schopen vyvodit, že problém ekvivalence dvou nedeterministických
konečných automatů je tedy také PSPACE-úplný. (Pro deterministické konečné
automaty ovšem samozřejmě známe polynomiálnı́ algoritmus; připomeňme si, že
přechodem od nedeterministického automatu k deterministickému se obecně ne-
můžeme vyhnout exponenciálnı́mu nárustu počtu stavů.)

Existujı́ samozřejmě i dokazatelně těžšı́ (superexponenciálnı́) problémy. Ilustrujme
je přı́kladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovánı́ pravdivosti formulı́
teorie sčı́tánı́).

Název: ThAdd (problém pravdivosti teorie sčı́tánı́)

Vstup: formule jazyka 1. řádu užı́vajı́cı́ jediný ‘nelogický’ symbol – ter-
nárnı́ (tj. 3-árnı́) predikátový symbol PLUS ( PLUS(x, y, z)⇔df x+ y =
z ).
Otázka: je daná formule pravdivá pro množinu N = {0, 1, 2, . . .}, kde
PLUS(a, b, c) je interpretováno jako a+ b = c ?
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Zde vůbec nenı́ zřejmé, že existuje algoritmus, který daný problém řešı́. Presbur-
ger ukázal takový algoritmus ve 20. létech 20. stoletı́ (jednı́m z cı́lů tzv. Hilbertova
programu bylo ukázat podobný algoritmus i s připuštěnı́m predikátu pro násobenı́—
nemožnost řešenı́ tohoto úkolu ukázal později Gödel). Mnohem později bylo uká-
záno, že každý algoritmus, řešı́cı́ problém ThAdd má složitost minimálně 22

n

.

Presburger ukázal algoritmus využitı́m tzv. metody eliminace kvantifikátorů. Vý-
sledky teorie konečných automatů umožňujı́ podat důkaz následujı́cı́ věty velice
elegantně:

Věta 27.0.15 Existuje algoritmus rozhodujı́cı́ problém ThAdd.

Důkaz: (Idea.) Představme si třı́stopou pásku, kde v každé stopě je řetězec nul
a jedniček, tj. binárnı́ zápis čı́sla. Na pásku samozřejmě můžeme hledět jako na
jednostopou s tı́m, že povolené symboly abecedy jsou uspořádáné trojice nul a
jedniček. Snadno nahlédneme, že existuje konečný automat, který přijı́má právě
ta slova v ‘abecedě trojic’, která majı́ tu vlastnost, že součet čı́sla v prvnı́ stopě s
čı́slem v druhé stopě je roven čı́slu ve třetı́ stopě. Ihned je to jasné při čtenı́ odzadu;
pak si stačı́ připomenout, že regulárnı́ jazyky jsou uzavřeny na zrcadlový obraz.

Z dalšı́ch uzávěrových vlastnostı́ snadno vyvodı́me, že pro lib. formuli
F(x1, x2, . . . , xn) jazyka ThAdd která neobsahuje kvantifikátory, lze zkonstruovat
kon. automat AF přijı́majı́cı́ právě binárnı́ zápisy těch n-tic čı́sel (na n-stopé pásce),
pro které je F(x1, x2, . . . , xn) pravdivá.

Pro formuli (∃xn)F(x1, x2, . . . , xn) je možné zkonstruovat automat, který přijı́má
právě binárnı́ zápisy těch (n−1)-tic čı́sel (dosazených za x1, x2, . . . , xn−1), pro které
je (∃xn)F(x1, x2, . . . , xn) pravdivá: automat pracuje na (n−1)-stopé pásce, ale si-
muluje AF tak, že obsah n-té stopy nedeterministicky hádá ! (Pak ho samozřejmě
lze převést na ekvivalentnı́ deterministický automat.)

Jelikož (∀xn)F(x1, x2, . . . , xn) je ekvivalentnı́ ¬(∃xn)¬F(x1, x2, . . . , xn), načrtli jsme
takto postup, který k formuli jazyka ThAdd v prenexnı́ formě postupnou aplikacı́
zmı́něných konstrukcı́ sestrojı́ konečný automat, který přijme prázdné slovo právě
tehdy, když výchozı́ formule je pravdivá.

�
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Předcházejı́cı́
Dalšı́ třı́dy časové i prostorové
složitosti

Obsah Dalãı́
Nerozhodnutelné problémy

Kapitola 28

Rozhodnutelnost a
nerozhodnutelnost problémů

Stručný obsah: (Algoritmická) rozhodnutelnost, nerozhodnutelnost a částečná roz-
hodnutelnost problémů. Church-Turingova teze (algoritmus = Turingův stroj). Re-
kurzivnı́ a rekurzivně spočetné množiny (jazyky). Rekurzivnı́ a částečně rekurzivnı́
funkce. Idea univerzálnı́ho algoritmu (Turingova stroje).

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit pojem rozhodnutelného, nerozhodnutelného a
částečně rozhodnutelného problému a objasnit roli Church-
Turingovy teze. Vše umět ilustrovat na přı́kladech problémů.
Umět vysvětlit konstrukci univerzálnı́ho algoritmu.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit pojem rozhodnutelného, nerozhodnutelného a částečně
rozhodnutelného problému a objasnit roli Church-Turingovy teze. Vše umět ilustro-
vat na přı́kladech problémů. Umět vysvětlit konstrukci univerzálnı́ho algoritmu.

Pro námi dosud uvažované problémy vždy existoval algoritmus, který přı́slušný
problém řešı́ (rozhoduje). Chceme-li pojem algoritmické řešitelnosti (či rozhodnu-
telnosti) problémů uvést přesněji, lze např. podat tuto definici:

Definice 28.0.16 Problém P = (IN,OUT, p) (p : IN → OUT ) je algoritmicky
řešitelný, jestliže existuje algoritmus, který pro libovolný vstup w ∈ IN skončı́ a vydá
jako výsledek p(w). Jedná-li se o problém typu ANO/NE, řı́káme, že je algoritmicky
rozhodnutelný, nebo stručněji rozhodnutelný.

Všimněme si, že se implicitně předpokládá, že vstupy a výstupy jsou ‘finitnı́ objekty’
(či jsou takto kódóvány); už jsme hovořili o tom, že stačı́ uvažovat kódovánı́ vstupů
a výstupů řetězci symbolů z nějaké konečné abecedy.

Pojem algoritmické rozhodnutelnosti či algoritmické vyčı́slitelnosti (řešitelnosti) lze
přirozeně definovat např. pro množiny přir. čı́sel, jazyky, či funkce:
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Definice 28.0.17 MnožinaM ⊆ N je rozhodnutelná, jestliže problém přı́slušnosti
kM (Vstup: n ∈ N ; otázka: platı́ n ∈M ?) je rozhodnutelný.
Jazyk L v abecedě Σ (tedy L ⊆ Σ∗) je rozhodnutelný, jestliže problém přı́slušnosti
k L (Vstup: w ∈ Σ∗; otázka: platı́ w ∈ L ?) je rozhodnutelný.
Funkce f : N → N je algoritmicky (někdy též efektivně) vyčı́slitelná, jestliže ‘pro-
blém výpočtu jejı́ch hodnot’ (Vstup: n ∈ N ; výstup f(n)) je algoritmicky řešitelný.

Pojmy definované v předchozı́ch definicı́ch se odvolávaly k pojmu ‘algoritmus’.
Nahradı́me-li v nich pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘Turingův stroj’, uvádı́me u defino-
vaných pojmů výraz ‘rekurzivnı́’:

Definice 28.0.18 Problém typu ANO/NE je rekurzivnı́, jestliže je rozhodován Tu-
ringovým strojem. Podobně zavádı́me pojmy rekurzivnı́ jazyk, rekurzivnı́ množina,
rekurzivnı́ funkce.

Poznámka. Pojem ‘rekurzivnı́’ je v této souvislosti ustálen z historických důvodů,
které zde nebudeme rozebı́rat. Jen poznamenejme, že např. pojem ‘rekurzivnı́
funkce’ nelze ztotožňovat s týmž pojmem v programovacı́ch jazycı́ch.

Jak ale čtenář zřejmě očekává, máme velmi dobré důvody přijı́mat následujı́cı́ tezi
(axiom):

Church-Turingova teze

Ke každému algoritmu je možné zkonstruovat s nı́m ekvivalentnı́ Turin-
gův stroj (při vhodném vyjádřenı́ vstupů a výstupů jako řetězců v určité
abecedě); ekvivalencı́ zde rozumı́me podmı́nku, že algoritmus i Turin-
gův stroj se zastavı́ (tj. jejich běh, výpočet, se zastavı́) právě pro tytéž
vstupy, přičemž pro tytéž vstupy budou přı́slušné výstupy totožné.

Důsledek 28.0.19 Při přijetı́ Church-Turingovy teze lze ztotožňovat pojmy rekur-
zivnı́ a rozhodnutelný (v přı́padě (totálnı́) funkce pojmy rekurzivnı́ a algoritmicky
vyčı́slitelná).

Jelikož pojem ‘algoritmus’ bereme jako pojem základnı́ (podobně jako např. pojem
‘množina’) a nikoli odvozený (tj. definovaný pomocı́ základnı́ch a z nich odvozených
pojmů), nelze Church-Turingovu tezi dokázat jako matematickou větu. Všimněte si
ovšem, že v obráceném směru je platnost teze zřejmá. Tyto úvahy jsou už spı́še
logicko-filozofické povahy a zde je nebudeme dále rozebı́rat.

Pro nás je zde podstatné, že Church-Turingova teze, stručně řečeno, ztotožňuje
pojmy algoritmus a Turingův stroj. Přitom (zatı́m) naše zkušenost a mnohé výsledky
teorie vyčı́slitelnosti potvrzujı́, že přijı́mánı́ teto teze je rozumné.

Brzy ukážeme důkaz algoritmické nerozhodnutelnosti určitého problému (problému
zastavenı́). Ve skutečnosti ovšem dokážeme, že tento problém nenı́ turingovsky
rozhodnutelný, tj. nenı́ rekurzivnı́. Že je v tom přı́padě (algoritmicky) nerozhodnu-
telný, vyplývá z Church-Turingovy teze; to se v takové souvislosti většinou explicitně
neuvádı́, ale měli bychom to mı́t na paměti.

Nejprve ale uvedeme definici širšı́ třı́dy než je třı́da rozhodnutelných problémů:

Definice 28.0.20 Problém typu ANO/NE je částečně rozhodnutelný, jestliže exis-
tuje algoritmus, který skončı́ právě pro ty vstupy problému, na něž je odpověd’ANO.
(Pro vstupy s odpovědı́ NE je běh algoritmu nekonečný).
Podobně definujeme pojmy částečně rozhodnutelný jazyk, částečně rozhodnutelná
množina.
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Je zřejmé, že každý rozhodnutelný problém je i částečně rozhodnutelný (proč ?).
Za chvı́li uvidı́me, že naopak to neplatı́.

Ještě uvedeme analogický pojem pro funkce:

Definice 28.0.21 Částečná funkce φ : N → N (Dom(φ) ⊆ N ) je algoritmicky
(někdy též efektivně) vyčı́slitelná, jestliže existuje algoritmus, jenž přijme jako vstup
libovolné n ∈ N , zastavı́ se právě tehdy, když n ∈ Dom(φ), a v tom přı́padě vydá
φ(n).

Nahradı́me-li opět pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘Turingův stroj’, dostaneme definice
rekurzivně spočetného jazyka, rekurzivně spočetné množiny, částečně rekurzivnı́
funkce. Za předpokladu Church-Turingovy teze můžeme ovšem opět provést přı́-
slušná ztotožněnı́ pojmů.

Určitý vztah mezi rozhodnutelnostı́ a částečnou rozhodnutelnostı́ uvádı́ následujı́cı́
věta (zformulujte si ji i pro ANO/NE problémy):

Věta 28.0.22 (Post) Množina A ⊆ Σ∗ je rozhodnutelná právě když A i A jsou
částečně rozhodnutelné.

Důkaz: Důkaz je vcelku přı́močarý (promyslete jej); hlavnı́ myšlenka spočı́vá v tom,
že k dvěma algoritmům (Turingovým strojům) lze zkonstruovat algoritmus (Turingův
stroj), který je provádı́ ‘paralelně’, tj. ‘střı́davě sekvenčně’.

�

Univerzálnı́ algoritmus

Uvažujme na chvı́li pračku. Je to vlastně zařı́zenı́, které realizuje určitý algoritmus.
Podobně třeba automobil atd. A co počı́tač ? Ten také realizuje určitý algoritmus.
Hlavnı́ činnost (‘proceduru’) tohoto algoritmu lze ovšem nazvat Proved’ zadaný
algoritmus (neboli program) pro zadaný vstup (neboli data). Proto ten algoritmus
realizovaný počı́tačem je vlastně

univerzálnı́ algoritmus

(schopný realizovat jakýkoli zadaný algoritmus). Formálně existenci takového uni-
verzálnı́ho algoritmu potvrzuje následujı́cı́ věta. (Důkaz, tj. konstrukci univ. stroje,
podrobně probereme na cvičenı́.)

Značenı́ !M(w) znamená “stroj M se na vstup w zastavı́” (tzn. jeho
výpočet skončı́, je-li v počátečnı́ konfiguraci na pásce slovo slovo w).

Věta 28.0.23 (O univerzálnı́m Turingovu stroji.) Lze sestrojit Turingův stroj U ta-
kový, že pro libovolný Turingův stroj M s abecedou {0, 1,�} a libovolné w ∈ {0, 1}∗
platı́:
1/ !M(w)⇔ !U(Kod(M) · w) a
2/ jestliže !M(w), pak M(w) = U(Kod(M) · w).
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Předcházejı́cı́
Rozhodnutelnost a
nerozhodnutelnost problémů

Obsah Dalãı́
Dalšı́ partie teorie a praxe

algoritmů

Kapitola 29

Nerozhodnutelné problémy

Stručný obsah: Metoda diagonalizace a důkaz nerozhodnutelnosti problému zasta-
venı́ (otázky, zda !M(w)). (Algoritmická) převeditelnost problémů; využitı́ pro důkaz
(ne)rozhodnutelnosti. Postův korespondenčnı́ problém a aplikace na problémy z
teorie (bezkontextových) jazyků. Problémy z logiky. Riceova věta o nerozhodnutel-
nosti netriviálnı́ch vstupně-výstupnı́ch vlastnostı́ algoritmů (programů).

Cı́l kapitoly:
Zvládnout prokazovánı́ nerozhodnutelnosti (a přı́padně čás-
tečné rozhodnutelnosti) problémů v probraných a podobných
přı́kladech. Umět aplikovat Riceovu větu.

Studijnı́ cı́le: Zvládnout prokazovánı́ nerozhodnutelnosti (a přı́padně částečné roz-
hodnutelnosti) problémů v probraných a podobných přı́kladech. Umět aplikovat
Riceovu větu.

Vzpomeňme si, že u NP-úplných problémů jsme nejprve dokázali NP-úplnost jed-
noho (konkrétně problému SAT) a pak jsme pomocı́ polynomiálnı́ převeditelnosti
prokazovali NP-úplnost (resp. NP-obtı́žnost) dalšı́ch problémů.

Podobná situace je u nerozhodnutelných problémů. Když prokážeme nerozhodnu-
telnost jednoho, k prokázánı́ nerozhodnutelnosti dalšı́ch už (většinou) stačı́ vhodně
aplikovat tzv. algoritmickou převeditelnost.

Roli prvnı́ho (základnı́ho) nerozhodnutelného problému hraje problém zastavenı́:

Název: HP (Halting problem)

Vstup: Turingův stroj M (resp. jeho kód Kod(M)) s abecedou {0, 1,�}
a slovo w ∈ {0, 1}∗.
Otázka: zastavı́ se M na w (tj. platı́ !M(w)) ?

Věta 29.0.24 Problém HP je nerozhodnutelný.

Důkaz: Připomeňme nejprve, že Turingovy stroje lze přı́močaře kódovat řetězci nul
a jedniček, tedy Kod(M) ∈ {0, 1}∗.
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Důkaz je vedený sporem. Předpokládejme, že ex. Tur. stroj H, který se pro lib.
vstup u ∈ {0, 1}∗ tvaru u = Kod(M) ·w (pro nějaký Tur. stroj M a slovo w) zastavı́ a
rozhodne, zda !M(w) či nikoliv (skončı́ např. bud’ ve spec. stavu qANO nebo v qNE).
U stroje H je samozřejmě možné také předpokládat pouze abecedu {0, 1,�}.
Sestrojme nynı́ stroj D s abecedou {0, 1,�}, který se chová následovně: vstupnı́
slovo v ∈ {0, 1}∗ nejprve zdvojı́ (vytvořı́ slovo vv) a na to ‘spustı́’ (jako podprogram)
stroj H. Jestliže (podprogram) H skončı́ ve stavu qANO, stroj D přejde do nekoneč-
ného cyklu (a tedy se nezastavı́); jestliže H skončı́ ve stavu qNE, stroj D se zastavı́
(stav qNE bude také jeho koncovým stavem).

Když ovšem nynı́ prozkoumáme, zda se D při spuštěnı́ na svůj vlastnı́ kód Kod(D)
zastavı́ či nezastavı́, dospějeme při obou možnostech k logickému sporu (zastavı́
se a nezastavı́ se současně).

�

Dalšı́ věta plyne snadno z předchozı́ věty, věty o univerzálnı́m Tur. stroji a Postovy
věty:

Věta 29.0.25 Problém HP je částečně rozhodnutelný, jeho doplňkový problém nenı́
(ani) částečně rozhodnutelný.

Všimněme si, že v důkazu nerozhodnutelnosti problému zastavenı́ (HP) jsme
vlastně dokázali nerozhodnutelnost speciálnı́ho podproblému, který označı́me

DHP (Diagonal Halting Problem)

Vstup: Stroj M daný svým kódem Kod(M);

Otázka: Zastavı́ se M na svůj kód (tj. na slovo Kod(M)) ?

Poznámka. Metoda důkazu je v principu aplikacı́ tzv. Cantorovy diagonalizačnı́
metody, jež má v teorii vyčı́slitelnosti časté použitı́ (Cantor ji mj. použil na důkaz
toho, že neexistuje bijekce mezi množinou přirozených a množinou reálných čı́sel).

Máme-li dokázánu nerozhodnutelnost jednoho problému, je možno ji využı́t k proká-
zánı́ nerozhodnutelnosti dalšı́ch problémů. Např. z nerozhodnutelnosti problému P
ihned plyne nerozhodnutelnost jeho doplňkového problému (ANO, NE přehozeny).
Vı́ce užitečný je ovšem následujı́cı́ pojem:

Definice 29.0.26 Problém P1 je (algoritmicky) převeditelný na problém P2,
označme P1 → P2, jestliže existuje algoritmus A, který pro libovolný vstup w pro-
blému P1 sestrojı́ (tzn. skončı́ svůj výpočet a jako výstup vydá) vstup P2, označme
jej A(w), přičemž platı́, že odpověd’ na otázku problému P1 pro vstup w je ANO
právě tehdy, když odpověd’ na otázku problému P2 pro instanci A(w) je ANO.

Poznámka. Čtenáře jistě nepřekvapı́, že pojem rekurzivnı́ převeditelnosti se defi-
nuje obdobně s tı́m, že pojem algoritmus se nahradı́ pojmem Turingův stroj. Připo-
meňme, že při přijetı́ Church-Turingovy teze jsou pojmy rekurzivnı́ a algoritmické
převeditelnosti totožné.

Užitečnost uvedeného pojmu pro naše účely vyslovuje následujı́cı́ tvrzenı́, jehož
důkaz by měl být zřejmý (srovnejte se situacı́ u NP-úplných, či NP-těžkých, pro-
blémů):

Tvrzenı́ 29.0.27 Je-li P1 → P2 a problém P1 je nerozhodnutelný, je i problém P2
nerozhodnutelný.
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Přı́klad. Takto se např. prokáže nerozhodnutelnost problému UHP (Uniform Halting
Problem. Vstup: Tur. stroj M ; Otázka: Zastavı́ se M na každý vstup (tj. platı́ ∀w :
!M(w) ?.) Při prokázánı́ HP → UHP stačı́ navrhnout algoritmus, který k zadanému
M , w sestrojı́ stroj M ′, jenž nejdřı́ve otestuje vstup a v přı́padě, že jde o w, ‘spustı́’
(podprogram) M a v opačném přı́padě se ihned zastavı́.

Uvedeme přı́klad jiného důležitého nerozhodnutelného problému:

Problém PKP (Postův korespondenčnı́ problém)

Vstup: dvojice seznamů u1, u2, . . . , un a v1, v2, . . . , vn (pro něj. n ≥ 1) neprázd-
ných řetězců (slov) v nějaké abecedě.

Otázka: má PKP pro danou instanci řešenı́ , tj. existujı́ indexy i1, i2, . . . , ir,
r > 0, tak, že ui1ui2 . . . uir = vi1vi2 . . . vir ? (Jestliže i1 = 1, hovořı́me o
iniciálnı́m řešenı́.)

Důkaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést např. prokázánı́m převeditel-
nostı́ HP → IPKP → PKP , kde problém IPKP je zadán obdobně jako PKP ,
jen otázka se ptá, zda existuje iniciálnı́ řešenı́ pro daný vstup. Hlavnı́ myšlenka
převeditelnosti HP → IPKP spočı́vá v následujı́cı́m: k danému M , w se sestrojı́
prvnı́ členy seznamů u1 = $, v1 = $q0w$ (kde q0 je poč. stav M ). Dalšı́ dvojice
se volı́ tak, aby jediná možná cesta k zı́skánı́ iniciálnı́ho řešenı́ spočı́vala v určité
simulaci výpočtu M na w s tı́m, že řešenı́ existuje právě tehdy, když M se zastavı́
na w.

(Podrobněji bude probráno na cvičenı́).

PKP se dá užı́t k důkazu nerozhodnutelnosti některých problémů v teorii formálnı́ch
jazyků. Např. lze PKP snadno převést na následujı́cı́ problém:

Instance: dvě bezkontextové gramatiky G1, G2

Otázka: Platı́ L(G1)∩L(G2) 6= ∅ ? (Tzn. ‘Lze nějaké slovo vygenerovat oběma
gramatikami ?’)

——————————

Myšlenka převodu je jednoduchá:

K instanci u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn problému PKP sestrojı́me gramatiky

G1 : S → u1Sa1 |u2Sa2 | . . . |unSan |u1a1 |u2a2 | . . . |unan

G2 : S → v1Sa1 | v2Sa2 | . . . | vnSan | v1a1 | v2a2 | . . . | vnan

kde a1, a2, . . . , an jsou nově přidané symboly.

——————————

Podobně se dá dokázat, že pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelným
problémem otázka ‘L(G) = Σ∗ ?’, tedy i otázka ‘L(G1) = L(G2) ?’ apod.

Poznámka. (Ne)rozhodnutelnost je také důležitou zkoumanou vlastnostı́ u logic-
kých teoriı́. Už jsme viděli přı́klad rozhodnutelné Presburgerovy aritmetiky (ThAdd).
Zde jen poznamenejme, že přidáme-li vedle relačnı́ho symbolu PLUS ještě symbol
MULT (s analogickou interpretacı́ pro násobenı́), problém zjišt’ovánı́ pravdivosti for-
mulı́ v množině přirozených čı́sel je pak nerozhodnutelný (což byl velmi významný a
překvapivý výsledek dosažený Gödelem a Churchem ve třicátých létech dvacátého
stoletı́).
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Riceova věta

Na závěr této části uvedeme důležitou větu, jež ukazuje nerozhodnutelnost celé
třı́dy problémů. Vyslovı́me ji nejdřı́ve v poněkud neformálnı́m zněnı́; slovo algorit-
mus zde ‘pro praktičtějšı́ vyzněnı́’ nahrazujeme slovem program (což je algoritmus
zapsaný v nějakém programovacı́m jazyku).

Jakákoli netriviálnı́ vlastnost programů týkajı́cı́ se výhradně jejich vstup-
ně/výstupnı́ho chovánı́ je nerozhodnutelná (tj. množina všech programů
s danou vlastnostı́ je nerozhodnutelná).

Rozumı́ se, že vlastnost V je vstupně/výstupnı́ právě tehdy, když každé dva pro-
gramy, které realizujı́ totéž vstupně/výstupnı́ zobrazenı́ (převádějı́ stejné vstupy na
stejné výstupy) bud’ oba vlastnost V majı́ nebo ji oba nemajı́.
Vlastnost V je triviálnı́, když ji majı́ bud’ všechny programy nebo ji nemá žádný
program; jinak (tedy když ex. program, jenž V má, a ex. program, jenž V nemá) se
V nazývá netriviálnı́.

Vyslovı́me uvedenou větu v přesnějšı́ formě (a pro Turingovy stroje). Omezı́me
se přitom (jak vı́me, bez velké újmy) na Turingovy stroje realizujı́cı́ (částečná)
zobrazenı́ typu {0, 1}∗ −→ {0, 1}∗ (vstupem je řetězec nul a jedniček, při ukončenı́
je neprázdný úsek pásky také řetězcem nul a jedniček). Označme množinu všech
takových Turingových strojů jako ALL.

Věta 29.0.28 (Rice) Necht’ A je nějaká množina algoritmicky vyčı́slitelných (čás-
tečných) zobrazenı́ typu {0, 1}∗ −→ {0, 1}∗. Pokud pro množinu

MA = {M |M je kód Tur. stroje realizujı́cı́ho zobrazenı́ patřı́cı́ do A)}

platı́MA 6= ∅ aMA 6=ALL, pakMA je nerozhodnutelná.

Důkaz: Vezměme nějakou takovou A, která nenı́ prázdná ani nezahrnuje všechny
alg. vyčı́slitelné funkce. Necht’ nikde nedefinované zobrazenı́ ⊥ : {0, 1}∗ −→ {0, 1}∗
nepatřı́ doA (opačný přı́pad se řešı́ podobně). Necht’M1 realizuje⊥, tedy M1 6∈ MA,
a necht’ M2 realizuje nějaké zobrazenı́ z A (nutně takový existuje); tedy M2 ∈MA.

Ukážeme, že problém DHP je převeditelný na MA (tj. na problém přı́slušnosti k
MA), čı́mž prokážeme nerozhodnutelnostMA.

Algoritmus převodu DHP → MA k danému stroji (kódu stroje) M (tj. ke vstupu
problému DHP ) sestavı́ stroj M ′, který je ‘naprogramován’ tak, že jeho činnost je
následovná:

M ′ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvı́li nezáležı́) zapı́še
slovo Kod(M) a na něj spustı́ (podprogram) M ; pokud tento (pod)výpočet skončı́,
smaže M ′ přı́padný zbytek po tomto výpočtu, najede na původně daný vstup a
spustı́ na něj M2.

Je zřejmé: když M se zastavı́ na Kod(M) (tj. odpověd’ na daný vstup problému
DHP je ANO), realizuje M ′ totéž zobrazenı́ jako M2 a tedy patřı́ doMA; když M
se nezastavı́ na Kod(M) (odpověd’ v DHP je NE), realizuje M ′ zobrazenı́ ⊥, tedy
totéž jako M1 a tedy doMA nepatřı́.

�
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Předcházejı́cı́
Nerozhodnutelné problémy

Obsah Dalãı́
Aproximačnı́ algoritmy

Kapitola 30

Dalšı́ partie teorie a praxe algoritmů

Stručný obsah: Ilustrace problematiky v oblastech aproximačnı́ch, pravděpodob-
nostnı́ch, paralelnı́ch a distribuovaných algoritmů. Mj. též podstata šifrovánı́ s veřej-
ným klı́čem (metodou RSA). Zmı́nka o nových, netradičnı́ch výpočetnı́ch modelech
(kvantové výpočty, DNA-výpočty).

Cı́l kapitoly:
Umět vysvětlit základnı́ principy v uvedených oblastech a
ilustrovat je na přı́kladech.

Studijnı́ cı́le: Umět vysvětlit základnı́ principy v uvedených oblastech a ilustrovat je
na přı́kladech.
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Předcházejı́cı́
Dalšı́ partie teorie a praxe
algoritmů

Obsah Dalãı́
Pravděpodobnostnı́ algoritmy

30.1 Aproximačnı́ algoritmy

Setkali jsme se s řadou optimalizačnı́ch úloh – v takové úloze je hledáno optimum v
jisté množině přı́pustných řešenı́ (např. se jedná o minimálnı́ kostru ohodnoceného
grafu, maximálnı́ nezávislou množinu vrcholů grafu, nejkratšı́ okružnı́ jı́zdu obchod-
nı́ho cestujı́cı́ho apod.). Pro některé úlohy jsou známy rychlé (tj. polynomiálnı́)
algoritmy (např. pro zmı́něnou minimálnı́ kostru); pro mnohé ovšem polynomiálnı́
algoritmy (přesněji řečeno, algoritmy s polynomiálnı́ časovou složitostı́), které by
vždy nalezly optimum, nemáme – a podle mnoha indiciı́ tyto algoritmy ani neexis-
tujı́ (je tomu tak u problému maximálnı́ nezávislé množiny i u problému nejkratšı́
okružnı́ cesty; připomeňte si otázku P ?=NP).

Co lze dělat, nemáme-li pro řešenı́ úlohy použitelný algoritmus a přesto ji potře-
bujeme řešit v praxi ? Jednou z možnostı́ je použı́t aproximačnı́ algoritmus, čı́mž
rozumı́me rychlý (polynomiálnı́) algoritmus, který alespoň aproximuje optimum –
tj. vypočte nějaké přı́pustné řešenı́ (např. okružnı́ cestu), které nenı́ pokud možno
moc horšı́ než optimum (tedy např. vypočtená okružnı́ jı́zda nenı́ “o moc delšı́” než
ta nejkratšı́ možná).

Pro sestavenı́ aproximačnı́ho algoritmu můžeme např. použı́t některou obecnou
metodu vedoucı́ k rychlým algoritmům; např. okružnı́ jı́zdu je možné sestavit “hlta-
vým” (greedy) přı́stupem – jeho podstatu lze vyjádřit slovy “došel-li jsi už do města
A, pokračuj dále do jemu nejbližšı́ho města, které jsi dosud nenavštı́vil, atd.”. Nebo
lze např. použı́t nějakou heuristiku specifickou pro daný problém (tj. blı́že nezdů-
vodněný postup, který dává v praxi uspokojivé výsledky nebo o kterém se alespoň
domnı́váme, že takové výsledky může dávat).

Jak ale hodnotit kvalitu aproximačnı́ho algoritmu, tj. kvalitu jeho výstupů ? Urči-
tou orientaci nám samozřejmě vždy může poskytnout experiment; např. srovnánı́m
výstupů dvou různých aproximačnı́ch algoritmů pro vybrané (pro nás zajı́mavé) in-
stance problému můžeme přı́padně usoudit, který z algoritmů se pro naše účely jevı́
jako vhodnějšı́. Byly a jsou ovšem vypracovávány i teoretické postupy, které umož-
ňujı́ vyjadřovat kvalitu aproximačnı́ch algoritmů na exaktnějšı́ bázi a navı́c umožňujı́
klasifikovat problémy podle mı́ry jejich aproximovatelnosti. Zde si to budeme jen
stručně ilustrovat na zmı́něném problému obchodnı́ho cestujı́cı́ho (Travelling Sale-
sPerson); uvažujme jej v této formě:

Název: TSP (problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho)

Vstup: úplný neorientovaný graf s n vrcholy (“městy”) (úplný znamená,
že mezi každými dvěma různými vrcholy je hrana); každé hraně (i, j) je
přiřazeno celé kladné čı́slo d(i, j) (vzdálenost mezi městy i a j)

Výstup: permutace π = {i1, i2, . . . , in} množiny {1, 2, . . . , n} (tj. “okružnı́
cesta”) tž. D(π) = d(i1, i2)+ d(i2, i3)+ . . .+ d(in−1, in)+ d(in, i1) (tj. délka
okružnı́ cesty) je minimálnı́ možná.
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Bude užitečné zvlášt’ uvažovat i podproblém problému TSP, který označı́me ∆-
TSP – pro jeho vstupy je vyžadováno splněnı́ trojúhelnı́kové nerovnosti (tj. pro lib.
vrcholy i, j, k je d(i, j) ≤ d(i, k) + d(k, j)).

Poznámka. Připomeňme si standardnı́ převod instance problému hamiltonovské
kružnice (HK) na instanci (rozhodovacı́ho problému přı́slušného k) TSP (při proka-
zovánı́ HK/TSP); jestliže (u, v) je hrana ve výchozı́m grafu, položı́me d(u, v) = 1,
jinak položı́me d(u, v) = 2. (Ve výchozı́m grafu G1 s n vrcholy existuje hamiltonovská
kružnice právě tehdy, když ve vytvořeném (úplném) grafu G2 existuje okružnı́ cesta
délky n.) Jedná se vlastně o převod HK/ ∆-TSP, což ukazuje, že už podproblém
∆-TSP je NP-těžký.

Cvičenı́. Zapište (pseudokódem) algoritmus A1, který k vstupu problému TSP se-
strojı́ okružnı́ cestu (tj. permutaci) hltavým přı́stupem, jak jsme se o tom zmı́nili
výše.

Abychom se mohli vyjádřit o kvalitě algoritmu A1 (a dalšı́ch aproximačnı́ch algo-
ritmů), zavedeme několik pojmů a označenı́. Pro vstup G problému TSP označme
m(G) délku nejkratšı́ (tj. optimálnı́) okružnı́ cesty. Pro aproximačnı́ algoritmus A
(pro problém TSP) označme mA(G) délku okružnı́ cesty vydané algoritmem A pro
vstup G. Je zřejmé, že absolutnı́ chyba mA(G) − m(G) je nezáporná; ideálnı́ by
bylo, aby byla co nejmenšı́. Všimněme si nejprve, že nemůžeme doufat, že by tato
chyba byla omezená, a to ani v přı́padě ∆-TSP:

Tvrzenı́ 30.1.1 Kdyby pro ∆-TSP existoval (polynomiálnı́) aproximačnı́ algoritmus
A s omezenou absolutnı́ chybou (tj. existovalo by k ∈ N tak, že pro vš. instance G
je mA(G)−m(G) ≤ k), pak P=NP.

Důkaz: Předpokládejme, že takový algoritmus A a přı́slušné čı́slo k existujı́. Pak by
následujı́cı́ polynomiálnı́ algoritmus vydával optimálnı́ řešenı́ ∆-TSP (tj. nejkratšı́
okružnı́ cestu):

- v dané instanci G problému ∆-TSP vynásob každé d(i, j) čı́slem k+1;
dostaneš tak instanci G′ (trojúhelnı́ková nerovnost zůstane zachována)

- na G′ spust’ algoritmus A; ten nutně vydá optimálnı́ řešenı́ (permutaci
vrcholů, odpovı́dajı́cı́ nejkratšı́ cestě) (proč ?), které je ovšem i optimál-
nı́m řešenı́m pro G (proč ?)

�

Když už nemůžeme zajistit omezenı́ absolutnı́ chyby mA(G)−m(G), můžeme ale-
spoň omezit (nějakou konstantou) aproximačnı́ poměr mA(G)/m(G) ? Algoritmus
A1 nesplňuje ani to:

Cvičenı́. Ukažte, že pro každé c > 1 a každé n > 3 existuje instance G s n vrcholy
problému TSP tak, že mA1(G)/m(G) > c. Trošku náročnějšı́ je pak ukázat, že pro
každé c > 1 existuje pro nekonečně mnoho n instance G s n vrcholy problému
∆-TSP tak, že mA1(G)/m(G) > c.

Aproximačnı́ poměr se u algoritmu A1 dá alespoň omezit pomalu rostoucı́ funkcı́
velikosti vstupu - v přı́padě problému ∆-TSP; konkrétně se dá ukázat (n označuje
počet vrcholů grafu G)

mA1(G)

m(G)
≤ 1
2
(dlog ne+ 1)
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To ale neznamená, že problém ∆-TSP nenı́ aproximovatelný s omezeným apro-
ximačnı́m poměrem. Zkusme sofistikovanějšı́ (myšlenkově náročnějšı́) algoritmus
A2 (formulujeme ho obecně pro TSP):

ALGORITMUS A2

Pro daný vstup TSP, tj. ohodnocený graf s n vrcholy:

- sestroj minimálnı́ kostru grafu (podalgoritmem složitosti O(n2))

- zvol lib. vrchol a z něj realizuj prohledánı́ sestrojené kostry (která je
stromem) do hloubky (depth-first search)

- pořadı́ navštı́venı́ jednotlivých vrcholů při onom prohledávánı́ udává
permutaci, která je výstupem algoritmu

Pro A2 snadno ukážeme, že v přı́padě problému ∆-TSP je aproximačnı́ poměr
omezený konstantou, konkrétně

mA2(G)

m(G)
≤ 2

Cvičenı́. Dokažte předchozı́ vztah; speciálně dokažte c ≤ m(G) a mA2(G) ≤ 2c, kde
c je součet ohodnocenı́ hran v minimálnı́ kostře.

Algoritmus A2 je tedy lepšı́ než A1; v přı́padě problému ∆-TSP nám vždy zaručuje
nalezenı́ okružnı́ cesty, která je nejvýše dvakrát tak dlouhá jako nejkratšı́ cesta
(optimum).

Poznámka. Christofides (1976) ukázal ještě lepšı́ algoritmus A3 pro∆-TSP, pro nějž
mA3(G)/m(G) ≤ 3/2. (Sestavenı́ algoritmu a jeho ověřenı́ je ovšem náročnějšı́.)
Aproximačnı́ algoritmus s lepšı́m aproximačnı́m poměrem nenı́ znám, ani nenı́
známo, zda by existence takového algoritmu implikovala P=NP.

U obecného problému TSP nelze ovšem žádný r-aproximačnı́ algorimus, tj. algo-
ritmus s aproximačnı́m poměrem omezeným konstantou r, očekávat:

Tvrzenı́ 30.1.2 Jestliže pro TSP existuje r-aproximačnı́ algoritmus (pro nějaké r ∈
N), pak P = NP .

Důkaz: Předpokládejme, že existuje r-aproximačnı́ algoritmus A pro TSP.

Nynı́ v převodu instance problému hamiltonovské kružnice (HK) na instanci TSP
zmı́něném výše položme d(u, v) = 1, je-li (u, v) hrana výchozı́ho grafu, a jinak
položme d(u, v) = 1 + nr, kde n je počet vrcholů výchozı́ho grafu. Algoritmus A
spuštěný na vytvořené instanci problému TSP by de facto rozhodl, zda ve výchozı́m
grafu je hamiltonovská kružnice (proč ?).

�

K dalšı́mu studiu problematiky aproximačnı́ch algoritmů lze doporučit předevšı́m
přehledovou monografii [A+99]; některé aspekty jsou také rozebı́rány např. v
[Hro99].
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30.2 Pravděpodobnostnı́ algoritmy

Existujı́ rozhodovacı́ (tedy ANO/NE) problémy, pro které neznáme rychlé (tj. poly-
nomiálnı́) algoritmy, a přesto je lze v praxi spolehlivě řešit nejen pro malé vstupy.
Stačı́ slevit z absolutnı́ho nároku na řešı́cı́ algoritmus, totiž z toho, aby algoritmus
vždy vydal zaručeně (tedy stoprocentně) správnou odpověd’. Přesněji řečeno, pře-
staneme vyžadovat, aby algoritmus nutně předepisoval deterministický proces, a
připustı́me náhodný prvek (házenı́ kostkou). Opakované běhy algoritmu na tentýž
vstup pak mohou vydávat různé výstupy – každý z nich s určitou pravděpodobnostı́.

K formalizaci pojmu pravděpodobnostnı́ho algoritmu můžeme použı́t jednoduchou
verzi pravděpodobnostnı́ho Turingova stroje (probabilistic Turing machine, PTM);
takový stroj PM = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ) si můžeme představit jako standardnı́ Turingův
stroj s tı́m, že δ(q, a) může být nynı́ dvouprvková množina – v tom přı́padě se při
výpočtu v konfiguraci uqav volı́ jedna ze dvou možných bezprostředně následujı́cı́ch
konfiguracı́ náhodně – tak, že každá má pravděpodobnost zvolenı́ 1/2 (můžeme si
představit, že se zde házı́ mincı́).

Podobně jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovı́dá jednomu vstupu
PTM strom výpočtů. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi; kořen je ohod-
nocen počátečnı́ konfiguracı́ a následnı́ci vrcholu ohodnoceného konfiguracı́ c jsou
ohodnoceni právě bezprostředně následujı́cı́mi konfiguracemi konfigurace c.

Každá hrana je přitom ohodnocena přı́slušnou pravděpodobnostı́ – hraně vycháze-
jı́cı́ z vrcholu s jednı́m následnı́kem je přiřazena 1, každé ze dvou hran vycházejı́-
cı́ch z vrcholu s dvěma následnı́ky je přiřazena 1/2. Každému vrcholu v je přiřazena
pravděpodobnost jeho dosaženı́ – tj. součin ohodnocenı́ hran na cestě od kořene
k vrcholu v.

Pak lze např. přesně definovat pravděpodobnost jevu, že daný PTM vydá na daný
vstup x odpověd’ ANO – tato pravděpodobnost je dána součtem pravděpodob-
nostı́ vrcholů ve stromu výpočtu pro vstup x, které jsou ohodnoceny koncovými
konfiguracemi, znamenajı́cı́mi odpověd’ ANO (tedy přijı́majı́cı́mi konfiguracemi).

Nepůjdeme zde do dalšı́ch formálnı́ch detailů, ale budeme si pravděpodobnostnı́
algoritmy ilustrovat na problému prvočı́selnosti:

Název: Prvočı́selnost

Vstup: přirozené čı́slo k (v dekadickém zápise)
Výstup: ANO, když k je prvočı́slo, NE, když k je čı́slo složené.
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Zmiňovali jsme už dřı́ve, že přı́močaré testovánı́ prvočı́selnosti podle definice vede k
algoritmu s exponenciálnı́ složitostı́. Žádný polynomiálnı́) deterministický algoritmus
nebyl až do léta 2002 znám. (Ted’ už je znám, ale přesto má smysl kvůli většı́
rychlosti nadále uvažovat pravděpodobnostnı́ algoritmus.)

Poznámka. Všimněme si, že je zřejmé, že doplňkový problém – tj. problém slože-
nosti čı́sla – je v NP (proč ?). Využitı́m jistých výsledků teorie čı́sel se dá ukázat,
že i problém prvočı́selnosti je v NP. Tento problém byl dlouho jednı́m z mála “při-
rozených” problémů v NP (resp. v NP∩co-NP), u kterých nenı́ znám polynomiálnı́
algoritmus a ani se neumı́ prokázat NP-úplnost. (Měli bychom upřesnit, že již dřı́ve
byla známa existence polynomiálnı́ho algoritmu, který by prvočı́selnost rozhodoval
za předpokladu, že platı́ tzv. Riemannova hypotéza – to se ovšem nevı́.)

S využitı́m poznatků teorie čı́sel lze sestavit rychlý pravděpodobnostnı́ algoritmus
A (existuje polynom p tak, že délka každé větve stromu výpočtu pro k je omezena
p(log k); délka výpočtu je tedy omezena polynomiálnı́ funkcı́ velikosti vstupu), který
má tyto vlastnosti

- jestliže n je prvočı́slo, vydá A odpověd’ ANO s pravděpodobnostı́ 1 (NE
vůbec nemůže vydat)

- jestliže n nenı́ prvočı́slo, vydá A odpověd’ NE s pravděpodobnostı́
alespoň 1/2.

Představme si nynı́, že A zopakujeme pro dané n např. 50-krát. Když (aspoň)
jednou vydá NE, vı́me, že n jistě nenı́ prvočı́slo (a dále už A opakovat nemusı́me).
Když ve všech přı́padech vydá ANO, tak n je prvočı́slo s pravděpodobnostı́ většı́
než 1− 2−50 – tedy “prakticky stoprocentně” (proč ?).

Naznačı́me, jak algoritmus A vypadá. Mj. se opı́rá o tzv. malou Fermatovu větu:

Jestliže p je prvočı́slo, tak pro každé a, 0 < a < p, platı́

ap−1 ≡ 1 (mod p)

Poznámka. Náčrt důkazu: Rozvineme-li (a + b)p podle binomické věty, ověřı́me
snadno, že výsledek modulo p je roven ap + bp, je-li p prvočı́slo (ověřte !). Tedy
(počı́táno modulo p) máme 1p ≡ 1, 2p ≡ (1 + 1)p ≡ 1p + 1p ≡ 1 + 1 ≡ 2 a obecně
ap ≡ a, z čehož plyne ap−1 ≡ 1.
Jako důkaz složenosti (tj. neprvočı́selnosti) daného čı́sla m nejlépe sloužı́ nějaký
netriviálnı́ dělitel a čı́sla m (všichni známe rychlý algoritmus, kterým se přesvědčı́me,
že dané a skutečně dělı́ m). Z Fermatovy věty ovšem plyne důležité pozorovánı́:
když nalezneme pro dané m čı́slo a, 0 < a < m tak, že am−1 6≡ 1 (mod m), tak jsme
našli svědka složenosti čı́sla m (tedy svědka toho, že m nenı́ prvočı́slo), byt’ tı́m
nezı́skáme netriviálnı́ho dělitele m (jen jsme tak dokázali jeho existenci).

Poznámka. Je důležité si uvědomit, že počı́tánı́ mocnin modulo m umı́me rovněž
velmi rychle, a sice tzv. metodou “opakovaného umocňovánı́”: počı́tanı́m x0 = a,
x1 = (x0)

2 mod m, x2 = (x1)
2 mod m, x3 = (x2)

2 mod m, . . ., xi = (xi−1)
2 mod m,

. . . dostáváme postupně a, a2 mod m, a4 mod m, a8 mod m, . . ., a2
i

mod m, . . . .
Chceme-li pak např. znát a560, vynásobı́me a512 · a32 · a16 (tj.x9 · x4 · x5; vše počı́táno
samozřejmě modulo m).

Představme si nynı́ hypoteticky, že by platilo:
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Hypotéza:
jestliže m nenı́ prvočı́slo, tak alespoň jedna polovina z čı́sel 1, 2, . . . ,m−1
jsou svědkové složenosti čı́sla m

Pak by kýžený pravděpodobnostnı́ algoritmus A pro testovánı́ prvočı́selnosti (který
se pro zadané složené čı́slo mohl splést s pravděpodobnostı́ nejvýš 1/2) byl nabı́-
ledni. (Jak by vypadal ?)

Jak ukazujı́ dalšı́ výsledky teorie čı́sel, situace nenı́ takto jednoduchá – uvedená
hypotéza neplatı́ pro všechna složená čı́sla; definice svědka složenosti se ale dá
upravit tak, aby hypotéza (pro nově definovaného svědka) platila !

Poznamenejme, že ač problém testovánı́ prvočı́selnosti je takto uspokojivě vyře-
šen, nejsou známy žádné rychlé algoritmy pro nalezenı́ prvočı́selného rozkladu
složeného čı́sla. Tedy ač např. umı́me rychle zjistit, že dané 200-mı́stné čı́slo je
složené, nezaručuje nám to rychlé nalezenı́ netriviálnı́ho dělitele. Speciálně, když
nám někdo dá 200-mı́stné čı́slo, které vytvořil jako součin dvou 100-mı́stných pr-
vočı́sel, nemáme (zatı́m ?) praktickou šanci tato prvočı́sla najı́t. (To, že tato “prak-
tická šance” skutečně neexistuje, neumı́me dokázat. V této souvislosti si všimněte
zmı́nky o Shorově algoritmu v kapitolce o kvantových výpočtech !). V následujı́cı́
podkapitolce si ukážeme, k čemu se to použı́vá.

Šifrovacı́ systém s veřejným klı́čem; RSA-kryptosystém

Stručně nastı́nı́me podstatu jednoho použı́vaného způsobu elektronické komuni-
kace, při kterém se zpráva šifruje veřejně známým klı́čem adresáta a který rovněž
umožňuje tzv. ‘elektronické podpisy’. Přitom bude zřejmá souvislost bezpečnosti
popsaného způsobu s otázkami teorie složitosti.

Mějme doménu D (přı́pustných) zpráv; např. si představme množinu všech (zá-
pisů) 200-mı́stných dekadických čı́sel. (Čtenář si snadno představı́ kódovánı́ textu
pomocı́ řetězce dekadických čı́slic; delšı́ zprávy pak sestávajı́ z vı́ce bloků.)

Dvěma permutacı́m (vzájemně jednoznačným zobrazenı́m) enc : D → D a dec :
D → D řekneme oboustranně komutativnı́ šifrovacı́ pár, dále jen šifrovacı́ pár,
jestliže

∀m ∈ D : dec(enc(m)) = enc(dec(m)) = m

Přitom enc a dec jsou efektivně vyčı́slitelné (to zde znamená, že pro ně existujı́
rychlé algoritmy) a nemáme způsob, jak z algoritmu pro enc odvodit algoritmus pro
dec.

Princip šifrovacı́ho systému s veřejným klı́čem, v němž spolu uživatelé komunikujı́,
spočı́vá v tom, že každý uživatel X si vyrobı́ svůj šifrovacı́ pár (encX , decX), zveřejnı́
algoritmus pro encX a držı́ v tajnosti algoritmus pro decX .

Když chce uživatel A zaslat zprávu m uživateli B, vyhledá ve veřejném seznamu
(algoritmus pro) encB a zašle mu encB(m). B po obdrženı́ aplikuje decB a zı́ská
decB(encB(m)) = m.

Oboustranná komutativnost u šifrovacı́ho páru umožňuje elektronické podpisy: A
zašle dvojici encB(m), encB(decA(m)); B po přečtenı́ decB(encB(m)) = m zjistı́, že
zpráva má být od A (A uvede v m své jméno), druhá část decB(encB(decA(m))) =
decA(m) je pro něj nesrozumitelná – ovšem po vyhledánı́ a aplikaci encA musı́ dostat
m, čı́mž ověřı́ pravost (když se např. jedná o podepsaný šek, může ho B předložit
bance k proplacenı́; všimněte si, že B nenı́ schopen podpis A zfalšovat).
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V RSA-systému si uživatel X vyrobı́ šifrovacı́ pár podle následujı́cı́ho algoritmu:

1. Zvol dvě náhodná 100-mı́stná prvočı́sla p, q.

2. Spočı́tej součiny n = pq a Φ(n) = (p− 1)(q − 1).

3. Urči (malé) e tž. GCD(e,Φ(n)) = 1 (GCD označuje největšı́ společný dělitel).

4. Vypočti d tž. de ≡ 1( mod Φ(n)).

5. Zveřejni dvojici (e, n); šifrovacı́ funkce je encX(m) = me mod n.

6. Drž v tajnosti (d, n); dešifrovacı́ funkce je decX(m) = md mod n.

Bod 1 lze provést takto: Náhodně zvolı́me 100-mı́stné liché čı́slo, a otestujeme jeho
prvočı́selnost pravděpodobnostnı́m algoritmem zmı́něným výše. Když prvočı́slem
nenı́, přičteme 2, znovu otestujeme, v negativnı́m přı́padě znovu přičteme 2 atd.,
dokud test prvočı́selnosti neskončı́ pozitivně. Dá se ukázat, že prvočı́slo bude
“takřka jistě” nalezeno mezi prvnı́mi 200 testovanými čı́sly. (To lze odvodit z faktu,
že funkce π(n) udávajı́cı́ počet prvočı́sel mezi prvnı́mi n přirozenými čı́sly, je velmi
dobře aproximována funkcı́ n/ lnn.)

Body 3. a 4. se dajı́ řešit takto: postupně probı́ráme (kandidáty na čı́slo) e a Eukleido-
vým algoritmem ověřujeme zda, GCD(e,Φ(n)) = 1; v kladném přı́padě dostaneme
(při určité variantě Eukleidova algoritmu) přı́mo lineárnı́ kombinaci a ·e+b ·Φ(n) = 1
a tedy lze vzı́t d = a.

Z elementárnı́ch faktů teorie čı́sel se dá ukázat korektnost, tj. ∀m : med ≡
m (mod n).

Připomeneme-li si metodu “opakovaného umocňovánı́”, je zřejmé, že (de)šifrovat
se dá velmi rychle.

Bezpečnost systému spočı́vá v tom, že se nevı́, jak d zjistit jinak, než pro n nalézt
rozklad n = p · q; jak jsme už zmı́nili, nejsou ale známy žádné algoritmy, které by
byly v rozumné době schopné nalézt prvočı́selný rozklad 200-mı́stných čı́sel.

Dalšı́ informace o problematice pravděpodobnostnı́ch algoritmů, šifrovánı́ apod.
najde čtenář např. v [CLR90], [Sip97].
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30.3 Paralelnı́ algoritmy

V této části se jen letmo dotkneme oblasti paralelnı́ch algoritmů a paralelnı́ výpo-
čtové složitosti.

S rozvojem paralelnı́ch architektur, speciálně počı́tačů s vı́ce procesory, se přiro-
zeně vynořila otázka, zda a které problémy lze řešit rychleji, použijeme-li k jejich
řešenı́ paralelnı́ přı́stup, tedy algoritmus, který (na rozdı́l od standardnı́ho sekvenč-
nı́ho algoritmu) počı́tá s vı́ce vykonavateli (procesory). Např. k problému

Název: Vzorek v textu

Vstup: vzorek p (‘krátká’ posloupnost symbolů) a text t (‘dlouhá’ posloup-
nost symbolů)

Výstup: mı́sta všech výskytů p v t

můžeme nějaký standardnı́ algoritmus A nahradit paralelnı́m

- rozděl vstup t na dvě (přibližně stejně dlouhé) části t1, t2

- spust’ paralelně A na p, t1 a A na p, t2

- zpracuj (‘slej’) výsledky obou paralelně běžı́cı́ch ‘(pod)procesů’ (přitom
ošetři rozhranı́ t1, t2) a vydej na výstup

Máme-li skutečně možnost paralelnı́ běh implementovat (máme dva vykonavatele),
doba výpočtu se v zásadě dvakrát zmenšı́ oproti algoritmu A – za předpokladu,
že přidaná činnost spojená s rozdělenı́m práce a zkombinovánı́m výsledků práce
jednotlivých (pod)procesů je v celkovém kontextu zanedbatelná.

Čtenář snadno navrhne úpravu algoritmu pro přı́pad třı́, čtyř, či obecně k proce-
sorů. Na druhé straně asi tušı́, že chceme-li nějak postihnout a studovat paralelnı́
výpočty obecně, nestačı́ se omezit na model s fixnı́m počtem procesorů. Proto
budeme počı́tat s (potenciálně) neomezeným paralelismem, konkrétně s modely
umožňujı́cı́mi nasadit na vstup velikosti n až f(n) procesorů, kde f je nějaká (např.
i exponenciálnı́) funkce.

V přı́padě hledánı́ výskytů vzorku p v textu t délky m si můžeme představit nasazenı́
m procesorů 1, 2, . . . ,m, přičemž procesor i zjišt’uje, zda se vzorek p nacházı́ na
pozici i (v kladném přı́padě vydá i na výstup). Pomineme-li etapu rozdělenı́ práce
mezi procesory a řešenı́ přı́padných konfliktů na výstupu, je délka ‘jádra’ výpočtu
celého systému uměrná délce ` vzorku p.

Můžeme ovšem také paralelizovat činnost ověřenı́, zda p se vyskytuje na pozici i:
na tento úkol nasadı́me tým – `-tici procesorů (i, 1), (i, 2), . . . , (i, `), kde procesor
(i, j) zjišt’uje, zda p(j) = t(i + j − 1) (zde p(j) označuje j-tý znak v p); v záporném
přı́padě např. zapı́še 1 do jisté pamět’ové buňky bi vyhrazené i-tému týmu (jejı́
hodnota byla na začátku 0). Po ukončenı́ práce všech členů týmu ‘manažer týmu’
(např. (i, 1)) vydá na výstup i v přı́padě, že bi = 0. Takto je délka trvánı́ ‘jádra’
výpočtu nezávislá na velikosti vstupu a lze ji omezit nějakou konstantou.
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Abychom mohli úvahy o paralelnı́ch algoritmech a jejich výpočtové složitosti zpřes-
nit, potřebujeme nějaký konkrétnı́ ‘paralelnı́ počı́tač’, resp. jeho abstraktnı́ model.
Podobně jako nám v přı́padě sekvenčnı́ch algoritmů posloužil model RAM, může
nám zde posloužit PRAM (parallel RAM), definovaný nı́že. Na rozdı́l od ‘sekvenč-
nı́ho přı́padu’, kde RAM je skutečně obecně přijı́maným referenčnı́m modelem,
v ‘paralelnı́m přı́padě’ je otázka ‘toho pravého’ modelu daleko komplikovanějšı́.
Nejdřı́ve se ale soustředı́me na PRAM a pak se ke zmı́něné otázce vrátı́me.

Stroj PRAM sestává z potenciálně nekonečného pole strojů (procesorů) RAM očı́s-
lovaných 0, 1, 2, . . . a ze (sdı́lené) globálnı́ paměti; přitom

• každému procesoru je jeho jedinečné identifikačnı́ čı́slo přı́stupné jako hod-
nota speciálnı́ho registru PID (processor identifier)

• každý procesor může kromě své lokálnı́ paměti přistupovat také ke společné
globálnı́ paměti (která je organizována stejně jako paměti lokálnı́)

Přitom (je možné si představit centrálnı́ řı́dicı́ počı́tač, který zajišt’uje, že)

• všechny procesory se řı́dı́ týmž algoritmem

• procesory pracujı́ paralelně a synchronizovaně, t.j. v každém kroku PRAMu
se provede jedna instrukce na každém RAMu

Důležitou technickou otázkou jsou přı́padné konflikty při paralelnı́m čtenı́ ze / zapi-
sovánı́ do stejné buňky (globálnı́) paměti. Zde předpokládáme

• ze stejné buňky sdı́lené paměti může v rámci každé instrukce libovolný počet
procesorů čı́st (CR = Concurrent Read)

• do stejné buňky sdı́lené paměti může v rámci každé instrukce libovolný po-
čet procesorů zapisovat za předpokladu, že všechny zúčastněné procesory
zapisujı́ tutéž hodnotu (CW-C Concurrent Write Common).

Poznamenejme jen, že použı́vaných variant PRAMu je vı́ce; např. typ CREW umož-
ňuje souběžné čtenı́, ale zakazuje souběžné zapisovánı́ (Exclusive Write).

Jinak ještě dodejme, že vstupnı́ data jsou ukládána v počátečnı́m úseku globálnı́
paměti (kam se také uložı́ výstup).

Čtenář si ted’ může rozmyslet naprogramovánı́ výše uvedeného algoritmu pro hle-
dánı́ vzorku v textu pro PRAM. Důležitým bodem k promyšlenı́ je využitı́ PID proce-
sorů k rozdělenı́ práce (každý procesor na základě svého PID zjistı́, v jakém týmu
a na jakém úkolu má pracovat). My to zde provádět nebudeme, ale ilustrujeme na
přı́kladu násobenı́ (booleovských) matic.

Uvažujme nejdřı́ve standardnı́ násobenı́ dvou matic n×n; provádı́me přitom Θ(n3)
čı́selných operacı́ (což odpovı́dá složitosti standardnı́ho sekvenčnı́ho algoritmu).
Můžeme-li nasadit n2 procesorů, z nichž každý (nezávisle) spočı́tá jeden prvek
výsledné matice, potřebný čas se snı́žı́ na O(n). Nebudeme ted’ zkoumat, jak se
dá postup vylepšit nasazenı́m týmu na součet n čı́sel, ale zjednodušı́me si situaci
uvažovánı́m násobenı́ booleovských matic: máme spočı́tat C := A× B, kde prvky
jsou 0 a 1, přičemž 1 + 1 = 1. Nasad’me n2 týmů o n členech, tedy celkově n3

procesorů – označme je (i, j, p) pro 1 ≤ i, j, p ≤ n. Pokud každý procesor (i, j, p)
vykoná (paralelně s ostatnı́mi) přı́kaz
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if A(i, p) and B(p, j) then C(i, j) := true

je úkol hotov !

Pseudokód celého programu, jı́mž se každý procesor řı́dı́, je zachycen nı́že (čtenář
samozřejmě vidı́, jak by šel tento pseudokód přı́močaře přepsat jako posloup-
nost skutečných instrukcı́ RAMu). Všimněte si, že pro konkrétnı́ i, j provede přı́kaz
C(i, j) := true nula až n procesorů – jelikož všechny procesory ovšem přiřazujı́
C(i, j) tutéž hodnotu, jedná se o povolené souběžné zapisovánı́ (CW-C). Také je
využito předpokladu, že matice C je na začátku vynulována (všechny prvky jsou
false).

VSTUP: Ve sdı́lené paměti je uloženo čı́slo n a dvourozměrná pole
A,B,C : array [1 . . . n, 1 . . . n] of boolean; všechny prvky C jsou přitom 0
(tj. false).

VÝSTUP: Pole C obsahuje booleovský součin matic A,B

POSTUP:

begin { každý procesor začı́ná výpočtem (i, j, p) ze svého PID }

i := 1 + PID div n2;
j := 1 + (PID mod n2) div n;
p := 1 + PID mod n;

if A(i, p) and B(p, j) then C(i, j) := true
{ pı́še 0 až n procesorů, ale vždy stejnou hodnotu }

end

Takto máme tedy (paralelnı́) algoritmus, který vynásobı́ booleovské matice A,B
typu n× n v konstantnı́m čase při použitı́ n3 procesorů.

Zmı́nili jsme již, že v paralelnı́m přı́padě je otázka všeobecně přijı́maného referenč-
nı́ho modelu daleko složitějšı́ než v přı́padě sekvenčnı́m. Nebudeme ted’ diskutovat
nakolik je PRAM blı́zký či vzdálený reálným paralelnı́m architekturám, jen zmı́-
nı́me, že patřı́ do tzv. druhé třı́dy výpočetnı́ch modelů (viz např. [vEB90]). Prvnı́
počı́tačovou třı́du zde tvořı́ všechny tzv. rozumné sekvenčnı́ modely, určené tezı́

Rozumné sekvenčnı́ modely dokážou simulovat a být simulovány Turin-
govými stroji s nejvýš polynomiálnı́ časovou ztrátou a s nejvýš lineárnı́
prostorovou ztrátou.

Pozn.: Nebudeme se zde zabývat nuancı́, zda se vyžaduje, aby obě podmı́nky
platily u přı́slušné simulace zároveň.

Druhou počı́tačovou třı́du pak tvořı́ tzv. rozumné paralelnı́ modely, určené tzv. pa-
ralelnı́ tezı́ (stručně: sekvenčnı́ prostor = paralelnı́ čas):

Problémy řešitelné na rozumných sekvenčnı́ch modelech v polynomi-
álně omezeném prostoru se dajı́ řešit na rozumných paralelnı́ch mode-
lech v polynomiálně omezeném čase.
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Pozn.: Někdy se teze formuluje obecněji: M je rozumný paralelnı́ model, jestliže
pro libovolnou funkci F je

⋃

k

M-TIME(F k(n)) =
⋃

k

SPACE(F k(n))

(Připomeňme, že F k(n) označuje (F (n))k.)

Poznamenejme, že má rozumný smysl uvažovat i jiné třı́dy počı́tačů, např. jisté
slabšı́ ale ‘fyzikálně realizovatelnějšı́’ paralelnı́ modely (viz např. [Wie92]).

Praxi nejbližšı́ je zřejmě navrhovánı́ efektivnı́ch paralelnı́ch algoritmů pro konkrétnı́
problémy. U pojmu efektivnı́ho (a prakticky realizovatelného) paralelnı́ho algoritmu
došlo k určité shodě: efektivnı́m paralelnı́m algoritmem se rozumı́ paralelnı́ algo-
ritmus (je možno dosadit PRAM), který pracuje v polylogaritmickém prostoru (tj. s
celkovou prostorovou složitostı́ (log n)k pro něj. k) a s nasazenı́m polynomiálnı́ho
počtu procesorů. (Nasazenı́ většı́ho než polynomiálnı́ho počtu procesorů lze těžko
považovat za zvládnutelné.) Třı́da problémů, které jsou řešitelné takovýmito efek-
tivnı́mi paralelnı́mi algoritmy, se označuje NC (Nick’s Class; název je podle Nicka
Pippengera); poznamenejme, že definice třı́dy NC je robustnı́ vzhledem k mnoha
variantám modelů paralelnı́ch algoritmů.

Je snadné vyvodit NC⊆PTIME; opět se ale neumı́ dokázat, zda inkluze je vlastnı́
(má se zato, že ano). Zhruba řečeno, NC obsahuje ty (sekvenčně zvládnutelné) pro-
blémy, které lze efektivně paralelizovat. Např. kniha [GR88] ukazuje řadu takových
přı́kladů; problémy na grafech, třı́děnı́, analýza bezkontextových jazyků apod.

Pozn. Všimněme si, že nutnou podmı́nkou k existenci efektivnı́ho paralelnı́ho al-
goritmu pro daný problém je možnost jeho řešenı́ v polylogaritmickém prostoru na
sekvenčnı́m stroji (viz paralelnı́ tezi pro F = log). Např. pro rozpoznávánı́ bez-
kontextových jazyků bylo známo, že prostorová složitost je v O(log2 n); netriviálnı́
efektivnı́ paralelnı́ algoritmus pro tento problém rozebı́rá také např. [CM90].

Jak jsme řekli, neumı́ se dokázat, že existujı́ problémy v PTIME−NC, tzv. vnitřně
sekvenčnı́ (inherently sequential) problémy. Nejpravděpodobnějšı́mi kandidáty na
takové problémy jsou tzv. PTIME-úplné (stručně P-úplné) problémy; problém je P-
úplný jestliže je v P a každý jiný problém v P je na něj převeditelný (sekvenčnı́m)
algoritmem pracujı́cı́m v logaritmickém prostoru (konkrétněji: Turingovým strojem s
jednou vstupnı́ páskou, jež je ‘read-only’ a je na nı́ napsán vstup velikosti n, jednou
‘read-write’ pracovnı́ páskou, na nı́ž je možno navštı́vit log n polı́ček, a jednou
‘write-only’ výstupnı́ páskou).

Poznámka. Nenı́ těžké ukázat, že takováto LOGSPACE redukce je realizovatelná
v polylogaritmickém čase s použitı́m polynomiálnı́ho počtu procesorů; je to tedy
instance tzv. NC-redukce. Někdy se P-úplnost definuje v širšı́m smyslu – pomocı́
NC-redukcı́.

Přı́kladem P-úplného (a tedy pravděpodobně ‘vnitřně sekvenčnı́ho’) problému je
problém vyhodnocenı́ booleovského obvodu, a to i v monotónnı́ verzi (bez negace),
kterou uvedeme:

Název: (mono) CVP (monotone Circuit Value Problem)

Vstup: konečný acyklický orientovaný graf (obvod), který má jediný vý-
stupnı́ vrchol (nevycházı́ z něj hrana), všechny jeho vstupnı́ vrcholy (ne-
vcházı́ hrana) jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a všechny nevstupnı́ vrcholy
jsou označeny ∧ (and) či ∨ (or).

Výstup: hodnota na výstupnı́m vrcholu (hradle)
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(Z kontextu je snad zřejmé, že hodnota hradla ∧ je 1 právě když hodnota všech
jeho předchůdců je 1 a hodnota hradla ∨ je 1 právě když hodnota aspoň jednoho
jeho předchůdce je 1.)

Poznamenejme, že podobně jako u NP-úplných problémů a v jiných analogic-
kých situacı́ch je nejtěžšı́m prokázat P-úplnost nějakého (základnı́ho) problému.
P-úplnost (resp. P-obtı́žnost) dalšı́ch problémů lze pak ukazovat LOGSPACE re-
dukcemi (resp. NC-redukcemi) z už známých P-úplných problémů. (Dá se totiž uká-
zat, že složenı́ dvou LOGSPACE-redukcı́ je také realizovatelné jako LOGSPACE-
redukce, byt’ to nenı́ tak triviálnı́ jako v přı́padě PTIME-redukcı́; zkuste si rozmyslet
proč.)
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30.4 Distribuované algoritmy

Distribuované algoritmy také představujı́ jistý druh paralelismu. Typické ovšem je,
že běžı́ zároveň na třeba i hodně vzdálených samostatných počı́tačı́ch, které nejsou
svázány s nějakým centrálnı́m počı́tačem, a pracujı́ asynchronně (nikoli ‘v taktu’).
Vzájemně komunikujı́ zası́lánı́m zpráv po sı́ti, kterou jsou vzájemně propojeny.

Stručně jen načrtneme jeden problém z dané oblasti a řešenı́ necháme na čtenáři.
Podrobné informace o distribuovaných algoritmech lze nalézt např v [Lyn96].

Volba koordinátora

Zadánı́ je převzato z [CP91]. Představme si procesory spojené v kruhové sı́ti.
Předpokládáme:

1. Každý procesor je připojen na dva obousměrné komunikačnı́ kanály, jejichž
prostřednictvı́m si vyměňuje zprávy se svými dvěma sousedy.

2. Komunikace je asynchronnı́; každý procesor může v libovolném okamžiku
vyslat zprávu jednomu ze svých sousedů. Zprávy jsou doručovány bezpečně
(neztrácejı́ se ani nekomolı́) a v pořadı́, ve kterém byly odeslány (předpo-
kládá se, že kanály jsou vybaveny na přı́jmu i vysı́lánı́ vyrovnávacı́ pamětı́,
organizovanou jako fronta).

3. Všechny procesory se řı́dı́ týmž algoritmem. Každý procesor je opatřen svým
(zaručeně jedinečným) identifikačnı́m čı́slem PID (jehož hodnota je mu do-
stupná). Žádný z procesorů nevı́, jak je kruh dlouhý ani jaká majı́ čı́sla jinı́
účastnı́ci.

4. Všechny procesory jsou trvale připraveny přijı́mat a zpracovávat zprávy.

Zadánı́ úlohy:

Prostřednictvı́m výměny zpráv zjistit maximálnı́ identifikačnı́ čı́slo na
kruhu. Proces zjišt’ovánı́ maxima, zvaný též ‘volba koordinátora’, může
zároveň spustit libovolný počet procesorů. Proces skončı́ v okamžiku,
kdy všechny procesory znajı́ maximum a je doručena poslednı́ zpráva,
která byla s tı́mto procesem spojená.

Mı́rou velikosti zadánı́ je počet n procesorů na kruhu. Přirozenou mı́rou složitosti
algoritmu je celkový počet M(n) vyslaných zpráv (komunikačnı́ složitost). Zkuste
navrhnout (distribuovaný) algoritmus s pokud možno co nejmenšı́m M(n).
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30.5 Nové výpočetnı́ modely

Zde v podstatě jen poznamenáme, že prováděnı́ výpočtů (computation) nenı́ nutně
omezeno jen na elektronické počı́tače, jak je známe.

Kvantové výpočty (Quantum computing)

Zhruba v 80. létech 20. stoletı́ se začala diskutovat možnost realizace výpočtů
(počı́tačů) na bázi kvantové mechaniky. Z těchto (fyzikálnı́ch) úvah vznikl jistý te-
oretický model počı́tače, pro který byly v 90. létech navrženy zajı́mavé algoritmy.
Patrně nejznámějšı́ je existence Shorova algoritmu pro prvočı́selný rozklad čı́sel,
který pracuje (na kvantovém počı́tači) v polynomiálnı́m čase – v přı́padě praktické
realizace by tak umožnil rozbitı́ šifrovacı́ch algoritmů užı́vaných pro bezpečnou
výměnu zpráv, elektronické podpisy apod. (viz kapitolku o pravděpodobnostnı́ch
algoritmech a šifrovánı́).

Kvantový počı́tač, resp. jeho model, je v něčem podobný pravděpodobnostnı́ verzi
Turingova stroje (jednotlivé možnosti nemajı́ ovšem přiřazeny pravděpodobnosti
(reálná čı́sla), ale komplexnı́ ‘amplitudy’). Zdroj možných efektivnı́ch algoritmů je
v tom, že kvantový stroj dokáže de facto najednou (a deterministicky) ověřovat
exponenciálně mnoho možnostı́, z nichž ovšem dostaneme k dispozici jen jednu v
okamžiku ‘pozorovánı́’ výpočtu; pointa je v tom, jak navrhnout algoritmus (a dobu
pozorovánı́), aby se pravděpodobnost pozorovánı́ ‘dobrých’ řešenı́ blı́žila k jed-
ničce, zatı́mco pravděpodobnost pozorovánı́ ‘špatných’ řešenı́ šla k nule.

Zde téma nebudeme dále rozebı́rat a čtenáře odkazujeme např. na [Gru99].

DNA-výpočty (DNA-computing)

Experimentálnı́ výsledky (např. při řešenı́ instancı́ některých NP-úplných problémů)
byly dosaženy při výpočtech na ‘biologické bázi’; čtenáře můžeme odkázat např.
na [PRS98].
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Nové výpočetnı́ modely

Obsah

Literatura

[A+99] Giorgio Ausiello et al. Complexity and Approximation. Springer Verlag,
1999.

[Chy84] Michal Chytil. Automaty a gramatiky. SNTL Praha, 1984.

[CLR90] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, and Ronald L. Rivest. Intro-
duction to Algorithms. MIT Press, 1990.
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1984.

157
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