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blémy
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� � � � � �

přijı́má: nepřijı́má:

Konečný automat (KA)� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
	

... konečná množina stavů�
... konečná množina (vstupnı́ch) sym-

bolů (abeceda)� � 	 � � � 	
... přechodová funkce

�  � 	
... počátečnı́ stav� � 	
... množina přijı́majı́cı́ch (konco-

vých) stavů

abeceda .... označujeme
�

, � , � , ...

prvky abecedy (pı́smena) ... označu-
jeme � 
 � 
 � 
 � � �
slovo .... � 
 � 
 � 
 � � �

, � � � � � � � � � � �
délka slova ... � � �
prázdné slovo ...  ( �  � � !

)

zřetězenı́ slov ... � " �
, stručněji � �

značenı́ �  �  , � � � � , � � � � � ,
� � �

� � � � � � � � ( # -krát)

� je podslovem (prefixem, sufixem)
slova

� $ % &
...� '

... množina všech slov v abecedě
�

Jazyk nad abecedou
�

... ( � � '



� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
� ' � 	 � � ' � 	
1.

� ' � � 
  � � � ,

2.
� ' � � 
 � � � � � � � ' � � 
 � � 
 � �

Slovo
� � � '

je přijı́máno automatem
�

$ % & � � �  
 � � � �
Jazykem rozpoznávaným (přijı́maným)
automatem

�
rozumı́me jazyk

( � � � � ) � � slovo
�

je přijı́máno
� *

Jazyk ( je regulárnı́ (tj. rozpoznatelný
konečným automatem)

$ % &
existuje

KA
�

tž. ( � � � � (

b a a b c a . . .

PSfrag replacements + , řı́dicı́
jednotka

Konfigurace konečného automatu� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
:- � � � 
 � �

( � � 	
,

� � � '
)

Na množině všech konfiguracı́ auto-
matu

�
definujeme relaci . / takto:� � 
 � � � . / � � 0 
 � � $ % & � � � 
 � � � � 0

- � . / - � čteme ...

Výpočet automatu
�

:-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � , kde
- 1 . / - 1 2 � pro3 � ! 
 4 
 � � � 
 # 5 4

výpočet
-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � je přijı́majı́-

cı́m výpočtem pro slovo
� $ % &

-  � � �  
 � �
,- � � � � 
  �

pro nějaký � � �

relace 6 na množině 7 ... 6 � 7 � 78 6 9 mı́sto
� 8 
 9 � � 6

6 je reflexivnı́
$ % & : 8 � 7 � 8 6 8

6 je tranzitivnı́
$ % &: 8 
 9 
 ; � 7 � � 8 6 9 < 9 6 ; � = > 8 6 ;

Reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem re-
lace 6 ... nejmenšı́ relace 6 0 , která ob-
sahuje 6 a je reflexivnı́ i tranzitivnı́

. '/ je reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávě-
rem relace . /- � . '/ - � čteme ...

Slovo
� � � '

je přijı́máno KA
� $ % &� �  
 � � . ' � � 
  �

pro nějaký � � �
.� � � 
 � � � � 0 ...

� � 
 � � . ' � � 0 
  �
� ?@ � � 0



Stav � automatu
� 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

je do-
sažitelný

$ % &
existuje

� � � '
tž.� � �  
 � � � � .

Množina dosažitelných stavů automatu� 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
je nejmenšı́ množina

- �
	

splňujı́cı́ tyto dvě podmı́nky:

1/ �  � -
,

2/ jestliže � � -
a � 0 � � � � 
 � �

pro ně-
jaké � � �

, potom � 0 � -
.

Tvrz. Ke každému KA
�

lze zkonstruvat
KA

� 0 , v němž každý stav je dosažitelný
a ( � � 0 � � ( � � �

.

Tvrz. Existuje algoritmus, který pro za-
daný KA

�
rozhodne, zda ( � � �

je ne-
prázdný.

Tvrz. Pro konečný automat
�

s # stavy
je ( � � �

neprázdný právě tehdy, když
existuje

� � ( � � �
délky menšı́ než #

( � � � A # ).

Tvrz. Pro konečný automat
�

s # stavy
je ( � � �

nekonečný právě tehdy, když
existuje

� � ( � � �
splňujı́cı́

# B � � � A C # .

Relace 6 na množině
�

je (částečným)
uspořádánı́m

$ % & 6 je

� reflexivnı́ (
: 8 � � � 8 6 8 )

� tranzitivnı́ (
: 8 
 9 
 ; � � �

� 8 6 9 < 9 6 ; � = > 8 6 ; �
)

� antisymetrická (
: 8 
 9 � � �

� 8 6 9 < 9 6 8 � = > 8 � 9 �
)

Uspořádánı́m obvykle myslı́me úplné
(neboli lineárnı́) uspořádánı́, což zna-
mená navı́c

� : 8 
 9 � � � � 8 6 9 D 9 6 8 �
Obvykle: pro uspořádánı́ znaky jako B
přı́slušné ‘ostré’ A8 A 9 $ % & 8 B 9 < 8 E� 9

Pro
� � ) � � 
 � � 
 � � � 
 � F *

s (abecednı́m)
uspořádánı́m prvků (např. � � A � � A� � � A � F ) lze přirozeně definovat uspo-
řádánı́ na

� '
(podle délky a abecedně);

označme B G .

Např. pro
� � ) � 
 � *

, kde � A �
, máme

 A G � A G � A G � � A G � � A G � � A G� � A G � � � A G � � � A G � � �
Tvrz. Pro abecedu

�
je

� '
nekonečná

spočetná množina.

Pozn.: Proto i konečných automatů (a
regulárnı́ch jazyků) je spočetně mnoho !

Z Cantorovy věty – mohutnost 7 je
ostře menšı́ než mohutnost H � 7 �

:

Tvrz. Jazyků nad (neprázdnou) abece-
dou

�
je nespočetně mnoho.



Máme-li dán konečný automat� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
bez nedosaži-

telných stavů a uspořádánı́ (prvků)
abecedy

�
(které indukuje uspořádánı́

A G na
� '

), pak řekneme, že
�

je v
normovaném tvaru, jestliže

� 	 � ) 4 
 C 
 � � � 
 # *
(pro nějaké # I 4

),

� 4
je počátečnı́ stav,

� označı́me-li pro každý stav
3 �) 4 
 C 
 � � � 
 # *

symbolem � 1
nejmenšı́

slovo v uspořádánı́ A G , pro něž� � 4 
 � 1 � � 3
, pak pro

3 A J platı́
� 1 A G � K .

KA
�

pro rozpoznávánı́ jazyka

( � � � � L ( � � � �

0 1 1 0 1 . . .
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Věta. Jestliže ( � 
 ( � � � '
jsou regulárnı́,

pak
� ( � L ( � �

i
� ( � T ( � �

jsou regulárnı́.

Důkaz. Necht’ ( � � ( � � � �
, ( � � ( � � � �

pro
konečné automaty

� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 � � �
,� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 � � �
.

Definujme
� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

takto:

-
	 � 	 � � 	 �

- pro každé � � � 	 � , � � � 	 � , � � �
:� � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 � � �

- �  � � �  � 
 �  � �
Platı́: pro vš. � � � 	 � , � � � 	 � ,

� � � '
:� � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 � � �
.

Pro docı́lenı́ ( � � � � ( � L ( � položı́me
-

� � � � � � 	 � � L � 	 � � � � �
pro docı́lenı́ ( � � � � ( � T ( � položı́me
-

� � � � � � � .



Regulárnı́mi operacemi s jazyky nazý-
váme operaci

� sjednocenı́
( � L ( � � ) � � � � ( � D � � ( � *

� zřetězenı́
( � " ( � � ) � � � � � ( � 
 � � ( � *

� iterace
( ' � U V� W  ( � ,
kde ( � je definováno induktivně:

(  � )  *
, ( � 2 � � ( " ( � .

Pozn. ( '
lze definovat také např.

takto: ( ' � ) � � ex. # I !
a

slova � � 
 � � 
 � � � 
 � � � ( tak, že
� �

� � � � � � � � � *
.

Nedeterm. konečný automat (NKA)� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �
	

... konečná množina stavů�
... konečná abeceda� � 	 � � � H � 	 �

... přechodová funkceX � 	
... množina počátečnı́ch stavů� � 	
... množina přijı́majı́cı́ch stavů

0,1

1 0,1 0,1
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� � � � � � � Y

přijı́má např.: nepřijı́má např.:

Konfigurace NKA
� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

:- � � � 
 � �
( � � 	

,
� � � '

)

Na množině všech konfiguracı́ auto-
matu

�
definujeme relaci . / takto:� � 
 � � � . / � � 0 
 � � $ % & � � � 
 � � Z � 0

- � . / - � čteme ...

Výpočet automatu
�

:-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � , kde
- 1 . / - 1 2 � pro3 � ! 
 4 
 � � � 
 # 5 4

výpočet
-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � je přijı́majı́-

cı́m výpočtem pro slovo
� $ % &

-  � � M 
 � �
pro nějaký

M � X
,- � � � � 
  �

pro nějaký � � �

Slovo
� � � '

, tvaru
� � � � � � � � � � � , je

přijı́máno NKA
� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

právě
když ex. stavy �  
 � � 
 � � � 
 � � takové, že

- �  � X
- � � � �
-

� � � 1 [ � 
 � 1 � Z � 1
pro

3 � 4 
 C 
 � � � 
 #
Přechodovou funkci můžeme přirozeně
zobecnit na� � 	 � � ' @ � H � 	 �
resp. ještě obecněji na� � H � 	 � � � ' @ � H � 	 �
A sice induktivně:

1/
� � - 
  � � -

2/
� � - 
 � � � � U \ ] ^ _ ` a ? b � � � 
 � �

Tedy ( � � � � ) � � � ' � � � X 
 � � T � E� c *



Věta. NKA rozpoznávajı́ právě regulárnı́
jazyky (tedy právě ty jako DKA).

Důkaz. a/ DKA
� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

je de
facto spec. NKA

( formálně parametr �  nahradı́me
) �  *

a funkci
�

nahradı́me
� 0 , kde� 0 � � 
 � � � ) � � � 
 � � *

)

b/ Pro NKA
� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

lze defi-
novat

DKA
� � � � H � 	 � 
 � 
 � � 
 X 
 � � �

, kde� � � - 
 � � � � � - 
 � �
(

- � H � 	 �
)� � � ) - � 	 � - T � E� c *

( � � � � ( � � � �
je zřejmé:� � ( � � � d > � � X 
 � � T � E� c d >

� � � X 
 � � � � � d > � � ( � � � �

Zobecněný NKA (ZNKA)
(NKA s  -přechody)� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

	
... konečná množina stavů�
... konečná abeceda� � 	 � � � L )  * � � H � 	 �

... přechodová
funkceX � 	

... množina počátečnı́ch stavů� � 	
... množina přijı́majı́cı́ch stavů

Slovo
� � � � � � � � � � � je přijı́máno

ZNKA
� $ % &

existujı́ stavy�  � 
 � � 
 � � � 
 � e f 

� �� 
 � �� 
 � � � 
 � �e g 


� � � 

� � � 
 � � � 
 � � � 
 � � e h
( i 1 I 4

pro
3 � ! 
 4 
 C 
 � � � 
 # )

tak, že

1/ �  � � X
2/ � � e h � �
3/

� � � 1 [ �e j k g 
 � 1 � Z � 1 � pro vš.3 � 4 
 C 
 � � � 
 #
4/

� � � 1K [ � 
  � Z � 1K pro vš.3 � ! 
 4 
 C 
 � � � 
 # , J � C 
 l 
 � � � 
 i 1

Konfigurace ZNKA
� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

:- � � � 
 � �
( � � 	

,
� � � '

)

Na množině všech konfiguracı́ auto-
matu

�
definujeme relaci . / takto:� � 
 � � . / � � 0 
 � � $ % & � � � 
  � Z � 0

a pro � � �
� � 
 � � � . / � � 0 
 � � $ % & � � � 
 � � Z � 0
Výpočet automatu

�
:-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � , kde

- 1 . / - 1 2 � pro3 � ! 
 4 
 � � � 
 # 5 4
výpočet

-  
 - � 
 - � 
 � � � 
 - � je přijı́majı́-
cı́m výpočtem pro slovo

� $ % &
-  � � M 
 � �

pro nějaký
M � X

,- � � � � 
  �
pro nějaký � � �



ZNKA
� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

m � - �
... množina stavů dosažitelných z-

jen pomocı́  -šipek:m � - �
je nejmenšı́ množina splňujı́cı́

1/
- � m � - �

,

2/ jestliže � � m � - �
a � 0 � � � � 
  �

, po-
tom � 0 � m � - �

.

Rozšiřme
� � H � 	 � � � ' @ � H � 	 �

takto:

1/
� � - 
  � � m � - �

,

2/
� � - 
 � � � � U \ ] ^ _ ` a ? b m � � � � 
 � � �

.

Tedy ( � � � � ) � � � ' � � � X 
 � � T � E� c *
Věta. ZNKA rozpoznávajı́ právě regu-
lárnı́ jazyky.
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Věta. Jestliže ( � 
 ( � � � '
jsou regulárnı́,

pak také ( � " ( � je regulárnı́ jazyk.

Důkaz. Necht’ ( � � ( � � � �
, ( � � ( � � � �

pro KA� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 � � �
,� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 � � �
,

kde
	 � T 	 � � c

.

Definujme nynı́ ZNKA� � � 	 � L 	 � 
 � 
 � 
 ) �  � * 
 � � �
tak, že� � � 
 � � � ) � � � � 
 � � *

pro � � 	 � a� � � 
 � � � ) � � � � 
 � � *
pro � � 	 � ;

navı́c pro � � � � je
� � � 
  � � ) �  � *

a pro � E� � � je
� � � 
  � � c

.

Je snadné ověřit, že ( � � � � ( � " ( � .

Věta. Jestliže ( je regulárnı́, pak také ( '
je regulárnı́.

Důkaz. Necht’ ( � ( � � �
pro KA� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

.

Definujme ZNKA� 0 � � 	 L ) n * 
 � 
 � 0 
 ) �  
 n * 
 � L ) n * �
,

kde
n E� 	

a� 0 � � 
 � � � ) � � � 
 � � *
(pro � � 	

, � � �
);

dále pro � � �
je

� 0 � � 
  � � ) �  *
,

pro � E� �
je

� 0 � � 
  � � c
a navı́c

� 0 � n 
 � � � c
také pro vš. � � �

.

Je snadné ověřit, že ( � � 0 � � ( '
.



Věta. Jestliže ( je regulárnı́, pak také
( (doplněk) je regulárnı́. Jestliže ( � 
 ( �
jsou regulárnı́, pak ( � 5 ( � je regulárnı́.

Důkaz. Necht’ ( � ( � � �
pro KA� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

.

Pak ( � ( � � 0 �
pro� 0 � � 	 
 � 
 � 
 �  
 	 5 � �

.

Dále si všimněme, že ( � 5 ( � � ( � T ( � .

Zrcadlový obraz slova � � � � � � � � � � �
je � o � � � � � [ � � � � � � ,
zrcadlový obraz jazyka ( je

( o � ) � � p � � ( � � � � o *
.

Věta. ( je regulárnı́ právě tehdy, když ( o
je regulárnı́.

Důkaz. Necht’ ( � ( � � �
pro NKA� � � 	 
 � 
 � 
 X 
 � �

.

NKA
� 0 tž. ( � � 0 � � ( o lze definovat

takto:� 0 � � 	 
 � 
 � 0 
 � 
 X �
, kde

� � � � 0 � � � 
 � � $ � � � � � � � 
 � �
.

Dále si všimněme, že
� ( o � o � ( .

Levý kvocient jazyka ( � podle jazyka ( �
je jazyk ( � q ( � � ) � � p � � ( � � � � � ( � *

.

Pravý kvocient jazyka ( � podle jazyka ( �
je jazyk ( � r ( � � ) � � p � � ( � � � � � ( � *

.

Věta. Jestliže ( � 
 ( � jsou regulárnı́, pak
také ( � q ( � a ( � r ( � jsou regulárnı́.

Důkaz. Necht’ ( � � ( � � � �
, ( � � ( � � � �

,
kde

� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 � � �
.

Pro � � 	 � necht’ s \ � � 	 � 
 � 
 � � 
 � 
 � � �
,t \ � � 	 � 
 � 
 � � 
 �  � 
 ) � * �
.

Dále necht’ u � ) � � 	 � � p � � � ' �
� � ( � � � � < � � � �  � 
 � � � � *

.

(Tedy � � u d > ( � � � � T ( � t \ � E� c
.)

Pak ( � q ( � � U \ ] v ( � s \ �
.

Dále si všimněme: ( � r ( � � � ( o� q ( o � � o .

w x � � �
... množina regulárnı́ch výrazů

nad
�

; induktivnı́ definice:
c � w x � � �

,  � w x � � �
, � � w x � � �

(kde � � �
);

když y 
 z � w x � � �
, pak také

� y { z � � w x � � �
,� y " z � � w x � � �

,� y ' � � w x � � �
.

Reg. výraz y reprezentuje jazyk | y } :
| c } � c

, |  } � )  *
, | � } � ) � *

,

| � y { z � } � | y } L | z } ,
| � y " z � } � | y } " | z } ,
| � y ' � } � | y } '

.



Konvence při psanı́ regulárnı́ch výrazů:� � � � ! " 4 � ' " 4 � " � 4 " 4 � � { � � ! " ! � { 4 � ' �
lze psát

� ! 4 � ' 4 4 4 { � ! ! { 4 � '

Věta. Regulárnı́mi výrazy lze reprezen-
tovat právě regulárnı́ jazyky.

Důkaz.

Jednoduše KA pro
c
,

)  *
,

) � *
.

Jelikož třı́da regulárnı́ch jazyků je (kon-
struktivně) uzavřena na regulárnı́ ope-
race (sjednocenı́, zřetězenı́, iterace), je
zřejmé:

Existuje algoritmus, který k za-
danému regul. výrazu y zkon-
struuje KA

�
tž. ( � � � � | y } .

Konstrukce ZNKA k regulárnı́mu výrazu

PSfrag replacements

Sjednocenı́

Zřetězenı́

Iterace ~
~

~
~

~

~ ~
~~

Necht’ ( � ( � � �
pro

KA
� � � 	 
 � 
 � 
 � � 
 � �

,

kde
	 � ) � � 
 � � 
 � � � 
 � � *

.

Pro
3 
 J � ) 4 
 C 
 � � � 
 # *

položmew 1 K � ) � � � ' � � � � 1 
 � � � � K *
Všimněme si ( � U \ j ] � w � 1
Pro � � ) ! 
 4 
 C 
 � � � 
 # *

definujmew F1 K � ) � � w 1 K � : � 
 � � � � � � � < � E�
 < � E�  < � � � 1 
 � � � � e � = > i B � *
Tedy

w 1 K � w � 1 K
I.

w 1 K � � L )  *
II.w F 2 �1 K � w F1 K L � w F1 a F 2 � � w FF 2 � a F 2 � � ' w FF 2 � a K �

Třı́da
w � � � �

regulárnı́ch jazyků nad abe-
cedou

�
je nejmenšı́ třı́da jazyků nad

abecedou
�

, která obsahuje tzv. ele-
mentárnı́ jazyky a je uzavřena na regu-
lárnı́ operace, tzn.:

� elementárnı́ jazyky, tj.
c

a
) � *

(pro
každé � � �

), patřı́ do
w � � � �

,

� jestliže ( � 
 ( � � w � � � �
, pak také

( � L ( � � w � � � �
,

� jestliže ( � 
 ( � � w � � � �
, pak také

( � " ( � � w � � � �
,

� jestliže ( � w � � � �
, pak také

( ' � w � � � �
.



Z uzávěrových vlastnostı́ třı́dy regulár-
nı́ch jazyků:

regulárnı́ výrazy by mohly obohatit např.
symboly pro průnik a doplněk,

třeba � , � , kde

| � y � z � } � | y } T | z } ,
| � � y � } � � ' 5 | y } (abeceda

�
z kontextu)

Zkrácenı́:
např. | � � ! ' � } � | � ! { 4 � ' 4 � ! { 4 � ' }
Ale “lineárnı́” převod RV

�
ZNKA pak

už nelze !

� 
 � ... abecedy

necht’ pro � � �
... � � � � � � '

Rozšiřme substituci � � � � � '
na

� � � ' � H � � ' �
:

� � �  � � )  *
� � � � � � � � � � � " � � � �

( � 
 � � � '
)

Dále definujme pro ( � � '
� � ( � � U ? ] G � � � �

(Řı́káme: � � ( �
vznikl z ( substitucı́ � .)

Jestliže každé � � � �
je regulárnı́ jazyk,

jedná se o regulárnı́ substituci.

Jestliže každé � � � �
obsahuje právě

jedno slovo, � se nazývá homomorfis-
mus ( � � � ' � � '

).

Tvrzenı́. Pro regulárnı́ jazyk ( a regu-
lárnı́ substituci � je � � ( �

rovněž regulár-
nı́m jazykem.

Důkaz.
Necht’ y a y � (pro vš. � � � � � � � ( �

) jsou
regulárnı́ výrazy takové, že

� | y } � (
� | y � } � � � � �

Dosadı́me-li do regulárnı́ho výrazu y
za každý výskyt symbolu � regulárnı́
výraz y � , dostaneme regulárnı́ výraz
reprezentujı́cı́ � � ( �

.

KA
� � , � � jsou ekvivalentnı́

$ % &
( � � � � � ( � � � �

.

KA
�

je minimálnı́
$ % &

neexistuje
automat ekvivalentnı́ s

�
, který by měl

menšı́ počet stavů než
�

.

Věta. Ke každému KA
�

je minimálnı́
automat ekvivalentnı́ s

�
určen jedno-

značně (až na pojmenovánı́ stavů).

Věta. Existuje algoritmus, který k zada-
nému konečnému automatu

�
sestrojı́

minimálnı́ automat ekvivalentnı́ s
�

.



Pro stav � KA
� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

defi-
nujme:

( � � � � ( � � \ �
, kde

� \ � � 	 
 � 
 � 
 � 
 � �
.

KA
�

je redukovaný
$ % &

� �
nemá nedosažitelné stavy a

� v
�

pro každé dva různé stavy � � 
 � �
platı́ ( � � � � E� ( � � � �

.

Lemma. Jestliže pro stav � automatu� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
a stav � 0 au-

tomatu
� 0 � � 	 0 
 � 
 � 0 
 � 0 
 � 0 �

platı́
( � � � � ( � � 0 �

, pak pro každé � � �
je

( � � � � 
 � � � � ( � � 0 � � 0 
 � � �
.

Tvrzenı́. Dva redukované automaty,
které jsou ekvivalentnı́, jsou izomorfnı́
(stejné, až na pojmenovánı́ stavů).

Idea redukce automatu:

Mějme dva různé stavy � � 
 � � automatu�
, kde ( � � � � � ( � � � �

. Upravme
�

takto:

� každou šipku � �@ � � � nahrad’me
šipkou � �@ � � � ,

� stav � � (spolu s vycházejı́cı́mi šip-
kami) vypust’me,

� pokud � � byl počátečnı́m stavem
(automatu

�
), bude nynı́ � � počá-

tečnı́m.

Vzniklý
� 0 je ekvivalentnı́ s

�
, přičemž

má méně stavů; navı́c nemá nedosaži-
telné stavy, pokud

�
je neměl.

Z toho (a z dřı́ve uvedeného) plyne

minimálnı́ KA
�

redukovaný KA

Relace 6 na množině 7 je
ekvivalence

$ % & 6 je:

� reflexivnı́ (
: 8 � 7 � 8 6 8 ),

� symetrická
(

: 8 
 9 � 7 � 8 6 9 > 9 6 8 ),

� tranzitivnı́ (
: 8 
 9 
 ; � 7 �

� 8 6 9 < 9 6 ; � = > 8 6 ;
).

Ekvivalence 6 definuje na 7 rozklad

) | 8 } � � 8 � 7 *
tj. systém vzájemně disjunktnı́ch mno-
žin, zvaných třı́dy ekvivalence, jejichž
sjednocenı́m je 7 , přičemž

| 8 } � � ) 9 � 8 6 9 * �

Lemma. K libovolnému KA
�

existuje
redukovaný automat ekvivalentnı́ s

�
.

Důkaz. Rovnou předpokládejme, že� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �
nemá nedosažitelné

stavy. Na
	

definujme ekvivalenci � :

� � � 0 $ % & ( � � � � ( � � 0 �
.

K
�

definujme tzv. podı́lový automat
podle ekvivalence � , označený

� �
, takto

(pı́šeme stručněji | � } mı́sto | � } �
):� � � � 	 � 
 � 
 � � 
 | �  } 
 � � �

, kde
	 � �

) | � } � � � 	 *
,

� � � ) | � } � � � � *
a� � � | � } 
 � � � | � � � 
 � � } .

Korektnost plyne z
� n � � > � n � � $

� � � � �
a z

� n � � > � � n 
 � � � � � � 
 � � �
.

Platı́:
� � � 
 � � � � 0 $ � � � | � } 
 � � � | � 0 }



Rozhodovánı́ otázky ( � � � � � ( � � � �
:

( � 1 � � � � % & ) � � � � ( � � � < � � � B 3 *
Na

	
zaved’me ekvivalence

� 
 �� 
 �� 
 � � �
:

� � 1
� � � $ % & ( � 1 � � � � � ( � 1 � � � �

Všimněme si:� � �� � �� � � � � � �
� � � � � d > � � � �

, � � � �
nebo� � E� �

, � � E� �
� � 1 2 �� � � d > � � 1

� � � <� : � � � � � � � � 
 � � 1
� � � � � 
 � � �

Jestliže

1
� � 1 2 �� , pak

1
� � 1 2 �� � � � � � � .

Když � 	 � � # , pak nutně
� [ �� � ��

(pro # I C dokonce
� [ �� � � [ �� ).

Věta. Existuje algoritmus, který pro za-
dané konečné automaty

� � , � � roz-
hodne, zda ( � � � � � ( � � � �

.

Důkaz. K
� � , � � zkonstruujeme ekviva-

lentnı́ redukované automaty v normova-
ném tvaru a ty porovnáme.

Jiný důkaz (využı́vajı́cı́ již známých
faktů):

( � � � � � ( � � � � d >
� ( � � � � 5 ( � � � � � L � ( � � � � 5 ( � � � � � � c
Poznámka.
Všimněme si: když � 	 � � # , pak

( � � � � ( � � 0 � $ ( � � [ � � � � � ( � � [ � � � 0 �
.

a b�
1 2 3

2 2 4�� ��
3 3 5

4 2 7�� ��
5 6 3�� ��
6 6 6

7 7 4

X � ) 4 *
X X � ) C 
 � 
 � *
X X X � ) l 
 � 
 � *

a b� X X X X X X
X X X X X X

�� ��X X X X X X X X X

PSfrag replacements

� �� ��

�
4 C l� � ��

Věta. � � � � � � � � � � � � � �   Necht’ ( je re-
gulárnı́ jazyk. Pak nutně existuje # � ¡
tž. každé slovo

; � ( , � ; � I # , lze psát; � � � �
, kde � � � � B # , � � � I 4

a pro vš.3 I !
je � � 1 � � ( .

———————� � : ( tž. ( je regulárnı́
� �

� p # � ¡ �
� : ;

tž.
; � ( 
 � ; � I # �

� p � 
 � 
 �
tž.

; � � � � 
 � � � � B # 
 � � � I 4 �
� : 3 I ! � � � 1 � � (
———————

‘Zkratky’:
� : 8 tž.

� � s .....
� : 8 � � > s �

� p 8 tž
� � s .....

� p 8 � � < s �



Hra dvou hráčů A a B pro zadaný ( :

1. A zvolı́ # � ¡
2. B zvolı́ slovo

;
tž.

; � ( a � ; � I #
(nelze-li, A vyhrál)

3. A zvolı́ � 
 � 
 �
tž.; � � � �

, � � � � B # a � � � I 4
4. B zvolı́

3 I !
5. Výsledek: je-li � � 1 � � ( , vyhrál A, v

přı́padě � � 1 � E� ( vyhrál B.

Tvrzenı́. Má-li B vı́těznou strategii, pak
( nenı́ regulárnı́.

Pro ( � � ) � K � K � J I ! *
strategie B např.:

1. A zvolı́ (libovolné) # � ¡
2. B zvolı́

; � � � � �
3. A zvolı́ libovolné � 
 � 
 �

tž.
; � � � �

,� � � � B # a � � � I 4
(tedy � � � K , � � � F pro nějaké J 
 �
tž. J { � B # , � I 4

)

4. B: zvolı́
3 � !

(lze kterékoli
3 E� 4

)

5. Jelikož � K � � [ _ K 2 F b � � E� ( , B vyhrává.

Poznámka. Uvedená strategie funguje i
pro jazyk( � � ) � � ) � 
 � * ' � � � � � � � � � ¢ *

.

(Také fakt ( � T | � ' � ' } � ( � spolu s tı́m,
že ( � je neregulárnı́, implikuje, že ( � je
neregulárnı́.)

Poznámky. Např. jazyk

( � ) � 
 � * ' L � ) � * 2 " ) � K � K � J I ! * �
splňuje podmı́nku v pumping lemmatu
(A má vı́těznou strategii) a přitom nenı́
regulárnı́. (Připomı́nka: ( 2 � ( " ( '

.)
(Jinak by totiž i

� ) � * 2 q ( � T ) � 
 � * ' � ) � K � K � J I ! *
byl regulárnı́.)

——————-

Dvoucestné konečné automaty (zde� � 	 � � � 	 � ) 5 4 
 ! 
 4 *
) rozpoznávajı́

také (jen) regulárnı́ jazyky (i v nedeter-
ministické verzi).

Hledánı́ vzorku
n

v textu £
Přı́stup

“posouvajı́cı́ se okénko délky � n � ”
vede k době běhu úměrné � n � " � £ � .
Doba běhu “Knuth-Morris-Pratt algo-
ritmu” je úměrná � n � { � £ � . Jedna z klı́-
čových ideı́ algoritmu:

K ‘přı́močarému’ nedeterministickému
KA pro jazyk

� ' n
(který má � n � { 4

stavů)
má standardně zkonstruovaný ekviva-
lentnı́ DKA také jen � n � { 4

stavů.



PSfrag replacements

� 
 �

� 
 �

� 
 �
� 
 �

� 
 �
� 
 �

� 
 �
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��

��

Zobecněný sekvenčnı́ stroj
(GSM, generalized sequential machine)

7 � � 	 
 � 
 � 
 � 
 6 
 �  �
:	

... konečná množina stavů,�
... konečná vstupnı́ abeceda,

� ... konečná výstupnı́ abeceda,� � 	 � � � 	
... přechodová funkce,

6 � 	 � � � � '
... výstupnı́ funkce,�  � 	

... počátečnı́ stav.

Stroj 7 definuje zobrazenı́ (“překlad”)¤ ¥ � � ' � � '
:

1/
¤ ¥ �  � �  

2/
¤ ¥ � � � � � ¤ ¥ � � � " 6 � � � �  
 � � 
 � �

(Pozn.: nedeterministická verze GSM je
‘silnějšı́’.)

Konečně stavový překladač (převaděč)
(finite [state] transducer)¦ � � 	 
 � 
 � 
 � 
 �  
 � �

:	
... konečná množina stavů,�
... konečná vstupnı́ abeceda,

� ... konečná výstupnı́ abeceda,
� ... konečná podmnožina množiny	 � � ' � 	 � � '

(“přechodová a výstupnı́” relace),�  � 	
... počátečnı́ stav,� � 	

... množina přijı́majı́cı́ch stavů.

Stroj
¦

definuje relaci
w § � � ' � � '

:� � 
 � � � w § $ % &
lze psát � �

� � � � � � � � � ,
� � � � � � � � � � � tak, že pro

jisté stavy � � 
 � � 
 � � � 
 � � máme: � � � �
a

� � 1 [ � 
 � 1 
 � 1 
 � 1 � � � pro
3 � 4 
 C 
 � � � 
 # .



FT-relace .... racionálnı́ relace

Tvrzenı́. Je-li
w

racionálnı́ relace, pak
také

w [ �
je racionálnı́.

Tvrzenı́. Je-li
w

racionálnı́ relace a ( re-
gulárnı́ jazyk, pak

w � ( �
je regulárnı́. (Po-

dobně
w [ � � ( �

je regulárnı́.)

(
w � ( � � ) � � p � � ( � � � 
 � � � w *

,w [ � � ( � � ) � � p � � ( � � � 
 � � � w *
)

Přı́klad: Je-li ( regulárnı́, pak3 # ¤ 3 8 � ( � � ) � � p � 
 � � � � � � ( *
je regulárnı́:PSfrag replacements

� r  

� r  � r  

� r  

� r  � r  
� r �

� r �

� r �

� r �

Aritmetické výrazy v abecedě) � 
 { 
 � 
 � 
 � *
Napřı́klad: � { � � �� � { � � � �

¨ m © ª w « @ � ¨ m © ª w « { ¨ m © ª w «¨ m © ª w « @ � ¨ m © ª w « � ¨ m © ª w «¨ m © ª w « @ � � ¨ m © ª w « �¨ m © ª w « @ � �
m @ � m { m � m � m � � m � � �

Odvozenı́ (derivace), slova � { � � � :m > m { m > � { m > � { m � m >
� { � � m > � { � � �
levá derivace, pravá derivace ...m > m { m > m { m � m > m { m � � >m { � � � > � { � � �

m > m { m > m { m � m > m { � � m >
� { � � m > � { � � �
strom odvozenı́ (derivačnı́ strom)

PSfrag replacements
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 ®

® ¯
¯

Jiná levá derivace:m > m � m > m { m � m > � { m � m >
� { � � m > � { � � �

m @ � m { ¦ � ¦
¦ @ � ¦ � � � �
� @ � � m � � �

Jediná levá derivace pro � { � � � :m > m { ¦ > ¦ { ¦ > � { ¦ > � { ¦ >
� { ¦ � � > � { � � � > � { � � � >
� { � � �
Jediný derivačnı́ strom pro � { � � � :

PSfrag replacementsm
m

¦¦
¦

�
�

� �
��

{
�



Bezkontextová gramatika° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �
:±

... konečná množina neterminálů,�
... konečná množina terminálů

(
± T � � c

),² � ±
... počátečnı́ neterminálª

... konečná množina pravidel typu
� � z

, kde� � ±
,

z � � ± L � � '
.

Relace
>

(resp.
> ³

) na
� ± L � � '

:

jestliže

´ � µ � � µ � ,
� � µ � z µ � ,

� � � z � � ª
pak ´ > �

> '
... refl. a tranz. uzávěr

>
Tedy ´ > ' � $ % &

ex. posloupnostµ  
 µ � 
 � � � 
 µ � tak, že
´ � µ  > µ � > � � � > µ � � �

.

(Derivace (délky # ) slova
�

ze slova ´ .)

Jazyk generovaný gramatikou
°

:

( � ° � � ) � � � ' � ² > ' � *
Jazyk ( je bezkontextový

$ % &
ex. BG

°
tak, že ( � ° � � ( .

Značenı́:
� 
 � 
 � 
 � � �

... terminály
� 
 � 
 � 
 � � �

... řetězce terminálů� 
 s 
 t 
 � � � 
 © 
 ¶ 
 ·
... neterminály

y 
 z 
 ´ 
 � � �
... řetezce

neterminálů a terminálů

y > G z
(levé přepsánı́ )

$ % &
y � � © �

,
z � � ´ �

a
� © � ´ � � ª

(� � � '
,

� � � ± L � � '
).

y  > y � > � � � > y � je levou derivacı́$ % & y 1 > G y 1 2 � (
! B 3 B # 5 4

).

Derivačnı́ strom (vztahujı́cı́ se ke
° �

� ± 
 � 
 ² 
 ª �
), je uspořádaný kořenový

strom, v němž

- vrcholy ohodnoceny prvky
± L �

,

- kořen ohodnocen
²
,

- vrchol ohodnocený
© � � ± �

má násled-
nı́ky ohodnocené

¶ � 
 ¶ � 
 � � � 
 ¶ � (
¶ 1 �± L �

), kde
� © � ¶ � ¶ � � � � ¶ � � � ª

,

- vrchol ohodnocený � � � � �
je listem.

Derivačnı́ strom pro
� � � � � � � � � � �

... listy zleva doprava ohodnoceny
� � 
 � � 
 � � � 
 � � .



BG
°

je jednoznačná
$ % &

každé slovo
z ( � ° �

má právě jednu levou derivaci (tj.
právě jeden derivačnı́ strom).
V opačném přı́padě je

°
nejedno-

značná (či vı́ceznačná).

Bezkontextový jazyk ( je jednoznačný$ % &
ex. jednoznačná

°
tž. ( � ° � � ( ;

jinak se ( nazývá (vnitřně) nejedno-
značný (vı́ceznačný).

Např.:
( � � ) � � � � � # I ! *

:
² @ � � ² � �  

( � � ) � 1 � K � F � � 3 � J � D � J � � � *
:² @ � ² � t � � ² �² � @ � � ² � � �  ² � @ � � ² � � �  t @ � � t �  � @ � � � �  

Neex. jednoznačná BG
°

tž. ( � ° � � ( � .

Překlad přiřazovacı́ch přı́kazů typux � � m
² @ � ¨ 3 ¸ « � � m
m @ � m { m � m ¹ m � � m � � ¨ 3 ¸ «

do asembleru

Instrukce Efekt

LOAD i � � i � � � t t
STORE i � � � t t � � i
ADD i � � � t t � { � � i � � � t t
MPY i � � � t t � ¹ � � i � � � t t
LOAD

� i i � � t t
ADD

� i � � � t t � { i � � t t
MPY

� i � � � t t � ¹ i � � t t

Např.
· 3 º � � � � t � # � { » � # � ¹ ! � 4 C

LOAD
� ! � 4 C ;

STORE $2 ;
LOAD » � # ;
STORE $1 ;
LOAD

t � # � ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE

· 3 º �
Práce překladače:

� lexikálnı́ analýza

� syntaktická analýza

� generovánı́ kódu

Pro
· 3 º � � � � t � # � { » � # � ¹ ! � 4 C

je výsledkem lexikálnı́ analýzy¨ 3 ¸ « � � � � ¨ 3 ¸ « � { ¨ 3 ¸ « � � ¹ ¨ 3 ¸ « Y
zároveň s tabulkou

¦ � s :

Poř. čı́slo Identifikátor Informace

1 Zisk prom. real

2 Cena prom. real

3 Dan prom. real

4 0.12 konst. real



Pro¨ 3 ¸ « � � � � ¨ 3 ¸ « � { ¨ 3 ¸ « � � ¹ ¨ 3 ¸ « Y
je výsledkem syntaktické analýzy

PSfrag replacements

| ² 
 l }
| m 
 C }

| m 
 4 }
m

mm

m

¨ 3 ¸ « � ¨ 3 ¸ « � ¨ 3 ¸ « � ¨ 3 ¸ « Y� � { ¹� �

� � ohodnocen
¨ 3 ¸ « 1

:
t ¼ ¸ � � �

z
¦ � s

(např. pro
¨ 3 ¸ � «

‘Zisk’, pro
¨ 3 ¸ « Y ‘

� ! � 4 C ’)

� � ohodnocen
� � 
 { 
 ¹

:
t ¼ ¸ � � �

prázdný

� � s následnı́ky � � 
 � � 
 � � ohodnocen
| ² 
 # } :

t ¼ ¸ � � �
je

‘LOAD’
t ¼ ¸ � � � �

‘; STORE’
t ¼ ¸ � � � �

� � s následnı́ky � � 
 � � 
 � � ohodno-
cen | m 
 # } , přičemž � � ohodnocen { :t ¼ ¸ � � �

jet ¼ ¸ � � � �
‘; STORE $’# ‘; LOAD’

t ¼ ¸ � � � �
‘; ADD $’ #

� podobně pro
¹
:t ¼ ¸ � � � �

‘; STORE $’# ‘; LOAD’
t ¼ ¸ � � � �

‘; MPY $’#

Bezkontextová gramatika° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �
je redukovaná

$ % &
každý

© � ±
splňuje:

1. p � � � ' � © > ' �
,

2. p y 
 z � � ± L � � ' � ² > ' y © z
.

Konstrukce ½ � ) © � ± � ©
splňuje

4 � *
:

½ � 
 ½ � 
 ½ � � � �
, kde

½ � � ) © � p � � � ' � � © � � � � ª *
½ 1 2 � � ½ 1 L ) © � p y � ½ '1 � � © � y � � ª *
½ � � ½ � 2 � = > ½ � � ½ (# B � ± � )
Konstrukce ¾ � ) © � ± � ©

splňuje C � *
:

¾ � � ) ² *
¾ 1 2 � � ¾ 1 L ) © � p ¶ � » 1 
 y � 
 y � �

� ¶ � y � © y � � � ª *

Gramatiky
° � 
 ° � jsou ekvivalentnı́

$ % &
( � ° � � � ( � ° � �

.

Věta. Ke každé BG
°

, pro niž platı́
( � ° � E� c

, lze sestrojit ekvivalentnı́ re-
dukovanou gramatiku.

Důkaz. Odstranı́me všechna pravidla
obsahujı́cı́ neterminály nesplňujı́cı́ pod-
mı́nku 1. ( p � � � ' � © > ' �

).
Pak odstranı́me všechna pravidla obsa-
hujı́cı́ neterminály nesplňujı́cı́ podmı́nku
2. ( p y 
 z � � ± L � � ' � ² > ' y © z

).

Věta. Existuje algoritmus, který pro za-
danou BG

°
rozhodne, zda ( � ° � � c

.

Poznámka. Ekvivalenci dvou BG nelze
algoritmicky rozhodovat.
(Nenı́ obdoba konstrukce minim. KA.)



Bezkontextová gramatika se nazývá
nevypouštějı́cı́

$ % &
neobsahuje pravi-

dlo typu
© @ �  .

Věta. Ke každé BG
°

lze sestrojit
nevypouštějı́cı́ gramatiku

° 0 tž.
( � ° 0 � � ( � ° � 5 )  *

.

Důkaz.
Konstrukce ¿ � ) © � ± � © > '  *

:

¿ � � ) © � � © �  � � ª *
¿ 1 2 � � ¿ 1 L ) © � p y � ¿ '1 � � © � y � � ª *
Pro každé pravidlo

� © � y � � ª
zařa-

dı́me do
ª 0 všechna pravidla

© � z
,

kde
z E�  a

z
vznikne z y vypuštěnı́m

některých (třeba žádných) výskytů sym-
bolů z ¿ .

Důsledek. Ke každé BG
° �

� ± 
 � 
 ² 
 ª �
existuje ekvivalentnı́ BG° � � � ± � 
 � 
 ² � 
 ª � �

, kde  může být pra-
vou stranou pouze u pravidla

² � �  ;
v takovém přı́padě se pak

² � nevysky-
tuje na pravé straně žádného z pravidel
z

ª � .

BG je v Chomského normálnı́ formě
(ChNF)

$ % &
každé pravidlo je tvaru© � ¶ ·

nebo
© � � .

Věta. Ke každé BG
°

lze sestrojit BG
° 0

v CHNF tž. ( � ° 0 � � ( � ° � 5 )  *
.

Důkaz.

- převod na nevypouštějı́cı́ gramatiku

- odstraněnı́ pravidel typu
© � ¶

- pro každé � přidáme
� � a pravidlo� � � � ; na každé pravé straně delšı́

než 1 nahradı́me � neterminálem
� �

- každé pravidlo typu
© � ¶ � ¶ � � � � ¶ � ,

kde # I l
, nahradı́me

© � ¶ � · � ,· � � ¶ � · � ,
� � � � � �

,
· � [ � � ¶ � [ � · � [ � ,· � [ � � ¶ � [ � ¶ �

(
· � 
 · � 
 � � � 
 · � [ � nově přidané)

Odstraněnı́ pravidel typu
© � ¶

:

- Pro každý neterm.
�

zkonstruujeme

¾ / � ) s � � > ' s *
- Pak pro každé s � y , kde s � ¾ / a y
nenı́ jeden neterminál, přidáme pravidlo� � y .

- Odstranı́me všechna pravidla typu© � ¶
.



BG je v Greibachové normálnı́ formě
(GNF)

$ % &
každé pravidlo je tvaru© � � ¶ � ¶ � � � � ¶ � (# I !

)

Věta. Ke každé BG
°

lze sestrojit BG
° 0

v GNF tž. ( � ° 0 � � ( � ° � 5 )  *
.

Lemma. Necht’ v
°

jsou s � z � , s �
z � ,

� � �
, s � z � všechna pravidla s s

na levé straně.
Odstraněnı́m pravidla

� @ � y s ´ a při-
dánı́m pravidel

� @ � y z � ´ ,
� @ �

y z � ´ ,
� � �

,
� @ � y z � ´ , dostaneme gra-

matiku ekvivalentnı́ s
°

.

Lemma. (Odstraněnı́ levé rekurze.)
Mějme BG

° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �
. Necht’� � � y � , � � � y � ,

� � �
,

� � � y e
,� � z � , � � z � ,

� � �
,

� � z �
jsou všechna pravidla s

�
na levé

straně, přičemž
z 1

nezačı́najı́
�

.° 0 � � ± L ) · * 
 � 
 ² 
 ª 0 �
vzniklá z

°
do-

dánı́m nového neterminálu
·

a nahra-
zenı́m uvedených pravidel soustavou� � z � , � � z � ,

� � �
,

� � z � ,� � z � ·
,

� � z � ·
,

� � �
,

� � z � ·
,· � y � ·

,
· � y � ·

,
� � �

,
� � y e ·

,· � y � , · � y � ,
� � �

,
� � y e

,

je ekvivalentnı́ gramatice
°

.

PSfrag replacements

� �� � �

�

©©·

Zásobnı́kový automat (ZA)
7 � � 	 
 � 
 � 
 � 
 �  
 ·  �

:	
... konečná množina stavů,�
... konečná vstupnı́ abeceda,

� ... konečná zásobnı́ková abeceda,�  � 	
... počátečnı́ stav,·  � � ... poč. zásobnı́kový symbol� � 	 � � � L )  * � � � � H & 1 � � 	 � � ' �

.

Konfigurace ZA 7 je trojice
� � 
 � 
 y �

,
kde � � 	

,
� � � '

, y � � '
.

Na množině konfiguracı́ definujeme re-
laci . ¥

:� � 
 � � 
 © z � . ¥ � � 0 
 � 
 y z � $ % &
� � � 
 � 
 © � Z � � 0 
 y �
( � � � � L )  * �

,
� � � '

,
z � � '

)



Relace . ' ¥
je reflexivnı́m a tranzitivnı́m

uzávěrem relace . ¥
.

Slovo
� � � '

je přijı́máno ZA 7 $ % &
� �  
 � 
 ·  � . ' ¥ � � 
  
  �

pro něj. � � 	
.

Jazykem rozpoznávaným ZA 7 ro-
zumı́me jazyk ( � 7 � � ) � � � ' ��

je přijı́máno ZA 7 *
.

Poznámka. Jedná se o “přijı́mánı́ prázd-
ným zásobnı́kem”.
Přidáme-li k parametrům ZA 7 mno-
žinu přijı́majı́cı́ch (neboli ‘koncových’)
stavů

� � 	
, lze definovat jazyk “při-

jı́maný koncovým stavem”

( ` À � 7 � � ) � � � ' � � �  
 � 
 ·  � . ' ¥� � 
  
 y �
pro něj. � � �

a y � � ' *

Lemma. Ke každé BG
°

lze sestrojit ZA
7 (s 1 stavem) tž. ( � 7 � � ( � ° �

.

Důkaz. Pro BG
° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �

necht’

7 � � ) �  * 
 � 
 ± L � 
 � 
 �  
 ² �
, kde

pro
© � ±

:� � �  
  
 © � � ) � �  
 y � � � © � y � � ª *
,

pro � � �
:

� � �  
 � 
 � � � ) � �  
  � *
(jinde

�
přiřazuje

c
)

Indukcı́ se dá ukázat² > ' ³ � y $ % & � �  
 � 
 ² � . ' ¥ � �  
  
 y �
kde � � � '

, y � )  * L ± � ± L � � '
;> ' ³

zde označuje levé odvozenı́

Uvedený ZA provádı́ (nedeterminis-
ticky) tzv. analýzu “shora dolů”.

Např. ZA sestrojený ke gramatice

1/
� @ � � { s

2/
� @ � s

3/ s @ � s ¹ t
4/ s @ � t
5/

t @ � � � �
6/

t @ � �
simuluje při úspěšném běhu na slově� ¹ � � { � �

použitı́ pravidel v pořadı́
2,3,4,6,5,1,2,4,6 .

Analýza “zdola nahoru” ... pravá deri-
vace pozpátku ( 6,4,6,4,2,6,4,1,5,3,2 )

Poznámka. LL- či LR-analyzátory ... de-
term. verze v syntaktické analýze

Lemma. Ke každému ZA 7 s jed-
nı́m stavem lze sestrojit bezkontextovou
gramatiku

°
tž. ( � ° � � ( � 7 �

.

Důkaz. Mějme

7 � � ) �  * 
 � 
 � 
 � 
 �  
 ·  �
, kde

� T � � c
.

Sestrojme° � � � 
 � 
 ·  
 ª �
tak, že� � � � y � � ª d > � � �  
 � 
 � � Z � �  
 y �

( � � � � L )  *
).

Dá se snadno ukázat·  > ' ³ � y $ % & � �  
 � 
 ·  � . ' ¥ � �  
  
 y �
kde � � � '

, y � � '
;> ' ³

zde označuje levé odvozenı́



Lemma. Ke každému ZA 7 lze sestrojit
ZA 7 0 s 1 stavem tž. ( � 7 � � ( � 7 0 �

.

Důkaz.
Pro 7 � � 	 
 � 
 � 
 � 
 �  
 ·  �

konstruu-
jeme 7 0 � � ) º * 
 � 
 � 0 
 � 0 
 º 
 w �

,

kde � 0 � � 	 � � � 	 � L ) w *
,� 0 � º 
  
 w � � ) � º 
 ¨ �  
 ·  
 � « � � � � 	 *

a
� 0 je dále dodefinována tak, že platı́: � � � º 
 � 
 ¨ n 
 © 
 � « � . ' ¥ Á � º 
  
  � d >

� n 
 � 
 © � . ' ¥ � � 
  
  �
Je tedy

: � � � º 
 � 
 w � . ' ¥ Á � º 
  
  � d >
� �  
 � 
 ·  � . ' ¥ � � 
  
  �

pro něj. � � 	
neboli ( � 7 0 � � ( � 7 �

.

� 0 je dodefinována takto:

- pro
� � 0 
  � � � � � 
 � 
 © �

,
kde � � � � L )  * �

, zařadı́me do� 0 � º 
 � 
 ¨ � 
 © 
 � 0 « �
prvek

� º 
  �
,

- pro
� � 0 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 � 
 © �

(# I 4
) zařadı́me do

� 0 � º 
 � 
 ¨ � 
 © 
 � « �
prvek� º 
 ¨ � 0 
 � � 
 � � « ¨ � � 
 � � 
 � � « � � � ¨ � � [ � 
 � � 
 � « �
pro každé � 
 � � 
 � � 
 � � � 
 � � [ � � 	

.

Přı́klad.
7 � � ) n 
 � 
 M * 
 ) � 
 � * 
 ) � 
 s * 
 � 
 n 
 � �

, kde� � n 
 � 
 � � � ) � � 
 � � � 
 � n 
 s � *
,� � � 
 � 
 � � � ) � � 
 � � � *

,� � n 
  
 s � � ) � � 
 � � *
,

� � � 
  
 � � � ) � M 
  � *
,� � M 
 � 
 � � � ) � M 
 � � *

,
� � M 
 � 
 � � � ) � M 
  � *

(jinde je hodnota
�

rovna
c
)

Věta. � � � � � � � � � � � � � � Â Ã Ä � Å Æ Ã � Ç � È É
Ç Ã Ê � Ë Ì � Å Í Æ Í Î � � Ä Ã � � � � � 8 9 É Ç � Ã Â � Ë � �  
Necht’ ( je bezkontextový jazyk. Pak
existujı́ přirozená čı́sla

n 
 � tž. každé
slovo

; � ( delšı́ než
n

lze psát ve
tvaru

; � � � � 8 9 , přičemž platı́
� 8 E�  ,

� � � 8 � B � , a pro vš.
3 I !

je
� � 1 � 8 1 9 � ( .

Důkaz. Necht’ ( � ( � ° �
pro BG° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �

v ChNF.

Všimněme si: když na větvi deriv.
stromu pro

; � ( dva výskyty téhož ne-
terminálu, řekněme

�
, pak² > ' � � 9 > ' � � � 8 9 > ' � � � 8 9 � ;

pro nějaké � 
 � 
 � 
 8 
 9 � � '
,

� 8 E�  .

Necht’ � ± � � � . Všimněme si dále:

- na větvi délky alespoň � { 4
jsou jistě

aspoň dva výskyty téhož neterminálu;

- má-li derivačnı́ strom pro
; � � '

všechny větve kratšı́ než � { 4
, pak

nutně � ; � B C F [ �
(počet listů binárnı́ho

stromu hloubky � 5 4
);

- v deriv. stromě pro
; � ( , � ; � Ï C F [ �

,
určitě existujı́ dva různé vrcholy

� � 
 � �
na stejné větvi (

� � blı́ž ke kořeni) ozna-
čené stejným neterminálem, přičemž
podstrom s kořenem

� � má hloubku nej-
výš � { 4

– tedy má nejvýše C F listů.

Můžeme proto vzı́t:
n � C F [ �

, � � C F .



Lze uvažovat # � i � 8 � n 
 � � { 4
:

Věta. Necht’ ( je bezkontextový jazyk.
Pak existuje přirozené čı́slo # tž. každé
slovo

; � ( , � ; � I # , lze psát ve tvaru
; �

� � � 8 9 , přičemž platı́
� 8 E�  , � � � 8 � B #

a pro vš.
3 I !

je � � 1 � 8 1 9 � ( .

Když ( bezkontextový, tak:� p # � ¡ � � : ;
tž.

; � ( 
 � ; � I # �
� p � 
 � 
 � 
 8 
 9 tž.; � � � � 8 9 
 � � � 8 � B # 
 � 8 E�  �

� : 3 I ! � � � � 1 � 8 1 9 � (
Má-li B vı́těznou strategii v následujı́cı́
hře, pak ( nenı́ bezkontextový.

1. A zvolı́ # � ¡
2. B zvolı́ slovo

;
tž.

; � ( a � ; � I #
3. A zvolı́ � 
 � 
 � 
 8 
 9 tž.; � � � � 8 9 , � � � 8 � B # a

� 8 E�  
4. B zvolı́

3 I !
5. Výsledek: je-li � � 1 � 8 1 9 � ( , vyhrál

A, je-li � � 1 � 8 1 9 E� ( , vyhrál B.

Strategie B pro ( � ) � � � � � � � # I ! *
:

1. A zvolı́ (libovolné) # � ¡
2. B zvolı́

; � � � � � � �
3. A zvolı́ libovolné � 
 � 
 � 
 8 
 9

tž.
; � � � � 8 9 , � � � 8 � B # a

� 8 E�  ,

4. B zvolı́
3 � !

(lze kterékoli
3 E� 4

)

5. Jelikož � � � 8 � B # , slova
� 
 8 ne-

obsahujı́ aspoň jeden ze symbolů
� 
 � 
 �

. Proto � � 9 nepatřı́ do ( ; vy-
hrává B.

Strategie B pro ( � ) � � � � � ) ! 
 4 * ' *
1. A zvolı́ (libovolné) # � ¡
2. B zvolı́

; � ! � 4 � ! � 4 �
3. A zvolı́ libovolné � 
 � 
 � 
 8 
 9

tž.
; � � � � 8 9 , � � � 8 � B # a

� 8 E�  ,

4. B zvolı́
3 � !

(lze kterékoli
3 E� 4

)

5. Jelikož � � � 8 � B # , slova
� 
 8 zasa-

hujı́ do nejvýš jednoho úseku nul
a nejvýš jednoho úseku jedniček.
Tedy � � 9 � ! F g 4 F Ð ! Ñ g 4 Ñ Ð ,
kde � � E� Ò � nebo � � E� Ò � .
Tedy � � 9 E� ( ; vyhrává B.



Věta. CFL je uzavřena vůči sjednocenı́,
zřetězenı́, iteraci, zrcadlovému obrazu,
substituci (tedy i homomorfismu).

Důkaz. K BG
° � � � ± � 
 � 
 ² � 
 ª � �

,° � � � ± � 
 � 
 ² � 
 ª � �
lze zkonstruovat° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �

tž. ( � ° � � ( � ° � � L ( � ° � �
takto (předp., že

± � T ± � � c
):± � ± � L ± � L ) ² *

, kde
² E� ± � L ± � ,ª � ª � L ª � L ) ² @ � ² � 
 ² @ � ² � *

.

Přı́močará je i konstrukce BG pro( � ° � � " ( � ° � �
, ( � ° � � '

, ( � ° � � o .

Podobně k BG
° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �

a gra-
matikám

° � (pro vš. � � �
) lze snadno

zkonstruovat gramatiku, která generuje
jazyk vzniklý z ( � ° �

substitucı́ ( � ° � �
za

každé � .

Věta. CFL je uzavřena vůči průniku s
regulárnı́m jazykem, i vůči kvocientu
podle regulárnı́ho jazyka. (Tj. pro každý
bezkontextový ( a regulárnı́

w
, jsou ( T w

,w q ( , ( r w
bezkontextové.)

Věta. CFL nenı́ uzavřena vůči průniku a
doplňku.

Důkaz. ( � � ) � 1 � K � F � 3 � J *
,

( � � ) � 1 � K � F � J � � *
jsou bezkontex-

tové.

Přitom ( � T ( � � ) � � � � � � � # I ! *
bez-

kontextový nenı́.

Z de Morganových pravidel ( ( � T ( � �
� ( � L ( � � �

plyne, že kdyby byla CFL uza-
vřena vůči doplňku, tak by byla uza-
vřena i vůči průniku (což nenı́).

Deterministický zásobnı́kový automat
(DZA) je ZA 7 � � 	 
 � 
 � 
 � 
 �  
 ·  
 � �

,
pro nějž platı́:

1.
� � � 
 � 
 © �

je vždy nejvýše jednoprv-
ková množina (pro � � � L )  *

) a

2. je-li
� � � 
  
 © � E� c

, pak
� � � 
 � 
 © � � c

pro vš. � � �
.

Jazyk ( je deterministický bezkontex-
tový jazyk, jestliže ( � ( ` À � 7 �

pro ně-
jaký DZA 7 .

Poznámka. Využitı́m “bottom-symbolu”
lze snadno ukázat, že k DZA 7 lze
zkonstruovat DZA 7 0 tž. ( Ó Ô � 7 � �

( ` À � 7 0 �
. K DZA 7 lze také sestrojit

DZA 7 0 tž. ( ` À � 7 � " ) Õ * � ( Ó Ô � 7 0 �
, kdeÕ

je nově přidaný znak.

Věta. Třı́da DCFL je uzavřena vůči do-
plňku. Na druhé straně nenı́ uzavřena
vůči průniku ani vůči sjednocenı́.

Poznámky.

Uzavřenost vůči doplňku ... nestačı́ pro-
hozenı́ přijı́majı́cı́ch a nepřijı́majı́cı́ch
stavů (ale dá se “dotáhnout”)

Neuzavřenost vůči průniku:

( � � ) � 1 � K � F � 3 � J *
,

( � � ) � 1 � K � F � J � � *
jsou deterministické bezkontextové.

Přitom ( � T ( � � ) � � � � � � � # I ! *
nenı́

(ani) bezkontextový.

Neuzavřenost vůči sjednocenı́ ... de
Morganova pravidla.



Přı́klad. Bezkontextový jazyk

( � ) � 1 � K � F � � 3 E� J � D � J E� � � *
nenı́ v DCFL: jinak by i ( byl v DCFL;
pak by ovšem

( T | � ' � ' � ' } � ) � � � � � � � # I ! *
byl bezkontextový (což nenı́).

Přı́klady dalšı́ch nedeterministických
bezkontextových jazyků:) � � o � � � ) � 
 � * ' *

,) � 1 � K � F � � 3 � J � D � J � � � *
Poznámka. Existuje algoritmus, který
rozhoduje ekvivalenci dvou zadaných
deterministických zásobnı́kových auto-
matů (otevř. problém cca 1965 - 1997).

(Generativnı́) gramatika° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �
:±

... konečná množina neterminálů,�
... konečná množina terminálů

(
± T � � c

),² � ±
... počátečnı́ neterminálª

... konečná množina pravidel typu

y � z
kde

y � � ± L � � ' ± � ± L � � '
z � � ± L � � '

Relace
>

(resp.
> ³

) na
� ± L � � '

:

jestliže

´ � µ � y µ � ,
� � µ � z µ � ,

� y � z � � ª
pak ´ > �

> '
... refl. a tranz. uzávěr

>
Tedy ´ > ' � $ % &

ex. posloupnostµ  
 µ � 
 � � � 
 µ � tak, že

´ � µ  > µ � > � � � > µ � � �
.

Jazyk generovaný gramatikou
°

:

( � ° � � ) � � � ' � ² > ' � *

Chomského hierarchie

Gramatika typu 0, neboli obecná gene-
rativnı́ gramatika: y � z

bez omezenı́

Gramatika typu 1, neboli kontextová
gramatika:

y © z � y ´ z
, kde � ´ � I 4

(jedině lze² �  ; pak
²

nenı́ nikde na pravé straně)

Gramatika typu 2, neboli bezkontextová
gramatika:

© � y
Gramatika typu 3, neboli regulárnı́ gra-
matika:

© � � ¶
,

© � �
Jazyk typu

3
... generován gram. typu

3
Ö 1

... třı́da jazyků typu
3

Tvrzenı́.
Ö � × Ö � × Ö � × Ö 



Lemma. Ke každé regulárnı́ gramatice
lze zkonstruovat ekvivalentnı́ gramatiku
s pravidly

© � � ¶
,

© � ¶
,

© �  .

Důkaz.© � � � � � � � � � � ¶
( # I C ) nahradı́me© � � � · � , · � � � � · � ,

� � �
,

· � [ � � � � ¶

Věta. Jazyk je generován RG právě
když je rozpoznáván KA.

Důkaz. Ke KA
� � � 	 
 � 
 � 
 �  
 � �

se-
strojme

° � � 	 
 � 
 �  
 ª �
, kde

v
ª

je � � � � 0 pro
� � � 
 � � � � 0

a � �  pro � � �
.

Indukcı́:
� � � 
 � � � � 0 d > � > ' ³ � � 0 .

Odtud snadno plyne ( � ° � � ( � � �
.

Naopak pro
° � � ± 
 � 
 ² 
 ª �

s pravidly
typu

© � � ¶
,

© � ¶
,

© �  
sestrojme ZNKA

� � � ± 
 � 
 � 
 ² 
 � �
, kde¶ � � � © 
 � � d > � © � � ¶ � � ª

¶ � � � © 
  � d > � © � ¶ � � ª
� � ) © � � © �  � � ª *
Je snadné ověřit ( � � � � ( � ° �

.

Turingův stroj, zkráceně TS,
7 � � 	 
 � 
 � 
 � 
 �  
 � �

:	
... konečná množina stavů,�
... konečná vstupnı́ abeceda,

� ... konečná pracovnı́ abeceda, � � �
,�  � 	

... počátečnı́ stav,� � 	
... množina koncových stavů,�

... přechodová funkce:� � � 	 5 � � � � � 	 � � � ) 5 4 
 ! 
 { 4 *
V � 5 �

je vždy obsažen
speciálnı́ prvek Ø ... prázdný znak.

Konfigurace TS 7 ... � � �
, kde

� 
 � � � '
a � � 	

( � � �
a Ø 1 � � � Ø K totéž)

Počátečnı́ konfigurace ... �  �
,

� � � '
Koncová konfigurace ... � � �

, � � �

Na množině konfiguracı́ definujeme re-
laci . ¥

:
- . ¥ - 0 pro

- � � � � � �
právě

když jedna z možnostı́:� � � 
 � � � � � 0 
 � 0 
 ! �
a

- 0 � � � � 0 � 0 �
,� � � 
 � � � � � 0 
 � 0 
 { 4 �

a
- 0 � � � � 0 � 0 �

,� � � 
 � � � � � 0 
 � 0 
 5 4 �
a

- 0 � � � 0 � � 0 �
.

Relace . ' ¥
je reflexivnı́m a tranzitivnı́m

uzávěrem relace . ¥
.

Slovo � � � '
je přijı́máno TS 7 $ % &

�  � . ' -
pro nějakou koncovou

-
.

Jazykem přijı́maným TS 7 rozumı́me
jazyk

( � 7 � � ) � � � ' � �
je přijı́máno 7 *

.



Nedeterministické Turingovy stroje� � � 	 5 � � � � � H & 1 � � 	 � � � ) 5 4 
 ! 
 { 4 * �
Věta. Třı́da jazyků přijı́maných (deter-
mimistickými) TS se rovná třı́dě jazyků
přijı́maných nedetermimistickými TS.

Věta. Jazyky přijı́mané TS jsou právě
jazyky typu 0.

Lineárně omezené automaty, LBA:

TS, kde nelze jı́t mimo vstupnı́ slovo
(levá a pravá zarážka). Záladnı́ verze
zde nedeterministická (podobně jako u
ZA); zde se ale nevı́, zda DLBA slabšı́
(dlouhodobě otevřený problém).

Věta. ( je kontextový
d > ( je přijı́mán

nějakým (nedeterministickým) LBA.

Ö � ................... konečné automaty
(regulárnı́ jazyky)Ö � ............. zásobnı́kové automaty
(bezkontextové jazyky)Ö � .......... lineárně omezené automaty
(kontextové jazyky)Ö  ......................... Turingovy stroje
(rekurzivně spočetné jazyky)

Poznámky:

TS ... univerzálnı́ výpočetnı́ model.

Tzv. rekurzivnı́ jazyky (též rozhodnu-
telné) ... přijı́majı́cı́ TS se vždy zastavı́.
Mezi

Ö � a
Ö  .

Stroje s 2 zásobnı́ky ... ekvivalentnı́ TS.


