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abeceda .... oznaCujeme L, T, A, ...

Kone¢ny automat (KA
y (KA) prvky abecedy (pismena) ... oznacu-

A:(Q)Z)SaqO)F) jeme a,b,c,...
Q ... kone¢na mnoZina stavi slovo .... u,v,w,..., u=a;qa;...0a,
X ... kone¢na mnozina (vstupnich) sym- délka slova ... u

boll (abeceda
u ( ) prazdné slovo ... e (|e| = 0)

5:Q x X — Q... pfechodova funkce e .
zretézeni slov ... u - v, strucngji uv

qo € Q ... poCatecni stav _
P znaeni u® = ¢, u' = u, U = uu, ...
F C Q ... mnozina pfijimajicich (konco- u™ = uu..u (n-krat)

ych) stavi
vyeh) u je podslovem (prefixem, sufixem)

slovav &gs ...

>* ... mnozina vSech slov v abecedé X~

Jazyk nad abecedou X ... L C X*



A=(Q,%,3,4qo,F)
F:QxX—Q
1. 5*(q,¢) =q,
2. 6*(q,wa) = 6(6*(q,w), a)
Slovow € X*je pfijimano automatem A
Sar O(do,w) €F

Jazykem rozpoznavanym (pfijimanym)
automatem A rozumime jazyk

L(A) ={w| slovo w je pfijimano A}

Jazyk L je regularni (tj. rozpoznatelny
koneCnym automatem) &g existuje
KAAtZ. L(A)=L

Konfigurace kone€¢ného automatu
A= (Q> Z) 5a do, F)

K:(q,W) (qEQ7WGZ*)

Na mnoziné vSech konfiguraci auto-
matu A definujeme relaci -, takto:

(q,aw) Fa (d',w) Sar 8(d,a) =4’
K; Fa K; éteme ...
Vypocet automatu A:

Ko, K1, Kz, ..., Ky, kde K; Fa Kiyy pro
i=0,1,...,n—1

vypocCet Ko, Kq,Ky,..., K, je pfijimaji-
cim vypocCtem pro slovow &yt

KO = (CIO>W),

K. =(q,¢) pronéjaky q € F

ements

relace p namnozine M ...pC M x M
xpy misto (x,y) € p
p je reflexivni &g Vx € M@ xpx

p je tranzitivni &gy
Vx,y,z € M : (xpy A\ ypz) = xpz

Reflexivnim a tranzitivnim uzavérem re-
lace p ... nejmensi relace p’, ktera ob-
sahuje p a je reflexivni i tranzitivni

F4 je reflexivnim a tranzitivnim uzave-
rem relace

K; Fi K, Cteme ...

Slovo w € X* je pfijimano KA A  &y¢
(qO)w) - (q) 8) pro né]aky qc F.

d(q,w)=4q" ... (q,w)F*(q',¢)

q—>4q’

Fidici
do jednotka



Stav g automatu (Q, X, 9, qo,F) je do-
sazitelny &4 existuje w € L* tZ.
6(do, W) = q.

Mnozina dosazitelnych stavll automatu
(Q, %, 5, qo, F) je nejmensi mnozina K C
Q spliujici tyto dvé podminky:

1/ qo € K,

2/ jestlize g € Ka q’ = 6(q, a) pro né-
jaké a € X, potom q’ € K.

Tvrz. Ke kazdému KA A Ize zkonstruvat
KA A’, vnémz kazdy stav je dosazitelny
aL(A’) =L(A).

Relace p na mnoziné A je (¢aste¢nym)
usporadanim &g pje

e reflexivni (Vx € A : xpx)

e tranzitivni (Vx,y,z € A :
(xpy A ypz) = xpz))

e antisymetricka (Vx,y € A :
(xpy A ypx) = x =y))

Usporfadanim obvykle myslime Uplné
(neboli linearni) usporadani, coz zna-
mena navic

e Vx,y € A:(xpy V ypx)

s s

Obvykle: pro uspofadani znaky jako <
pFisludné ‘ostré’ <
x<y Sar x<YAXF#Y

Tvrz. Existuje algoritmus, ktery pro za-
dany KA A rozhodne, zda L(A) je ne-
prazdny.

Tvrz. Pro kone€ny automat A s n stavy
je L(A) neprazdny pravé tehdy, kdyz
existuje w € L(A) délky menSi nez n
(Wl < ).

Tvrz. Pro kone€ny automat A s n stavy
je L(A) nekonecCny pravé tehdy, kdyz
existuje w € L(A) splfujici
n<|wl<2n.

Pro £ = {ay,qay,...,ax} s (abecednim)
usporadanim prvkl (napf. a; < a; <
... < ay) lze pfirozené definovat uspo-
fadani na £* (podle délky a abecedné);
oznacme <.

Nap¥. pro £ ={a, b}, kde a < b, mame

€ <L a<yb<aa<gab < ba <t
bb <1 aaa <1 aab <y ...

Tvrz. Pro abecedu X je X* nekonecna
spocetna mnoZina.

Pozn.: Proto i kone¢nych automati (a
regularnich jazykd) je spocetné mnoho !
Z Cantorovy véty — mohutnost M je
ostfe mensi neZz mohutnost P(M):

Tvrz. Jazyk( nad (neprazdnou) abece-
dou X je nespocCetné mnoho.



Mame-li dan konecny  automat KA A pro rozpoznavani jazyka
A = (Q,%0,q0,F) bez nedosazi-
telnych stavll a usporadani (prvki)
abecedy I (které indukuje uspofadani
<L nha I*), pak fekneme, ze A je v
normovaném tvaru, jestlize

L(A;) U L(Az)

e Q=1{1,2,...,n}(pron&jakén > 1), [

¢ 1 je pocatecni stav,
. _ L RJ A4 :
e oznaCime-li pro kazdy stav i € ements ,

{1,2,...,n} symbolem u; nejmensi -7 RIA
slovo v usporadani <, pro néz RJ A,
5(1,w;) = 1, pak pro i < j plati
up <p .

ements

Véta. Jestlize L1, L, C X* jsou regularni,

pak (L; ULy) i (Ly nLy) jsou regularni.

Dlkaz. Necht L; = L(A;), L, = L(A;) pro

kone€né automaty A; = (Qq, X, 81, qo1, F1),
Az =(Q2, L, 062,402, F2).

Definujme A = (Q, X, 8, qo, F) takto:

-Q=0Q1 x Q2

- pro kazdé q; € Q1,2 € Q, a € L:
6((d1,d2),a) = (61(dr,a),82(qz2,a))

- do = (do1, do2)

Plati: provs. g7 € Q1, g2 € Q2, w € X*:
6( (qth)»W) = (51(q],W),62(q2,W) )
Pro docileni L(A) = L; UL, polozime

-F=(F1 x Q) U(Q1 x F2)
pro docileni L(A) = L; N L, polozime
-F= F1 X Fz.

ements




Regularnimi operacemi s jazyky nazy-
vame operaci
e sjednoceni
LuL =w|lwel;VwelL,)}
e zietézeni
Li-L={w|uel;vely}
e iterace
L =Up, L™,
kde L™ je definovano induktivné:
L0 ={e}, (™ =L.L"

Pozn. L[* Ize definovat také napf.
takto: [* = {w | ex. n > 0 a
slova u;,uy,...,u, € L tak, Ze w =
UIU2 ... Up |

Konfigurace NKA A = (Q, L, 5,1, F):
K:(q,W) (qu7WEZ*)

Na mnoziné vSech konfiguraci auto-
matu A definujeme relaci -, takto:

(d,aw) Fa (a',w) ©qar 8(q,a) 2 4’
K; Fa K, éteme ...
Vypocet automatu A:

Ko, K1, Kz, ..., Ky, kde K;i Fa Kiyq pro
i=0,1,...,n—1

vypocCet Ko, Ki,Ky,..., K, je pfijimaji-
cim vypoCtem pro slovow &y

Ko = (r,w) pro néjaky r € I,

Kn = (q,¢€) pronéjaky q € F

Nedeterm. kone¢ny automat (NKA)
A=(Q,LIF

Q ... kone¢na mnozina stavl

X ... koneCnéa abeceda

5:Qx XL — P(Q) ... ptechodova funkce
I C Q ... mnozina poc¢atec¢nich stavll

F C Q ... mnoZina pfijimajicich stav(

01
prijima napf.: neprijima napr.:
01101 011010

Slovow € I*, tvaru w = a1a; ... ay, j€
pfijimano NKA A = (Q, %, 5,1, F) pravé
kdyzZ ex. stavy qo, q1,..., s takove, ze

-qo €l
'anF
'é(qi—hai) 2 g prOi:])z)"')n

Pfechodovou funkci miiZzeme pfirozené
zobecnit na

5:Q xX* — P(Q)
resp. jesté obecnéji na

5:P(Q) x X* — P(Q)
A sice induktivné:

1/ 8(K,e) =K
2/ S(K)Wa) == UqEB(K,w) 6(q) Cl)

Tedy L(A) ={we Z* | §(Lw)NF#Q}



Véta. NKA rozpoznavaji prave regularni
jazyky (tedy prave ty jako DKA).

Dlkaz. a/ DKA A = (Q, %, 8, qo, F) je de
facto spec. NKA

( formalné parametr qo nahradime {qo}
a funkci 6 nahradime &', kde

6'(q,a) ={8(q,a)})
b/ Pro NKA A = (Q,%,5,1,F) Ize defi-
novat

DKA A; = (P(Q), X%, 81,1, F), kde
51(K,a) =8(K,a) (KeP(Q))
Fi={KCQIKNF#0}

L(A) =L(A) je zfejmé:

w e LA) & d(LlwNF # ) &
s1(I,w) e Fy &< w e L(Ay)

Slovo w = aja...a, je pfijimano
ZNKA A Eaf existuji  stavy
at,a, .-+, Ay
a1, A2, A,
a5, a2, Iy,

(m;>1proi=0,1,2,...,n)

tak, ze

1/ q%el

2/ gy, €F

3/6(qt,! ,,ai) > qj pro vs.

i=12,...,n

41 8(d; 4,€) > g pro vS.

i=0,1,2,...,n,j=2,3,...,m;

Zobecnény NKA (ZNKA)
(NKA s e-pfechody)

A=(QL%3LF)
Q ... kone¢na mnozina stavi
2 ... kone¢na abeceda

0:Q x (XuU{e}) — P(Q) ... pfechodova
funkce

I C Q ... mnozina pocatecnich stavll

F C Q ... mnoZina pfijimajicich stavi

Konfigurace ZNKA A =(Q, %, 5,1, F):
K:(q,W) (qEQ’WEZ*)

Na mnoziné vSech konfiguraci auto-
matu A definujeme relaci -, takto:

(a,w) Fa (d',w) Sar 8(d,€) 2 q
aproacl

(d,aw) Fa (@, W) <qr 8(q,a) 5 g’
Vypocet automatu A:

Ko, K1, Kz, ..., Ky, kde Ki Fa Kipr pro
i=0,1,...,n—1

vypocet Ko, Ki,Kz,...,K, je pfijimaji-
cim vypocCtem pro slovow  &ys

Ko = (r,w) pro né€jaky r € I,

K. =(qg,¢) pronéjaky g € F



ZNKA A = (Q,Z, 5,1, F)

E(K) ... mnozina stavll dosazitelnych z
K jen pomoci e-Sipek:

E(K) je nejmensi mnoZina splnujici
1/ K C E(K),
2/ jestlize q € E(K) a q’ € 4(q,¢), po-
tom q’ € E(K).
RozSifme § : P(Q) x L* — P(Q) takto:
1/ 5(K,¢e) = E(K),
2/ 8(K,wa) = Uqesxw) E(8(q, a)).
Tedy LA) ={we Z* [ §(Lw)NF#0}

Véta. ZNKA rozpoznavaji pravé regu-
larni jazyky.

Véta. Jestlize L;, L, C X* jsou regularni,
pak také L; - L, je regularni jazyk.

Dlikaz. Necht L, = L(A]), L, = L(Az)
pro KA

A1 =(Q1,%, 01,901, F1),

Az = (Q2,L, 52, doz2, F2),

kde Q1 N Q2 = 0.

Definujme nyni ZNKA

A =(Q1UQ2ZL,38,{dor}, F2) tak, ze
6(q,a) ={81(q,a)} proge Q;a
5(q,a) ={d2(q,a)} proqe Qq;
navic pro q € F; je 8(q, ) = {qo2}
aproq¢gF;jedlqg,e)=0.

Je snadné ovéfit, Ze L(A) =L, - L.

ements ©)

A] AZ

©
o o] |o
©

ements ZNKA A

b g

A ﬁ

Véta. Jestlize L je regularni, pak také L*
je regularni.

Dillkaz. Necht L = L(A) pro KA
A=(Q,L%,qo,F).

Definujme ZNKA

A'=(QU{p}, L,8" {q0,p}, FU{p}),
kdepg Qa

6'(q,a) ={6(q,a)} (pro q € Q, a € X);
dale pro q € Fje 8'(q, €) = {qo},
proqé&Fjed(q,e)=0

anavic d’(p,a) =0také provs.a e X.

Je snadné ovérit, ze L(A') = L*.



Véta. Jestlize L je regularni, pak také
L (doplnék) je regularni. Jestlize L, L,
jsou regularni, pak L;—L; je regularni.

Dlkaz. Necht L = L(A) pro KA
=(Q,%,8,4qo,F).

Pak L =L(A') pro

A'=(Q,L,8,4go, Q—F).

Dale siviimnéme, ze L, — L, =L, NL,.

Levy kvocient jazyka L; podle jazyka L,
jejazyk L,\L; ={u|Ivel,:vuel;}

Pravy kvocient jazyka L, podle jazyka L,
jejazyk Li/L, ={u|Ivel,:uvel;}

Véta. Jestlize L, L, jsou regularni, pak
také L,\L; a L;/L; jsou regularni.

Didkaz. Necht L] = L(A]), Lz = L(Az),
kde A; = (Q1, L, 01, do1, F1).

Pro qc Q1 neCht,Bq = (thvéhq)F])’
Cq = (th)éhqm){q})-

DalenechtU={qe Q;|3dwe L*:
w € L(Az) A b1(qo1,w) =g 1.

(Tedy g € U <= L(A;) NL(Cq) #0.)
Pak L;\L1 = Ugeu L(Bg).

Dale si v§imnéme: L;/L, = (LX\ LK.

Zrcadlovy obraz slova u = aja;...a,
jeulr =anan_1...qa,

zrcadlovy obraz jazyka L je
[R={u|Ivel:u=v}}

Véta. L je regularni praveé tehdy, kdyz L}
je regularni.

Dlkaz. Necht L = L(A) pro NKA
=(Q,%,8,L,F).

NKA A’ tz. L(A’) = LR Ize definovat
takto:

=(Q,L%,d FI), kde
q2 € d'(q1,a) & q1 € 8(qz, a).

Dale si v8imnéme, Ze (LR)R = L.

RV(Z) ... mnozina regularnich vyrazi
nad X; induktivni definice:

0 € RV(Z), ¢ €RV(Z), ae€RV(E)
(kde a € %);

kdyZ «, 3 € RV(X), pak také

(x4 B) € RV(L),
(- B) € RV(L),
(a*) € RV(L).

Reg. vyraz « reprezentuje jazyk [o]:

01=0, [e]={e}, [a]l ={a],

[

(x4 B)] =[] U [B],
[(oc- B) [ 1 - [B],
[(oc)] =



Konvence pfi psani regularnich vyrazl:
(((0-1)*-1)-(1-1))+((0-0) +1)7)
Ize psat (01)*111 + (00 + 1)*

Véta. Regularnimi vyrazy Ize reprezen-
tovat prave regularni jazyky.

Dlkaz.
Jednoduse KA pro 0, {&}, {a}.

Jelikoz tfida regularnich jazyk je (kon-
struktivné) uzavfena na regularni ope-
race (sjednoceni, zfetézeni, iterace), je
zfejmé:

Existuje algoritmus, ktery k za-

danému regul. vyrazu « zkon-
struuje KA A tZ. L(A) = [«].

Necht L=L(A) pro
KAA=(Q,ZL%Vb,q,F),
kde Q ={di,d2,...,dn}
Proi,j €{1,2,...,n} poloZme
Ry ={we X" |b8(qi,w) =qj}
vsimnéme si L = Ug,er Rit
Prok €{0,1,2,...,n} definujme

RE={weRy|Vuv:(w=uv A u#
e AN v#eNd(gi,u) = qm) = m <k}

Tedy Rij = R{;
l. Ry CIU{e}

1.
1 .
R]f;r =RE U (R (RE 1) R

Konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

Sjednoceni

Zietézeni

e 9 o s

o

R ©

OHS O
Iterace
YAERN

13

Trida RJ(X) regularnich jazykl nad abe-
cedou X je nejmensi tfida jazykl nad
abecedou X, ktera obsahuje tzv. ele-
mentarni jazyky a je uzaviena na regu-
larni operace, tzn.:

e elementarni jazyky, tj. § a {a} (pro
kazdé a € X), patfi do RJ(X),

e jestlize L;,L, € RJ(X), pak také
L] U Lz G R](Z)a

e jestlize L;,L, € RJ(X), pak také

e jestlize L € RJ(X), pak také
L* € RJ(X).



Z uzaverovych vlastnosti tfidy regular-
nich jazyka:

regularni vyrazy by mohly obohatit napf.
symboly pro priinik a doplnék,

treba &, —, kde

[(x&B)] =[] N [B],
[~(a)] = Z* — [«] (abeceda X
z kontextu)

Zkracent:
napf. [=(0*)] = [(04 1)*1(0 + 1)*]

Ale “linearni” pfevod RV — ZNKA pak
uz nelze!

Tvrzeni. Pro regularni jazyk L a regu-
larni substituci o je o(L) rovnéz regular-
nim jazykem.

Dilkaz.

Necht x a o, (pro vs. a € abec(L)) jsou
regularni vyrazy takové, ze

o [ =L
° [(xa] = O-(CL)

Dosadime-li do regularniho vyrazu «
za kazdy vyskyt symbolu a regularni
vyraz «,, dostaneme regularni vyraz
reprezentujici of(L).

> A ... abecedy
nechtpro a € £ ... o(a) C A*
RozSifme substituci o : £ — A* na
0:X* = P(A*):

o o(e) ={¢}

e o(uw) =o(u)-o(v) (u,vexr
Dale definujme pro L C &*

0(L) = Uner 0(w)

(Rikame: o(L) vznikl z L substituci o.)

Jestlize kazdé o(a) je regularni jazyk,
jedna se o regularni substituci.

Jestlize kazdé o(a) obsahuje pravé
jedno slovo, o se nazyva homomorfis-
mus (o : Z* — A¥).

KA A;, A, jsou ekvivalentni &ar
L(A1) =L(A2).

KA A je minimalni &4 neexistuje
automat ekvivalentni s A, ktery by mél
mensi pocet stavll neZ A.

Véta. Ke kazdému KA A je minimalni
automat ekvivalentni s A urcen jedno-
znaéné (az na pojmenovani stavll).

Véta. Existuje algoritmus, ktery k zada-
nému konecnému automatu A sestroji
minimalni automat ekvivalentni s A.



Pro stav q KA A = (Q, %, , qo, F) defi-
nujme:
I—(q) = L(Aq)1 kde Aq = (Q)Z)é)q)F)'

KA A je redukovany &g
e A nema nedosazitelné stavy a

e v A prokazdé dvardzné stavy q;, gz

plati L(q1) # L(q2).
Lemma. Jestlize pro stav q automatu
A = (Q,%9,q0,F) a stav q' au-
tomatu A’ = (Q',%,8, qg, F') plati
L(q) = L(q’), pak pro kazdé a € X je
L(8(q,a)) =L(8'(d’,a)).
Tvrzeni. Dva redukované automaty,

které jsou ekvivalentni, jsou izomorfni
(stejné, az na pojmenovani stavil).

Relace p na mnoziné M je
ekvivalence &4 pje:

e reflexivni (Vx € M : xpx),

e symetricka
(Vx,y € M : xpy = ypx),

e tranzitivni (Vx,y,z € M :
(xpy A ypz) = xpz2).

Ekvivalence p definuje na M rozklad
{[x]p [ x € M}

tji. systém vzajemné disjunktnich mno-
Zin, zvanych tfidy ekvivalence, jejichz
sjednocenim je M, pficemz

[xlo ={y | xpy }

Idea redukce automatu:

Mé&jme dva rlizné stavy q;, g, automatu
A, kde L(q;) = L(qgz). Upravme A takto:

e kazdou Sipku q —— q, nahradme
Sipkou q = q;,

e stav q; (spolu s vychazejicimi Sip-
kami) vypustme,

e pokud g, byl pocatecnim stavem
(automatu A), bude nyni q; poca-
teCnim.

Vznikly A’ je ekvivalentni s A, pficemz
ma méné stavl; navic nema nedosazi-
telné stavy, pokud A je nemél.

Z toho (a z dfive uvedeného) plyne

minimalni KA = redukovany KA

Lemma. K libovolnému KA A existuje
redukovany automat ekvivalentni s A.

Dllkaz. Rovnou predpokladejme, ze
A =(Q,Z%,9,qo, F) nema nedosazitelné
stavy. Na Q definujme ekvivalenci ~:

a~q" &ar L(q) =L(q").

K A definujme tzv. podilovy automat
podle ekvivalence ~, oznaceny A _, takto
(piSeme stru€néji [q] misto [q].):

Al = (Q~)Zaé~, [qO]aF~)’ kde Q~ =
{ldllaeQ}F.={ldl|lqgeFla
6-(lql,a) = [6(q, a)l.
Korektnostplynez (p~q=(peF&
qeF))az(p~q=dp,a)~d(q,a)).
Plati: §(q,w) =q' & 6.(lal,w) = [q']



Rozhodovani otazky L(q;) = L(q>):
L=(q) =ar {wlwel(q) A W <i}

) . 01 2
Na Q zavedme ekvivalence ~,~,~, ...

a1 ~ 42 Sar LHq1) = L5Y(qy)

Chng &< g1 €F,q2 € F nebo
qi €F, g2 ¢F

i+1

q1~q2(:)q1iq2/\ '
(Vae€ X: 8(qr,a)~d(qz,a))

Jestlize £ ="', pak ow_
Kdyz |Q| = n, pak nutné ot
(pron > 2 dokonce "~* ="<"),

alb I={1}

oifelal TR

2 2|4

@335

4 1217 a|b
5|63 — 1 | II | 1II
(6)| 6|6 I | II | II
7174 II0) | 111 | I

N
Q
S5
o]
o

oy

Véta. Existuje algoritmus, ktery pro za-
dané koneCné automaty A;, A, roz-
hodne, zda L(A;) = L(A;).

Dlkaz. K A;, A, zkonstruujeme ekviva-
lentni redukované automaty v normova-
ném tvaru a ty porovname.

Jiny dOkaz (vyuzivajici jiz znamych
fakt():

L(A1) =L(Ay) =
(L(A7) — L(A2)) U (L(A2) — L(A4)) =0

Poznamka.
VSimnéme si: kdyz |Q| = n, pak
L(q) =L(q') & L="2%(q) = L="2(q").

Véta. (Pumping lemma.) Necht' L je re-
gularni jazyk. Pak nutné existuje n € N/
tZ. kazdé slovo z € L, |z| > n, Ize psat
z = uvw, kde |uv| <mn, |v| > 1 a pro vs.
i>0jeuwtw e L.

((VLtz. Lje regularni))

(In e N)

(Vztz.ze L, |zl > n)

(Fu,v,wtz. z=uvw, luv <n,|v| > 1)
(

Vi > 0) uvtw € L

‘Zkratky: (Vxtz. A)B ..... (Vx: A = B)



Hra dvou hract A a B pro zadany L:
1. Azvolin e N

2. BzvolislovoztzZ.ze Lalzl >n
(nelze-li, A vyhral)

3. Azvoliu,v,w tz.
z=uww, jluv|<nal >1

4. Bzvolii>0
5. Vysledek: je-liuvtw € L, vyhral A, v
pripadé uvtw ¢ L vyhral B.

Tvrzeni. Ma-li B vitéznou strategii, pak
L neni regularni.

Poznamky. Napf¥. jazyk
L={a,b}*U({c}*-{dV' |j > 0})

spliuje podminku v pumping lemmatu
(A ma vitéznou strategii) a pfitom neni
regularni. (Pfipominka: LT =L-L*.)
(Jinak by totiz i

({c\L) N {a, b} ={d'V’ |j > 0}

byl regularni.)

Dvoucestné konecné automaty (zde
0:QxXL— Qx{-1,0,1}) rozpoznavaji
také (jen) regularni jazyky (i v nedeter-
ministické verzi).

Pro L; = {d'b’ | j > 0} strategie B napf.:

1. A zvoli (libovolné) n e N

2. Bzvoliz = a™b™

3. Azvolilibovolné u,v,wtz. z = uvw,

lw| <naflvl>1
(tedy u = o, v = a* pro néjaké j, k
tZ.j+k<n, k>1)

4. B: zvoli 1 =0 (Ize kterékoli i # 1)

5. Jelikoz dfa™ U+Kp™ ¢ L, B vyhrava.
Poznamka. Uvedena strategie funguje i
pro jazyk

Ly ={we{ab}|w= MW}
(Takeé fakt L, N [a*b*] = L; spolu s tim,

Ze L je neregularni, implikuje, Ze L, je
neregularni.)

Hledani vzorku p v textu t
Pristup
“posouvajici se okénko délky |p|”

vede k dobé béhu amérné |p| - |t/.
Doba béhu “Knuth-Morris-Pratt algo-
ritmu” je Umérna |p| + [t|. Jedna z kli-
covych idei algoritmu:

K ‘pfimoCarému’ nedeterministickému
KA pro jazyk Z* p (ktery ma [p|+1 stav()
ma standardné zkonstruovany ekviva-
lentni DKA také jen |p| + 1 stavd.
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Zobecnény sekvencni stroj
(GSM, generalized sequential machine)

M= (Q,Z,A,é, P, qO):

Q ... kone¢na mnozina stavdl,

Y ... konec€na vstupni abeceda,

A ... koneCna vystupni abeceda,
5:Q x X — Q... pfechodova funkce,
p:Q x X — A*...vystupni funkce,
qo € Q ... pocatecni stav.

Stroj M definuje zobrazeni (“pfeklad”)
fm s ZF — A%

1/ fm(e) = ¢
2/ tm(wa) = fpm(w) - p( (g0, w), a)

(Pozn.: nedeterministicka verze GSM je
‘silngjsi’.)

Konecné stavovy prekladac (pfevadéc)
(finite [state] transducer)

T= (Q)Z>A) o, q())F):

Q ... kone¢na mnozina stavd,

X ... kone¢na vstupni abeceda,

A ... kone€na vystupni abeceda,

o ... kone€na podmnozina mnoziny
QxX*xQxA*
(“pfechodova a vystupni” relace),

do € Q ... pocatecni stav,

F C Q ... mnoZina pfijimajicich stavi.

Stroj T definuje relaci Ry C I* x A*:
(u,v) € Ry Sqr  lze psat u =
WUy ... Uy, V = Viva... Vv, tak, ze pro

jisté stavy q1,q2,...,qn mame: q, € F
a(qifhu’uqiyvi) GO'prO‘i,:],z,...,Tl.



FT-relace .... racionalni relace
Tvrzeni. Je-li R racionalni relace, pak
také R~ je racionalni.
Tvrzeni. Je-li R racionalni relace a L re-
gularni jazyk, pak R(L) je regularni. (Po-
dobné R7'(L) je regularni.)
(R(L) ={v|3uel:(u,v) € R},
RL)={u|IveL:(uv) €R})
Priklad: Je-li L regularni, pak

infix(L) ={v|Ju,w:uvw € L}

je regularni:
a/e a/a a/e
b/e b/b b/e

E=EBE+E=E+EXE=E+axE=
at+taxE=a+axa

strom odvozeni (derivacni strom)

Jina leva derivace:

ESEXE=SE+EXE=Sa+EXE=
a+axE=a+axa

Aritmetické  vyrazy v  abecedé
{a,+,%,(,)}

Napfiklad: at+axa
(a4+a)xa

EXPR) — (EXPR) + (EXPR)
— (EXPR) x (EXPR)
—

(EXPR)
(EXPR)
(EXPR) (EXPR)
(EXPR)

Gl
x
=
L1

E—E+E|EXE]|(E)]|a
Odvozeni (derivace), slovaa+ a x a:

E=2=E+E=2a4+E=a+EXE=
at+taxE=a+axa

leva derivace, prava derivace ...

E=2E+E=2E+EXE=E+Exa=
E+taxa=at+axa

E—E4+T|T
T—TxF|F
F—(E)|a

Jedina leva derivace proa+a x a:

E=E4+T=T4+T=2F+T=2a4+T=
a+TxF=a+FxF=a+axF=
at+taxa

Jediny derivaCni stromproa+a x a:

SN

E T

| TN
Lo
F F a
.



Bezkontextova gramatika
G=(ITx%SP):

IT ... kone¢na mnoZina neterminall,

Y ... kone¢na mnozina terminald
(MNnz=0),

S € IT ... pocatecni neterminal

P ... kone€na mnozina pravidel typu

A — B, kde
AeTl pBe(TTuX)..

Relace = (resp. =¢g) na (TTU X)*:
jestlize

Y =wmAH, 0 =wPu, (A—-p) P
pak vy =19

a =L B (levé prepsani) Sqs
ax=uXd, p=uydb a (X—vy)eP
(we x* 6 e (TTU X)*).

X = o = ... = «, je levou derivaci
Ear =" (0<i<n—1).

=* ... refl. atranz. uzavér =

Tedy v =* 6 &g4¢ eXx. posloupnost
Uo, U1, ..., U, tak, ze

Y=H=>HW =...=> U =d.
(Derivace (délky n) slova 6 ze slova vy.)
Jazyk generovany gramatikou G:
LG)={weX|S=*w}

Jazyk L je bezkontextovy &gr
ex. BG G tak, ze L(G) = L.

Znaceni:

a,b,c,......terminaly

u,v,w,... ... retézce terminalll
A,B,C,...,X,Y,Z ... neterminaly
xB,v,.....etezce

neterminalt a terminall

Derivacni strom (vztahujici se ke G =
(T1,%,S,P)), je uspofadany kofenovy
strom, v némz

- vrcholy ohodnoceny prvky TTU X,
- kofen ohodnocen S,

- vrchol ohodnoceny X (€ TT) ma nasled-
niky ohodnocené Yi,Y2,...,Yn (Y; €
HUZ), kde (X—)Y]Yzyn) € P,

- vrchol ohodnoceny a (€ X) je listem.

Derivacni strom pro w = ajay...a,
listy zleva doprava ohodnoceny
a, az,...,qan.



BG G je jednoznatna &4¢ kazdé slovo
zL(G) ma prave jednu levou derivaci (tj.
pravé jeden derivacni strom).

V opacném priipadé je G nejedno-
znacna (Ci viceznacna).

Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny
ESgqf ex. jednoznacna Gtz. L(G) =L;
jinak se L nazyva (vnitfné) nejedno-
znacny (viceznacny).

Napr.:
Li={a"b*|n>0}: S— aSb|e

L ={abc*|(i=j)V (=K}

S——)S1C|A32
S1 —)CLS1b|€ Sz—)szClE
C—cCle A— aA ¢

Neex. jednoznac¢na BG G tZz. L(G) = L,.

Napf. Zisk:= (Cena+ Dan)*0.12

LOAD =0.12;
STORE $2;
LOAD Dan ;
STORE %1 ;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk

Prace prekladace:
¢ lexikalni analyza
e syntakticka analyza

e generovani kodu

Preklad pfifrazovacich pfikaz{ typu
V=E

S— (id):=E
E—E+E|E«E]|(E)] (id)

do asembleru

Instrukce Efekt

LOAD m c(m) - ACC
STOREm | ¢(ACC)—>m

ADD m ¢(ACC) +c¢(m) —» ACC
MPY m c(ACC) x¢c(m) —» ACC
LOAD =m | m — ACC

ADD=m | ¢(ACC)+m — ACC
MPY =m | ¢(ACC)*m — ACC

Pro
Zisk := (Cena + Dan) % 0.12
je vysledkem lexikalni analyzy
(id)y == ((id)2 + (id)3) * (id)s

zaroven s tabulkou TAB:

Pof. Cislo | Identifikator | Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real




Pro
(id)q := ((id)2 + (id)3) * (id)4

je vysledkem syntaktické analyzy

S, 3]
[E, 2]
,,,,,,,, E
| E
£
E B
idy; = ( (d2+ ({d)3) =« (id)

Bezkontextova gramatika
G = (IT,%£,S,P) je redukovana &gy
kazdy X e TT spliuje:

1. Iwe 2 : X =* w,

2. do,p e (TTUX)*: S =* aXP.
Konstrukce 7 ={X € TT | X splnhuje 1. }:
T1,72, T3 ..., kde
Ti={X|Iwe Xl : (X—>w)eP}
Ti=TU{X|JxeT*: (X—>a)eP}
Ta=Twi1r=Ta=T (n < |TT))
Konstrukce D ={X € TT | X spliuje 2. }:
Dy ={S}

Diy =Dy U{X[3IY €Dy, 00,0
(Y—) OC1X062) € P}

e u ohodnocen (id);: Cod(u) z TAB
(napf. pro (id;) ‘Zisk’, pro (id)4 ‘= 0.12")

e uohodnocen :=, +, x: Cod(u) prazdny

e u S nasledniky uq,u;,uz ohodnocen
[S,n]: Cod(u) je

‘LOAD’ Cod(us) ; STORE’ Cod(u)

e u S nasledniky wuy,u;,u3; ohodno-
cen [E,n], pficemZ u, ohodnocen +:
Cod(u) je

Cod(usz); STORE$1‘; LOAD’ Cod(uy)
“ ADD $'n
e podobné pro x:

Cod(uz) ; STORE $ ‘; LOAD’ Cod(u;)
“ MPY $'n

Gramatiky G1, G, jsou ekvivalentni &g«
L(G1) = L(Gz).

Véta. Ke kazdé BG G, pro niz plati
L(G) # 0, Ize sestrojit ekvivalentni re-
dukovanou gramatiku.

Dlkaz. Odstranime vSechna pravidla
obsahujici neterminaly nesplfujici pod-
minku 1. (3w € Z* : X =* w).

Pak odstranime vSechna pravidla obsa-
hujici neterminaly nesplnujici podminku
2.3, B e (TTUX)*: S =* aXP).

Véta. Existuje algoritmus, ktery pro za-
danou BG G rozhodne, zda L(G) = 0.

Poznamka. Ekvivalenci dvou BG nelze
algoritmicky rozhodovat.
(Neni obdoba konstrukce minim. KA.)



Bezkontextova gramatika se nazyva
nevypoustéjici &4 neobsahuje pravi-
dlo typu X — ¢.

Véta. Ke kazdé BG G lIze sestroijit
nevypoustéjici gramatiku G’ tz.
L(G) =L(G) —{¢}.

Dukaz.
Konstrukce £ ={X e Tl | X =* ¢}:

E={X|(X—=¢e)eP}
=& U{X|Jae &l (X— o) € P}

Pro kazdé pravidlo (X — «) € P zafa-
dime do P’ vSechna pravidla X — §,
kde 3 # ¢ a 3 vznikne z « vypusténim
nékterych (tfeba zadnych) vyskytll sym-
bolli z £.

BG je v Chomského normalni formé
(ChNF) &4 kazdé pravidlo je tvaru
X —=YZnebo X — a.

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit BG G’
v CHNF tZ. L(G’) = L(G) — {e}.

Dikaz.

- pfevod na nevypoustéjici gramatiku

- odstranéni pravidel typu X — Y

- pro kazdé a pfidame A, a pravidlo
A, — a; na kazdé pravé strané delsi
nez 1 nahradime a neterminalem A,

- kazdé pravidlo typu X — YiY5...Y,,
kde n > 3, nahradime X — Y;Z;,

Z.1 — Yzz.z, ...... , Zn_3 —Y. _zZn_z,
Zy 2> Yn1Yn

(Z+1,2Z3,...,Z, 2 nOVE pfidané)

Dlsledek. Ke kazdé BG G =
(TT,x,S,P) existuje ekvivalentni BG
Gy = (T}, £, S, Py), kde e mUzZe byt pra-
vou stranou pouze u pravidla S; — ¢;
v takovém pripadé se pak S; nevysky-
tuje na pravé strané zadného z pravidel
Z P;.

Odstranéni pravidel typu X — Y:

- Pro kazdy neterm. A zkonstruujeme
Da={B|A="B}

-Pak prokazdé B — «, kde B € Dy a «
neni jeden neterminal, pfidame pravidlo
A— «.

- Odstranime vSechna pravidla typu
X—=Y.



BG je v Greibachové normalni formé
(GNF) &4¢ kazdé pravidlo je tvaru
X — CLY1Y2...Yn (T'LZ O)

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit BG G’
v GNF tZ. L(G') = L(G) — {e}.

Lemma. Necht v G jsou B — 31, B —
B2, ..., B — B, vSechna pravidla s B
na levé strané.

Odstranénim pravidla A — «Bvy a pfi-
danim pravidel A — «fp1y, A —
«B2v,..., A — af3,y, dostaneme gra-
matiku ekvivalentni s G.

a|blajalb]

N X (|X

Lemma. (Odstranéni levé rekurze.)
Méjme BG G = (TT, %, S, P). Necht

A—Ax;, Ao Axy, ..., A—> Ay,
A—-BRBiL,A—> B2 ...,A—> Pn

jsou vSechna pravidla s A na levé
strang, pficemz (3; nezacinaji A .

G' = (MMu{Z},%,S,P’) vznikla z G do-
danim nového neterminalu Z a nahra-
zenim uvedenych pravidel soustavou

A—=PB1, A= B2 ..., A—> By,
A—>PRi1ZA->BRZL ..., A— PnL,
Lo ol, L— ..., A— &nl,
Lo, L=y, A= K,

je ekvivalentni gramatice G.

Zasobnikovy automat (ZA)
M = (Q» Z) r) 6» do, ZO) :

Q ... kone¢na mnozina stavd,

Y ... kone¢na vstupni abeceda,

I ... koneCnéa zasobnikova abeceda,
do € Q ... pocatecni stav,

Zy € T ... poC. zasobnikovy symbol
5:Q x (ZU{e}) x T — Psin(Q x T*).

Konfigurace ZA M je trojice (q,w, ),
kdeqe Q,we X* ael™

Na mnoziné konfiguraci definujeme re-
laci Fp

(q,(lW,XB) I_I\/l (q’,W, OCB) df
5(q,a,X) 3 (q', «)

(ae (ZU{e}),we X B el



Relace k3, je reflexivnim a tranzitivnim
uzavérem relace .

Slovo w € X* je pfijimano ZA M &y
(qO)w> ZO) |_T\/l (q,E,E) pro néJ qc Q

Jazykem rozpozndvanym ZA M ro-
zumime jazyk L(M) = {w € X* |
w je pfijimano ZA M }.

Poznamka. Jedna se o “pfijimani prazd-
nym zasobnikem”.

Pridame-li k parametrim ZA M mno-
Zinu pfijimajicich (neboli ‘koncovych’)
stavll F C Q, lze definovat jazyk “pfi-
jimany koncovym stavem”

LKs(M) = {W e L | (qO)W)ZO) I_>Ik\/l
(g,e,x)prongj.ge Fax e}

Uvedeny ZA provadi (nedeterminis-
ticky) tzv. analyzu “shora dold”.

Nap¥. ZA sestrojeny ke gramatice

1/A—A+B
2lA— B

3/ B—Bx*xC
4/ B — C
5/C— (A)
6/C—a

simuluje pfi GspéSném béhu na slové
a x (a + a) pouziti pravidel v poradi
2,3,4,6,5,1,2,4,6.

Analyza “zdola nahoru” ... prava deri-
vace pozpatku (6,4,6,4,2,6,4,1,5,3,2)

Poznamka. LL- ¢i LR-analyzatory ... de-
term. verze v syntaktické analyze

Lemma. Ke kazdé BG G Ize sestrojit ZA
M (s 1 stavem) tz. L(M) = L(G).

Dilkaz. Pro BG G = (TT, %, S, P) necht
M = ({qO})Z)ﬂ U 2)5) qO)S)i kde

pro X € TT:
8(do, &, X) ={(qo, &) [ (X = «) € P},

proa€ X: 5(qo,a,a) ={(qo, )}
(jinde & pfifazuje 0)

Indukci se da ukazat

S=tux &ar (qo,u,S) Hy (do, €, )

kdeue X*, ae{ef UTI(TTUZ)*;
=¢ zde oznacCuje levé odvozeni

Lemma. Ke kazdému ZA M s jed-
nim stavem Ize sestrojit bezkontextovou
gramatiku G tz. L(G) = L(M).

Dlkaz. Méjme

M = ({qo}, L, T} 8, qo, Zo), kde TNT = 0.
Sestrojme

G=(IX, Z,P)tak, ze

(A — ax) € P < 6(qo,a,A) > (qo, &)
(a € (ZU{e)).

D& se snadno ukazat
Zy =% ux Sar (qo,u, Zo) Fiq (go, €, )

kdeueX*, x e
=¢ zde oznacCuje levé odvozeni



Lemma. Ke kazdému ZA M lze sestrojit
ZA M’s 1stavemtz. L(M) =L(M’).

Duikaz.
Pro M = (Q,L%,T,6,qo,Zy) konstruu-
jeme M’ = ({s},X,T",6',s,R),

kdeT'=(Q xT' x Q) U{R},
SI(S)E»R) :{(S, <q0,ZO) q>) | q € Q}

a &’ je dale dodefinovana tak, Ze plati

Yw : (s,w,(p,X,q)) Fxm: (s,¢,€) &=
(p,w,X) F1 (4, &, €)

Je tedy Yw : (s,W,R) 1/ (s,¢,¢) &=
(do,w, Zo) F4 (d,€,¢) pronéj.q € Q
neboli L(M') = L(M).

Véta. (Pumping lemma pro bezkontex-
tové jazyky, neboli uvwxy-teorém.)
Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak
existuji pfirozena cisla p,q tz. kazdé
slovo z € L delSi nez p Ize psat ve
tvaru z = uvwxy, pfiCemz plati vx # e,
lwwx| < q,aprovs.i>0je

uvtwxty € L.

Dlkaz. Necht L = L(G) pro BG
G = (IT,Z,S,P) v ChNF.

VSimnéme si: kdyz na veétvi deriv.
stromu pro z € L dva vyskyty téhoz ne-
terminalu, feknéme A, pak

S =* UAy =" wWAxYy =* uwwxy =z

pro néjaké u,v,w,x,y € £*, vx # ¢.

5’ je dodefinovana takto:

- pro (ql> 8) € 5(q) (1,X),
kde a € (X U{e}), zafadime do
6'(s,a,(a,X,q")) prvek (s, ),

-pro (q’,A1A,...An) € 8(q,a,X)

(n > 1) zafadime do &'(s, a,(q, X, q))
prvek

(s,{a’,A1,d1){(d1,A2,42) ... (An—1,An,q))
pro kazdé q,q1,92,...,dn1 € Q.
Priklad.

M = ({p, q,71},{a,b},{A,B},6,p,A), kde

8(p,a,A) ={(q,AA), (p,B)},

8(q,b,A) ={(q,AA)},

5(p,&,B) ={(q,A)}, 8(q,¢,A) ={(r, &)},
5(r,a,A) ={(r,A)}, 8(r,b,A) ={(r,¢)}

(jinde je hodnota & rovna ()

Necht |TT| = k. VSimnéme si dale:

- na vétvi délky alespon k + 1 jsou jisté
aspon dva vyskyty téhoZ neterminalu;

- ma-li derivani strom pro z € X*
vSechny vétve kratSi nez k + 1, pak
nutné |z| < 2% (pocet listh binarniho
stromu hloubky k—1);

- v deriv. stromé pro z € L, |z| > 2¥ 7,
urcité existuji dva rlizné vrcholy vi,v,
na stejné vétvi (v; bliz ke kofeni) ozna-
c¢ené stejnym neterminalem, pficemz
podstrom s kofenem v; ma hloubku nej-
vys k + 1 —tedy ma nejvyse 2* listd.

MUdZeme proto vzit: p = 21, q = 2.



Lze uvaZzovat n = max(p,q) + 1:

Véta. Necht L je bezkontextovy jazyk.
Pak existuje pfirozené Cislo n tZ. kazdé
slovoz € L, |z| > n, |ze psatvetvaruz =
uvwxy, pficemz plati vx # ¢, [vwx| <n
aprovs.i>0jeuvtwxly € L.

Strategie B pro L = {a™b"c™ | n > 0}:

[EEN

. A zvoli (libovolné) n e N/
2. Bzvoliz=a"b"c"

3. A zvoli libovolné u,v,w, x,y
tZ. z = uwwxy, [vwx| < navx # ¢,

4. B zvolii =0 (Ize kterékoli i # 1)

5. Jelikoz [vwx| < n, slova v,x ne-
obsahuji aspon jeden ze symbolll
a,b, c. Proto uwy nepatfi do L; vy-
hrava B.

KdyZ L bezkontextovy, tak:
(In e N) (Vztz.ze€ L,|z| > n)

(Fu,v,w,x,y tz.
z = uvwxy, [vwx| < n, vx # ¢)

(Vi>0):uvtwxly e L

Ma-li B vitéznou strategii v nasledujici
hfe, pak L neni bezkontextovy.

1. Azvoline N
2. Bzvolislovoztz.zeLalz| >n

3. Azvoli u,v,w,x,y tZ.
z =uvwxy, [vwx| <mavx # ¢

4, Bzvolii>0

5. Vysledek: je-li uvtwxly € L, vyhral
A, je-li uwwxly € L, vyhral B.

Strategie B pro L = {ww | w € {0, 1}*}

H

. A zvoli (libovolné) n e N
2. Bzvoli z=0"1"0™1™

3. A zvoli libovolné u,v,w, x,y
tZ. z = uvwxy, [vwx| < navx # ¢,

4. B zvolii =0 (Ize kterékoli i # 1)

5. Jelikoz vwx| < n, slova v, x zasa-
huji do nejvys jednoho Useku nul
a nejvys jednoho Useku jednicek.
Tedy uwy = 0%11%204 1%,
kde k; # £; nebo k; # £,.
Tedy uwy ¢ L; vyhrava B.



Véta. CFL je uzaviena vici sjednocent,
zfetézeni, iteraci, zrcadlovému obrazu,
substituci (tedy i homomorfismu).

Dlkaz. K BG G = (TH,Z, N , P]),
G, = (T1,, L, S,, P,) Ize zkonstruovat

G= (%S P)tzL(G) =L(G;)UL(G,)
takto (pfedp., Zze TT; N TT, = 0):

IT=TI, UTT, U{S}, kde S ¢ﬂ1 U Ty,
P=PyUP,U{S — $54,S — S 1

Pfimocara je i konstrukce BG pro
L(G1) - L(Gz), L(Gy)*, L(Gy)®.

Podobné k BG G = (IT,X,S,P) a gra-
matikdm G, (pro vS. a € X) Ize snadno
zkonstruovat gramatiku, ktera generuje
jazyk vznikly z L(G) substituci L(G,) za
kazdé a.

Deterministicky zasobnikovy automat
(DZA) je ZAM = (Q) Z) r) 6) do, ZO) F)!
pro néjz plati:
1. 5(q, a, X) je vzdy nejvySe jednoprv-
kova mnoZina (proa € X U{e}) a

2. je-lid(q,e,X) #0,pakd(q,a,X) =0
provs. a € X.

Jazyk L je deterministicky bezkontex-
tovy jazyk, jestlize L = Lgs(M) pro né-
jaky DZA M.

Poznamka. Vyuzitim “bottom-symbolu”
lze snadno ukazat, ze k DZA M lze
zkonstruovat DZA M’ tz. Lpz(M) =
Lxs(M'). K DZA M lze také sestrojit
DZA M' tZz. Lxs(M) -{$} = Lpz(M'), kde
$ je nové pfidany znak.

Véta. CFL je uzaviena vUci priniku s
regularnim jazykem, i vlc¢i kvocientu
podle regularniho jazyka. (Tj. pro kazdy
bezkontextovy L a regularni R, jsou LNR,
R\L, L/R bezkontextové.)

Véta. CFL neni uzaviena vici priniku a
doplriku.

Dlkaz. L; ={a'bick |i =},

L, = {a'b/ck | j = k} jsou bezkontex-
tové.

Pfitom [ N L, = {a"b™c™ | n > 0} bez-
kontextovy neni.

Z de Morganovych pravidel (L; N L, =
(L; UL,)) plyne, Ze kdyby byla CFL uza-
viena vici dopliku, tak by byla uza-
viena i vlci priiniku (coZ neni).

Véta. Tfida DCFL je uzaviena vUci do-
pliku. Na druhé strané neni uzaviena
vUci priiniku ani vici sjednoceni.
Poznamky.

Uzavienost vici dopliiku ... nestaci pro-
hozeni pfijimajicich a nepfijimajicich
stavil (ale da se “dotahnout”)
Neuzavienost vici priniku:

L ={a'b/c* |i=j},

L, ={a‘bic*|j =k}

jsou deterministické bezkontextoveé.
Pfitom [ N L, = {a"b™c"™ | n > 0} neni
(ani) bezkontextovy.

Neuzavienost vUiCi sjednoceni ... de
Morganova pravidla.



Priklad. Bezkontextovy jazyk
L={a'bc*[ A #j)V ([ #Kk)}

neni v DCFL: jinak by i L byl v DCFL;
pak by ovSem

LN [a*b*c*] ={a™b™c™ | n > 0}
byl bezkontextovy (coZ nent).

Priklady dalSich nedeterministickych
bezkontextovych jazyku:

{ww® [ w € {a,b}},
{a'bc*[(i=))V(i=Kk}

Poznamka. Existuje algoritmus, ktery
rozhoduje ekvivalenci dvou zadanych
deterministickych zasobnikovych auto-
mat( (otevf. problém cca 1965 - 1997).

Relace = (resp. =¢) na (MU Z)*:
jestlize

Y = mapy, 6 = wPuy, (x— B) € P
pak v =23

=* ... refl. atranz. uzavér =

Tedy vy =* 6 &ar €eX. posloupnost
Uo, U1, - .., Uy tak, ze

Y=Ho=> W = ... Hq = 0.

Jazyk generovany gramatikou G:

L(G) ={weX|S="w}

(Generativni) gramatika
G=(IT,%,S,P):

IT ... koneéna mnoZina neterminald,

Y ... kone¢na mnozina terminald
(MmN =0),

S € TT ... pocatecni neterminal

P ... kone€na mnozina pravidel typu

x— P
kde
e (TTUX)TI(TTU X)*
Be(TTUX)

Chomského hierarchie

Gramatika typu 0, neboli obecna gene-
rativni gramatika: « — (3 bez omezeni

Gramatika typu 1, neboli kontextova
gramatika:

oaXpB — ayp, kde [y| > 1 (jediné lze
S — ¢; pak S neni nikde na pravé strané)

Gramatika typu 2, neboli bezkontextova
gramatika: X—=

Gramatika typu 3, neboli regularni gra-
matika: X—=wY, X—>w

Jazyk typu i ... generovan gram. typu i
L ... tfida jazykU typu i

Tvrzeni. L3 C L, C L1 C Ly



Lemma. Ke kazdé regularni gramatice
|ze zkonstruovat ekvivalentni gramatiku
spravidly X - aY, X - Y, X > ¢.

Dukaz.
X — ajaz...a,Y (n > 2) nahradime

X = CI]Z.1, Z1 — azzz, . Zn_1 — (lnY

Turinglv stroj, zkracené TS,
M= (Q, Z) r» 6) qO)F) .

Q ... kone¢na mnoZzina stavl,

Y ... konec€na vstupni abeceda,

I" ... kone€na pracovni abeceda, I' D X,
do € Q ... pocatecni stav,

F C Q ... mnoZina koncovych stavd,

b ... pfechodové funkce:

0:(Q—F)xTIN'->QxTx{-1,0,4+1}

VT — X je vzdy obsazen
specialni prvek O ... prazdny znak.

Konfigurace TS M ... uqv, kde
u,ve€Magqe Q (uqvaOugvlD totéz)

Pocatecni konfigurace ... qov, v € L*

Koncova konfigurace ... uqv, q € F

Véta. Jazyk je generovan RG pravé
kdyZ je rozpoznavan KA.

Dlkaz. Ke KA A = (Q,L%,5,qo,F) se-
strojme G = (Q, X, qo, P), kde
vPjeq— aq’prod(q,a)=q’
aq—eproqekF.

Indukci: 6(q,w) =q' & q =5 wq'.
Odtud snadno plyne L(G) = L(A).
Naopak pro G = (TT,%,S,P) s pravidly
typu X - a¥, X—=2Y, X— ¢

sestrojme ZNKA A = (T1,%,5, S, F), kde
Yeo(X,a)& (X—aY)eP
YedX,e)é= (X—=Y)eP
F={X|(X—¢)eP}

Je snadné ovéfit L(A) = L(G).

Na mnoziné konfiguraci definujeme re-
laci Fpm 0 K Fpm K pro K = uaqbv pravé
kdyz jedna z moznosti:

6(q,b) = (q’,b’,0) a K" =uaq’b’,
5(q,b) = (q’,b’,+1) a K’ =uab’q’v,
d(gq,b) =(q’,b’,—1) a K’ =uq’ab’v.
Relace 3, je reflexivnim a tranzitivnim

uzaveérem relace .

Slovo u € X* je pfijimano TS M &y¢
dou F* K pro néjakou koncovou K.

Jazykem pfijimanym TS M rozumime
jazyk
L(M) ={w € * | w je pfijimano M}.



Nedeterministické Turingovy stroje
0 (Q—F)XT = Psin(QxT'x{-1,0,+1})

Véta. Trida jazykl pfijimanych (deter-
mimistickymi) TS se rovna tfidé jazykU
prijimanych nedetermimistickymi TS.

Véta. Jazyky pfijimané TS jsou pravé
jazyky typu 0.

Linearné omezené automaty, LBA:

TS, kde nelze jit mimo vstupni slovo
(leva a prava zarazka). Zaladni verze
zde nedeterministicka (podobné jako u
ZA); zde se ale nevi, zda DLBA slabsi
(dlouhodobé otevieny problém).

Véta. L je kontextovy <= L je pfijiman
néjakym (nedeterministickym) LBA.

L3 i kone€né automaty
(regularni jazyky)

L. zasobnikové automaty
(bezkontextové jazyky)

Ly linearné omezené automaty
(kontextové jazyky)

Lo i, Turingovy stroje
(rekurzivné spocetné jazyky)

Poznamky:
TS ... univerzalni vypocetni model.

Tzv. rekurzivni jazyky (téZz rozhodnu-
telné) ... pfijimajici TS se vzdy zastavi.
Mezi Ly a Lo.

Stroje s 2 zasobniky ... ekvivalentni TS.



