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Kapitola 1

Uvod, cile kursu, literatura

Prednaska 1

Teorie jazyku a automati patii ke klasickym partiim teoretické informatiky
a je ve vétsi ¢i mensi mife soucasti studijnich pland informatiky na vsech
vysokych skolach.

Zde predkladany material je zamyslen jako studijni opora pro tvodni kurs v
dané oblasti. Material vznikl pfepracovanim a doplnénim pracovniho textu,
jenz puvodné slouzil jen jako doprovodny material k prednaskam. Nynéjsi
text by mél umoziiovat (resp. vice podporovat) i samostatné ¢i distanéni
studium. Specialné byly do textu doplnény tkoly, o jejichz vyfesSeni je stu-
dujici na prislusné oznacenych mistech v textu zadan.

Pozndmka. Na jare 2003 prevedli diplomanti L. Jamrozova a L. Koblovsky
text do interaktivnégjsi elektronické podoby — vyuzitim TeXovského baliku
maker “Elearn” J. Dvorského a dodanim ilustrativnich animaci k vybranym
pojmum a postuptim.

Text je ¢lenén logicky do kapitol, z nichz kazdé obsahuje stru¢né specifiko-
vané studijni cile. Jelikoz material je samoziejmé i nadale mozno pouzit jako
podporu k fadnému kursu s pfednaskami (tedy nejen k distancénimu studiu),
je v textu vyznaceno i orienta¢ni rozdéleni na jednotlivé pfednasky (v délce
2 x 45 minut). Pocit4 se, Ze kazda prednaska je doplnéna (rovnéz dvouhodi-
novym) cvicenim, na které se ovSem studenti pfedem samostatné pripravuji.
7 téchto orientacnich tdaji je mozné odhadnout ¢asovou narocnost studia
jednotlivych kapitol ¢ jejich ¢asti — jde ovSem ¢isté o orientacni odhad, jeli-
koz u kazdého jednotlivce bude ¢as potiebny k dikladnému zvladnuti latky
velmi individuélni.



Velmi pfinosna by samoziejmé byla snaha studujiciho prostudovat probirané
partie také v nékteré z doporucenych (¢i jingch) monografii. Ty najdete,
stejné jako dalsi informace ke kursu, pres odkaz na webovské strance

http://www.cs.vsb.cz/jancar
(¢i pfimo http://www.cs.vsb.cz/jancar/TJAA /tjaa.htm)

Autor bude vdéény za jakékoli pripominky k predkladanému materi-
alu (stejné jako obecné ke kursu), sdélené napf. e-mailem na adresu
Petr.Jancar@vsb.cz

Teorie jazykl a automatti pati{ k zdkladnim (a dnes jiz klasickym) partiim
teoretické informatiky, partiim, jejichz vznik a vyvoj byl a je tzce svazan
s potfebami praxe pii vyvoji software, hardware a obecné pii modelovani
systému.

N4s kurs tvofi urcity celek s kursem Vycislitelnost a sloZitost (planovanym
v dalsim semestru), dohromady by se mohly nazyvat Zdklady teorie vypocti
(Theory of Computation). Motivovat teorii vypoctd lze pfirozenymi otéz-
kami typu:

- jak srovnat kvalitu (rychlost) rtznych algoritmi Fesicich tentyZ problém
(akol) ?

- jak lze porovnévat (klasifikovat) problémy podle jejich (vnitini) slozitosti ?
- jak charakterizovat problémy, které jsou a které nejsou algoritmicky Fesi-
telné, tj. které lze a které nelze fesit algoritmy (specidlné “rychlymi”, neboli
prakticky pouzitelnymi, algoritmy).

Pfi zpfesniovani téchto a podobnych otazek, a pii hledani odpovédi, nutné
potfebujeme (abstraktni) modely pocitace (tj. toho, kdo provadi vypocty).
7 vice duvodi je vhodné pfi nasem zkoumadni zacit velmi jednoduchym, ale
fundamentalnim modelem, a sice tzv. koneénymi (1j. koneéné stavovymi) au-
tomaty. Koneéné automaty (pojem byl formalizovin ve 40. letech 20. sto-
leti), 1ze chdpat nejen jako nejzakladngjsi model v oblasti pocitaci, ale ve
vsech oblastech, kde jde o modelovani systémt, procesti, organismi apod., u
nichz lze vyclenit koneéné mnoho stavii a popsat zptsob, jak se aktualni stav
méni provadénim uréitych akei (napf. pfijimdnim vnéjsich impulst). (Jako
jednoduchy ilustrujici priklad ndm muze poslouzit model ovladace dveii v
supermarketu zndzornény na obr. 2.1, o némz pojedndme niZe.) Velmi béznd
“vypocetni” aplikace, u niz je v pozadi kone¢ny automat, je hleddni vzorki
v textu. Takové hledani asi nejCastéji pouzivame v textovych editorech a pfi
vyhledévani na Internetu; specidlni pfipad také predstavuje napt. lexikdlni
analyjza v prekladacich. Pii vyhledavani informaci v poéitacovych systémech

specifikovat celé t¥idy vzorkd. Regularnimi vyrazy a jejich vztahem ke ko-
neénym automatim se rovnéz budeme zabyvat.

Po seznameni se s koneénymi automaty a regularnimi vyrazy budeme po-
krac¢ovat silnéjsim modelem — tzv. zdsobnikovymi automaty; o ty se opiraji
algoritmy syntaktické analyzy p¥i prekladu (programovacich) jazykd, tedy
algoritmy, které napf. uréi, zda vami napsany program v Pascalu (C-¢ku) je
spravné pascalsky (c-ckovsky).

Zminili jsme pojem jazyk — obecné budeme mit na mysli tzv. formalni jazyk;
jazyky prirozené (mluvené) ¢i jazyky programovaci jsou specidlnimi piipady.
Na nase modely se v prvé fadé budeme divat jako na rozpozndvace jazyki, tj.
za¥izeni, které zpracuji vstupni posloupnost pismen (symboli) a rozhodnou,
zda tato posloupnost je (spravné utvorenou) vétou pfislusného jazyka.
realizované danym automatem — automat k zadanému vstupu (“spocita” a)
vyda jisty vystup, tedy realizuje urcitou (vstupné-vystupni) funkci. Rozpo-
znaval jazyka je pouze specidlnim piipadem, kdy vystupem je 1 ¢i 0 (ANO
¢i NE). (Pozdgji se jesté o tomto problému zminime.)

S pojmem jazyk se ndm prirozené poji pojem gramatika. Specialné se budeme
vénovat tzv. bezkontextovym gramatikdm, s nimiz jste se jiz prinejmensim
implicitné setkali u definic syntaxe programovacich jazyku (tj. pravidel kon-
strukce programtl); ukdzeme mj., Ze bezkontextové gramatiky generuji prévé
ty jazyky, jez jsou rozpoznavany zasobnikovymi automaty.

Seznamime se také s jednim z univerzélnich (nejobecnéjsich) modelt poditact
(resp. rozpoznavacil jazykt) — s tzv. Turingovgmi stroji. K tomuto modelu
se také odkazuje zminény kurs o vy¢islitelnosti a slozitosti.

Jesté poznamenejme, Ze G¢elem kursu neni popis konkrétnich “redlnych” (vét-
sich) aplikaci studovanych (teoretickych) pojmi; Gcelem je zdkladni sezna-
meni se s témito pojmy a s pFislusnymi obecnymi vysledky a metodami.
Jejich zvladnuti je nezbytnym zakladem pro porozuméni i oném redlnym
aplikacim a pro jejich navrh. Jako pékny priklad relativné nedavné aplikace
muze slouzit pouziti konecnych automati s vahami pro reprezentaci slozi-
tych funkel (na redlném oboru) a jejich vyuziti pii reprezentaci, transformaci
a kompresi obrazové informace (viz napf. kapitolu v J. Gruska: Foundations
of Computing, Intern. Thomson Computer Press, 1997).



Kapitola 2

Konecéné automaty, regularni
Jazyky

Koneény automat je systém (¢i model systému), ktery miize nabyvat kone¢né
mnoho (obvykle ne “pfili§ mnoho”) stavii. Dany stav se méni na zdkladé
vnéjsiho podnétu (moznych podnétii také neni “piili§ mnoho”) s tim, Ze pro
dany stav a dany podnét je jednoznacné urceno, jaky stav bude nasledujici
(tj. do jakého stavu systém prejde). Konkrétni koneény automat se Casto
zaddva diagramem, ktery také nazyvame stavovy diagram ¢ graf automatu.
Jind moznost zadani je tabulkou, ktera je sice ponékud suchoparnéjsi, ale
napf. je vhodnéjsi pro pocitacové zpracovani.

Priklad.Diagram na obr. 2.1 je popisem jednoduchého automatu fidiciho
vstupni dvefe do supermarketu (dvefe nejsou posuvné, ale otviraji se
dovniti). Automat miiZze byt ve dvou stavech (Zavteno, Otevieno) a podng-
tem (napf. snimanym v pravidelngch kratkych intervalech) je informace, na
které z podlozek (pfed dvefmi, za dvefmi) se nékdo nachdzi. Kromé (pro nase
oko pfehledného) diagramu lze tutéz informaci sdélit tabulkou na obr. 2.2.

ZA PRED
PRED-I-ZA ZA
NIKDE PRED PRED-I-ZA
NIKDE

Obrézek 2.1:

PRED ZA PRED-I-ZA NIKDE
ZAVRENO OTEVRENO | ZAVRENO ZAVRENO | ZAVRENO
OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO

Obrézek 2.2:

Ukol 1 Popiste slovné néjaky jednoduchy automat na mince, ktery je scho-
pen vydat ¢aj nebo kdvu dle volby, a pak jej modelujte stavovym diagramem
(grafem automatu,).

Na zakladé uvedeného jednoduchého prikladu mame jiz predstavu, co to
kone¢ny automat je. Formalizujme nyni tento pojem v jazyce matematiky. K
¢emu je to dobré ? Pro dalsi zkoumdni potfebujeme pfesnou (a jednoznacnou)
definici a také struéné a prehledné znaceni. (U takto jednoduchého pojmu

t&zko.)

Definice 2.1 Koneény automat, zkricené KA, A je pétice (tzn., Ze je ddn
pétict parametri) A = (Q,%, 8, q, F), kde Q je konecnd neprdzdnd mnoZina
stavi, ¥ je koneénd neprdzdnd mnozina zvand (vstupni) abeceda, ¢ : QXX —
Q je prechodova funkce, g9 € Q je pocdtecni (inicidlni) stav a F C Q je
mnoZina prijimagicich (koncovych) stavi.

Vsimnéme si, ze uvedena definice vyzaduje urceni poc¢atecniho stavu a tzv.
prijimajicich (nebo téz koncovych) stavii — o t&ch dosud nebyla fe¢. Vymezen{
téchto stavi je dilezité v piipads, o ktery se zvlast budeme zajimat, tj. v
pripadé, kdy koneény automat hraje roli rozpoznavace jazyka. Zatim fekneme
jen neformélné: jazyk rozpoznavany danym koneénym automatem je mnozina
posloupnosti symboli (prvki abecedy), které automat prijima (akceptuje),
tj. téch posloupnosti, které automat prevedou z pocatecniho do nékterého z
pfijimajicich stavi.

Jak uz vime, (maly) koneény automat lze ¢asto pfehledné reprezentovat gra-
fem automatu; dohodnéme se, ze pocatecni stav budeme oznacovat malou
vstupni Sipkou, pfijimajici stavy pak dvojitym koleckem.

Pozndmka.V Teci teorie grafti bychom presnéji méli mluvit o ohodnoceném
multigrafu — mezi dvéma vrcholy miize vést vice hran, ohodnocenych prvky
abecedy. Bézné ovSem takové hrany na obrazku znazoriujeme hranou jedi-
nou, na niz uvedeme vSechna piislusna ohodnoceni; na obr. 2.3 to ilustruje
hrana vedouci ze stavu ¢z do stavu ¢o (zastupuje hranu s ohodnocenim 0 i
hranu s ohodnocenim 1).



prijima: neptijima:
1101, 010101, ... 0110, 0010, ...

Obrézek 2.3:

Ukol 2 Chdpejme obr. 2.3 jako popis konecného automatu A =
(@Q,%,0,q0, F). Vypiste pfimym vyctem hodnoty vSech parametri automatu
A. Pak porovnejte s obr. 2.7. Na obrazku je pocddtecni stav q; rovnou za-
psdn jako cturty parametr misto qg; mohli bychom to samoziejmé také tesit
zapisem qo = ¢ -

Obr. 2.3 jiz ¢tenafi jisté dal predstavu o tom, co to znamena, ze dany ko-
necny automat piijima danou posloupnost symbolid. Je ovSem opét uzitecné
a zadoucl pojmy zformalizovat. Zacneme pojmem jazyk a souvisejicimi defi-
nicemi; zaroveii zavedeme i znaceni pouzivané pozdéji.

Definice 2.2 Abeceda je koneénd neprdzdnd mnoZina symbold (pismen,
znaki, signdli apod.). Casto ji oznacujeme znakem %, jeji prvky pak znaky
a,b, ¢ (s pripadngmi indexy apod.).

Slovo v abecedé 3 je libovolnd konecnd posloupnost ay,as, ..., a, proki 3.
Piseme ji obvykle bez éarek — ajas . ..a,. Slova oznacujeme symboly w, v, w
apod. Prirozenym zpusobem definujeme délku slova, oznacujeme |u|; pro u =
aray . .. ay je lu| =n. Symbolem |u|, oznacujeme pocet vyskyti symbolu a ve
slove u.

Specidlni roli hraje prdzdné slovo (s délkou 0); oznacujeme jej €. Zietdzeni
slov u = ajag ... a,, v = biby... b, oznacujeme u - v, struénéji uv, a definu-
jeme uv = a1as . . . apbiby . .. by,. Vgrazem u™ oznacujeme n-ndsobné zretézeni
slova u; je tedy u® = ¢, u' = u, v? = vu, u? = wuu atd.

Slovo u je podslovem slova v, jestlize v lze psdt v = wyuwy pro néjakd wy, we
(jinak feceno: jestlize existuji slova wy, wsy takovd, Ze v = wiuws). Slovo u je
prefizem (sufizem) slova v, jestlize v = uw (v = wu) pro néjaké w.

¥* oznacuje mnoZinu vsech slov a X mnoZinu vsech neprdzdnijch slov v
abecedé X. (Je tedy X* =Xt U {e}.)

Formadlni jazyk, strucné jazyk, nad abecedou ¥ je libovolnd mnoZina slov v
abecedé . Jazyky obvykle oznacujeme L (s indexy); pro jazyk L nad abecedou
3 je tedy L C ¥*.

Priklad.Slova v abecedé X = {a,b}  jsou  napf.
e,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, aba.

Je uzitecné si uvédomit, Ze slova v kazdé abecedé lze prirozené usporadat
(a systematicky generovat) jak jsme naznadili v ptikladu: v prvé fadé podle
délky (kratsi pfedchazi delsimu) a v rdmci stejné délky abecedné (lexikogra-
ficky) — coZ pfedpoklddd, Zze méme usporadény prvky abecedy. Napf. pro
Y = {0,1} (s abecednim uspofddanim 0 < 1) lze prvky X* generovat v
poradi ¢,0,1,00,01, 10, 11,000,001, . ... Pfislusné usporadani budeme ozna-
¢ovat <r(napf. 11<,001).

Vsuvka.P¥ipomenime i obecnou definici usporadani: relace p na mnoziné A
je (cdstecngm) uspordddnim, jestlize je reflexivni (Va € A : xpzx), tranzi-
tivni (Vz,y,2 € A : (xpy A ypz) = xpz)) a antisymetrickd (Vz,y € A :
(xpy A ypx) => @ = y)). Hovofime-li o uspordddni, obvykle myslime plné
(neboli linearn{) usporddéni, coz znamena navic Vz,y € A : (zpy V ypz)
(tedy neexistuji vzdjemné nesrovnatelné prvky).

Pro relace usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu podobné.
Pouzijeme-li pak symbolu <, myslime obvykle podrelaci “ostrého” (tj. irre-
flexivniho) uspofadéni definovanou takto: z <y <= g <y Az #y.
Rikédme-li pouze “jazyk”, rozumime tim, Ze pifslusnd abeceda je bud ziejma
z kontextu nebo na ni nezalezi.

Pozndmka.Byt v praktickych pfipadech mé abeceda napt. desitky prvki,
v nasich piikladech bude abeceda ¢asto (jen) dvouprvkova (vétsinou {a, b},
{0, 1}). Uvédomme si, Ze to neni zésadni omezeni, jelikoz pismena viceprvkové
abecedy lze pfirozené zakédovat Fetézci dvouprvkové abecedy. (Jak dlouhé
Tfetézce byste pouzili napf. p¥i kédovani 256-ti prvkové abecedy ?)
Pozndmka.Uvédomme si, Ze operace zietézeni slov je asociativni (tzn. (u -
v)-w =u-(v-w)); proto je napf. zapis u - v - w jednoznaény i bez uvedeni
zéavorek.

Ukol 3 Vypiste vsechna slova v abecedé {a, b}, kterd magi délku 3.

Napiste explicitné slovo u (posloupnost pismen), které je urceno vyrazem
(ab)3 - ba - (bba)? (slovo u je tedy vysledkem provedeni operaci uvedenych ve
vyrazu).

Vypiste vsechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abecedé
{0,1}).

Vypiste viechny prefizy (sufizy) slova 0010. (Je jich pét !)



Vsimnéme si jesté, Ze s jazyky—jakozto s mnozinami—je mozné provadét
mnozinové operace; napt. vysledky operaci L; U Ly (sjednoceni), Ly N Ly
(prinik), L; — Ly (mnoZinovy rozdil), L (doplnék — rozumi se pro piislusnou
abecedu %, tj. L = ¥* — L) jsou opét jazyky. Pozd&ji zavedeme i specidlni
jazykové operace.

Ukol 4 Uvazujme jazyky

Ly = {w € {a,b} | w obsahuje sudy pocet vyskyti symbolu a},

Ly = {w € {a,b} | w zacind a kondi stejnym symbolem }.

Vypiste pronich Sest slov (rozumi se v uspoidddni <) postupné pro jazyky

L1 ULy, LiN Lo, Ly — Lo, L.

Pokracujeme presnou definici jazyka rozpoznavaného koneénym automatem;
prislusné jazyky budeme nazyvat regularni.

Definice 2.3 Piechodovou funkci automatu A = (Q, %, 6, qo, F') zobecnime
na funkci
0* 1 Q x X* — @Q touto induktivni definici:

1 5*(%5) =4q,
2. 0*(q,wa) = 6(6*(q,w),a).

Ukol 5 Automat A na obrdzku 2.4 nejprve zadejte vijctem parametri, A =

(Q.%,0,q0, F).
Z induktivni definice 6* pak detailné odvodte, éemu se rovnd §*(2, babd).

Dikladné si formu a obsah induktivni definice promyslete. Zaroven se pre-
svédcte, ze nemuze dojit k nedorozuméni, kdyz v dalsim budeme misto 0*
psét jen 4, je totiz §*(q,a) = (g, a). (6* je tedy rozsiFenim & na vétsi defi-
nic¢ni obor; z kontextu bude vzdy ziejmé, odkazujeme-li se na § v uzsim nebo
$ir§im smyslu.)

Definice 2.4 Slovo w € ¥* je prijimano automatem A, jestlize §(qo, w) €
F. Jazykem rozpozndvanym (pfijimanym) automatem A rozumime jazyk
L(A) = {w | slovo w je pFijimano A}.

Jazyk L je regularni (¢j. rozpoznatelny konecnym automatem), jestlize exis-
tuje KA A tz. L(A) = L.

Ukol 6 Owvéite si, Ze uvedend definice jazyka rozpozndvaného KA skutecné
zachycuge (formalizuje) predchdzejict neformdlni vysvétleni. Ddle zkuste for-
mdlné nadefinovat graf Ga automatu A a definnujte jazyk L(A) pomoci
(pojmi teorie grafi na) grafu Ga.
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Obrézek 2.4:

oJelafe]e]ea]

fidici
q jednotka

Obrézek 2.5:

Kone¢ny automat si lze predstavovat rtizné. Pro naSe ucely je zfejmé nej-
vhodnéjsi piedstava znazornéna na obr. 2.5. Ridici jednotka, coz je “skiinka”
nabyvajici koneéné mnoha (vnitinich) stavii (feknéme nékolika-bitova pa-
mét), je cteci hlavou spojena se (vstupni) pdskou, na niZ je zapsano slovo —
zleva doprava jsou v jednotlivych bunkach pasky ulozena pismena daného
slova.

Na zacatku je Fidici jednotka v pocatecnim stavu a hlava je pfipojena k nej-
levéjsimu policku pasky. Cinnost automatu, zvana vypocet, pak probihd v
krocich: v kazdém kroku je prec¢ten symbol (hlava se po precteni posune o
jedno policko doprava) a Fidici jednotka se nastavi do stavu uréeného aktu-
alnim stavem a pfe¢tenym symbolem (pfechodova funkce je v fidici jednotce
“zadratovand”).

Je mozné si také predstavit, Ze na fidici jednotce je “svétélko” signalizujici
navenek, zda aktudlni stav je ¢i neni prijimajici (¢ili “zvenku” rozliSujeme u
fidici jednotky jen dva stavy — piijima/nepiijima).
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Uvedend prezentace kone¢ného automatu vede k dalsi varianté definice pfi-
jimanych slov. Uvedeme ji ted hlavné proto, Ze pozdéjsi definice pro dalsi
modely budou pak jen pfimoc¢arym zobecnénim. Vsimnéte si také, Ze pfitom
budeme explicitné definovat pojem vgpoctu automatu.

Vsuvka.Piipomenme nejdfive nékteré elementarni pojmy teorie mnozin a al-
gebry. Kartézskym soucinem M x N mnozin M, N rozumime mnozinu dvojic
M x N ={(a,b)|a€ M,be N}. (Kartézské) mocniny mnoziny M lze de-
finovat takto: M = M, M? = M x M, M3 = M x (M x M),...,M*! =
M x M?,.... n-drni relace na mnoZiné M je podmnozina M™. Nejcasté&ji uva-
Zované relace jsou 2-arni (neboli bindrni), proto pojmem relace p na mnoziné
M rozumime binarni relact, tedy p C M x M; pritom casto piSeme xpy misto
(z,y) € p. Relace p na mnozing M je reflezivni pravé tehdy, kdyz Vo € M :
xpx; p je tranzitivni pravé tedy, kdyz Va,y,z € M : (zpy A ypz) = xpz.
Reflexivnim a tranzitivnim uzdvérem relace p rozumime nejmensi relaci p’
(nejmensi ve smyslu mnozinové inkluze), kterd obsahuje p a je pfitom refle-
xivni i tranzitivni.

Definice 2.5 Konfiguraci konecného automatu A = (Q,%,4,qo, F) rozu-
mime dvojici (q,w), kde ¢ € Q a w € ¥* (q piedstavuje aktudlni stav a
w slovo, které zbyvd precist — pFipomenme, Ze ctect hlava se pohybuje jen
doprava).

Na mnoZiné vSech konfiguraci automatu A definujeme relaci b4 takto:
(¢,aw) Fa (¢ w) pravé kdyz 6(q,a) = ¢ (rozumi se a € 3B, w € X*).
Zipis K1 Fa Ky éteme napr. “konfigurace K, bezprostredné (tj. v jednom
kroku) vede ke konfiguraci Ky”, “konfigurace Ky bezprostiedné ndsleduje za
K17 apod.

Vypoctem automatu A, zacinajicim v konfiguraci K, rozumime posloup-
nost konfiguraci Ko, K1, Ko, ..., K,, kde Ko = K a K; b4 K;11 pro i =
0,1,...,n—1 (takovy vgpocet md délku n, tj. sestdvd z n krokd).

Vypocet Koy, K1, Ky, ..., K, je pfijimajicim vypoctem pro slovo w, jestlize
Ko = (q0,w) a K, = (g,€) pro néjaky q € .

Slovo w € ¥* je prijimano KA A, jestlize existuje prijimajici vypocet pro
slovo w.

Alternativné lze také definovat:

Relace % je reflexivnim a tranzitivnim uzdvérem relace 4. Ky FY Ky pak
cteme napt. takto: “konfigurace Ky vede ke Ko7, “Ki odvodi Ky”7, “Kj je
naslednikem K,” apod.
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Slovo w € ¥* je piijiméno KA A, jestlize (qo,w) F* (q,) pro néjaky piiji-
magict stav q € F. (Misto % piSeme jen b*, jestliZe automat A, k némuz se
dand relace vztahuge, je ziejmy z kontextu.)

Pozndmka.VSimnéme si, Ze zapisy d(q,w) = ¢ a (¢, w) F* (¢, €) maji stejny
vyznam. Slo by se také napi. dohodnout, Ze (g,w) F* (¢',¢) budeme za-
pisovat elegantnéji ¢ — ¢’ apod. Ctenaf je vyzjvan, af si dalsi definice a
tvrzeni pouzivajici notaci s § preformuluje i dal$imi uvedenymi zptsoby. Tim
mj. vyzdvihujeme obecny fakt, Ze totéz sdéleni (tutéz sémantiku, tj. tentyz
vyznam pojmi, tvrzeni apod.) lze zachytit riiznymi syntaktickymi zpisoby
(zna¢enimi), z nichz kazdy mtize mit své vyhody a nevyhody.

Ukol 7 Pro automat A na obrdzku 2.4

- simulugte krok po kroku vypocet na slové bbaab (zapiste prislusnou posloup-
nost konfiguract; prong, tedy (5, bbaab), je zachycena na obrdazku 2.6).

b|lbjlaja|b

Obréazek 2.6: Pocateéni konfigurace automatu A

- vypiste viechna slova délky < 3 v abecedé {a, b} a zjistéte, kterd z nich pati{
do jazyka L(A).

- zakreslete graf (stavovy diagram) automatu A

- charakterizugte co nejjednodudeji jazyk L(A) (viastnosti slov do néj ndleze-
jicich)

Lze snadno nahlédnout, Ze pro jazyk L(A) hraji roli jen ty stavy automatu
A, které jsou dosazitelné (z pocateniho stavu):

Definice 2.6 Stav ¢ automatu (Q, %, 9, qo, F') je dosazitelny, jestliZe existuje
w € ¥* tZ 0(qo, w) = gq.

Jako procviéeni formy induktivni definice mizeme dosazitelnost uvést také
takto:
Mnozina dosaZitelngch stavii automatu (Q, %, 9, qo, F') je nejmensi mnoZina
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A=(Q.5.6,q1, F), kde

Q = {q, ¢ e} 3q1,0) = q1, (@, 1) = g,
Y = {0,1} 0(q2,0) = g3, 0(q2,1) = qa,
F = {(Iz} 5((1370) =q2, 0(gs, 1) =42

Obréazek 2.7:

K C @ spliwyjici tyto dvé podminky: 1/ qo € K, 2/ jestlize ¢ € K a ¢ =
(g, a) pro néjaké a € ¥, potom ¢’ € K.

Tato definice je de facto pfimym navodem k sestaveni algoritmu, ktery zjisti
vsechny dosazitelné stavy. Pfipomenme, ze konecny automat muzeme zadat
pfimym vyétem vSech parametrii (napf. automat z obr. 2.3 je takto popsan
na obr. 2.7), ale také grafem (stavovym diagramem) & tabulkou (do té je
rovnéZ nutno pfidat oznaceni pocateéniho a prijimacich stavii).

Ukol 8 Zformulujte algoritmus, ktery pro dany KA, reprezentovany grafem,
oznaci vsechny dosazitelné stavy; algoritmus pak zformulujte pro pripad re-
prezentace tabulkou.

Aplikujte na automat z obrazku 2.4.

Jak jsme uz zminili, odstranime-li nedosazitelné stavy (a piislusné tedy ome-
zime defini¢éni obor prechodové funkce), rozpoznévany jazyk se neméni. Mame
tedy

Tvrzeni 2.0.1 Ke kaZdému KA A lze zkonstruvat KA A’, v némZ kaZdy stav
je dosazitelny a L(A’) = L(A).

Prednaska 2

Z tvrzeni 2.0.1 snadno nahlédneme, ze

Véta 2.0.2 Existuje algoritmus, ktery pro zadany KA A rozhodne, zda L(A)
je neprdzdny.

(Jak vypada ten algoritmus ?)
Pro ¢tenéare ted bude jisté snadné ukdzat i dva nasledujici fakty:

Tvrzeni 2.0.3 Pro konecny automat A s n stavy je L(A) neprdzdny prdvé
tehdy, kdyZ existuje w € L(A) délky mensi nez n (lw| < n).

14

Tvrzeni 2.0.4 Pro konecny automat A s n stavy je L(A) nekonecny pravé
tehdy, kdyZ existuje w € L(A) spliiujici n < |w| < 2n.

Ukol 9 Nacrtnéte rychly algoritmus, rozhodujici pro dany A, zda L(A) je
nekonecny.

Doplinéni.

Vime, Ze i nekone¢né mnoziny mohou mit riznou mohutnost. (MnoZzinu pfi-
rozenych ¢isel nazjvame spocetnou, mnozinu redlnych ¢isel nespocetnou.) V
této souvislosti je uziteéné si uvédomit nésledujici fakty.

7 usporadani <pje ziejmé, ze

Tvrzeni 2.0.5 Pro (konecnou neprdzdnou) abecedu ¥ je ¥* nekoneénd spo-
detnd mnoZina (tj. existuje bijekce, neboli vzdjemné jednoznacéné zobrazent,
mezi 5% a mnoZinou N vsech piirozenych cisel).

Pozndmka. VSimnéme si, Ze ze spoCetnosti £* (pro lib. abecedu X) plyne
napf. spodetnost mnoziny vSech raciondlnich ¢isel. (Pro¢ ?)

7 obecné Cantorovy véty, ktera 1ikd, Ze mohutnost mnoziny M je ostfe mensi
nez mohutnost mnoZiny vSech jejich podmnozin P (M), plyne

Tvrzeni 2.0.6 Jazyki nad (neprdzdnou) abecedou ¥ je nespocetné mnoho.

Napft. uz z téchto ivah o mohutnostech mnozin plyne, ze ne kazdy jazyk je
regularni — koneénych automati je totiz spo€etnéd mnoho ! (Pro¢ ?)

Normovany tvar koneéného automatu

V dalsim obéas vyuZijeme (specidlné pak u zkuSebnich testt !) jisty pFirozend
definovany normovany tvar kone¢ného automatu, v némz jsou vSechny stavy
dosazitelné. Lze si to predstavit tak, Zze kazdému stavu ¢ prifadime nejkratsi
slovo (pfesnéji: nejmensi slovo vzhledem k uspofadéani <, pomoci néhoz je
q dosazitelny (z pocatecniho stavu), a stavy pak uspofdddme podle t&chto
pfifazenych slov, pficemz je oznaCujeme Cisly 1,2,...,n. Pfesnéji mizeme
definovat takto:

Definice 2.7 Mdme-li ddn konecny automat A = (Q, 3,6, qo, F) bez nedo-

sazitelnyjch stavi a usporddani (prvki) abecedy ¥ (které indukuje uspoidddni
<r na X*), pak fekneme, Ze A je v normovaném tvaru, jestliZe

15



e Q={L2....n} (pro nejaké n > 1),
e 1 je pocdtecni stav,

o oznacime-li pro kaZdy stavi € {1,2,...,n} symbolem u; nejmensi slovo
v uspofdddnt <r, pro néz 6(1,w;) = i, pak pro i < j plati u; <p u;.

Ukol 10 Rozmyslete si jednoduchy algoritmus, kteryj kazdyj KA prevede (pre-
jmenovdnim stavii) do normovaného tvaru.

Ndvod: pocdteéni stav oznacime 1. Ddle, napr. v piipadé abecedy {a, b}, zjis-
time stav q, do néhoz automat prejde ze stavu 1 symbolem a; kdyz q neni ozna-
éen (jako 1), oznacime jej 2. Pak zjistime stav q, do néhoZ automat piejde
ze stavu 1 symbolem b; kdyZ q neni dosud oznacen, oznacime jej nejmensim
dosud nepouzitym cislem. Takto jsme "vyridili” stav 1, pokracujeme "vyrize-
nim” 2 atd.

Aplikugte na automat z obrdazku 2.4; vsimnéte si pritom, Ze se takto automa-
ticky vymezime (oznacime) prdvé viechny dosaZitelné stavy

Ukol 11 Navrhnéte koneény automat s abecedou {0, 1,2, (RESET)}, ktery
prima ta slova, kde soucet symboli 0, 1, 2 (brangch numericky) za posled-
nim symbolem (RESET) (&i od zaldtku, neni-li (RESET)) ddvd pri délent 3
zbytek 1.

Ukol 12 Navrhnéte konecny automat s abecedou {0, 1} pfijimagici prdve ta
slova, v nichZ je sudy pocet (vyskyti) symbolii 0 a kazdy symbol 1 je bezpro-
stredné ndsledovan symbolem 0.

Dokazte spravnost vaseho ndvrhu, tedy vysvétlete, pro¢ vdmi navrZeny auto-
mat splnuje dany poZadavek.

Ukol 13 Navrhnéte konecny automat pFijimagjici pravé ta slova v abecedé
{a,b}, u nichz prefiz délky 2 se rovnd sufizu délky 2 (slova magi délku alespori
Snazte se, aby tento automat mél minimdlni pocet stavi — miZete se pritom
také pokusit vysvétlit, pro¢ vami navrZeny pocet stavi nelze zmengit.

Ukol 14 Pro konecny automat A = (Q,%,6,qo, F), & = {a, b}, wvedte in-
duktivni definici funkce R, : P(Q) — P(Q), pro niz, neformdlné feceno, plati
toto:

stav ¢ patii do R,(K) prdvé tehdy, kdyz se do q lze dostat z néjakého ¢’ € K
jen pomoci a-Sipek (tedy néjakym slovem tvaru a).

Ukol 15 Navrhnéte konecny automat rozpoznduvajici jazyk Ly = {w €
{a,b}* | w obsahuje podslovo aba } a koneény automat rozpozndvagici jazyk

16

Ly = {w € {a,b}* | |wly mod 2 =0} (v Ly jsou tedy prdvé slova obsahu-
jict sudy pocet b-éek). Pak zkonstuugte automat rozpozndvagici jazyk Ly N Lo;
zkuste pritom vhodné vyuzit automaty zkonstruované pro jazyky Ly, Lo.

Ukol 16 Na vybrangch zkonstruovanyjch automatech si procvicte prevod do
normovaného tvaru.
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Kapitola 3

Navrh koneénych automatu.
Regularni operace.

Navrh kone¢ného automatu, ktery bude rozpoznavat zadany jazyk, je tviréi
¢innost, vlastné jakési jednoduché programovani, a proto nelze podat “me-
chanicky” navod, jak automaty vytvaret. Staci ovSsem dikladné promyslet
pér piikladi, aby ¢lovék s programétorskou zkuSenosti (a tedy schopny “vzit
se do role kone¢ného automatu”) tuto ¢innost zvladl.

Mnoho véci se pfitom zmechanizovat (zalgoritmizovat) da. Napf. existuji
algoritmy, které z automati pro “jednodussi” jazyky vytvareji automaty pro
jazyky vzniklé operacemi nad onémi (jednodussimi) jazyky.

Piedstavme si napr., ze chceme sestrojit automat, ktery méa rozpoznavat
jazyk, jenz je sjednocenim dvou reguldrnich jazykt. Pro konkrétnost napf.
jazyk sestavajici ze slov v abecedé {0, 1}, v nichz pocet nul je délitelny dvéma
nebo pocet jednicek je délitelny tfemi. Tedy jazyk L = L, U Ly, kde L =
{w € {0,1}* | |w|o je délitelné 2} a Ly = {w € {0,1}* | |w|; je délitelné 3}.
(Oznacenim |w|, zna¢ime pocet vyskytt symbolu a ve slové w.) Na obr. 3.1
jsou zndzornény automaty rozpoznavajici jazyky L; a Lo.

Jak rozpozndme, zda dané slovo patii do L(A;) U L(Ay) ? Prosté je nechdme
zpracovat obéma automattm A, Ay a podivame se, zda alesponi jeden z
nich skon¢il v pfijimajicim stavu. OvSem tuto naSi ¢innost muze ocividné
provadét i jisty koneény automat A — viz obr. 3.2. Rozmyslete si, co jsou stavy
automatu A, co je to pocateéni a koncovy stav, a jak vypada prechodova
funkce.

Pak se podivejte na obr. 3.3, znazornujici A pro nas konkrétni pfipad, a
presvédcte se, Ze to, co jste pochopili a co jste si odvodili, je pfesné to,
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Obrézek 3.1:

RJ 4,

RJ A,

Obrézek 3.2:
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Obrézek 3.3:

co je diky matematické notaci pfesné a velmi struc¢né zachyceno v dikazu
néasledujici véty.

Véta 3.0.7 Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou requldrni, pak také jazyk LU Lo
je reguldarni.

Dukaz. Nechf L, = L(A;), Ly = L(Ay) pro konefné automaty A; =
(Q1,%, 01,901, F1), Az = (Q2, %, 02, qoz, F).
Definujme automat A = (Q, %, 4, qo, F') tz.

* Q=Q1xQy,

* 3((q1,q2),a) = (01(q1,0),02(q, @) ) pro v&. q1 € Q1, g2 € Q2, A € 3,
* g = (qo1: go2),

o F'=(F; xQ)U(Qr x F).

Je oCividné (exaktné lze ukézat napf. indukei podle délky w), Ze pro lib.
N E€EQL @ E€Qrawe X jed((q,q),w)=(0(q,w),da(g,w)).

Z toho snadno plyne, %e L(A) = Ly U L.

Konec Dukazu

Ukol 17 Méjme koneéné automaty bez specifikace pocdtecnich a prijimaji-
cich stavii A] = (Q],Z"dl), A2 = (Q2,2762)‘
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Definyyme A = (Q,%,0) t2 Q = Q1 X Q2 a §((q1,¢),a) =
(01(q1, @), 02(q2,a) ) pro vs. 1 € Q1, g2 € Q2, a € X.
Ukazte, Ze pro lib. ¢ € Q1, ¢2 € Q2 a w € ¥* plati

5((q1,q2),w) = (01(q1, w), 62(g2, w) ).

Pouzijte indukci podle délky slova w.

Na zakladé (dikazu) véty 3.0.7 pro sjednoceni ted ukazte analogickou vétu
pro prunik:

Véta 3.0.8 Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou requldrni, pak také jazyk L1N Loy
je regquldrni.

(Népovéda: F = (F; x F3))

Pozndmka.Je velmi vhodné si uvédomit konstruktivnost nasich tvrzeni. Napt.
véta 3.0.7 (véta 3.0.8) k4 jen to, Ze sjednoceni (prinik) dvou reguldrnich
jazyku je také regularni jazyk. Dokézali jsme vSak vice: existuje algoritmus,
ktery ke konecnym automattim rozpoznavajicim Lj, Ly zkonstruuje automat
rozpoznévajici L1 U Ly (L N Ly). Podobné tomu bude u dalsich vét v tomto
kursu, i kdyz se o tom tfeba nebudeme explicitné zminovat.

Ukol 18 Automat pro prinik poZadovany v vkolu 15 sestrojte podle obecného
ndvodu z (dikazu) predchozi véty. (Porovnejte se svou piedchozi konstruket.)

Zvlastni roli (zminénou jesté pozdéji) hraji tzv. reguldrni operace. Vedle
(mnozinové operace) sjednoceni k nim patil dalsi dvé (jazykové) operace
— zletézent a iterace. (Prinik mezi reguldrni operace nezarazujeme. Davody
vysvitnou pozdéji.)

Definice 3.1 Reguldrnimi operacems s jazyky nazyvdme operaci sjednocent,
LiULy ={w|we Ly nebow € Ly}, zietézeni, Ly - Ly = {uv | u € L1,v €
Ly}, a iterace, L* = U2y L™, kde L™ je definovdno induktivné: L° = {e},
Lt =1pL.L"

Predpokladame, Ze ¢tenari uz nebude délat potize pochopit zavadéné pojmy
pouze z jejich matematické definice. Odvodi si tak napt., Ze do zretézeni dvou
jazykt patii pravé kazdé takové slovo, které vznikne, kdyz za néjaké slovo
z prvniho jazyka postavime néjaké slovo z druhého jazyka (zfetézime je).
Jinymi slovy: takové slovo se da rozdélit na dvé ¢asti, z nichz prvni patii
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do prvniho a druhé do druhého jazyka. Mj. si v§imneme ) - L = L -0 = 0,
{e}-L=L-{e}=L.

Rovnéz vidime, ze do iterace jazyka L patii pravé kazdé takové slovo, jez
lze rozdélit na nékolik ¢asti, pricemz kazda z nich patii do L — tj. vznikne

P

zFetézenim nékolika (koneéné mnoha) slov z L. Definice ndm také ¥ika, Ze
préazdné slovo patii do iterace vZdy (vznikne “zietézenim nula slov z L”).

Pozndmka. Formalné lze L* definovat také napf. takto: L* = {w | ex. n > 0
a slova uy, us, ..., u, € L tak, ze w = ujuy . .. up }.

Vsimnéme si napt., ze 0* = {¢}, (L*)* = L* apod. Rovnéz si uvédomme, ze
nase difve zavedené znaceni ¥* je v souladu s nyni uvedenou definici iterace.

Ukol 19 Procvicte si definici zietézend a iterace jazyki na maljch prikladech
a pak dokaZte ¢i vyvratte obecnou platnost ndsledujicich vztahi:

o Ly -Lo=1Ly-I4

o Ly(LyULs)=IL1LyULiLs
o (LU Ly)* = Li(L2 - LY)*

o (LiNnLy)*=LiNL}
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Kapitola 4

Nedeterministické konecné
automaty a jejich vztah k
deterministickym.

Uvazujme nyni obdobu véty 3.0.7 pro zfetézeni jazyku. Jisté nas napadne
pristup: “nechame na prvni ¢ast slova bézet prvni automat, v pfijimajicim
stavu pak preddme Fizeni druhému automatu a ten doc¢te slovo do konce”.
Problém je, ze obecné nepostaci prosté predat Iizeni pii prunim pfichodu
do piijimajiciho stavu (pro¢ ne ?), ale je nutno nechat to jako moZnost pfi
jakémkoli prichodu do ptijimajiciho stavu.

Toto chovani snadno realizujeme automatem, v némz pfipustime nedeter-
minismus — v daném stavu a pfi daném vstupnim symbolu je obecné vice
moznosti, do kterého stavu pfejit. V nasem piipadé by se ndm jeSté vice
hodilo, aby §lo zménit stav, aniz se ¢te vstupni symbol (pfi onom “preddni
F{zeni”); tato moZznost se objevi u ZNKA niZe. Nejprve zacneme s nasledujici
definici nedeterministického koneéného automatu (P(Q) oznacuje mnozinu
vech podmnozin mnoZinu Q):

Definice 4.1 Nedeterministicky koneény automat, zkracené NKA, A je ddn
pétici parametri A = (Q,%,0,1,F), kde Q je koneind neprdzdnd mnoZina
stavii, ¥ je (konecnd neprdzdnd) abeceda, 6 : @ x ¥ — P(Q) je precho-
dova funkce, I C @ je mnoZina po¢ateénich (inicidlnich) stavii a F C @ je
mnoZina piijimajicich (koncovych) stavi.

Pfimocafe 1ze opét nadefinovat graf (téz nazyvany stavovy diagram) NKA.
Priklad takového grafu je na obrazku 4.1 — nadefinujte takovy graf obecné pro
NKA A ! (Mé&lo by byt ziejmé, ze pro NKA A = (Q,%,4,1, F) zndzornény
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—

prijima napf.: nepfijima napft.:
01101 011010

Obréazek 4.1:

grafem na obrazku 4.1 je napf. §(q1,1) = {q1, @2}, 6(q2,0) = {qz}, 0(qs, 1) = 0
apod.)

Definice tedy pripousti, Ze z daného stavu ¢ pro dany symbol a vychéazi
vice “a-8ipek” (nebo nékdy Zadn4 a-Sipka), a také pripousti vice po¢atecnich
stavi.

Obr. 4.1 ukazuje k danému NKA také priklad pfijimaného a nepfijimaného
slova. Zkuste z toho vyvodit, jak je definovano pfijimani slova nedeterminis-
tickym koneénym automatem, a pak teprve sviij zavér konfrontujte s dale
uvedenou definici.

Prednaska 3

Pro definici vypoctu NKA lze takika doslova pouzit definici 2.5 — jen misto
d(g,a) = ¢ napiSeme 6(q,a) > ¢’ a misto go pouzijeme nap¥. r,r € I. (Pro-
myslete si podrobné tuto modifikovanou definici, speciélné si promyslete de-
finici pfijimani slova v tomto novém kontextu !)

Vidime tedy, Ze na rozdil od KA (uzivame téz DKA, kdyZz chceme zdaraznit,
7e mame na mysli standardni, tj. deterministicky automat), kde k danému
slovu existuje jediny uplny (tj. dokonéeny, neprodlouzitelny) vypocet, u NKA
existuje k danému slovu obecné vice uplnych vypocti. Rozhodujici pro pri-
slusnost slova w k jazyku L(A) (rozpoznavanému NKA A) ovSem je, zda
existuje alespon jeden prijimajici vypocet pro w.

Prijiméni slova a jazyk L(A) lze nadefinovat také takto:

Definice 4.2 Slovo w € ¥*, tvaru w = ajas...a,, je piijimdno NKA
A= (Q,%,6,1,F), jestlize existufi stavy qo,q1, - - -, qn takové, Ze 1/ qo € 1,
2/ g, € F, 8/ 6(qi—1,a;) 2 q pro vi. i = 1,2,...,n. Jazykem roz-
poznavanym (piijimanym) automatem A rozumime jazyk L(A) = {w |

24

0 1
—1(1,2] 1
21 3 -

3] - 4
—4 | - -
—5| 5 |56
6 7

71 - 8

81| - 9
«~91 9 9

Obrézek 4.2:

slovo w je pijimdno A}. Jazyk L je rozpoznatelny nedeterministickym ko-
neénym automatem jestliZe existuje NKA A t3. L(A) = L.

Pozndmka. Velmi nazorné lze definovat pfijimani slova rovnéz v terminech
grafu NKA. (Jak ?) VSimnéme si také explicitng, ze diive uvedeny KA lze
chépat jako specialni pripad NKA (kde d(g, a) je vZdy jednoprvkova mnozina
a také I je jednoprvkovad mnozina).

Jak uz jsme zminili diive, misto koneény automat (KA) nékdy pro zdtraz-
néni fikdme deterministicky kone¢ny automat (DKA).

Ukol 20 Charakterizujte (co nejjednoduseji slovné) jazyk, ktery je prijimdn
automatem z obrdzku 4.1.
Zkonstruujte deterministicky KA, ktery prijimd tentyZ jazyk.

Ukol 21 Sestrojte co nejjednodussi nedeterministicky konecny automat,
ktery pFigimd prdavé ta slova v abecedé {0,1}, jeZ zacinaji 110 nebo konéi
001 nebo obsahujr 1111.

Bude ndm rovnéz uzitecna nasledujici definice:

Definice 4.3 Definicni obor piechodové funkce v NKA A = (Q,%,4,1, F)
muzeme opét prirozené zobecnit na ¢ : Q X ¥* — P(Q), resp. jesté obecnéji
na d : P(Q) x T* — P(Q); a sice induktivni definici: 1/ 6(K,e) = K, 2/
S, wa) = Uges(xw) 9(¢, @)

Definici si opét fadné promyslete; speciadlné si objasnéte, co znamena
d(Ky,w) = K. Také si vSimnéme, ze §(I,w) je mnozina pravé téch stavi,
do kterych se NKA miize dostat zpracovanim (prectenim) slova w (zacne-li
v nékterém z podatecnich stavil). Mazeme tedy také psét L(A) = {w € ¥* |

(I, w)NF # 0}
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Ukol 22 NKA zadang tabulkou na obrdzku fig:NKA-cv4 zadejte grafem.
Pak si na ném ilustrugte funkei 6 : P(Q)xX* — P(Q) pro zvolené argumenty.

Rozsiteni funkce 6 u NKA (viz definici 4.3) v podstaté demonstruje, Ze nede-
terministicky kone¢ny automat lze nahradit deterministickym — byt (obvykle)
s podstatné vétsim poctem stavi:

Véta 4.0.9 NKA rozpozndvaji pravé requldrni jazyky (a jsou v tomto smyslu
ekvivalentni DKA).

Dukaz. Jelikoz kazdy DKA je de facto specidlnim piipadem NKA, je zfejmé,
ze kazdy regularni jazyk je rozpoznévan néjakym NKA.

Pro opaény smér staci ukdzat konstrukei (algoritmus), kterd pro zadany NKA
A= (Q,%,0,1,F) vydd DKA Ay tz. L(A) = L(A;). Stadi definovat A; =
(P(Q),%, 61,1, F1), kde pro lib. K C @ (tj. K € P(Q)) polozime §;(K,a) =
d(K,a) (zde se odkazujeme k oné rozsifené definici 6) a déle F; = {K C Q |
KNFE#0}.

Diikaz L(A) = L(A1) je zfejmy:

Pro lib. slovo w plati: w € L(A) <= §([,w)NF # 0 < 6:(I,w) € F
< w e L(A).

Konec Dukazu

Chovani DKA A; je uzite¢né si pfedstavit ve formé “knoflikové hry” na grafu
NKA A: Na zac¢atku lezi knofliky pravé na uzlech odpovidajicich 7. P¥ijde-li
nyni (pfecte-li se) symbol a, kazdy knoflik se posune podle vSech moznjch
prechodi (Sipek) a — pFitom se knoflik miize “rozmnozit” ¢ “zmizet”. Potom
na kazdém uzlu, na kterém je vice nez jeden knoflik, ponechdme knoflik
jediny — a jsme pfipraveni pfijmout dal$i vstupni symbol. Dany stav (dané
rozmisténi knoflikl) je pfijimajici préavé kdyz alespoii jeden knoflik lezi na
uzlu odpovidajicim nékterému piijimajicimu stavu automatu A.

Vsimnéte si, ze dikaz véty 4.0.9 ukazuje pro NKA s n stavy konstrukci DKA
s 2" stavi (1) Nékteré stavy u tohoto DKA mohou byt oviem nedosaZitelné
(tedy nékterych rozmisténi knoflikd nelze v predchozi hie docilit) a omezeni
se jen na konstrukci dosazitelnych stavi mize nékdy znamenat obrovskou
asporu.

Ukol 23 Rozmyslete si, jak lze piimocaie konstruovat napr. tabulku, kterd
bude obsahovat jen dosaZitelné stavy onoho DKA.
Aplikujte tuto metodu na NKA z obrazku fig:NKA-cv/.
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Bohuzel jsou pfipady, kdy vSechny stavy DKA dosazitelné jsou a navic nelze
tyto stavy “uspofit” ani jinym zptsobem (jednd se o tzv. minimélni, nebo
téZ redukovany, automat, jak o tom budeme hovorit pozdéji).

Ukol 24 Napr. k NKA s 5 stavy zadanému ndsledugici tabulkou

a| b
—1|2] -
218112
314113
419 14
51115

se vam nepodaii nalézt ekvivalentni DKA (tj. DKA rozpozndvajici tentyZ
jazyk) s méné ez 25 = 32 stavy. (Zkuste zjistit, proc¢ !)

Konstrukci pritom snadno zobecnite pro NKA s n stavy, pro néjZ nejmensi
ekvivalentni DKA md 2™ stavi.

Pozndmka.Uvédomme si ovem, Ze ke kazdému NKA s n stavy (napf.
n = 1000) lze piislusny DKA realizovat (napf. simulovat na poéitaci) za
poufiti (pouze) n bitf, byt ma dany DKA 2" stavi. (Jak ?) Cili tento tkol je
zvladnutelny, byt by explicitné zkonstruovany stavovy prostor DKA viibec
nebyl ulozitelny do paméti pocitade ! (ReSit oviem napf. problém dosaZi-
telnosti stavu v DKA pfi zminéné n-bitové reprezentaci je pak uplné jina
otazka !)

Vrafme se nyni k tvaham o (nedeterministickém) automatu pro zfetézeni
dvou regularnich jazyki a pripomenme si, ze se nam hodi vice jiny druh
nedeterminismu — tzv. e-pfechody, diky nimz automat muZze zménit stav,
aniz ¢te vstupni symbol:

Definice 4.4 Zobecnény nedeterministicky konecny automat (ZNKA) A je
ddn pétici parametri A = (Q,%,8,1, F). Jeding rozdil proti NKA spocivd v
tom, Ze piechodovd funkce je typu 0 : @ x (XU {e}) — P(Q) a pFijgimdni
slova je definovdno takto:

Slovo w € ¥*, tvaru w = ajas .. .ay,, je prijimano ZNKA A, jestlize existuji
stavy Q?nga ] q?nm q%v q%v BN ernlv RN IR Q;;L,,, (nli > 1) takove, Ze
1/ eI, 2/ a,., € F, 38/ (5(qf,;171.,a,-) >4l prows. i =1,2,....n, 4/
6(g5_1,e) 3¢ prows. 1 =0,1,2,...,n, j =2,3,...,m;.

Jazykem rozpoznavanym (piijimanym) automatem A rozumime jazyk
L(A) ={w | slovo w je prijimano A}.
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Obrézek 4.3:

Uvedend definice piijimani slova nevypada zrovna elegantné, ze ? Mélo by
byt nicméné jasné, co vyjadiuje.

Ukol 25 ZNKA z obrdzku 4.3 zadejte grafem.
Naformulugte pojem prijimdni slova automatem ZNKA v 7eci grafi automatii.
Charakterizugte jazyk, ktery je danym automatem prijimdn.

Ukol 26 Upravte definici 2.5 pro piipad ZNKA !

Poznamka.Opét tedy mame piiklad toho, Ze jeden a tentyz pojem lze forma-
lizovat vice zpisoby (které jsou vice ¢i méné vhodné).

Uvedeme jesté jeden zpuisob, hodici se k zobecnéni véty 4.0.9:
Méjme dan ZNKA A = (Q,X%,0,1, F). Nejprve pro K C @ definujme E(K)
jako mnozinu stavi dosazitelnych z K jen pomoci e-Sipek.

Ukol 27 Zkuste podat induktivni definici E(K) a pak se teprve podivejte na
ddle uvedené€ Teseni.

E(K) je nejmens{ mnozina splijici 1/ K C E(K), 2/ jestlize ¢ € E(K) a
q € d(q,e), potom ¢’ € E(K).

Nyni mt@iZzeme pfechodovou funkci ZNKA rozsffit na ¢ : P(Q) x &* — P(Q)
takto:

1. §(K,e) = E(K),

2. 5(K7 wa) = UqEJ(K,w) E((S(Q7 (I))
Podobné jako u NKA takto dosdhneme, Ze 6(I,w) je mnozina pravé téch
stavi, do kterych se ZNKA mize dostat zpracovanim (pfectenim) slova w (a

tedy L(A) = {w € ¥* | §(/,w) N F # (}), a analogicky (”knoflikovou hrou”)
jako vétu 4.0.9 lze ukazat
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Véta 4.0.10 ZNKA rozpozndvaji pravé requldarni jazyky.

véty 3.0.7. (Ndpovéda: definujte vhodné pojem (disjunktniho) sjednocent (tj.
“vedle sebe polozeni”) dvou NKA.) Pouzijeme-li navic e-Sipek (tedy ZNKA),
docilime navic snadno toho, aby vysledny NKA mél jediny pocatecéni stav.
(Pro¢ 7)

Pozndmka.Pro prinik ndm ani elegance e-8ipek moc nepomuze. OvSem uza-
vienost t¥idy regularnich jazyku vaci priniku plyne také napt. z uzavienosti
vidi sjednoceni a dopliiku, o které se zminime za chvili (de Morganova pra-

vidla).

Ukol 28

Gy I CLo| Do =~

RN RN RSIRSI RS

G| Onf Co| Cof | =

Zkonstruujte ZNKA rozpozndvajici jazyk
L ={w | uaw € L(A) V ubv € L(A)}, kde
A je KA zadany uwvedenou tabulkou. (Slova
jazyka L vzniknou ze slov jazyka L(A) vypad-
nutim jednoho pismene.) (Napovéda: ZNKA
bude “obsahovat dvé kopie vichoziho KA”.)
Nakonec alespori zapocénéte konstrukci DKA

pro jazyk L.

Ukol 29 Navrhnéte rdmcové realizaci konecného automatu, ktery vidy pro
zadané slovo v abecedé {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} zjisti, zda v ném néjaké pod-
slovo délky t¥ md alespori dva (neprekrijvagici se) vyskyty.
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Kapitola 5 ~O

000
&

Uzavérové vlastnosti tridy
ZNKA A

regularnich jazyk.

Prednaska 4

© O

Uzavienost tiidy regularnich jazykt na zfetézeni a iteraci je zndzornéna na
obr. 5.1 a 5.2, které by mély dostatecné naznacit myslenku. Nésleduje for- Obrézek 5.1: L(A) = L(A;) - L(As)
malni dikaz.

Véta 5.0.11 JestliZe jazyky Ly, Ly C ¥* jsou requldrni, pak také jazyk Ly - Lo
je reqularni. Jestlize L je requldrni, pak také L* je requldrni.

Dukaz. Necht L, = L(A;), Ly = L(Ay) pro konefné automaty A; = A
(Q1,%, 01,901, F1), Az = (Q2, %, 02, go2, F); mitzeme predpokladat Q1 NQy = -
0. A

Definujme nyni ZNKA A = (Q; U Q2,%,6,{qn}, F2) tak, ze d(q,a) =
{61(¢g,a)} je-li ¢ € Q1 a 6(q,a) = {02(q,a)} je-li ¢ € Q2; navic pro kazdy
stav g € Fy je 6(q,€) = {qoa} a pro q & Fi je 6(q,¢) = 0. 9@
Je snadné ovéfit, ze L(A) = Ly - Ly. (Ovéite !)

Necht nyni L = L(A) pro KA A= (Q, %, 4, q, F).

© O

Definujme ZNKA A" = (QU{p},%, ¢, {qo,p}, FU{p}), kde p € Q, §'(q,a) =
{6(g,a)} (a € T) aproq € F jed'(q,e) ={q}; proq & F je §(q,e) =0 a @

navic ¢'(p,a) = 0 také pro v8. a € X. N\
Je snadné ovéfit, ze L(A') = L*. (Ovéite !)

4 . *
Konec Dukazu Obrézek 5.2: L(A") = L(A)
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Ukol 30 Uvédomili jste si roli pridancho (izolovaného) pocdtecniho a priji-
magjictho stavu p v dikazu uzavienosti na iteraci ¢

Uvazujme pro KA A = (Q,%,6,q0,F) konstrukci ZNKA A =
(Q. 2,8 {q}, F U{q}), kde 0'(q,a) = {0(q,a)} (a € ¥) a pro ¢ € F
je 8'(q,e) = {ao}; pro ¢ & F je &'(q,e) = 0. UkaZte, Ze obecné neplati
L(A") = L(A)*~.

Vedle ConceptUsageregularnich operaciregularni operceRegOp (sjednocen,
zfetézeni, iterace), je mnozina reguldrnich jazyki uzaviena i vici dalsim ope-
racim. UzavFenost vii¢i priniku jsme jiz ukédzali difve (véta 3.0.8), snadno
ukéZeme také uzavienost na doplnék a vyvodime uzavienost na (mnozinovy)
rozdil:

Véta 5.0.12 Jestlize L je reguldrni, pak také L je requldrni. Jestlize Ly, Ly
jsou requldrni jazyky, pak také Ly — Lo je requldrni.

Ditkaz. Necht L = L(A), kde A je KA (Q,3,0,q, F). Pak L je zfejms
rozpoznavan KA (Q, %, 6, g0, @Q—F). (Piijimajici a nepfijimajici stavy byly
prohozeny.)

Druh4 ¢ast tvrzeni pak jiz plyne z toho, ze L1 — Ly = L1 N Lo.

Konec Dukazu

Ukol 31 Uvazujme automaty Ay, Ay zadané tabulkami:

al| b
—q1 | 92 | 93 al|b
A, 42 | 92 | 44 A, —T1 | T2 | T
43 | 95 | g3 T2 | T2 | T3
qa | 92 | 44 —r3 | T2 | T
95 | G5 | G3

Zkonstruujte obecné pouzitelngm algoritmem KA A rozpozndvajici jazyk
L(A) = L(A1) — L(Ay). Poté se snazte jazyk L(A) co nejjednoduseji cha-
rakterizovat (podminkou, kterou spliiuji slova do néj patrict).

Vsimnéme si jesté dalsich jazykovych operaci (pojem kvocientu vyzaduje
hlubsi promysleni !):

Definice 5.1 Zrcadlovy obraz slova u = ayas...a, je uft = apan_1...a1,
zrcadlovy obraz jazyka L je L% = {u | Jv € L : u = v®}.
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Levy kvocient jazyka Li podle jazyka Lo je jazyk Lo\Ly = {u | Jv € Ly :
vu € Ly }.
Pravy kvocient jazyka L1 podle jazyka Lo je jazyk Li/Ls = {w | Jv € Ly :
uv € Ly }.

Ukol 32 Rozmyslete si, pro¢ obecné plati:
o (LME=1L
o (Li-Ly)R=LE.- LR
« L/) =0
o L/{c} =1L
o L/(L1ULy)=L/LiUL/L,
o Li/Ly = (LY\L)"

Ukol 33 Zjistéte, zda plati L/(Ly N Ly) = L/Ly N L/ Ly.
Ddle zjistéte, zda operace “/” je asociativni.

Tvrzeni 5.0.13 L je reguldrni pravé kdyz L® je reguldrni.

Dukaz. Idea: (u NKA) zaménime po¢atecni stavy s piijimajicimi a obratime
sipky.

Formalné:

Necht L = L(A) pro NKA A= (Q,%,6,I,F).

Definujme NKA A" = (Q,X%,d, F,I) tak, Zze pro v8. ¢1,¢2 € Q, a € X:
¢ €8 (qr,a) € q1 € 6(¢a,a).

Pak lze snadno ukdzat, ze L(A') = LE.

Konec Duikazu

Zkuste dale sestavit ditkaz uzavienosti t¥idy regularnich jazykt vuéi kvoci-

entim:

Tvrzeni 5.0.14 Jestlize Ly, Ly jsou requldrni, pak také Lo\Ly a Ly/Ly jsou
requldrni.

Navod:
Necht L1 = L(141)7 kde A1 = (Q1,2,51,QO1,F1), a L2 = L(AZ)7 kde A2 =
(Q2, 2, 02, qo2, F»). Pro ¢ € Q1 ozna¢me B, automat B, = (Q1,%,01,¢, F1) a
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C, automat C; = (Q1,%, 01, o1, {¢}). Definujme déle U = {¢ € Q; | Fw €
E*rw e L(A2) A 81(gor, w) = g }; jinak FeCeno: ¢ € U <= L(A2) N L(C,) #
(0. (Zdtvodnéte, pro¢ existuje algoritmus rozhodujici prislusnost k mnozing
U.) Ukazte nyni, Ze Ly\L1 = Uyer L(By)-

Ukol 34 Uvazujme automaty Ay, Ay zadané tabulkami:

al| b
—q1 | 92 | g3 al|b
A, 42 | 92 | G4 A, —>1”‘1 o | T
“—q3 | 95 | g3 T2 | T2 | T3
q4 | 92 | 44 T3 2"
95 | G5 | G3

Zkonstruujte obecné pouzitelngm algoritmem KA A rozpozndvajici jazyk
L(A) = L(A1)/L(As) (pravy kvocient). Poté se snaZte jazyk L(A) co nej-
jednoduseji charakterizovat (podminkou, kterou spliiuji slova do néj patrici).
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Kapitola 6

Regularni vyrazy a jejich
ekvivalence s kone¢nymi
automaty.

Jiz dfive jsme zminili, Ze konecny automat “stoji v pozadi” mj. pfi vyhleda-
véni vzorku v textu (napf. pfi vyhledavéni webovskych stranek, které dany
vzorek obsahuji v zdhlavi). Mame ted na mysli obecnéjsi p¥ipad nez je napf.
hledani konkrétniho slova, a sice pfipad, kdy vzorek je specifikovan (boole-
ovskou) kombinaci jednoduchych podminek. Napf. si lze predstavit, ze vyra-
zem “(Ceskx & slovenx) V (Geskx & némecx)” zaddvame (v néjakém systému)
prani nalézt vSechny dokumenty, které zaroven obsahuji slovo zacinajici na
“Cesk” a slovo zacinajici na “sloven” nebo zaroven obsahuji slovo zac¢inajici
na “Cesk” a slovo zacinajici na “némec”.

Na vyrazy podobné uvedenému lze pohlizet jako na popis (reprezentaci) ur-
Citého jazyka — reprezentovany jsou ty posloupnosti pismen (v “realu” napt.
dokumenty, v nasich pojmech jim fikdme prosté slova), které danému vy-
razu vyhovuji; vSimnéte si, ze takto reprezentovany jazyk je pak obvykle
nekonecny.

Ted si uvedeme definici tzv. regularnich vyrazt a zptisobu, jakym reprezen-
tuji jazyky (jak jste uhodli podle ndzvu, ukéZe se, Ze reguldrnimi vyrazy
1ze reprezentovat pravé regularni jazyky). Poznamenejme, Ze v rtznych soft-
warovych systémech se setkdme s riznymi modifikacemi, nazvanymi tieba
také “regularni vyrazy”. V naSem kursu (tak jako obecné v teorii jazykd a
automatil) myslime reguldrnimi vyrazy pouze pojem vymezeny nésledujici
definici.
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Definice 6.1 MnoZinu RV (X) reguldrnich vjrazi nad abecedou ¥ definu-
jeme jako neymensi mnoZinu slov v abecedé LU {0, e, +,-,*,(,) } (pFedpokld-
ddme 0,e,+,-,*,(,) € ) spligici tyto podminky:

e ) € RV(X), e € RV(X), pro kazdé a € ¥ je a € RV (%),

o jestlize a,3 € RV(Y), pak také (a + ) € RV(E),(a - 3) €
RV(T), (a*) € RV ().

Definice 6.2 Reguldrni v
timto zpisobem: (0] = 0, [e] = {e}, [a] = {a} a ddle [(« + B)] = [a] U [4],
[(- B)] =[] - [8], [(a")] = [a]"-

Pozndmka. Pii zapisu regularnich vyrazi obvykle vynechavame zbytecné za-
vorky (asociativita operaci, vnéjsi par zavorek) a tecky pro zietézeni; dalsi
zévorky lze vynechat diky dohodnuté priorité operaci: * vaze silnéji nez -,
kterd véaze silngji nez +. Napf. misto ((((0-1)*-1)-(1-1)) + ((0-0) +1)*)
obvykle napigeme (01)*111 + (00 + 1)*.

vyraz o reprezentuje jazyk — ktery oznacujeme (o] -
le

Ukol 35 Zadejte requldrnim virazem jazyk

L={we{0,1}*| ve w je sudy pocet nul a kazdd jednicka je bezprostiedné

ndsledovina nulou }

Ukol 36 Zjistéte, zda plati

[(011 + (10)°1 + 0)*] = [011(011 + (10)*1 + 0)7]

[((1 +0)7100(1 + 0)*)*] = [((1 + 0)100(1 + 0)*100)°]

Ukol 37 Procvicujte si requldrni vijrazy tim, Ze jimi popisete nekteré regu-
ldrni jazyky, s nimiz se v nasem textu (véetné koli) setkdvdte.

Prednaska 5

Jiz jsme avizovali, ze vzhledem k popisu jazykt jsou regularni vyrazy stejné
silny prostfedek jako koneéné automaty. Jeden smér je ziejmy:

Pro jazyky 0, {}, {a} 1ze trivialné zkonstruovat rozpoznavajici KA. Na z4-
kladé prislusnych konstrukei v diikazech uzavienosti tfidy reguldrnich jazyka
na ConceptUsageregularni operaceregularni operceRegOp pak snadno sesta-
vime algoritmus, ktery k libovolnému reguldrnimu vyrazu « sestroji (zobec-
nény) nedeterministicky koneény automat A rozpoznavajici jazyk [«]. VSim-
néte si, ze pocet stavit A bude pfitom v zasadé odpovidat délce a.
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Ukol 38 Myslenky algoritmu prevodu RV — ZNKA jsou nacrtnuty na ob-
razku 6.1 — algoritmus k danému reqularnimu vijrazu sestroji ZNKA s jedingm
pocéatecnim a jedingm prijimajicim stavem.

Aplikugte tento algoritmus na reguldrnd vgraz ((01*0+101)*100+ (11)*0)*01 .

Sjednoceni

@ (O X 9
7 . NG

Q © O O

Ztetézeni

e © o9 v

Iterace

Obrézek 6.1: Konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

Véta 6.0.15 Reguldrnimi vijrazy lze reprezentovat prdvé reguldrni jazyky.

Dukaz. JelikoZ pro jazyky 0, {e}, {a} lze trividlné zkonstruovat rozpozné-
vajici KA, a tfida reguldrnich jazyki je uzaviena na regularni operace (sjed-
noceni, zfetézeni, iterace), je ziejmy fakt, Ze ke kazdému regularnimu vyrazu
« existuje (lze zkonstruovat) KA A tz. L(A) = [o] (tim jsme se zabyvali v
tkolu 38).
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existuje (opét lze zkonstruovat) reguldrni vyraz a tz. [o] = L(A).
(Velmi) hrubd idea:

Slovo w je pfijimdno automatem A pravé kdyz v grafu automatu existuje
cesta (ohodnocend) w zaéinajici v po¢ateénim stavu ¢q a konéici v “prvnim”
pfijimajicim stavu nebo v “druhém” prijimajicim stavu atd. — v onom “nebo”
Ize snadno rozpoznat sjednoceni jazyk.

Kdyz cesta w vede z go do (pevné zvoleného piijimajiciho) ¢4, tak bud je to
“piima cesta” — na niz se zadny stav neopakuje — nebo vznikne z pfimé cesty
“vlozenim cyklt”. Pfimych cest z ¢y do g4 je samoziejmé konec¢né mnoho
(kazd4 je nutné kratsi nez je pocet stavii automatu), rozmisténi cykl je také
konecné mnoho, a cykly lze iterovat. Staci tedy “regularné” popsat cykly a
budeme hotovi. Elementarnich cyklii (t&ch, které neobsahuji kratsi cyklus)
je sice konecné mnoho, ale lze je rtizné kombinovat; to zptusobuje, ze ono
regularni popsani vitbec neni nabiledni a je velmi zddouci podat presvédcivy
dikaz. Vhodny je napf. induktivni dikaz, jenz je stru¢né nacrtnut nize.
Induktivni dikaz:

Necht L = L(A) pro KA A = (Q,%,0,q1,F), kde Q = {q1,¢2,---,qn}. Pro
vi. 4,7 € {1,2,...,n} definujme R;; = {w € E* | §(g;,w) = ¢;} (t]. jako
mnozinu slov, které prevedou A ze stavu ¢; do stavu g;).

Dokézeme-li, Ze kazd4 mnozina R;; (i,j € {1,2,...,n}) je reprezentovatelna
reguldrnim vyrazem, jsme hotovi — je totiz L = Ug,ep Rai-

Zvolme nyni pevné 4,j a uvazujme mnozinu R;;. Pro k € {0,1,2,...,n}
definujme Rf] jako mmozinu slov, které pievedou A ze stavu ¢; do stavu g;,
pficemz vSechny pribézné stavy maji index nejvyse rovny k. (Rf‘J ={w €
Ry |Vu,v:(u#ehv#eAw=uw Ad(g,u) =¢n) = m < k:}.)
Ukéazeme-li, ze pro kazdé k je mnozina Rfj reprezentovatelna regularnim vy-
razem, budeme hotovi — je totiz R;; = R};. To ovSem lze ukazat indukei podle
k. Zékladem indukee je trividlni fakt

R), € XU {e}. Indukéni krok je zfejmy ze vztahu

k k k k * pk
RijJrl = Rij U ( Ri,k+1 (Rk+1,k+1) Rk+1,j )

Konec Dukazu
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Sestrojte requldrni vyraz reprezentugici jazyk
Ukol 39 rozpozndvany automatem zadanym uvedenou

tabulkou.
alb
—12]1
2123
—3 121

Aplikujte pritom postup z predchoziho dikazu, pii némz se postupné konstru-
uji vyrazy reprezentujici mnoziny Rf ;-

Dfive jsme rovnou zavedli pojem reguldrni jazyk jako synonymum pro jazyk
rozpoznatelny konecngm automatem. Pro tplnost dodejme, Ze v literatufe lze
najit nasledujici definici regularnich jazykid; ve svétle vysledki uvedenych
vyse je zFejmé, Ze obsah obou definic je totozny.

Trida RJ(X) reguldrnich jazykd nad abecedou ¥ je nejmensi t¥ida jazykd
nad abecedou X, ktera obsahuje tzv. elementdrni jazyky a je uzaviena na
ConceptUsagereguldrni operaceregulérni operceRegOp, tzn.:

e clementarni jazyky, tj. 0 a {a} (pro kazdé a € ¥), patii do RJ(),
e jestlize L1, Ly € RJ(X), pak také L1 U Ly € RJ(X),

o jestlize L1, Ly € RJ(S), pak také Ly - Ly € RJ(E),

o jestlize L € RJ(X), pak také L* € RJ(X).

Pozndamka.Jak plyne z uzavérovych vlastnosti tiidy regularnich jazykt, mohli
bychom reguldrni vyrazy obohatit nap¥. symboly pro prinik a doplnék (tfeba
&, -, piicemz [(a&f)] = [o] N [F], [~(a)] = E* — [a] — abeceda ¥ musi
byt zfejma z kontextu), aniz se zvétsi jejich vyjadiovaci sila. Zapis jazyka
se tak nékdy zkrati (napf. misto (0 + 1)*1(0 + 1)* lze psat —(0*); ztraci
se ale napf. vlastnost pifimocarého prevodu RV — ZNKA zminéného vyse.
To je jeden z divodl proé¢ prinik ani doplnék nefadime k (standardnim)
ConceptUsageregularnim operacimregularni operceRegOp.

Pozndmka.Dtkazy matematickou indukei (napf. u véty 3.0.7 a dalsich) jsme
dosud v textu podrobné neprovadéli. Pfislusna tvrzeni byla o¢ividné a dikaz
indukei je u nich v podstaté jen rutinni cvifeni (ovSem velmi uziteéné !).
Induktivni dikaz jsme skutecné provedli az nyni u véty 6.0.15, protoze zde
se bez néj opravdu tézko lze obejit (jak byste méli potvrdit, pokud jste se
poctivé snazili vétu “nahlédnout” a dokonale se pFesvédéit o jeji platnosti).
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Regulérni vyrazy nam poskytuji dalsi moznost reprezentace regularnich ja- o {w}\(L1ULy) ={w}\Li U{w}\Ls
zyki. Toho lze mj. také vyuzit k elegantnim dikaziim nékterych dalsich uza- . .

vérovych vlastnosti t¥idy regularnich jazykt; zde to ilustrujeme na ptikladu o {wh\(E" - 1) =% —{wh\L

tzv. regularni substituce. o Lo(Lo\Ly) = L

Definice 6.3 Necht ¥ je abeceda a pro kaZdé a € ¥ je ddn jazyk o(a) v
abecedé A,. Polozme o(¢) = {e} a o(uwv) = o(u)o(v) pro vs. u,v € L*.
Potom zobrazeni o : 5* — P(A*), kde A = Ugex, Au, se nazgvd substituce.
Pro kaZdy jazyk L C X* pak definujeme o(L) = Uyer o(w) a fikdme, Ze jazyk
o(L) vznikl z jazyka L substituci o.

Substituce o, u niZ pro kaZdé a € ¥ obsahuje jazyk o(a) prdvé jedno slovo,

se nazyvd homomorfismus. Homomorfismus h lze pak tedy povaZovat za zob-
razend typu h : * — A* (které spliuje h(e) = ¢, h(uv) = h(u)h(v)).

Tvrzeni 6.0.16 Necht ¥ je abeceda a o regularni substituce, tzn. o(a) je
requldrnd jazyk pro kazdé a € . Potom pro lib. reguldrni jazyk L C ¥* plati,
Ze o(L) je rovnéZ requldrnim jazykem.

Dukaz. Nechf reg. vyraz o reprezentuje L a necht «, reprezentuje o(a),
pro kazdé a € 3. D4 se snadno ovérit, ze dosadime-li do a za kazdy vyskyt
symbolu a reg. vyraz «,, dostaneme regularni vyraz reprezentujici o(L).
Konec Dukazu

Ukol 40 Uvedené ti tabulky nedeterministickych automatii zaddvagi po fadé
requldrni jazyky Ly, Lo, Ls.

a b 0 1 0T 7
—A | AB,C - ~D| E | F ool
=B| - |ABC||[<E|EF|D e
—C B C F| D | F

Definujte reguldrni substituci o piedpisem o(a) = Lo, o(b) = L. Sestrojte
requldrni vgraz popisujici jazyk o(L1).

Ukol 41 K hlubsimu pochopeni nékterjch pojma miZete zkusit zjistit, zda
plati nasledugjici obecné vztahy; h oznacuje homomorfismus, \ levy kvocient.

[ ] }L(L] @] LQ) = h(L]) @] }L(Lz)
(] h(L] n Lg) = h(L]) n h(Lg)
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Kapitola 7

Minimalni koneé¢né automaty a
algoritmus minimalizace.

Prednaska 6

Vezmeme-li v tGvahu praktické (implementacni) hledisko, jisté neni tfeba
sdhodlouze motivovat otazku mozné minimalizace daného kone¢ného auto-
matu. UkdZeme, Ze odpovéd je v nasem piipadé velmi potésujici: existuje
algoritmus (dokonce “rychly” algoritmus), ktery k zadanému KA sestroji
ekvivalentni automat s nejmensim moznym poctem stavi.

Definice 7.1 Dwva konecné automaty Ai, As nazveme jazykové ekvivalentni,
struénéji ekvivalentni, jestliZe rozpozndvagi tyz jazyk, tj. jestlize L(A;) =
L(As).

Konecny automat nazveme minimdlnim automatem jestlize neexistuje auto-
mat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi pocet stavi.

Nasim cilem nyni bude dokéazat tuto vétu:

Véta 7.0.17 Euistuje algoritmus, ktery k zadanému konecnému automatu A
sestroji minimalni automat ekvivalentni s A.
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Velmi uZitecné by bylo, kdybyste
nejdrive sami zkusili (néjak) najit
minimalni automat ekvivalentni 2
zde zadanému.
—3
V kazdém pripadé je vhodné si Vi
Ukol 42 tieba na tomto piikladu ilustrovat
ddle zavddéné pojmy; konkrétné
zacnéte konstrukci rozkladi mno-
o . . 01
Ziny stavi podle ekvivalenci ~, ~
,i, ..., které jsou definovdany aZ
trochu ddlee v textu.

[N
RS RSIESIRSY RSN RS RN RSI RS B
| W I D W I G B | >

Ukazeme nejdiive hlavni ideu algoritmu. Uvazujme koneény automat A =
(@,%,0,qo, F), rovnou bez nedosazitelnych stavii — ty bychom jinak prosté
odstranili, aniz zménime rozpoznavany jazyk (vzpometite si, Ze touto otdzkou
jsme se jiz zabyvali difve). Pro kazdy stav ¢ € @ definujme

L(g) = L(A,), kde A, = (@, %, 6,4, F)

(L(q) je tedy jazyk rozpozndvany automatem, jenz vznikne z A prohlaSenim
stavu ¢ za pocatecni, tedy mnozina téch slov, které prevedou automat A ze
stavu ¢ do nékterého stavu v F).

Necht nyni pro dva rizné stavy qi, ¢ plati L(q1) = L(g2). Ted piijde ta
idea: jeden z téchto stavii, napf. go, mizeme z automatu A vypustit, pricemz
Sipky do né&j sméfujici (v terminologii grafu automatu) pfesmérujeme do gj.
Musime dodat, %e pokud ¢» byl poc¢atenim (v automatu A), prohlésime za
novy pocatecni stav ¢;. Snadno se lze presvéddéit, Ze takto vznikly automat je
ekvivalentni s (ptivodnim) automatem A, pfi¢emz ma méné stavii — a nema
nedosazitelné stavy, kdyz A je nemél. (Presvédéte se !)

Vedle odstranéni nedosazitelnych stavti tak mame k dispozici dalsi metodu,
jak zmensovat KA pii zachovani rozpoznavaného jazyka. Opakované pouziti
této metody nés oc¢ividné pfivede k automatu, ktery je ekvivalentni s ptivod-
nim a je to tzv. redukovany automat, coz znamend, Ze nema nedosazitelné
stavy a pro kazdé jeho dva rtzné stavy ¢, ¢» plati L(q1) # L(ga)-

Tento vysledny automat lze elegantné popsat jako tzv. podilovy automat
podle ekvivalence ~, kde relace ~ je zavedena na mnoziné stavii KA takto:

q~q <=4 L(g) = L(¢)
(je to samoziejmé jind relace nez ekvivalence mezi konenymi automaty za-

vedend vyse).
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Vsuvka.P¥ipomenme, Ze relace p na mnoziné M je ekvivalence pravé tehdy,
kdyZ je reflexivni (Vo € M : zpzx), symetrickd (Vz,y € M : zpy = ypz) a
tranzitivni (Vz,y,z € M : (zpy A ypz) = zpz). Ekvivalence p definuje na
M rozklad {[x], | z € M }, tj. systém vzdjemné disjunktnich mnozin (neboli
tiid ekvivalence), jejichz sjednocenim je M, pfi¢emz s kazdym = € M jsou v
piislusné ti{dé obsazeny pravé prvky s nim ekvivalentni ([z], = {y | zpy}).

Formalni popis konstrukce podilového automatu:

Lemma 7.0.18 K libovolnému konecnému automatu existuje ekvivalentni
redukovany automat.

Dukaz. Méme automat A = (Q,%,0,qo, F) bez nedosazitelnych stavii.
Znagenim [q] (¢ € Q) oznalujeme tiidy ekvivalence ~ obsahujici ¢ (tj.
lg ={plp~a})

Nyni k A definujme tzv. podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaceny
A, takto: Av = (Q~, %, 0., [qo], Fr), kde @ ={[q] [¢ € @}, Fu ={[d] |
g€ F }ad(lg,a)=[0(q.a)] (provs. q €Q, a€X).

Korektnost definice plyne z faktu p ~ ¢ = (p € F & ¢q € F) a z faktu
p~q=d(p,a) ~ (g, a).

Snadno ovéfime, ze d(q,w) = ¢ < d-([q],w) = [¢] (napf. provedenim di-
kazu indukei podle délky w), z ¢ehoz ihned vyvodime ekvivalenci automatit
Aa AL (tj. L(A) = L(AL)), i to, ze A~ nemé nedosazitelné stavy.

Konec Dukazu

K algoritmickému pouziti nasi metody ovsem potfebujeme ukazat, ze umime
pro libovolné stavy ¢;,qs rozhodovat otézku, zda L(q1) = L(g2). Pro tyto
idely je vhodné definovat L=%(q) jako mnoZinu vSech slov z L(q), které
maji délku nejvyse i, a pak zavést na stavové mnoziné automatu A =
(@,%,0,qo, F) relace LA 2 . takto:

@ g =g L (q1) = L (g2)

Jinak Feceno: pro stavy ¢, g2 plati ¢ A @2 prave kdyz je nelze rozlisit zadnym
slovem délky nejvyse ¢ (tj. pro kazdé slovo w € ¥*, |w| < 7, je bud §(¢q1, w) €
F, §(ga,w) € F nebo §(q1,w) &€ F, 6(q2,w) € F). Je ofividné, Ze relace A
jsou ekvivalence a plati ~DAD2D ... (tedy ¢1 gy = ¢1 & g2, neboli &
je zjemnénim relace L).

Samoziejmé vidime, Ze ¢ L g2 prévé kdyz bud ¢; € F, g2 € F nebo q; ¢ F,
g & F.
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Dale je zfejmé, ze dva stavy jsou rozlisitelné slovem délky nejvyse i 4+ 1 pravé
kdyz jsou rozlisitelné slovem délky nejvyse i nebo existuje a € 3, které je
prevede do dvojice stavi rozlisitelnych slovem délky nejvyse i; v obménéné
podobé to mizeme formalné vyjadrit takto:

o gpe=aq L(h/\(VGGZ: d(q1,0a) ’55((127@)) (7.1)

Vsimnéme si ted, Ze ekvivalence 2 rozlozi mnozinu stavil @ na dvé t¥idy
F, Q — F (kdyZ jsou obé neprazdné). Také vime, ze 4 rozlozt Q na stejné
nebo vice tiid nez ~, a ze vztahu (7.1) je zfejmé, Ze pokud A= pak

i il it2

Jelikoz pii poétu stavit n (|@Q| = n) nemize existovat rozklad na vice nez
1 iy i ifl PR -
n tiid, je dokonce zfejmé, Ze rovnost ~=~ musi urc¢ité nastat pro néjaké
i < n — 2. Stac¢i tedy postupné konstruovat relace, resp. rozklady podle
L0 1 2 A i il . . i .
relaci, ~,~,~, ..., az zjistime ~=~ — vime, Ze pak ~=~, a mizeme tak
pro libovolné stavy g1, g2 rozhodovat, zda L(q1) = L(g2) (zjisténim, zda jsou
ve stejné ti{dé zkonstruovaného rozkladu podle ~).
Mame tedy algoritmicky postup, jak k danému automatu A zkonstruovat
ekvivalentni automat B, ktery je redukovany (lemma 7.0.18 tedy plati kon-
struktivng) — pfitom kdyZ A je redukovany, pak B je totoZny s A, v opacném
pfipadé ma B méné stavi nez A. Je ale B ten nejmensi mozny automat
mezi automaty ekvivalentnimi s A ? Kladnou odpovéd jednoduse vyvodime
z nasledujiciho jednoduchého lemmatu (na néj se de facto odkazujeme i v
dtikazu 7.0.18).

Lemma 7.0.19 Mé&ime dva KA A= (Q,%,0,q0, F) a A = (Q', 3,0, ¢, F')
Jestlize pro stav ¢ automatu A a stav ¢’ automatu A’ plati L(q) = L(¢'), pak
pro kaZdé a € ¥ je L(6(q,a)) = L('(¢, a)).

Dukaz. UkaZzeme, ze kdyZ L(6(q,a)) # L('(¢, a)), pak L(q) # L(¢'). Kdyz
napt. u € L(d(q,a)) a u & L(0'(¢, a)), pak nutné au € L(q) a au & L(¢').
Konec Dukazu

Uvédomte si, ze z toho snadno plyne, Ze dva redukované automaty A =
(@Q,%,0,q0, F) a A" = (Q', 5,8, ¢}, F'), které jsou ekvivalentni (tj. L(gy) =
L(q))), maji jednak stejny pocet stavii a dokonce jsou vlastné totozné (1épe
feCeno: jsou izomorfni, tj. jeden dostaneme z druhého pouhym pfejmenova-
nim stavit). Ted uz je zfejmé, Ze

minimalni automat znamend totéz co redukovany automat.
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Dokazali jsme tak vlastné nejen vétu 7.0.17, ale i

Véta 7.0.20 Minimdlni automat ekvivalentni s danym KA A je uréen jed-
noznacne.

Vime, ze tim “jednoznacné” minime “jednozna¢né, az na pojmenovani
stavi”. Libovili v onom pojmenovani ovSem lze odstranit pozadavkem pre-
vodu do normovaného tvaru, ktery jsme jiz definovali dfive.

Ukol 43 Zjistéte viechny dvojice stavii q, q' u ndsledugicich dvou automati
(tedy q,q' €{0,1,2,...,9}), pro néZ L(q) = L(¢').

a|b al|b
—0|0]1 —5|15|6
—1|1|2 6|75
—21 3|1 —71719
3124 8198
412138 —9| 8|7

Ukol 44 Sestrojte minimdlni (deterministickyj) konecnyj automat, ktery roz-
pozndvd tentyZ jazyk jako NKA zadany ndsledujici tabulkou (a prevedte ho
do normovaného tvaru):

a b

—q0 | 91,93 | G5
q1 - q2

q2 qar -

q3 - q4
q4 - qar

95 - d6
q6 - aN
—dqr qr qr
an - -

Ukol 45 Sestrojte minimdini (deterministické) konecné automaty, rozpoznd-
vagict jazyky reprezentované ndsledujicimi reguldrnimi vyrazy:

o (ab*b+ ab*ab*b + ab*ab*a)*

e (a+ W)+ ((b+c)-(d+e))"  (kde pro jazyk L definujeme L+ =
L+ L*+ L3+ ... a pro reg. vjraz o definujeme [aF] = [a]1)
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Vsimnéme si, Ze nyni (nejméné) dvéma riiznymi zptisoby umime dokézat tuto
dilezitou vétu:

Véta 7.0.21 Euistuje algoritmus, ktery pro lib. zadané KA A;, As rozhodne,
zda L(Al) = L(AZ)

Dukaz. Stadi k obéma KA sestrojit redukované automaty v normova-
ném tvaru a ty porovnat. Jiny dikaz plyne z partie o (konstruktivnich)
uzavérovych vlastnostech tiidy regularnich jazykid, uvédomime-li si, ze
L(A;) = L(Ay) <= (L(A1) — L(A2)) U(L(As) — L(A;)) = 0 a pfipomeneme-
li si vétu 2.0.2.

Konec Dukazu

Pozndmka.Vsimnéte si, Ze jsme dokazali, Ze pokud dva stavy automatu, ktery
ma n stavit (n > 2), nelze rozlisit slovem délky nejvySe n — 2, pak je nelze
rozligit viibec (jestlize L<"~%(q) = L=<""%(¢’), pak L(q) = L(q')). Tento fakt
ukazuje, Ze pro rozhodovani otazky, zda L(q) = L(q'), staci probrat vSechna
slova do délky n — 2 (jichZ je samoziejmé konecné mnoho). Ovsem algorit-
mus zaloZeny na této myslence by byl pro praktické pouziti velmi nevhodny.
(Pro¢ ?7)
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Kapitola 8

Neregularni jazyky. Pumping
lemma pro regularni jazyky.

Prednaska 7

Ctenaii by mélo byt jasné, Ze ne kazdy jazyk je reguldrni (uz jsme to do-
konce dokazali pfi tvahich o mohutnostech mnozin: konecnych automatt
je spocetné mnoho, zatimco jazyk — uz nad jednoprvkovou abecedou — je
nespocetné mnoho).

Jak ale vypadd konkrétni neregularni jazyk ? Musi mit néjakou vlastnost,
kterd neumoziiuje rozpoznani libovolného jeho slova (tedy také libovolné
dlouhého slova), méme-li pouze omezenou pamét a mizeme slovo pouze ¢ist
zleva doprava.

Uvazujme napt. jazyk

L={dV |j>0}

(kazdé slovo tedy zac¢ind tisekem a-Cek, za nimz nasleduje stejné dlouhy tsek
b-Cek). Intuitivné je vidét, ze pii ¢teni slova zleva doprava ndm “nezbyva
nic jiného” nez a-¢ka pocditat a pak porovnat s poctem b-¢ek; k tomu nam
ovSem predem omezena pamét nestadi, protoze tsek a-cek mize byt libovolné
dlouhy !

Ale pozor ! Tyto nase tivahy se nedaji povazovat za dikaz toho, Ze L je
neregularni. Nase intuice nds mutze klamat, a tfeba je to jen nasi omezenosti,
ze nevidime zpusob, jak se bez pocitani a-¢ek mizeme obejit. Kdyz by nam
napf. nékdo tvrdil, Ze jazyk { a™ | m je délitelné tfemi } neni reguldrni,
protoZe nezbyva nic jiného nez a-cka spocitat a vysledek délit tremi, vyvratili
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bychom mu to prosté predvedenim konecného automatu, ktery tento jazyk
rozpoznava — a tudiz se zde bez pocitani a-cek lze obejit. Jak ale dokéazat, ze
néco nelze 7 Obvykle je klicem vyvozeni logického sporu z predpokladu, Ze
to lze.

U L bychom mohli postupovat takto: Pfedpokladejme, Ze L je rozpoznavan
kone¢nym automatem A; ten ma néjaky (kone¢ny) pocet stavii, oznaéme
tento pocet n. Automat A musi samoziejmé pfijmout i slovo a™b". Pfi ¢teni
useku a" prochézi postupné uréitymi stavy qo,q1, ¢, - - -, Gn- JelikoZ A ma
pouze n stavil, nutné se néjaky stav zopakuje, tedy ¢; = g; pro néjaké 4, j, kde
0 <@ < j < n. Pak ovSem slovo vzniklé zopakovanim tseku mezi g; a q;, tedy
slovo a’a?~'a?~'a"~Ib", je automatem A pfijimano (pro¢ ?); to oviem nepatii
do L a privedli jsme tak ke sporu pfedpoklad, Ze A rozpoznava L. VSimnéte
si také, Ze A by musel rozpoznévat nejen slovo vzniklé jednim zopakovanim
pfislusného tseku, ale také slova vznikld libovolnym “napumpovanim” tohoto
aseku, tedy slova tvaru a’a’'a’~ ... a/~'a"7b"; specialnim piipadem je pak
vypusténi tseku, u nas slovo a’a™7b".

Uvedené tivahy se snadno daji zobecnit. Velmi zhruba feceno:

v kazdém “dostatecné dlouhém” slové regularniho jazyka L exis-
tuje “kratké” neprazdné podslovo “blizko zacatku”, jehoz vyne-
chanim ¢i “pumpovanim” dostavame vzdy slova jazyka L

Formalné (a pfesné) to vyjadiuje nésledujici véta, jiz si ¢tenar ted uz jisté
sdm snadno dokaze (“nadpovéda’: za n, jehoZ existenci véta deklaruje, si pro

konkrétnost muzete dosadit napr. pocet stavii minimalniho automatu rozpo-
znavajiciho L).

Véta 8.0.22 (Pumping lemma.) Necht L je requldrni jazyk. Pak nutné exis-
tuje n tZ. kaZdé slovo z € L, |z| > n, lze psdt z = wow, kde |uv| <n, Jv| > 1
a pro vs. i > 0 je uv'w € L.

Vsimnéte si, jak se stiidaji kvantifikitory: Je-li L regularni, pak (neboli
(VL tz. L je reguldrni ) :)

(3n) (Vz tz. z € L, |z| > n) (u,v,w tZ. z = vow, |uv| < n, |v| > 1) (Vi > 0)

Pozndmka. Vice formalné bychom misto (Va tz. A) B psali (Vz : A = B) a
misto (3z tz A) B bychom psali (3z : AA B).

Je uzitetné predstavit si hru dvou hra¢t A a B, ktefi maji zadan (néjaky)
jazyk L a hraji takto:

1. Azvoline N
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2. B zvoli slovo z tz. z € L a |z| > n (neexistuje-li takové slovo, A vyhral)
3. A zvoli u,v,w tZ. z = ww, lw| <nalfv| >1
4. Bzvolii >0

5. Vysledek: je-li uviw € L, pak vyhral A, v pifpadé uwviw ¢ L vyhral B.

Je ziejmé, 7Ze je-li L regularni, pak A mé vitéznou strategii v uvedené hte.
Jinak Feceno:

Ma-li B vitéznou strategii, pak L neni requldrni.

A préavé navrzeni vitézné strategie hrace B je ¢astym prostiedkem k dukazu
toho, ze uvazovany jazyk je neregularni.

Pro vise zkoumany L = {a/¥ | j > 0} miiZeme vitéznou strategii hrdce B
formulovat takto.

1. A zvoli (libovolné) n € N
2. B zvoli z = a™b"

3. A zvoli libovolné u, v, w t7. z = wvw, |uv| < n a |v| > 1, tedy u = a?,
v =a” pro ndjaké j ktz. j+k<n, k>1

4. B: zvoli i = 0 (lze také kterékoli i > 2)

5. Jelikoz a/a™~U+tRb" & L, B vyhrava.

Vimnéme si, ze uvedend vitézn4 strategie hrace B pro jazyk Ly = {a’V’ | j >
0} je rovnéz vitéznou strategii pro jazyk Ly = {w € {a,b}* | |w|, = |w|y }
(pfipomenime, Ze |w|, oznacuje poCet vyskyti symbolu a ve slové w); ko-
neény automat tedy nemtize rozpoznavat slova, v nichz jsou pocty a-cek a
b-Cek stejné.

7 faktu, Ze L; neni reguldrni, lze ovSem neregularitu jazyka L, elegantné
prokazat také takto:

Kdyby L, byl regularni, byl by regularni i jazyk L, N a*b*, jelikoz tiida regu-
larnich jazyku je uzaviena na prinik (a a*b* je o¢ividné regularni). OvSem je
ziejmé, ze LoN a*b* = Ly, a L; regularni neni. Pfedpoklad, ze L, je regularni
je takto pfiveden ke sporu, coz znamené, ze Lo regularni neni.

Spréavné bychom méli psat [a*b*] misto a*b*, jelikoZ se odkazujeme k ja-
zyku reprezentovanému danym reguldrnim vyrazem. ProtoZe ale nemtze do-
jit k nedorozumeéni, znaceni si takto zjednodusujeme.
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Samozfejme musime ale byt opatrni pfi posuzovani (ne)regularity jazyka na
zékladé jeho specifikace. Napf. podobnost specifikace Ly = {w € {a,b}* |
pocty podslov ab a ba ve w jsou stejné } s vySe uvedenou specifikaci jazyka
Ly mize nabuzovat dojem, Ze L3 je rovnéz neregularni.

Ukol 46 Zjistéte, zda jazyk L je & nend requldrni. (Své zjisténi dokaite.)

Doplnéni Ctenafe mozna napadla otézka, zda pumping lemma piesné charak-
terizuje reguldrni jazyky, tj. zda pro jakykoli neregularni jazyk ma B vitéznou
strategii. Neni tomu tak, jak dokldd4 napi.jazyk L = {a,b}*U{c}™{aV’ | j >
0}, ktery spliiuje podminku v pumping lemmatu (A méa pro néj vitéznou stra-
tegii) a pfitom neni reguldrni. (Pro pfipomenuti: {c}* = { ¢, cc, ccc, ... }.)
To, Ze uvedeny L neni reguldrni, jsme samoziejmé schopni dokazat,
pouzijeme-li i jiné prostfedky. Z pfedpokladu, ze L je regularni, mizeme
napf. vyuzitim uzavienosti t¥idy regularnich jazyk vaci kvocienttum a pri-
niku vyvodit, Ze i

({e}\L) N {a,b)* = {5 20}

je regularni — o tom jsme uz ovSem ukazali, Ze regularni neni, a dospivame
takto ke sporu.

Ukol 47 Dokazle, Ze ndsledujici jazyky nejsou requldrni (vyuZijte pumping
lemma a rozmyslete si formulace dikazi ve formé hry dvou hrdéid)

e L; ={0m1"0" | m,n>0}

o Ly={ww|we{0,1}*}

o Ly={ww)?|we{0,1}*}

e [, je mnozina vSech zapisu programi v Pascalu.
Muzete zkusit téz pro:

o Ly ={07|p je prvocislo }

o Lg={0"|n=*k pro néjaké k >0}
Ukol 48 Uvazujte pumping lemma v tomto znéni:

Necht L je requldrni jazyk. Pak nutné existuje n tZ. v kaZdém
slové z € L lze kaZdé jeho podslovo x délky n (|x| = n) psdt
x = uvw, kde |v| > 1, pFicemZ pro z = y1xy, = yruvwys plati, Ze
yiuvtwys € L pro vs. i > 0.
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Dokazte, Ze v tomto znéni tvrzeni také plati a vysvétlete, zda je obecnéjsim
anebo specidlnim pripadem drive uvedené verze.

Kapitola 9

Dalsi poznamky ke konec¢nym
automatiim.

9.1 Dvoucestné kone¢né automaty

Ukazovali jsme, Ze nemtizeme rozpoznavat pravé slova tvaru ¢/, mame-li
omezenou pamd&t a ¢teme-li slova zleva doprava. Ve skutecnosti by ndm nepo-
mohla ani moZnost vracet se k jiz pfectenému tseku slova — pokud symboly
nemizeme nijak ménit, tj. nemizeme si ve slové nic poznacit. Da se ukazat, ze
odpovidajici model, tzv. dvoucestné konecné automaty, charakterizuje opét
jen t¥idu regularnich jazykd, a to i v nedeterministické verzi; diikaz je ovsem

9.2 Hledani vzorku v textu

Hled4n{ vSech vyskytd vzorku v textu—tj. Tetézce p (pattern) v (obvykle
podstatné delsim) Fetézci ¢ (text)—je velmi ¢astéd tloha kazdodenné probiha-
jici v mnoha aplikacich. Proto je velmi podstatné, jakou ¢asovou narocnost
mé pouzity algoritmus. Naivni pFistup, ktery néds asi napadne nejdiive (po-
souvajici se “okénko” délky |p| a kontrola, zda v okénku je p) vede k dobg
amérné |p|-|t|. Podstatné lepsi je tzv. “Knuth-Morris-Pratt algorithm”, jehoz
doba béhu je tmérna |p| + |¢|. Kli¢ovou myslenkou tohoto algoritmu je tato:

Predstavme si pfimocarou konstrukci nedeterministického konecného auto-
matu, piijimajiciho pravé ta slova (v zadané abecedd), kterd maji sufix p.
(Takovy NKA by mél |p| + 1 stavi.) K tomuto NKA standardné zkonstru-
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ovany DKA (konstruujeme jen dosazitelné stavy) ma také jen [p| + 1 stavi.
(Pro¢ ?7)

KMP-algoritmus pak obsahuje jesté dalsi dilezitou myslenku (k pouziti
onoho DKA neni tfeba konstruovat prechodovou funkci § : @ x ¥ — @,
ale stadi pouzit jen jistou “failure” funkei f : Q@ — Q), ale to v tomto textu
dale nerozebirame.

Ukol 49 Sestrojte (deterministicky) koneény automat, ktery je vhodny k po-
uZiti pro vyhleddvdni Tetézce ababaca ve slovech (textech) v abecedé {a,b, c}.

9.3 Konecné stavovy prekladac

Jiz dfive jsme zminili, Ze kone¢ny automat jako rozpoznavac jazyka je spe-
cidlnim pfipadem kone¢né stavového zafizeni, realizujiciho jistou vstupné-
vystupni funkei.

Jednim z téchto obecngjsich modeltt je tzv. zobecnény sekvenéni stroj (gene-
ralized sequential machine):

Zobecnény sekvenéni stroj M je dén parametry M = (Q, %, A, qo, 0, p), kde
Q@ je konecna neprazdnd mnozina stavi, Y. je konecna nepréazdna mnozina
zvand vstupni abeceda, A je koneénd neprazdnd mnoZina zvand vystupni
abeceda, gy € Q je pocdtecni (inicidlni) stav, 0 : Q x ¥ — Q je prechodovd
funkce a p: Q x 3 — A* je vystupni funkce.

Takovy stroj M jistym zpisobem definuje zobrazeni (“pieklad”) fus : £* —
A*. Zkuste odhadnout jakym. (K modelu konetného automatu si piidejte
vystupni pasku s tim, Ze v kazdém kroku daném prechodovou funkci § se
na vystup pfipiSe fetézec dany funkei p.) Pro jazyk L v abecedd X lze pak
pfirozené definovat jeho obraz fy(L) (v abecedd A); podobné pro jazyk L
v abecedé A Ize definovat jeho vzor (inverzni obraz) f;;'(L) (v abecedé ¥).
D4 se pak napf. ukdzat, e fa; i fi;' zachovavaji regularni jazyky (tj. kdy#
L je regularni, tak fa;(L) i fy'(L) jsou reguldrni.

Dalsi zobecnéni dostaneme, povolime-li (mj.) nedeterminismus. Pfislusné
zaFizen{ se pak nazyvad konecné-stavovy prekladal (pfevadéd; v anglicting
“finite-state transducer”), ktery pak nedefinuje funkeci, ale obecnéji relaci
(podmnozinu X* x A*).

Kapitola 10

Bezkontextové gramatiky a
Jazyky

Prednaska 8

Uvazujme mnozinu vSech aritmetickych vyrazi vytvofenych z prvka abe-
cedy a,+, %, (,) (Ciselné konstanty ¢i proménné ted nejsou podstatné, proto
v8echny reprezentujeme symbolem a). P¥ikladem takového vyrazu je a+axa
nebo (a + a) x a.

Ctenaf jistd snadno dokéZe, Ze se nejednd o regularni jazyk, nemfizeme jej
tedy zadat regularnim vyrazem ¢i koneénym automatem. V ramci v praxi
uzivaného popisu programovacich jazykt muze byt mnoZina uvedenych arit-
metickych vyrazi zadand témito (pfepisovacimi) pravidly:

(EXPR
(EXPR
(EXPR
(EXPR

— (EXPR) + (EXPR)
EXPR) x (EXPR)
(EXPR))

)
) —
) —(
)

PiSeme-li misto (EXPR) jen E a pravé strany pravidel se stejnou levou
stranou soustifedime vedle sebe, pficemz je vzajemné oddélime symbolem
“”, vznikne:

E—E+E|ExE|(E)|a (10.1)
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E + E E

AN

/ X
a E X E E + E
a a a a

Jak vidno, v pravidlech vedle symboli abecedy popisovaného jazyka, tak zva-
nych termindlnich symbolu ¢ struénéji termindli, pouzivame i “proménné”
neboli netermindly (v nasSem p¥ipadé FE).

Mozné odvozent, neboli derivace, slova a + a x a pak mtze vypadat takto:
E=sE+FE=a+EF=a+ExE=a+axE=a+axa

Uvedli jsme priklad tzv. levé derivace, kdy jsme v kazdém kroku pifepiso-
vali nejlevéjsi netermindl (¢i presnéji feceno nejlevéjsi vyskyt netermindlniho
symbolu). Uvedme piiklad pravé derivace pro totéz slovo:
EF=F+FEF=F+ExXxE=FE+Exa=F+axa=a+taxa

A jesté priklad derivace, kterd neni ani leva ani prava:
E=FE+EF=FE+ExXxE=F+axE=a+axE=a+axa

Je ziejmé, Ze se vlastné ve vSech tfech piipadech jedna o jedno a totéz od-
vozeni — jen pofadi pfepisovani netermindli je rtzné. Strukturu odvozeni
nezéavislou na poradi prepisovani neterminalti zachycuje tzv. strom odvozent,
neboli derivacni strom. V nasem pripadé je derivacéni strom odpovidajici vsem
tfem derivacim znazornén na obr. 10 vlevo.

Slovo a4 a x a mé ovSem i jinou levou derivaci nez tu uvedenou vyse, a sice:
E=FExXE=E+ExE=a+ExE=at+axE=a+axa

Této derivaci odpovida jing derivacni strom — je zachycen na obr. 10 vpravo.
Existence dvou riznych derivaénich stromt (neboli dvou riznych levych de-
rivaci) pro jedno slovo jazyka, je neZddouci vlastnost — pfislusnd gramatika
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(tj. soubor prepisovacich pravidel) je nejednoznacénd (o tomto problému se
jesté zminime pozddji).

Nasi gramatiku (10.1) lze ovSem nahradit gramatikou

(EXPR) — (EXPR) + (TERM) | (TERM)
(TERM) —s (TERM) x (FACTOR) | (FACTOR)
(FACTOR) — ((EXPR)) | a

¢i strucnéji

E—E+T|T
T—TxF|F
F—(E)|a

ktera je s ptivodni gramatikou ekvivalentni (tj. popisuje tentyZ jazyk) a je
pfitom jednozna¢na. Napf. nase slovo a+a x @ ma v ni jedinou levou derivaci
(jediny derivaéni strom):
E=E+T=>T+T=>F+T=a+T=>a+TxF=>a+FxF=
at+axF=a+axa

Nase priklady uvedly tzv. bezkontextové gramatiky. Tyto gramatiky reprezen-
tuji (generuji) tzv. bezkontertové jazyky; jejich definici a zpisob reprezentace
jazyka nyni zformalizujeme.

Definice 10.1 Bezkontextovd gramatika je ctvetice (tj. je ddna tvefici pa-
rametri) G = (I, 5, S, P), kde

II je konecnd mnoZina neterminélnich symbolt (netermindli)

% je koneénd mnoZina termindlnich symbold (termindli),
pricemZ IINT =0

S €11 je pocatedni (startovaci) netermindl
P je konecnd mnozina pravidel typu A — 3, kde

A je netermindl, tedy A € 11

B je fetézec sloZeny z termindli a netermindli, tedy B € (ILU X)*.
Uvazujme lib. v,d € (ITUX)*. Rekneme, Ze v 1ze p¥imo pfepsat na (¢ pifmo
odvodi) 0 (podle pravidel gramatiky G ), znacime v = 6 nebo jeny = & kdyz

G zrejmd z kontextu, jestlize existuji slova py, po t2. v = u1Ape, § = pu1Bps,
kde A — (3 je pravidlo v P.
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Rekneme, %e v lze prepsat na (odvodi) §, znacime v =* 4, jestlie exis-
tuje posloupnost pg, i1, ..., iy slov z (ILU X)* (pro néjaké n > 0) tZ
Vo= o = 1 = ... = Uy = 0. Zminénou posloupnost pak nazveme od-
vozenim (derivaci) délky n slova § ze slova 7.

Jazyk generovany gramatikou G, oznacme jej L(G), je definovdn takto:
L(G) ={w e X* | S =* w}.

Duvé gramatiky G1, G2 nazveme ekvivalentni, jestlize L(G1) = L(G5).
Jazyk L je bezkontextovy, jestliZe existuje bezkontextovd gramatika G ta-
kovd, %e L(G) = L.

Pozndmky.
e Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzévérem relace =.
e v =*J Cteme také ‘d dostaneme z ~’; ‘y generuje §’ apod.
e Vyse zminéné odvozeni po = py = ... = W, hazveme minimdlni,
jestlize p; # pj pro i # j. Je ziejmé, Ze jestlize v =* §, pak J lze

z v odvodit (i n&jakym) minimalnim odvozenim. V dal§im budeme
odvozenim automaticky myslet minimalni odvozeni.

Neni-li feceno jinak, znacime jednotlivé terminaly symboly a,b,c, ...,
terminélni slova w,v,w, ..., netermindly A, B,C,..., XY, Z, fetezce
neterminalt a termindla o, 3,7, .. ..

Uvedené priklady jiz ilustrovaly Casty zpusob zapisu bezkontextovych
gramatik, kdy udédvame kompaktné vSechny pravé strany pravidel, jez
maji tyz neterminal na levé strané — tyto pravé strany pak vzajemné
odd8lujeme svislou ¢arou “|”.

Definice 10.2 Mé&jme bezkontextovou gramatiku G = (IL, X, S, P); tekneme,
Ze « lze prepsat na [ levym prepsanim, jestlize v P ex. pravidlo X — ~ tZ.
a = uXd, B = uyd pro néjaké u € ¥*, § € (IL U X)*. Odvozeni oy =
a; = ... = a, je levym odvozenim (levou derivact), jestlize pro vs. i =
0,1,...,n — 1 lze a; piepsat na a1 levym prepsdnim. (Pravé odvozeni lze
definovat obdobné.)

Lze snadno ukédzat, ze plati-li X =¢ w, pak w lze z X odvodit (n&jakym)
levym odvozenim i (n&jakym) pravym odvozenim.

Definice 10.3 Derivacni strom, vztahujici se k bezkontextové gramatice
G = (II,%, S, P), je uspoiddany kotenovy strom (tj. souvisly graf bez cykld,
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s vyznacenym vrcholem-korenem, ndslednici kazdého vrcholu jsou uspordddni
“Zleva doprava’), jehoz wvrcholy jsou ohodnoceny symboly z I1 U X; pritom
koten je ohodnocen symbolem S a lib. vrchol s ndasledniky je ohodnocen ne-
termindlem X € II, pFicemZ tito ndslednici jsou ohodnoceni Y1,Ys,...,Y,
(Y e TUX), kde X — Y1Y>...Y, je pravidlo v P. V pfipadé pravidla
X — ¢ pfipoustime ndslednika ohodnoceného . (Brzy uvidime, Ze se bez
téchto e-pravidel mizeme obejit.)

Jsou-li listy derivacniho stromu zleva doprava ohodnoceny termindly
ay,as, - . ., Gy, Tikame, Ze se jednd o derivacni strom pro slovo w = ajas . .. a,.

Vsimnéme si, Ze kazdému odvozeni slova w v gramatice G odpovida (pfiro-
zenym zptsobem) pravé jeden derivaéni strom pro w; derivaénimu stromu
pro w odpovida obecné vice odvozeni slova w, ovSem napf. pravé jedno levé
odvozeni.

Ukol 50 Na  obrdzku  je  derivacni  strom  popisujici  odvozeni
slova w = abaaacac podle jisté bezkontextové gramatiky G.

I
N

) \ /\
a S b € A a B B
€ a c 5 a

e Napiste levé odvozent slova w podle gramatiky G.
o Napiste pravé odvozent slova w podle gramatiky G.
e Najdéte rozklad w = wiwyws s wy # € tak, aby slovo wiwywows také

patiilo do L(G).
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Ukol 51 Navrhnéte bezkontextové gramatiky generujici ndsledujict jazyky:

o Ly ={we{a,b}* | w obsahuje podslovo baab }
o Lry={we{ab}*||wy mod3=0}

o L= {ww" | we {a,b}}

o Ly={0"1"0" | m,n>0}

e Ly={0"1"]1<n<m<2n}

tikou
S —bSS|a
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Kapitola 11

Uloha syntaktické analyzy
v prekladacich

Ulohou syntaktické analyzy v prekladacich je rozpoznat, zda zadavany pro-
gram (tj. zaddvand posloupnost znaki) je skutené programem, tj. zda je
(syntakticky) spravné utvoren. Nestadi ale jen odpovéd Ano/Ne. V kladném
piipadé je pouZivanym vystupem napf. deriva¢ni strom (resp. jeho vhodnd
reprezentace), jenZ slouzi jako vstup pro dalsi faze prekladace.

Pro konkrétnéjsi predstavu se podivejte na ‘vysek’ z jednoduchého prekla-
dace, ktery je uveden na konci této prednasky. Vsimnéte si, Ze derivacni
(pod)stromy na obr. 50 by vedly k sémanticky (tj. vyznamové) riznym cilo-
vym programim !

11.1 Jednoznacné gramatiky a jazyky.

Uvedené uvahy mj. ilustruji, pro¢ je dilezitou vlastnosti gramatik tzv. jed-
noznacnost:

Definice 11.1 Rekneme, Ze bezkont. gramatika G je jednoznacénd, jestlize
kazdé slovo z L(G) md pravé jedno levé odvozeni (tj. pravé jeden derivacni
strom). V opacném pFipadé je G nejednoznatnd (¢ viceznacna).

Ukol 53 Lze v dkolu 50 z dostupné informace zjistit néco ohledné viceznac-
nosti prislusné gramatiky ?

Vidéli jsme, Ze napf. vicezna¢nou gramatiku (10.1) je moZné transformovat
na ekvivalentni jednozna¢nou gramatiku. Bohuzel toto neni mozné vzdy:
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Definice 11.2 Bezkontextovy jazyk L, ktery lze generovat jednoznacnou
gramatikou (tj.: ex. jednoznacnd bezkontextovd gramatika G tZ. L(G) = L)
se nazyvd jednoznaény; v opacném piipadé se L nazgvd (vnitiné) nejedno-
znacny.

Napf. jazyk Ly = {a"b" | n > 0} je generovan jednoznac¢nou bezkontextovou
gramatikou
S —aSb|e

Jazyk Ly = { a’V/c* | (i = j) V (j = k) } generuje napf. gramatika

S — 5i1C | AS,
S1— aSib | ¢
C—cCle
So —> bSac | €
A—aA|¢

Tato gramatika jednozna¢nd neni (pro¢ ?) a da se dokézat (ne zcela trividlng),
7e neexistuje jednoznacéna bezkontextova gramatika generujici Lo; Lo je tedy
nejednoznaény (bezkontextovy) jazyk.

11.2 TIlustrace jednoduchého prekladu

Omezme se na pascalské ptifazovaci piikazy typu V := E, kde V je identifi-
kator proménné typu real a F je aritmeticky vyraz vytvoreny z identifikatort
proménnych a zapist ¢isel typu real pomoci operatora +, * a pomoci zavorek.
Takovym piikazem je napi.

Zisk := (Cena + Dan) % 0.12 (11.1)

Vsimnéme si, ze vSechny takové ptikazy lze generovat bezkontextovou gra-
matikou G ve tvaru

S — (id) == E
E— E+E|ExE|(E)|{id)
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(kde {S,E} je mnozina netermindlli, S pocate¢ni netermindl a {:=
,+F,%,(,), (id)} mnoZina terminald ) za pfedpokladu, Ze kazdy vyskyt termi-
nélu (id) bude nahrazen konkrétnim identifikdtorem proménné nebo zépisem
¢isla typu real.

Chceme navrhnout algoritmus, ktery libovolny zminény pascalsky ptikaz pre-
lozi do asembleru stroje s jedinym pracovnim registrem, zvanym akumulator
(ACC), s paméti tvofenou posloupnosti (adresovanych) bunék a s nasleduji-
cim instrukénim repertoarem:

Instrukce Efekt

LOAD m c(m) — ACC

STORE m | ¢(ACC) —m

ADD m c(ACC) + ¢(m) — ACC
MPY m c¢(ACC) x ¢(m) — ACC
LOAD =m | m — ACC

ADD =m | ¢(ACC)+m — ACC
MPY =m | ¢(ACC)*m — ACC

K vysvétleni snad staci nasledujici poznamky:

e napi. ¢(m) — ACC znamend, Ze obsah pamétové butitky m (tedy butiky
s adresou m) se zkopiruje do akumulatoru

e vyraz = m znamena pfimo numerickou hodnotu m
e piedpokladame, ze ADD a MPY jsou “floating-point” operace
Prace prekladace se da rozdélit zhruba do nasledujicich fazi:

e lexikalni analyza, kdy se ve zpracovdvaném zdrojovém textu (tj. ve
vstupnim Fetézci) zjisti tzv. lexikdlni jednotky (napf. identifikatory, za-
pisy ¢isel, znaky +, *,:= apod.),

e syntaktickd analyza, kdy se zjisti syntaktickd struktura fetézce
predzpracovaného lexikalni analyzou,

e generovani kédu, kdy se s vyuzitim zjisténé syntaktické struktury vy-
tvari cilovy kéd (tj. preklad vstupniho Fetézce).

(V redlném piipadé se tyto faze rtizné prolinaji, jsou doplnény o dalsi faze —

napr. o optimalizaci kédu, zotaveni z chyb apod.; ale to neni pro nas priklad
podstatné).
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Vysledkem lexikélni analyzy vstupniho fetézce (11.1) by mohl byt Fetézec

(id)y := ((id)2 + (id)3) * (id)4

zaroven s tabulkou T AB:

Poft. ¢islo | Identifikdtor | Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real

(11.2)

Vysledkem syntaktické analyzy pro fetézec (11.2) by mohl byt (derivacni)

strom na obréazku 11.1, ve kterém d¢islo v ohodnoceni vnitinich uzlt udava

maximalni vzdalenost k listu.

[S, 3]
[, 2]
,,,,,,,,, P |
By
(id), = Gde 4+ ld)s )« (id)

Obrazek 11.1: Vystup syntaktické analyzy

(Deriva¢ni strom podle G by mél 7 vnitinich uzli. Zde predpokladame, Ze
“zbytecné” uzly byly vyhozeny, takze vysledny strom ma jen 3 vnitini uzly;
napf. zavorky jsou potieba k sprdvnému vytvoteni stromu, ale pro dalsi ucely

nejsou potiebné).

Vysledny kdéd 1ze ze sestrojeného stromu sestavit pomoci nasledujicich pra-

videl, ktera kazdému vnitinimu uzlu u pfitazuji Cod(u):

e uzel u je ohodnocen (id);: jestlize i-t4 polozka v tabulce TAB je pro-
ménné typu real, pak Cod(u) je pfislusny identifikitor (napf. je-li u
ohodnocen (id), je Cod(u) Fetézec ‘Zisk’); jestlize i-t4 polozka v ta-
bulce TAB je konstanta (typu real), pak Cod(u) je pfislusny zipis
¢isla predchézeny znakem = (napf. je-li u ohodnocen (id)4, je Cod(u)

fetézec ‘= 0.12’)
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e je-li uzel u ohodnocen nékterym ze symboll :=,+,* pak Cod(u) je
prazdny Fetézec

e uzel u je ohodnocen [S,n] a ma nasledniky w1, uz, uz: Cod(u) je pak
‘LOAD’ Cod(us) ¢; STORE’ Cood(uy)

e uzel u je ohodnocen [E,n] a ma nasledniky uy, us, us: pak
— jestlize uy je ohodnocen +, Cod(u) je
Cod(usz) ; STORE $'n ¢; LOAD’ Cod(u;) ; ADD $'n
— jestlize uy je ohodnocen x, Cod(u) je

Cod(us) ; STORE $'n ‘; LOAD’ Cod(u;) s MPY $'n
Napt. kéd prislusny k uzlu ohodnocenému [E, 1] je
Dan ; STORE $1 ; LOAD Cena ; ADD $1

Kéd piislusny k uzlu ohodnocenému [S, 3] (tedy kyZzeny program v asem-
bleru) je

LOAD = 0.12 ;
STORE $2 ;
LOAD Dan ;
STORE $1 ;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk
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Kapitola 12

Specialni formy
bezkontextovych gramatik

Prednaska 9

12.1 Redukované gramatiky

Vzpomenme si na odstranovani nedosazitelnych stavi u koneénych automatt
— takové stavy jsou “zbytecné”’. Ted se podivdme na odstraiiovani “zby-
tecnych” neterminalt u bezkontextovych gramatik. Neterminél je zbyte¢ny,
jestlize z néj nelze odvodit Zadné terminélni slovo (pak se tedy nemtize obje-
vit v Zaddném odvozeni terminalniho slova z po¢ate¢niho neterminalu), nebo
je nedosazitelny — nemuize se prosté vibec objevit pfi jakémkoli prepisovani
zacinajicim z pocate¢niho neterminalu. Redukovand gramatika neobsahuje
takové zbytecné neterminaly:

Definice 12.1 Bezkontextovd gramatika G = (II, X, S, P) se nazjvd reduko-
vand, jestlize jsou pro kazdy X € II splnény tyto dvé podminky:

1. ezistuje aspon jedno w € ¥* tZ. X =* w,
2. emistugi slova o, 3 € (ITUX)* t2. S =* aX .

Uvazujme nejprve, jak pro danou gramatiku G = (II, X, S, P) zjistit neter-
minaly splijici podminku 1.

Chceme tedy zkonstruovat mnozinu 7 = {X € II | Jw € ¥* : X =* w}.
Konstruujeme postupné mnoziny 77,75, ..., kde 7; = {X € II | Jw € £* :
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(X mw)ePtaTyy =T U{X ell|JaeT*: (X — a) € P}
az k p¥ipadu 7, = 7,41. Na takovy piipad nutné narazime pro n < |II| a
o¢ividné plati 7, = 7.

Neterminaly, sliujici podminku 2., tedy dosazitelné neterminaly, lze zjistit
takto:

Mnozinu D = {X € II | 3a, 5 : S =¢ aXf} sestrojime zase postupnou
konstrukei Dy, Dy, ..., kde D; = {S} aDjy1 = D;U{X € II | ex. Y €
D; a a obsahujici X tz. (Y — a) € P}, az k pripadu D,, = Dy41.

Snadno ted ukdZeme:

Véta 12.1.1 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G tZ. L(G) # () lze sestrojit
ekvivalentni redukovanou gramatiku.

Dukaz. Mégjme G = (I, 2, S, P). Nejdfive zkonstruujeme mnoZinu netermi-
néli spliiujicich podminku 1. (z definice redukované gramatiky).

Pak v G vynechame vSechny neterminaly nespliiujici 1. a vSechna pravidla,
kterd takové neterminédly obsahuji. Dostaneme tak jistou gramatiku G’ a je
ofividné, ze L(G) = L(G").

Pro gramatiku G’ nyni zkonstruujeme mnozinu netermindla spliiujicich pod-
minku 2. a dale vynechdme vSechny neterminaly nespliujici 2. a vSechna
pravidla, kterd takové neterminaly obsahuji. Dostaneme tak jistou grama-
tiku G” a je opét ocividné, ze L(G) = L(G") = L(G").

Presvédéte se, ze G” je skuteéné redukovanou gramatikou.

Konec Dukazu

Ukol 54 Zredukujte ndsledugici bezkontextové gramatiky:
S — aA|bB|aSa|bSb|e

S — aSb|aAbb|e A — bCD| Dba
A — aAB|bB B — Bb| AC
B — aAb| BB C —adlc
C— CC|cS D — DE
E—c¢

Ukol 55 Prehozeni uvedeného postupu (tj. nejprve odstranéni netermindli
nesplnugicich 2. a pak téch nesplriujicich 1. nemusi vést k redukované grama-
tice.

Snadno ted také miizeme ukazat tuto vétu:
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Véta 12.1.2 Euistuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou gra-
matiku G rozhodne, zda L(G) = 0.

Dukaz. Staci ovérit, zda S patii do mnoziny neterminalii spliujicich
podminku 1.
Konec Dukazu

Ukol 56 Zjistéte, zda pro ndsledugici gramatiku G je L(G) # 0
S — aS|AB|CD

A — aDb| AD| BC

B — bSb| BB

C — BA| ASb

D — ABCD|=

Daéle poznamenejme, Ze na rozdil od kone¢nych automati neexistuje algorit-
mus, ktery by k dané bezkontextové gramatice zkonstruoval nejmensi s ni
ekvivalentni. D4 se to ukazat metodami teorie vy¢islitelnosti, z nichZ rovnéz
plyne, Ze neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval ekvivalenci bezkontex-
tovych gramatik. (To bude demonstrovano v kursu o vyd¢islitelnosti a slozi-
tosti.)

12.2 Nevypoustéjici gramatiky

Jiz jsme dfive zminili moZnost zbaveni se (z technickych divodd nepifjem-
nych) tzv. e-pravidel (pravidel typu X — ¢):

Definice 12.2 Bezkonteztovd gramatika se nazgvd nevypoustéjici , jestlize
neobsahuje Zddné pravidlo typu X — €.

Véta 12.2.1 Ke kaZdé bezkontextove gramatice G lze sestrojit ekvivalentni
nevypoustéjict gramatiku G' 2. L(G') = L(G) — {e}.

Dukaz. Konstrukce vyuzivd obdoby vyse uvedené konstrukce pro netermi-
naly spliiujici podminku 1. z definice redukované gramatiky.

Ke gramatice G = (I, X, S, P) totiZ nejprve sestrojime mnozinu €& = {X €
IT | X =* ¢}; zde opét konstruujeme mnoziny &, &, ..., kde & = {X € II |
(X —me)ePta&p=&U{X ell|Jae& : (X — a) e P}. Skonéime
v ptipadé &, = &,41 — je ziejmé, ze pak &, = €.
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Na zakladé € sestrojime mnozinu pravidel P’ takto: pro kazdé pravidlo (X —
a) € P zafadime do P’ vSechna mozna pravidla X — 3, kde /8 vznikne z «
vypu§ténim nékterych (tfeba zadnych) vyskytt symboli z £; pfitom ovSem
vynechdme (nezafazujeme) pi{padnou moznost X — .

Polozime G' = (IL,%,S,P’); lze snadno ovéfit, ze skutetné L(G') =
L(G) — {e} (formé&lné& lze postupovat napf¥. indukei podle délky odvozeni).
Konec Dukazu

Dusledek 12.2.2 Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (II, X, S, P) exis-
tuje ekvivalentni bezkontextovd gramatika Gy = (11}, X, Sy, P1), kde € mizZe
byt pravou stranou pouze u pravidla S1 — €; v takovém pfipadé se pak Si
nevyskytuje na pravé strané Zadného z pravidel z Pj.

Dukaz. Ke G lze sestrojit nevypoustéjici gramatiku G' = (II,%, S, P').
Plati-li ¢ ¢ L(G) (S nepatii do vySe zminéné &), polozime G = G'. Je-li
e € L(G), vznikne G z G’ pfiddnim nového neterminalu Sj, ktery bude
pocatecnim, a pravidel S; — ¢, S; — S.

Konec Dikazu

Ukol 57 K bezkontexstové gramatice G dané uvedenymi pravidly sestrojte
nevypoustéjici gramatiku G' takovou, Ze L(G') = L(G) — {¢}.

S — AB|e

A — aAAb|BS|CA

B — BbA|CaC'|e

C — aBB|bS

12.3 Chomského normalni forma

7 technickych divodi je uzitecné, ze bezkontextové gramatiky lze transfor-
movat do ruznych normdinich forem, u nichz jsou kladena dalsi syntakticka
omezeni na povolend pravidla. Piikladem je tzv. Chomského normalni forma:

Definice 12.3 Bezkonteztovd gramatika je v Chomského normdini formé,
zkracené v CHNF, jestlize kazdé jeji pravidlo je tvaru X — Y Z nebo X — a,
kde X,Y,Z oznacugi netermindlni symboly a a termindlni symbol.

Véta 12.3.1 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G
v CHNF tz. L(G') = L(G) — {¢}.
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Dikaz. Podle véty 12.2.1 mtizeme rovnou predpokladat, ze G je nevypousté-
jici (jinak ji do této formy prevedeme). UkdZeme, jak postupnou transformaci
G zkonstruujeme ekvivalentni gramatiku G’ v CHNF.

Nejprve z gramatiky G odstranime pravidla typu X — Y

Pro kazdy neterminal A zkonstruujeme mnozinu Dy = {B | A =* B} (jak ?);
pak pro kazdé pravidlo B — «, kde B € D4 a « neni rovno jednomu ne-
terminélu, pfiddme pravidlo A — «a. Nakonec odstranime vSechna pravidla
typu X — Y. Snadno lze ovéfit, Ze generovany jazyk zustava zachovan.
Déle pro kazdy terminél a zavedeme novy neterminél A, a priddme pravi-
dlo A, — a. Pak na pravé strané kazdého pravidla X — «, kde |a| > 2,
nahradime kazdy vyskyt termindlu a netermindlem A,.

Je zfejmé, Ze generovany jazyk ztstava stale zachovan; jedind pravidla po-
rusujici podminku CHNF mohou byt typu X — Y1Y5...Y,, kde n > 3 (V;
jsou samozfejmé neterminély).

Kazdé pravidlo uvedeného typu lze ovsem nahradit soustavou X — Y173,
Zy — YaZa, ooy Znz = Yo o9Zn 9, Zno — Y 1Yy, kde 21,25, ..., Zy o
jsou nové pridané neterminaly.

Opét je snadné se presvédcit, Ze generovany jazyk se nezméni a uvedenymi
zménami vznikl4 gramatika G’ je pozadovanou gramatikou v CHNF.
Konec Dukazu

Ukol 58 Nidsledujici gramatiky pievedte do Chomského normdini formy:

S — A|0SA|e S — (F)
A—1A|1| Bl E—F+F|FxF
B—0B|0|c F—alS

S — abS|CaS|BaS |a

B — aCB|SC

C — BCH|SB

12.4 Greibachové normalni forma

V nékterych situacich je uzite¢na tato normalni forma:

Definice 12.4 Bezkonteztovd gramatika je v Greibachové normdlni formé,
zkrdacené v GNF, jestlize kaZdé jeji pravidlo je v tvaru X — aY1Ys...Y,
(n >0, a je termindl, Y; jsou netermindly).
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Véta 12.4.1 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G
v GNF tz. L(G") = L(G) — {¢}.

Podrobny dtkaz zde neuvadime; zminme ale, ze zakladni ‘procedury’ pii
prevodu gramatiky do GNF jsou zachyceny v nasledujicich dvou lemmatech.
Prvni je ocividné:

Lemma 12.4.2 Mé&jme bezkont. gramatiku G = (I, %, S, P). Necht P ob-
sahuje pravidlo A — aBy a B — [, B — [, ..., B — (3, jsou vSechna
pravidla s B na levé strané. Potom odstranime-li z P pravidlo A — aB~y
a naopak pridame pravidla A — afyy, A — afbyy, ..., A — af.y,
dostaneme gramatiku ekvivalentni s G.

Dalsi lemma je zakladem pro odstranéni levé rekurze, tj. pfipadu X =* Xa;
to je dulezité pro syntaktickou analyzu v prekladacich.

Lemma 12.4.3 Mé&jme bezkont. gramatiku G = (IL,X, S, P). Necht A —
Aoy, A — Aag, ..., A— Aoy, A — b1, A— [y, ..., A — [, jsou vSechna
pravidla s A na levé stran€, pricem? tetézce [3; nezacinaji A. Gramatika G' =
(MU{Z},%, S, P') venikld z G doddnim nového netermindlu Z a nahrazenim
vSech wvedengch pravidel soustavou A — B, A — B;Z (i = 1,2,...,n),
Z =, Z— o Z (i=1,2,...,m), je ekvivalentni gramatice G.
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Kapitola 13

Zasobnikové automaty;
ekvivalence s bezkontextovymi
gramatikami

Prednaska 10

Vime, Ze napf. jazyk

{ {begin) (end), {(begin)(begin)(end)(end), (begin){begin)(begin){end){end){end), ...

nebo “ekvivalentni” jazyk L = {a™" | n > 1} nelze rozpoznévat koneénym
automatem.

Snadno ovSem takovy jazyk (tedy slova daného jazyka) rozpozname zafize-
nim podobnym kone¢nému automatu, které muize navic pouzivat neomezenou
(tedy potencidlné nekone¢nou) pamét typu zdsobnik: prectené symboly a se
prosté ukladaji do zasobniku a pii ¢teni symbolt b se pak tyto zdsobnikové
symboly odebiraji — tim zpisobem jsme schopni pocet a-cek a b-¢ek porov-
nat. Zminénému zafizeni budeme fikat zdsobnikovy automat, zkracené ZA.
“Vnéjsi pohled” na ZA je ilustrovéan obrazkem 13.
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N | X | X

Ctenaf by si mél byt schopen udélat predstavu, jak takové zaiizeni pracuje
a jakym zpUsobem reprezentuje (rozpoznava) jazyk. Tuto pfedstavu je pak
pottebné konfrontovat s niZe uvedenou definici (kterd odstrafiuje vSechny
pripadné nejasnosti ¢i nejednoznacnosti). Zdiraznéme hned, Ze obecnym ter-
minem “zasobnikovy automat” se obvykle mysli “nedeterministicky zasobni-
kovy automat”.

Definice 13.1 Zdasobnikovy automat, zkrdcené (ZA) M je dan parametry
M =(Q,%,T,9,q0, Z), kde

Q je koneénd neprdzdnd mnoZina stavi
¥ je koneénd neprdzdnd mnoZina vstupnich symboltl ( vstupni abeceda)

T je koneénd neprdzdnd mnoZina zésobnikovych symboli ( zdsobnikovd
abeceda)

qo € Q je pocatecni stav
Zy €T je potateéni zasobnikovy symbol

0 je zobrazen? mnoZiny Q x (XU {e}) x T' do mnoZiny vsech konecngch
podmnozin mnoziny Q x I'*.
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Konfiguraci zdsobnikového automatu M = (Q, 3,1, 4, qo, Zo) rozumime tro-
jici (q,w, ), kde g € Q, w € ¥*, a € T'*.

Na mnoziné véech konfiguraci automatu M definujeme relaci bp:

(¢, 0w, XB) Fuy (¢, w,08) <= 4 0(¢q,a,X) > (¢, )

kde a € (XU {e}), w € X*, B € T*. Rikdme pak, Ze konfigurace
(¢, aw, X 3) bezprostiedné vede ke (resp. muze bezprostiedné vést ke) kon-
figuraci (¢',w, af) apod.

Relace =3, je reflexivnim a tranzitivnim uzdvérem relace =y, Ky By Ko pak
éteme: konfigurace K, vede k (resp. miZe vést k) Ky apod.

Slovo w € ¥* je pFijimdno ZA M, jestlize (qo,w, Zo) Fis (q,€,€) pro néjaké
7€Q.

Jazykem rozpoznavanym ZA M rozumime jazyk L(M) = {w € X* |
w je prigimdno ZA M }.

Ukol 59 Sestrojte zdsobnikovy automat rozpozndvagici jazyk L = { we(w)F |
w € {a,b}* }.

Pak navrhnéte ZA rozpozndvagict jazyk {ww® | w € {0,1}*}. Jisté pritom
vyuZijete nedeterminismus (o divodu se zminime pozdéji).

Sestrojte jesté zdsobnikovy automat rozpozndvagict jazyk L = {u € {a,b, c}* |
po vynechdni viech vyskytii symbolu ¢ z u dostaneme slovo ve tvaru w(w)f}.

Zasobnikové automaty tvori “automatovy protéjsek” k bezkontextovym gra-
matikdm, tj. rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky. Toto si ted ukaZeme.
Nejdrive ve sméru od gramatice k automatu, coz mj. ilustruje zédkladni ideu
syntaktické analyzy v prekladacich.

Lemma 13.0.4 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ZA M
(s jednim stavem) tz. L(M) = L(G).

Dukaz. Mé&jme G = (I, £, S, P). K ni zkonstruujme ZA M = ({g},Z,ITU
2,4, o, S), kde pro kazdé X € II je §(go, e, X) = {(g0, @) | (X — ) € P}
a pro kazdé a € X je d(qo,a,a) = {(qo,€)}; jinym argumentim piifazuje &
prazdnou mnozinu.

D4 se snadno ukazat S =% ua < (qo,u,S) Fi; (go.¢,@). Zde u € ¥*,
a € I(IT U X)* nebo a = ¢; symbolem =, pfitom zde oznacujeme relaci
odpovidajici levému odvozeni.

Konec Dukazu
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ZA uvedeny v diikazu provadi (nedeterministicky) tzv. analyzu “shora dola”:
sledujice jistou levou derivaci, snazi se de facto budovat deriva¢ni strom pro
dané vstupni slovo od kofene k listm (prichodem zleva doprava).

Ukol 60 Demonstrujte tspésny béh (nedeterministického) zdsobnikového
automatu pri syntaktické analyze shora dolii slova a* (a+ a) podle gramatiky
1/A— A+B

2/A— B

3/B— BxC

4/ B—C

5/C — (A)

6/C —a

Ukol 61 Zkuste se alespori zamyslet nad konstrukci ZA ke gramatice (na
wvedeném konkrétnim prikladu i obecné) tak, aby provddél analyzu “zdola
nahoru”; tj., aby sledoval jistou pravou derivaci pozpatku, budujice derivacni
strom od listi ke korens.

Na deterministickych verzich takovych zasobnikovych automatii (pro speci-
alni t¥idy gramatik), jsou zaloZeny algoritmy pouzivané u syntaktické analyzy
v redlnych piekladacich. (Napf. se jednd o tzv. LL- ¢ LR-analyzétory.)
Ukazali jsme tedy, ze k bezkontextové gramatice lze zkonstruovat ekviva-
lentni (dokonce jednostavovy) zasobnikovy automat. V pfipadé jednostavo-
vého ZA lze snadno provést i opacnou transformaci, zachycenou nasledujicim
lemmatem.

Lemma 13.0.5 Ke kazdému ZA M s jednim stavem lze sestrojit bezkontez-
tovou gramatiku G tZ. L(G) = L(M).

Dukaz. Mé&jme M = ({qo},%,T, 9, qo, Zo); predpokladejme X NT = () (toho
docilime piipadnym pfejmenovanim zésobnikovych symboli). Ovéite (viz
dalsi Ukol), Ze nésledujici gramatika je onou pozadovanou: G = (T, %, Zy, P),
kde 6(qo, a, A) 3 (qo, ) < (A — aa) € P (a € (U {e}).

Konec Dukazu

Ukol 62 Uvazujme ZA M = ({q0}, %, T, 6, q0, Zo), kde SNT =0 a k nému
sestrojenou BG G = (I',X,Zy, P) takovou, Ze (A — aa) € P —
3(qo,a, A) 3 (g0, ) (a € (ZU{e}).

Ukazte indukci (podle poctu kroki odvozeni), Ze

Zy =& ua <= (qo,u, Zo) Fig (qo,€,0) (2de u € %, a € T* a =% oznacuje
levé odvozeni).
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Dalsi lemma pak ukéze, Ze obecny ZA lze prevést na jednostavovy. To je
technicky obtiZzngjsi, byt idea neni nijak slozitd — informaci o Fidicim stavu
puvodniho ZA M musi mit novy jednostavovy (tedy de facto ”bezstavovy”,
jakoby s paméti 0 biti) ZA M’ pfi "simulaci” pivodniho M vhodné uloZzenu
na zasobniku. Jako obvykle je to "néco za néco”: za zruSeni fidicich stavi
platime rozsifenim zasobnikové abecedy. (P¥i ¢teni dikazu je vhodné rovnou
provadét kol 63.)

Lemma 13.0.6 Ke kazdému ZA M lze sestrojit ZA M’ s jednim stavem tZ.
L(M) = L(M').

Dukaz. Idea: Jednostavovy ZA M’ (stav oznacime s) bude mit zasobnikové
symboly typu (p, X, q), kde p, ¢ jsou stavy a X je zasobnikovy symbol auto-
matu M, pricemz bude platit:

Yw : (57107 <p7 X, (1)) Fr (57575) — (P,W,X) Fi (g.¢.¢)

Konkrétné pro M = (Q,%,T,6,q0,Zp) konstruujeme M =
({s},2,17,8,s,R), kde I" = (@ x ' x Q) U {R} a ¢ je urcena nésle-
dovné:

o 5(s,6,R) = {(5, (a0, Z0,9)) | 4 € @},

e pro (¢,e) € §(¢q,a,X) (a € (XU {e})) zaradime do ¢'(s,qa, (¢, X,¢))
prvek (s, e),

e pro (¢,A1Ay...4,) € 6(q,a,X) (n > 1) zafadime do

5/(5~,a1<Q7X76>) prvek (3-,((1/’1417(]1><Q1,A2-,QZ)~~<(Zn717AmQ)) pro
kazdé q,q1, G2, - - s qn-1 € Q.

(Chépeme-li § jako mnoZinu ‘instruke{’, pak lze Fici, Ze §’ je minimaln{ mno-
Zina instrukei spliiujici vySe uvedené podminky.)

Da se ovérit, ze kazdému piijimajicimu vypoc¢tu automatu M nad slovem w
odpovidd prijimajici vypodet automatu M’ nad w a naopak.

Konec Dikazu

Ukol 63 K zdsobnikovému automatu M se vstupni abecedou {a,b}, zdsob-
nikovou abecedou {A, B}, poédtecnim zdsobnikovym symbolem A, mnoZinou
stavi {p, q,r}, poédtecnim stavem p a prechodovou funkci & definovanou nd-
sledovné

d(p, a, A) = {(q, AA), (p, B)},
8(q,b, A) = {(¢, AA)},
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(pro ostatni pruky def. oboru je funkéni hodnota rovna 0)) sestrojte nejdiive
jednostavovy ZA rozpozndvagict jazyk L(M), a poté gramatiku generugjici
tento jazyk. PouZijte pTitom konstrukce obsaZené ve viyse uwvedenych dika-
zech.

Z uvedenych lemmat ihned plyne

Véta 13.0.7 (Nedeterministické) zdsobnikové automaty rozpoznavaji praveé
bezkontextové jazyky (a jsou takto ekvivalentni bezkontexztovym gramatikdm,).

Definovali jsme, Ze slovo je piijimano ZA pravé tehdy, kdyZ se po jeho pfectent
ZA muZe ocitnout v situaci (konfiguraci) s prazdnym zdsobnikem. Obvykle
se uvazuje také forma prijimani slova moznym dosazenim koncového stavu
(Fidici jednotky). Obé alternativy jsou definovany nize a je ukdzéno, Ze obé
také maji tutéz rozpozndvaci silu (v piipadé nedeterministickjch ZA).

Definice 13.2 Pro ZAM = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F') (kde jsme pridali parametr
F, co% je mnoZina koncovych (pfjimajicich) stavi — F C Q) definujeme ja-
zyk rozpozndvany koncovym stavem Lyg(M) = {w € I* | (g, w, Zo) Fiy,
(q,e, ) pro néjaké g € F a a € I'*} a jazyk rozpoznavany prazdnym zasob-
nikem Lpz(M) = {w € &* | (qo, w, Zo) Fi; (q,€,€) pro néjaké g € Q}.

Lemma 13.0.8 K libovolnému ZA M, lze zkonstruovat ZA My tZ.
LKS(A/Il) = Lpz(]\JQ) a také Aﬁlé tz. Lpz(]\/fl) = LKs(]\JQI)

Dukaz. Neformalni idea spoc¢ivd v nésledujicim: kazdy ZA lze jednoduse
upravit tak, Ze doddme novy pocateéni zasobnikovy symbol B (bot-
tom=dno), ktery se bude stile vyskytovat na dné zdsobniku (a pouze tam)
— promyslete si technické podrobnosti ! Pak uz je ditkkaz tvrzeni piimocary.
Konec Dukazu
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Kapitola 14

Pumping lemma pro
bezkontextové jazyky

Prednaska 11

Pfipomerime si, jak jsme dokazovali, Ze jazyk {a"b" | n > 0} neni reguldrni,
a jak jsme odvodili pumping lemma platné obecné pro regularni jazyky. Je
jasné, ze uvedeny jazyk pfijimé jednoduchy zasobnikovy automat. Uvazujme
nyni ale jazyk

L= {a"b"c" | n >0}

Jisté nés nase intuice brzy dovede k zavéru, ze na takovy jazyk zasobnikovy
automat (byt nedeterministicky) nesta¢i. Jak to ale jasné dokdzat ? Opét
pfivedenim predpokladu, ze L je bezkontextovy, k logickému sporu. Predpo-
kladejme tedy, ze L je bezkontextovy a uvazujme bezkontextovou gramatiku
G, kterd ho generuje (uvazovat gramatiku se ukdze pro nase ucely vhodnéjsi
nez uvazovat zasobnikovy automat). Pro kazdé slovo a"b"c" tedy existuje
derivaéni strom (podle gramatiky G). Vezmeme-li slovo “velmi dlouhé” (t;.
n “velmi velké”), v piislusném derivacnim stromu nutné dochézi k opako-
véni néjakého neterminélu na né&jaké vétvi (tj. cesté od korene k listu) — viz
obr. 14. Pfesnéji feeno: derivacnich stromu, ve kterych se takové opako-
véni nevyskytuje, je koneéné mnoho (proé¢ ?); vyraz “n je velmi velké” lze
zpFesnit tak, ze 3n (tj. délka slova a"b™c") je vétsi nez délka nejdelsiho slova
odvoditelného deriva¢nim stromem bez opakovani.
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Vezméme nyni tedy ono velmi dlouhé slovo a"b"¢™ a pro néj nejmensi mozny
deriva¢ni strom (i ten méd opakovani jako na obr. 14). Slovo a™b"c" se dé
psét ve tvaru uvway (jak zndzornéno na obrazku), kde navic aspon jedno ze
slov v, z je neprazdné (jinak bychom mohli oba uzly oznacené neterminélem
A ztotoznit a ziskali bychom pro a™b"¢™ mensi deriva¢ni strom !). Je jasné,
7e i pro uwy, a také uv?waly, wwdwrdy, ... existuji derivaéni stromy (viz
obr. 14); tato slova tudiz také patti do L.

Snadno se ale miizeme piesvédéit, Ze af rozdélime slovo a™b"c" na 5 Casti
uwvwzy jakkoliv, pficemz alespon jedno ze slov v,z je neprazdné, pak slovo
uwy zarucené nepati{ do L (pro¢ 7).

Opét jsme odvodili uréité “pumping lemma” platné obecné pro bezkontex-
tové jazyky (nikoli jen pro nas L) a demonstrovali jsme jeho pouziti pro
dtikaz, ze L neni bezkontextovy. Zminéné lemma nasleduje.

Véta 14.0.9 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, neboli wvwzy-
teorém.) Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuji prirozend ¢isla p,q
tZ. kaZdé slovo z € L, |z| > p, lze psdt ve tvaru z = uwvwzy, pridemZ plati
|vz] > 1 (aspori jedno ze slov v,z je neprdzdné), lvwz| < ¢, a pro vs. i > 0
je wiwz'y € L.

Diikaz. Ctenéf jisté pochopil, Ze jako ono p miiZzeme vzit jakékoli &islo vétsi
nez délka nejdelsiho slova, pro néjz existuje derivacni strom bez opakovani.
A odkud se vezme ono ¢ zarucujici, Ze 1ze dokonce omezit délku tseku vwz ?
Podstrom na obr. 14 (s kofenem v ‘hornim’ A) lze zvolit tak, Ze neobsahuje
7&4dné jiné opakovan{ neterminald — a takovych (pod)stromi je ziejmé jen
kone¢né mnoho moznych.

Uvedeme nyni podrobnéjsi verzi dikazu s konkrétnéjsimi odhady ¢isel p, g.

Necht L = L(G) pro bezkontextovou gramatiku G = (I, %, S, P) v CHNF
(néleZeni ¢i nendlezeni prazdného slova do L zde nehraje roli).

79



80

Piedpokladejme, Ze pro néjaké slovo z € L existuje derivacni strom, v némz
se na jedné vétvi (tj. cesté od kofene k listu) vyskytuji alespoii dva vrcholy
oznadené stejnym neterminalem, feknéme A. Pak je ziejmé, ze S =* uAy =*
uwvAzry =* uwwwzry = z pro néjaké u, v, w,x,y € X*.

Necht |II| = k (k tedy ozna¢uje pocet neterminali). VSimnéme si:

a/ na kazdé vétvi derivaéniho stromu délky alespoii k + 1 jsou nejméné
dva vrcholy oznaceny stejnym neterminalem;

b/ méme-li deriva¢ni strom pro z € £*, v némz jsou v8echny vétve kratsi
ne7 k + 1, pak nutné |z| < 21

¢/ vezmeme-li lib. z € L t%. |z| > 2F~! a deriva¢ni strom pro z, pak uréité
na nejdelsi vétvi se vyskytuji dva rtizné vrcholy vy, vy (v1 bliz ke kofeni)
oznacené stejnym neterminédlem; pritom lze jisté vy zvolit tak, Ze jeho
max. vzdalenost k listu je nejvyse k + 1. To znamend, Ze podstrom
s kofenem v; mé nejvyse 2F listi.
Stadi tedy jako hledand p, g vzit &isla 2871 a 2F.
Konec Dikazu

Pro nase dals{ tcely je vhodngjsi ponékud jednodussi verze véty 14.0.9 (n lze
vzit jako max(p, q) + 1):

Véta (jind verze 14.0.9). Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje pii-
rozené ¢islo n tZ. kaZdé slovo z € L, |z| > n, lze psdt ve tvaru z = uvwzy,

pricemz plati lvw| > 1, lvwa| < n a pro vs. i > 0 je w'wa'y € L.

Vsimnéte si opét stiidani kvantifikatori:

(3n) (Vz tz. z € L, |2| > n) (Fu,v,w,z,y tZ. z = wowzy, vwz| < n, vz > 1) (Vi > 0) :

wlwa'y € L
A opét se nabizi hra dvou hraci:
1. Azvoline N
2. Bzvolislovo z tz. z € L a |z] > n
3. A zvoli w,v,w,z,y tZ. 2z = wowzy, vwz| < n a jvz| >1

4. Bzvolii>0
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5. Vysledek: je-li uwv'wz'y € L, pak vyhrdl A, v piipadé wiwzly ¢ L
vyhral B.

Je ziejmé, Ze je-li L bezkontextovy, pak A ma vitéznou strategii v uvedené
hre. Jinak feceno:

Mad-li B vitéznou strategii, pak L neni bezkontextovy.

NavrzZeni vitézné strategie hrace B je Castym prostfedkem k dikazu toho, ze
uvazovany jazyk neni bezkontextovy.

Pro vyse zkoumany L = {a"b"c" | n > 0} mizeme vitéznou strategii hrace
B formulovat takto.

1. A zvoli (libovolné) n € N

2. B zvoli z = a"b"c"

3. A zvoli libovolné u, v, w, z,y tz. z = wwzy, vwe| <n a |vz| > 1,
4. B zvoli i = 0 (lze také kterékoli i > 2)

5. Jelikoz [vwz| < n, slova v, 2 neobsahuji aspori jeden ze symbold a, b, ¢
(a samoziejmé aspor jeden obsahuji). Proto ve slové uwy nemize byt
stejny pocet symboli a, b i ¢ a slovo tedy nepatii do L. B vyhrava.

Pozndmka. Z Gvodni analyzy (pfed Vétou 14.0.9) vime, ze B mé vitéznou
strategii i p¥i ignorovan{ podminky |vwz| < n. Pak sice nemizZeme v posled-
nim bodé jednoduse argumentovat, ze v, z neobsahuji aspon jeden ze symbola

(které jste uz, doufejme, provedli pfed vétou 14.0.9). V nésledujicim pfikladu
je uz podminka |vwz| < n skuteéné nutna.

Ukézeme, ze jazyk
L ={ww|we{0,1}*}

neni bezkontextovy:
1. A zvoli (libovolné) n € N
2. B zvoli z = 0"1"0"1"
3. A zvoli libovolné u, v, w, z,y tz. z = wwzy, vwe| <n a |vz| > 1,

4. B zvoli i = 0 (lze také kterékoli i > 2)
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5. Jelikoz |vwz| < n, slova v,z zasahuji nejvys do jednoho tseku nul a
nejvys jednoho useku jednicek v z = 0"1"0"1" (pfiemZ alesponi do
jednoho tiseku zasahuji). Tedy uwy = 0¥11%2041% kde ur¢ité k; # 4,
nebo kg # ly. Tedy uwy nepatii do L a B vyhrava.

Ukol 64 Dokazte, Ze ndsledujict jazyky nejsou bezkontextove:
Ly ={0m1"0™ | 0<n<m}
Ly ={d* | k =n? pro néjaké n > 1}

Ukol 65 Zjistéte, které z dangjch jazyki
jsou requldrni:
jsou bezkontextové, ale ne requldrni:

nejsou bezkontextové:

Ly = {w € {a,b}* | |wla = |w|p} Ly = {w € {a,b}* | |w|a, je sudé }
Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abba} Ly = {w € {a,b,c}* | |w|, =
lwly = |wl|c} Ls = {w € {a,b}* | |w|, je prvocislo} L ={0™1" | m < 2n}
L; ={0m1"0™ | m =2n}
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Kapitola 15

Uzavérové vlastnosti tridy
bezkontextovych jazyku

Zkratkou CFL budeme oznacovat tfidu bezkontextovych jazykt. CFL neni
uzaviena na vSechny operace, na které je uzaviena tfida regularnich jazyk.
Nejdrive si ukdzeme pfipady operaci, viiéi nimz CFL uzaviena je. Dikazy jsou
samoziejmé opét konstruktivni — ukazuji algoritmy, které k zadané repre-
zentaci jazyku-operandt zkonstruuji reprezentaci jazyka-vysledku operace.
(Prislusnou reprezentaci jsou samoziejmé bezkontextové gramatiky ¢i zdsob-
nikové automaty ; lze volit, co je vhodnéjsi.)

Véta 15.0.10 CFL je uzaviena vici sjednocent, zretézeni, iteraci, zrcadlo-
vému obrazu, substituci (tedy i homomorfismu).

(I, X, S1, P1) lze zkonstruovat gramatiku G = (II,%, S, P) tz. L(G) =
L(G1) U L(G3) takto: Predpokladame, ze IT; N II; = (0 (docilime toho pfi-
padnym prejmenovanim neterminali). Polozime IT = II; U II, U {S}, kde
S§{H1UH2,aP:P1UP2U{S—>Sl,S—>Sz}.

RovnéZ velmi piimocara je konstrukce gramatik generujicich jazyky L(G1) -
L(Gs), L(Gy)*, L(G1)®.

Podobné ke gramatice G = (IL, X, S, P) a gramatikdm G, (pro v8. a € %)
lze snadno zkonstruovat gramatiku, kterd generuje jazyk vznikly z L(G)
substituujeme-li za kazdé a jazyk L(G,).

Konec Dukazu

Dukaz. K bezkontextovym gramatikdim G; = (II;,%,51,P), Go =
0

V dikazu dalsi uzavérové véty se vice hodi reprezentace jazyki automaty.
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Véta 15.0.11 CFL je uzaviena vici praniku s requldrnim jazykem, i vici
kvocientu podle regquldrniho jazyka. (Tj. pro kaZdy bezkontextovy L a regu-
larn? R, jsou LN R, R\L, L/R bezkontextové.)

Dukaz. Idea pro prinik:

Lze podobné jako u dvou KA, zde lze pfislusny KA “zabudovat” do Fidici
jednotky ZA. (Stavovd mnoZina vysledného ZA je kartézskym soudinem sta-
vovych mnozin ptvodniho ZA a KA.)

Idea pro kvocient je:

Méjme ZA M a KA A. Pfipomertime, Ze slovo u patii do L(A)\L(M) prévé
kdyz ex. v € L(A) tak, ze vu € L(M). Pro vytvofeni ZA M’ piijimajic
jazyk L(A)\L(M) opét pouzijeme myslenku zabudovéni Fidici jednotky A
do Fdici jednotky M. Nyni ale tak, Ze vysledny ZA M’ déla na zacatku sérii
e-krokti, pfi nichz nedeterministicky "hada” vhodné v.

(Zkuste dokonéit promysleni detailt konstrukee.)

Konec Dukazu

Neuzavienost CFL vi¢i nékterym operacim se nejpiiméji dokaze konstrukei
(jednoduchych) protipiikladi; je samozfejmé mozné uzit i dalsi Gvahy:
Véta 15.0.12 CFL neni uzaviena vuci pruniku o dopliku.

Diikaz. Jazyky L, = {a’V/c" | i = j}, Ly = {a'b'cF | j = k} jsou zfejmé
bezkontextové. Pitom L; N Ly = {a"b"c" | n > 0} bezkontextovy neni.

7Z de Morganovych pravidel plyne, Ze kdyby byla CFL wuzaviena vuci
dopliiku, tak by diky uzavienosti vué¢i sjednoceni byla uzaviena i vuéi

priniku.
Konec Dukazu
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Kapitola 16

Deterministické zasobnikové
automaty

Prednaska 12

Pfipomerime si, Ze u zasobnikovych automatt jsme jako zakladni vzali ne-
deterministickou verzi. Takto totiZz ZA odpovidaji bezkontextovym gramati-
kam. Vznika pfirozena otazka, jak to vypada s deterministickou verzi zasob-
nikovych automati — determinismus je navic potfebny, mame-li na takovém
zafizeni opravdu stavét (rychly) algoritmus (napf. jiz zminéné syntaktické
analyzy). Zacneme s definici deterministického zésobnikového automatu a
deterministického bezkontextového jazyka:

Definice 16.1 Deterministicky zdsobnikovy automat (DZA) je ZA M =
(Qa 27 F7 67 qo, Z07 F)’ pro néjé pla’t{

1. §(q,a, X) je vidy nejuyse jednoprvkovd mnozina (pro a € LU {e}) a
2. je-li 6(q,e,X) # 0, pak §(q,a,X) =0 pro vi. a € 2.

Jazyk L je deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlie L = Lys(M) pro
néjaky DZA M.

Smysl je jasny: pro kazdé vstupni slovo existuje jediny mozny vypocet DZA
M. Vsimnéme si, ze v pfipadé piijimani prazdnym zasobnikem je pfijimany
jazyk Lpz(M) nutné bezprefizovy — pro slovo u € Lpz(M) kazdy jeho vlastni
prefix nepatii do Lpz(M). (Napf. jazyk {e, a} bezprefixovy neni.) Proto jsou
deterministické jazyky, tvorici tfidu DCFL, definovany pomoci pfijimani kon-
covym stavem.
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Vyuzitim “bottom-symbolu” lze opét snadno ukéazat, ze ke kazdému DZA M
lze zkonstruovat DZA M’ tz. Lpz(M) = Lys(M’). Na druhé strané lze ke
kazdému DZA M zkonstruovat DZA M’ tz. Lxs(M) - {$} = Lpz(M'), kde
$ je pridany koncovy znak.

Na rozdil od kone¢nych automati, deterministické verze zasobnikovych auto-
matt je skutecné slabsi nez nedeterministicka, tedy DCFL je vlastn? podtii-
dou CFL. Lze to vidét uz diky jinym uzavérovém vlastnostem t¥idy DCFL.

Véta 16.0.13 Trida DCFL je uzaviena vici dopliiku. Na druhé strané neni
uzavrena vuci pruniku ani vici sjednocent.

Uzavienost vici doplitku nelze sice demonstrovat prostym prohozenim pfiji-
majicich a nepf¥ijimajicich stavii (pro¢ ?), neni ale tézké tuto myslenku “do-
tahnout”. Neuzavienost vic¢i priniku plyne napf. z toho, ze jazyky Lq, Lo
z dikazu véty 15.0.12 jsou deterministické. DCFL tedy nemiize byt uzaviena
ani vii¢i sjednoceni (de Morganova pravidla).

Uzévérové vlastnosti lze napr. vyuzit pro diikazy nepiislusnosti nékterych
jazyktt k DCFL. Napt. jazyk L = {a’v’c* | (i # j) V (j # k)} neni v DCFL
(pfitom ziejmé je v CFL): Kdyby byl, pak by i jeho doplnék L byl v DCFL,
tedy i v CFL. Pak by oviem i LN [a*b*c*] byl v CFL (CFL je uzaviena viéci
primiku s regularnim jazykem); oviem L N [a*b*c*] = {a™"c" | n > 0}, a
tedy bezkontextovy neni !

Vyuzitim dalsich uzévérovych vlastnosti se da ukazat, Ze napt. jazyky {ww? |
w € {a,b}*}, {a’Bc¥ | (i = j) V (j = k)} nejsou deterministické.
Vzpomenme si, Ze existuje algoritmus, ktery o dvou zadanych konecnych au-
tomatech rozhodne, zda jsou ekvivalentni (tj. zda pfijimaji tentyz jazyk).
V kursu o vy¢islitelnosti a slozitosti uvidime, ze podobny algoritmus pro
(nedeterministické) zasobnikové automaty neexistuje. Od 60. let ale byla
oteviena otazka, zda existuje algoritmus rozhodujici ekvivalenci determinis-
tickych zasobnikovych automatti . Pozitivni feSeni prezentoval v r. 1997 G.
Sénizergues, pozdéji ditkaz zjednodusil C. Stirling. (Uvedeni dikazu v nasem
kursu vSak pro jeho naro¢nost stale nepfipada v uvahu.)
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Kapitola 17

Chomského hierarchie

Drfive uvedené bezkontextové gramatiky jsou specidlnim pfipadem obecnych
(generativnich) gramatik. Od bezkontextovych se lisi jen tim, Ze na levé
strané pravidel nestoji nutné jen jeden netermindl, ale obecné fetézec ne-
termindld a terminalti obsahujici alespon jeden neterminal.

Pro tplnost uvadime tplnou obecnou definici:

Definice 17.1 Generativni gramatika je ddna ctverici parametri G =
(I,X, S, P), kde II je koneénd mnoZina neterminalnich symbol
(neterminali), ¥ je konecnd mnoZina termindlnich symbold (termindld),
pricemZIINE = 0, S € II je pocatecni (startovaci) netermindl a P je konecnd
mnoZina pravidel typu o — (3, kde « € (MU Z)*II(TITUX)* a § € (TTU X)*.
Uvazujme lib. v,8 € (ILU X)*. Rekneme, Ze v se p¥imo prepise (lze pifmo
prepsat) na é (podle pravidel gramatiky G ), znac¢ime v = 6 nebo jen y = §
(kdyz G zfejmd z konteatu), jestliZe existugi slova pi, e, o, 3 3. v = s,
0= fBuz a o — F je pravidlo v P.

Rekneme, Ze v se piepiSe na d, znacime v =* §, jestliZe existuje posloupnost
Moy f1y -« - s f Slov 2z TTUX)* (pro néj. n > 0) t2. v = po = 1 = ... =
iy, = 8. Zminénou posloupnost pak nazveme odvozenim (derivaci) délky n
slova § ze slova 7.

Jazyk generovany gramatikou G, oznacme jej L(G), je definovdn takto:
L(G) ={w e X | S =* w}.

Dvé gramatiky G, Gy nazveme ekvivalentni, jestlize L(G1) = L(G).

Tzv. Chomského hierarchie vznikd omezenim se na specialni typ pravidel:

Definice 17.2 Obecnd generativni gramatika G = (II, X, S, P) definovand
vyse je gramatika typu 0 v tzv. Chomského hierarchii. G je gramatika typu
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1, neboli kontextovd gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je tvaru a X[ —
ayB, kde |y| > 1 (pFipomerime, Ze a,3,v € (TUX)*, X € II); jedinou
vygimkou muze byt pravidlo S — ¢, v kterémzto pripadé se pak S nesmi
vyskytovat na pravé strané Zddného pravidla. G je gramatika typu 2, neboli
bezkontextovd gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je tvaru X — «a. G je
gramatika typu 3, neboli requldrni gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je
tvaru X — wY nebo X — w (w € £*).

Jazyk L je typu i (i = 0,1,2,3) v Chomského hierarchii, jestlize jej ge-
neruje néjakd gramatika typu i. Specidlné tekneme, Ze jazyk je kontextovy
(bezkontextovy, reguldrni), jestlize jej generuje néjakd kontextovd (bezkon-
textovd, requldrni) gramatika.

Vsimnéme si, ze gramatika typu 3 je specidlnim pfipadem gramatiky typu
2, gramatika typu 1 je spec. pfipadem gramatiky typu 0. Gramatika typu 2
(bezkontextova gramatika) nemusi byt gramatikou typu 1 kvili pravidlim
s £ na pravé strané; je ji vSak mozné do takové formy upravit (pfipomeinme
si konstrukei nevypoustéjici bezkontextové gramatiky). Oznacime-li tedy £;
ti{du jazykd typu i (i = 0,1, 2,3), pak je zfejmé

Lemma 17.0.14 £3 - £2 - [,1 - Eg

Ve skutecnosti jsou vSechny inkluze vlastni, jak jesté zminime pozdéji.
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Kapitola 18

Konec¢né automaty a regularni
gramatiky

Ted si ukdzeme, Ze nova definice regularniho jazyka nekoliduje s diivejsi de-
finici; zatneme technickym lemmatem.

Lemma 18.0.15 Ke kaZdé reguldrni gramatice, lze zkonstruovat ekviva-
lentni gramatiku, jejiz kazdé pravidlo je v jednom z tvari X — aY, X — Y,
X —e.

Dukaz. Pravidlo typu X — ajas...a,Y (n > 2) nahradime pravidly
X - a7y, Zy — asZyy ..oy Zno1 — 0, Y, kde Zy, Zs, ..., Z, jsou vidy nové
pfidané neterminaly.

Konec Dukazu

Véta 18.0.16 Jazyk je generovdn requldrni gramatikou prave kdyz je rozpo-
zndvan konecnym automatem.

Dukaz. Nechf A = (Q, %, 0, qo, F) je KA. Sestrojme G = (Q, %, o, P), kde
do P zafadime ¢ — aq’' pro kazdé q,q’,a t7. 6(¢,a) = ¢’ a navic priddme
q — € pro kazdé g € F. Je snadné ovétit, ze G je

regularni gramatika tz. L(G) = L(A); indukei je napf. mozné dokédzat vztah
(0(g;w) = ¢') & (¢ =5 wq).

Naopak uvazujme gramatiku G = (I, X, S, P) s pravidly typu X — aY,
X - Y, X — e. Sestrojme ZNKA A = (I, 3,5,{S}, F), kde Y € §(X,a)
(a € BU{e}) pravé kdyz X — aY patiido P. Navic FF = {X | (X —¢) € P}.
Opét je snadné ovérit L(A) = L(G).
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Konec Dukazu

Ukol 66 Rozsirte konstrukei prevodu KA na RG pro piipad nedeterminis-
tického KA a aplikugte ji v pripadée NKA zadaného tabulkou.

a b

] - 4
—2128| 1
3| 8 1
—4 | 3 | 34

Ukol 67 K uvedené requldrni gramatice sestrojte ekvivalentni nedeterminis-
ticky konecny automat.

S — abS|bbaA |e

A — abA|bB

B — acS|bC|e

C — aC|bA
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Kapitola 19
Turingovy stroje

Vime uz, ze jazyky t¥idy L3 jsou charakterizovany konecnymi automaty,
jazyky tiidy Lo

(nedeterministickymi) zdsobnikovymi automaty. Nyni uvedeme vypocetni
model, ktery se ukéZze byt ekvivalentni obecnym gramatikdm, a sice tzv.
Turingovy stroje.

Turingiiv stroj je podobny koneénému automatu, rozdil je v tom ze péaska,
na niz je na zacatku zapsano vstupni slovo (ostatni buitky jsou prazdné, tj.
je v nich zapsan specilni prazdny znak), je oboustranné nekone¢nd, hlava
spojena s konecnou fidici jednotkou se muze pohybovat po pasce obéma
sméry a je nejen Cteci, ale 1 zapisovaci — symboly v butikach pasky je tedy
mozné prepisovat, a to i jinymi nez vstupnimi symboly. Formalizujme nyni
pojem Turingova stroje, jeho vypoctu a jazyka jim pfijimaného.

Definice 19.1 Turingiv stroj, zkracené TS, M je urcen ndsledujicimi pa-
rametry (presnéji feceno, je to uspoiddand Sestice) M = (Q, %, T, 6, qo, F),
kde

Q@ je konecnd neprdzdnd mnozina stava

T je koneénd neprdzdnd mnozina (paskovych) symboli

¥ CT, X # 0 je mno#ina vstupnich symbold (tzv. vstupni abeceda)
qo € @ je pocCatecni stav,

F C Q je mnozina koncovych stavu

0 :(Q—-F)xTI'=QxTI x{=1,0,+1} je prechodovd funkce
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Predpokladame, zZe v I' — X je viZdy obsaZen specialni prvek # oznacujici
prazdny znak.

Konfiguraci Turingova stroje M rozumime libovolné slovo tvaru uqu, kde
u,v € I'* a g € Q. Konfigurace uqv je pocatecni, jestlize u = ¢, ¢ = qo a
v € X* ; uqu je koncova konfigurace, jestlize ¢ € F'.

Konfigurace uqu a #'uqu# (i,j > 0) ztotoZriujeme, specidlné tedy konfigu-
raci qu ztotoznujeme s konfiguraci #qu, podobné uq s uq.

Konfigurace K = uaqbv, kde u,v € I'*, a,b € I' vede v jednom kroku ke
konfiguraci K’, prislusnou relaci oznacujeme t-y; nebo jen - (piseme tedy
K+ K') prdvé kdyz plati jedna z téchto moznosti:

b 6((17 b) = (qlv b,: 0) o K'= uaqlblvf
e 6(q,0) = (¢',V,+1) a K’ = uab'q'v,
* 3(g,;b) = (¢",0,=1) a K’ = uq'ab'v.

Relace F* je reflexivnim a tranzitivnim uzdvérem relace F.

Slovo u € ¥£* je prijimano T'S M, jestlize qou F* K pro néjakou koncovou
konfiguraci K.

Jazykem pfijimanym TS M rozumime jazyk L(M) = {w € 3* |
w je prgimdno M}.

Vsimnéte si, Ze vypocet pro danou pocéateéni konfiguraci je jediny (stroj je
deterministicky), nemusi vSak skon¢it ! Podle nasi definice slovo neni priji-
mano strojem M pravé tehdy, kdyZ je vypocet nad nim nekoneény (na rozdil
od KA & ZA, koncovy stav je u TS ‘opravdu’ koncovy, vypocet ddle nemize
pokracovat; pro nekoncovy stav je dalsi krok vzdy definovan).

Ctenafe asi napadne varianta definice, ktera by vyzadovala, aby kazdy vipo-
Cet TS vzdy skondil, a sice bud ve specidlnim prijimajicim stavu (vstupni
slovo piijato) nebo zamitajicim stavu (vstupni slovo zamitnuto). Jazyky,
které je mozné Tur. stroji takto rozhodovat (nazyvaji se také rekurzivni nebo
rozhodnutelné jazyky) jsou ovsem vlastni podti{dou jazykt pfijimangch Tur.
stroji (které jsou také nazyvany rekurzivné spocetné ¢i cdstecné rozhodnu-
teln€ jazyky). Diikaz bude proveden v kursu o vyéislitelnosti a sloZitosti. (Tam
se mj. také ukaze, Ze neexistuje algoritmus, ktery by pro zadany Turingtv
stroj zjistil, zda (kazdy) jeho vypocet skonci.)

Prednaska 13
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Turingovy stroje patii mezi tzv. univerzdlni vgpocetni modely, tj. ty, které
jsou schopny realizovat jakykoli algoritmus (to je obsahem tzv. Church-
Turingovy teze, o niz bude podrobnéji pojednano v kursu o vycislitelnosti
a slozitosti). Mj. to znamend, Ze obohaceni uvedeného modelu nap¥. o dalsi
pésky, dalsi (Gteci a zapisovaci) hlavy, nebo pfidani programovych konstrukei
jako napt. if ... then, while ... do apod. vede sice k jednodussimu zapisu al-
goritmi, ale nikoli k rozsifeni t¥idy prijimanych jazyk (¢i obecnéji t¥idy
vydislitelngch [realizovatelngch] funkei); standardni model Turingova stroje
dokéaze vSechny tyto rozsifené modely simulovat. Podrobnéji bude o této pro-
blematice pojednino v kursu o vy¢isltelnosti a sloZitosti, ted si jen stru¢né
vsimneme rozsifeni vzniklého vyuzitim nedeterminismu.

Ukol. Vyuzitim zkuSenosti s konenymi a zasobnikovimi automaty nadefi-
nujte pojem nedeterministickych Turingovych stroju a jazyku jimi pfijima-
nych.

Véta 19.0.17 Trida jazykd piijimanych (determimistickymi) Turingovymi
stroji se rovnd tridé jazykd prijimangch nedetermimistickymi Turingovymi
stroji.

Dukaz. Idea:

Pro dany nedeterministicky TS M lze snadno sestavit algoritmus, ktery pro
zadané vstupni slovo w systematicky zkouma vSechny vypocty TS M délky
1, pak vSechny vypocty délky 2, pak vSechny vypocty délky 3 atd. (jinak
fefeno: strom moznych vypocétt M nad w je prohledavan ‘do siiky’). Pro
zadané w uvedeny algoritmus nutné objevi pfijimajici vypocet stroje M nad
w, jestlize takovy existuje; v takovém pripadé algoritmus skonéi (a slovo w
pfijme), jinak b&zi donekonecna. Algoritmus pak staci ‘naprogramovat’ jako
deterministicky Turinglv stroj.

Konec Dukazu
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Kapitola 20

Dalsi poznamky ke vztahu
automati a gramatik

Pojem nedeterministického Turingova stroje lze napf. vyuzit pro ocividny
ditkaz jednoho sméru nasledujici véty:

Véta 20.0.18 Jazyky prijimané Turingovymi stroji jsou prdvé jazyky typu
0.

Ukol 68 Kterj smér je ten ocividny ? Vysvétlete proc.

Idea dikazu druhého sméru: relace Fj; je de facto relaci prepisovani mezi
slovy jisté konecné abecedy, urc¢ené koneéné mnoha pravidly. K M lze tedy
sestavit obecnou gramatiku, kterd je schopna, zhruba feceno, vygenerovat
slovo wXw (pro lib. w), v ‘pravé kopii’ pak odsimulovat vypocet stroje M
nad w a v pripadé, ze tento skonci, smaze se symbol X se vSim napravo.

Pro tplnost dodejme, Ze kontextové jazyky (jazyky typu 1) jsou charakterizo-
vany tzv. linedrné omezenymi automaty, LBA (linear bounded automata), tj
Turingovymi stroji, které pouzivaji jen tsek pasky, v némz je zapsano vstupni
slovo. (Je mozné si predstavit, Ze vstupni slovo je ohrani¢eno spec. symboly,
levou a pravou zardzkou; ty nemohou byt prepsény a z levé (pravé) zarazky je
moZny jen pohyb doprava (doleva). ‘Zékladni’ verze automatu je ovem ne-
deterministickd; problém, zda DLBA (deterministické LBA) prijimaji tytéz
jazyky jako LBA je dlouhodobé otevieny.

Véta 20.0.19 Jazyk je kontextovy (tj. typu 1) pravé tehdy, kdyz je prijimdn
néjakym LBA.
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Zminili jsme jiz, ze inkluze v Tvrzeni 17.0.14 jsou vlastni. Vime napt., ze
jazyk {a"b" | n > 0} je typu 2 ale nikoli 3, a také, ze {a™0"c" | n > 0} neni
typu 2 — je ovSem ziejmé, Ze je typu 1. Existenci jazyka v Lo — £ 1ze ukazat
napi. diagonalizacni metodou, o niz pojedname v kursu o vycislitelnosti a
slozitosti.

hlavy predstavit jako dva zdsobniky. Vyvodte z toho, Zze model “zdsobnikovy
automat s dvéma zasobniky” (nadefinujte jej formalné !) pfijima tytéz jazyky
jako Turingovy stroje.
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