Prevod 3-SAT na ILP

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselnd matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celodiselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =2
A=11 0
2 1
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o
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|
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Ptame se tedy, zda existuje celoCiselné FeSeni ndsledujici soustavy

nerovnic:

3x1 —2xp +b5x3 < 8
x1+x3 < -3
2x1 +x < b
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Jednim z FeSeni soustavy

3xg —2x +5x3 < 8
x1+x3 < -3
2x1 +x < b
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)-2-145-1 = -9 < 8
441 = -3 < -3
2-(-4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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Problém ILP je NP-tézky.

NP-obtiznost problému ILP dokdZzeme tak, ze ukazeme
polynomidlni redukci z ndsledujiciho zndmého NP-Gplného
problému:

Vstup: Booleovska formule ¢ v konjunktivni normdlni formé,
kde kazda klauzule obsahuje pravé tri literdly.

Otdzka: Je @ splnitelna?
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Predpokladejme, Ze mame ddnu néjakou konkrétni instanci
problému 3-SAT, napriklad nésledujici formuli :

(X1 \/ﬂXz\/Xg) A (X2\/—|X3\/X4) A (Xl\/ﬂX3\/—|X4) A (—|X1 \/—|X2\/X4)
Nasim Gkolem je vyrobit k formuli ¢ soustavu linedrnich nerovnic

takovou, Ze tato soustava bude mit reseni v oboru celych Cisel
pravé tehdy, kdyz je formule ¢ splnitelnd.
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(x1V=x0Vx3) A (x0V=x3Vxg) A (x1V=x3V=ixg) A (—x1V=xoVxg)

Krok 1:
Kazdé booleovské proménné x; ve formuli ¢ bude v soustavé
nerovnic odpovidat nezndmd x!.

Napriklad pro formuli ¢ uvedenou vySe bude soustava nerovnic
obsahovat nezndmé xj, xj, x5, Xy.
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(x1V=x0Vx3) A (x0V=x3Vxg) A (x1V=x3V=ixg) A (—x1V=xoVxg)

Krok 2:
Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici
nerovnic x; > 0 a x! < 1:
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(x1V=x0Vx3) A (x0V=x3Vxg) A (x1V=x3V=ixg) A (—x1V=xoVxg)

Krok 2:
Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici
nerovnic x; > 0 a x! < 1:

x; > 0 x5 > 0
x; < 1 x5 <1
xy > 0 x, > 0
xy <1 x, < 1
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(x1V=x0Vx3) A (x0V=x3Vxg) A (x1V=x3V=ixg) A (—x1V=xoVxg)

Krok 2:
Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici
nerovnic x; > 0 a x! < 1:

x; > 0 x5 > 0
x; < 1 x5 <1
xy > 0 x, > 0
xy <1 x, < 1

Poznamka: Tyto nerovnice zaruduji, Ze v libovolném reseni
vysledné soustavy bude muset pro vSechna x! platit x; € {0, 1}.
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Krok 3:
Pro kazdou klauzuli tvaru (L1 V Ly V L3), kde L; jsou jednotlivé
literaly, priddme do soustavy nerovnic nerovnici

A+h+fi>1
kde

x! pokud [_,' = Xj
(1—x0) pokud L; = —x;
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Krok 3:
Pro kazdou klauzuli tvaru (L1 V Ly V L3), kde L; jsou jednotlivé
literaly, priddme do soustavy nerovnic nerovnici

A+h+fi>1
kde

x! pokud [_,' = Xj
(1—x0) pokud L; = —x;

Priklad: Pro klauzuli (x; V —=x3 V —x4) pfiddme nerovnici

4+ (1=x) + (1-x) > 1
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(x1V=x0Vx3) A (x0V=x3Vxg) A (x1V=x3V=ixg) A (—x1V=xoVxg)

Takto vypada celd odpovidajici soustava nerovnic:

IVIVIVIVIANIVIANIVIANIVIANIV
= - - O H OO HO
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Krok 4:

Soustavu nerovnic prevedeme pomoci jednoduchych aritmetickych
Gprav do pozadovaného maticového tvaru tak, aby vSechny
nerovnice byly tvaru

/ / /
a-xg + x4+ -+ cpox, < d

kde ci,¢cp,...,c, a d jsou konstanty.
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Krok 4:

Soustavu nerovnic prevedeme pomoci jednoduchych aritmetickych
Gprav do pozadovaného maticového tvaru tak, aby vSechny
nerovnice byly tvaru

/ / /
a-xg + x4+ -+ cpox, < d

kde ci,¢cp,...,c, a d jsou konstanty.

Poznamka:
Pokud se v nerovnici vyskytuje nerovnost ‘>' misto ‘'<’, mizeme
vyuzit toho, Ze x > y pravé tehdy, kdyz —x < —vy.



Prevod 3-SAT na ILP

Priklad:
M+ (L=x) + (1-x) > 1
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Priklad:

x4 (L=x3) + (1-x)
x; — X3 — xp + 2

1 ]/ se¢teme jednotlivé Eleny

v IV
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Priklad:

x4 (L=x3) + (1-x)
x; — X3 — xp + 2

1 ]/ se¢teme jednotlivé Eleny
1 /] ode¢teme 2 od obou stran
1

VIV IV

! /! /!
Xl—X3—X4
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Priklad:

1+ (L=x3) + (1-xg)
x; — X3 — xp + 2
X] — X3 — X,

—x; + x5 + Xy

1 ]/ se¢teme jednotlivé Eleny
1 // ode¢teme 2 od obou stran

|
—

// vyndsobime obé strany —1

IN IV IV IV
—
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Piklad:
x4 (L=x3) + (1-x)

/ / /
Xp — X3 — X4 + 2
/ / /
X1 — X3 — X4

—x; + x5 + Xy

1 ]/ se¢teme jednotlivé Eleny
1 // ode¢teme 2 od obou stran

|
—

// vyndsobime obé strany —1

IN IV IV IV
—

Po doplnéni chybégjicich &lent (s koeficienty 0) tedy vyslednd
nerovnice vypada takto:

(1) x} +0:-x5 +1:x3 +1-x <1
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(X] \/ﬂXz\/X3) A (X2\/—|X3\/X4) A (Xl\/ﬂX3\/—|X4) A (—|X1 \/—|X2\/X4)

Po Gpravé vsech nerovnic tedy dostaneme soustavu:

(-1)-xy + 0-x3 + 0-x3 + 0-x, < 0
1-xy 4+ 0x + 0x3 + 0-x <1
0-xy + (-1)'x, + O0-x3 + 0-x, < O
0-xy + 1.x5 + 0-x3 + 0-x, <1
0-x;, + 0-x + (-1):x3 + 0-x, < 0
0O-xy + 0-x + 1-x4 + 0-x, < 1
0-x;y + 0-x5 + 0:xX + (-1):x, < O
0-xy + 0-x + 0-x3 + 1-x, <1

(-1)-xy + 1-x3 + (-1)-x4 + 0-x, < 0
0-xy + (-1):x3 + 1-x3 + (-1)-x4 < 0

(-1)-x; + 0-x + 1-x4 4+ 1.-x, < 1
-y 4+ 1-x4 4+ 0-x5 + (-1)-x, < 1
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(X1 \/ﬂXz\/Xg) A (X2\/—|X3\/X4) A (Xl\/ﬂX3\/—|X4) A (—|X1 \/—|X2\/X4)

Tuto soustavu mizeme zapsat maticovym zdpisem jako:

-1 0 0 0 0
1 0 0 0 1
0 -1 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 -1 0 x| 0
0 0 1 0 s | |1
0 0 0 -1 1 =1 o
0o 0 0 1 X! 1
~1 1 -1 0 0
0 -1 1 -1 0
1 0 1 1 1
1 1 0 -1 1
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Je zFejmé, Ze tuto konstrukci miizeme provést v &ase O(n?), kde n
je velikost formule .

Poznamka:

Ve skutecnosti nejvice ¢asu zabere vyplhovani matice A nulami.
Neni tézké ovéfit, Ze vSe ostatni (vyplnéni nenulovych prvki

v matici A a vytvoreni vektoru b) je mozné provést v ¢ase O(n).
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Je zFejmé, Ze tuto konstrukci miizeme provést v &ase O(n?), kde n
je velikost formule .

Poznamka:

Ve skutecnosti nejvice ¢asu zabere vyplhovani matice A nulami.
Neni tézké ovéfit, Ze vSe ostatni (vyplnéni nenulovych prvki

v matici A a vytvoreni vektoru b) je mozné provést v ¢ase O(n).

Poznamka:

Neni tézké si rozmyslet, jak by vypadal algoritmus, ktery by
vytvarel matici A a vektor b pfimo, bez mezikroku s Gpravami
nerovnic.

Tento mezikrok zavddime pro lepsi pochopeni konstrukce.
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Nyni jesté zbyva ukazat korektnost konstrukce.

Nejprve si vSimnéme, Ze vzhledem k tomu, Ze vytvorend soustava
obsahuje pro kazdé x! nerovnice

x>0 x <1

1 R

musi jakékoliv FeSeni celé soustavy (pokud vibec néjaké existuje)
byt toho typu, Ze jednotlivd x; nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1.
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Kazdému ohodnoceni v booleovskych proménnych xi, xp, ..., xx ve
formuli ¢ jednoznaéné odpovida pfifazeni hodnot nezndmym
X1, Xy, .., X, Ve vytvorené soustavé nerovnic:

1

N 0  kdyZ [xj], = FALSE
| 1 kdyz [x], = TRUE



Prevod 3-SAT na ILP

Kazdému ohodnoceni v booleovskych proménnych xi, xp, ..., xx ve
formuli ¢ jednoznaéné odpovida pfifazeni hodnot nezndmym
X1, Xy, .., X, Ve vytvorené soustavé nerovnic:

1

N 0  kdy# [xj], = FALSE
| 1 kdyZ [x], = TRUE

Tento vztah je vzdjemné jednoznacny.
Ke kazdému prirazeni celoCiselnych hodnot nezndmym
! ! ! Z A4 ¥ ! e !
X1, Xy, ..., X, takovému, Ze pro viechna x; plati x; € {0,1},
existuje odpovidajici prifazeni booleovskych hodnot v.
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Vezméme si nyni néjaké ohodnoceni booleovskych proménnych v a

jemu odpovidajici pfifazeni hodnot 0 a 1 nezndmym x, x5, . .., X,.

Pripomenme, Ze ve vytvorené soustavé nerovnic odpovida kazdé
klauzuli (L1 V Ly V L3) vyskytujici se ve formuli ¢ nerovnice tvaru

A+h+fi>1

kde f; je tvaru xjf, pokud L; = x;j, nebo (1 — xj’) pokud L; = —x;.
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Vezméme si nyni néjaké ohodnoceni booleovskych proménnych v a

jemu odpovidajici pfifazeni hodnot 0 a 1 nezndmym x, x5, . .., X,.

Pripomenme, Ze ve vytvorené soustavé nerovnic odpovida kazdé
klauzuli (L1 V Ly V L3) vyskytujici se ve formuli ¢ nerovnice tvaru

A+h+fi>1
kde f; je tvaru xjf, pokud L; = x;j, nebo (1 — xj’) pokud L; = —x;.

Vidime, Ze at uz je literdl L; tvaru x; nebo —x;, plati, Ze:
o fi =1, pokud [Lj], = TRUE
o f; =0, pokud [L;j], = FALSE
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Hodnota vyrazu fi 4+ f, + f3 pri daném prifazeni je tedy poctem
literdld v klauzuli (Ly V L V L3), které maji pfi ohodnoceni v
hodnotu TRUE.

Vzhledem k tomu, Ze [L1 V L, V L3], = TRUE pravé tehdy, kdyz pro
alespon jeden z literdld Ly, Ly, L3 plati [L;], = TRUE, je oCividné,
Ze nerovnost

A+h+f>1

plati pri daném prifazeni pravé tehdy, kdyz

[[_1 ViV L3]U = TRUE.
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Pokud je formule ¢ splnitelnd, pak existuje celodiselné reseni
vytvorené soustavy nerovnic.

Dikaz: Jestlize je ¢ splnitelnd, existuje néjaké ohodnoceni v
takové, Ze [¢], = TRUE, tj. takové, kde [Cj], = TRUE pro vechny
klauzule C; formule .

Z predchoziho je zfejmé, Ze pokud vezmeme jemu odpovidajici
pfitazeni hodnot 0 a 1 nezndmym x{,x3, ..., X;, budou pfi tomto
prifazeni platit vSechny vytvorené nerovnice:

@ Nerovnice tvaru x; > 0 a x] < 1 proto, ze x; € {0,1}.

@ Nerovnice odpovidajici klauzulim proto, Ze pri ohodnoceni v
m3d kazdd klauzule hodnotu TRUE.
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JestliZe existuje feSeni vytvorené soustavy nerovnic, pak je

formule ¢ splnitelnd.

Dukaz: Je ziejmé, ze pokud ma soustava nerovnic feSeni, tak musi
v v , v / v , /
toto feSeni pro vSechna x! spliiovat podminku x; € {0,1}.

Tomuto reseni tedy jednoznacné odpovidd néjaké ohodnoceni v a
z predchoziho je ziejmé, Ze kazdd klauzule formule ¢ pri tomto
ohodnoceni nabyvd hodnoty TRUE, takze plati

[¢], = TRUE

a formule ¢ je tedy splnitelnd.
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Vidime, ze formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyzZ existuje
celoCiselné reseni k ni vytvorené soustavy nerovnic.

Tim je dikaz korektnosti konstrukce hotov.



