
Pøevod SAT na 3-SATPøipomeòme si de�nii problému SAT:SAT (splnitelnost booleovskýh formulí)Vstup: Booleovská formule '.Otázka: Je ' splnitelná?Pøíklad:Formule '1 = x1 ^ (:x2 _ x3) je splnitelná:napø. pøi ohodnoení �, kde [x1℄� = 1, [x2℄� = 0, [x3℄� = 1, platí['1℄� = 1.Formule '2 = (x1 ^ :x1) _ (:x2 ^ x3 ^ x2) není splnitelná:pro libovolné ohodnoení � platí ['2℄� = 0.



Pøevod SAT na 3-SAT
Problém SAT je NP-úplný.Uká¾eme si, ¾e zùstává NP-úplný, i kdy¾ se omezíme jen naformule urèitého speiální typu:3-SATVstup: Formule ' v konjunktivní normální formì, kde ka¾dáklauzule obsahuje právì 3 literály.Otázka: Je ' splnitelná?



Pøevod SAT na 3-SATPøipomeòme si nìkteré pojmy:Literál je formule tvaru x nebo :x , kde x je booleovskápromìnná.Klauzule je disjunke literálù.Pøíklady: x1 _ :x2 :x5 _ x8 _ :x15 _ :x23 x6Formule je v konjunktivní normální formì (KNF), jestli¾e jekonjunkí klauzulí.Pøíklad: (x1 _ :x2) ^ (:x5 _ x8 _ :x15 _ :x23) ^ x6



Pøevod SAT na 3-SATPopí¹eme polynomiální algoritmus, který k zadané formuli ' vyrobíformuli '0 takovou, ¾e:'0 bude v KNF a ka¾dá její klauzule bude obsahovat právì3 literály,'0 bude splnitelná právì tehdy, kdy¾ ' je splnitelná.Poznámka: Jednoduhá my¹lenka { pøevést ' do KNF {nefunguje.Problém je v tom, ¾e výsledná formule by mohla být exponeniálnìvìt¹í ne¾ ' (a tedy by ji nebylo mo¾né sestrojit v polynomiálnímèase).



Pøevod SAT na 3-SAT
Algoritmus rozdìlíme do dvou èástí:Nejprve vyrobíme formuli '1, která bude v KNF a která budeobsahovat nejvý¹e 3 literály v ka¾dé klauzuli(a která bude splnitelná právì tehdy, kdy¾ ' je splnitelná).Poté z '1 vyrobíme '0, která bude v KNF a která budeobsahovat právì 3 literály v ka¾dé klauzuli(a která bude splnitelná právì tehdy, kdy¾ '1 bude splnitelná).



Pøevod SAT na 3-SATFormuli ' si mù¾eme znázornit jako booleovský obvod, jeho¾ struk-tura je dána (abstraktním) syntaktikým stromem dané formule:^)^ : : _^x1 x2 x3((x1 ^ :x3)) :x2) ^ ((x2 ^ x3) _ x1)



Pøevod SAT na 3-SATFormule ' je splnitelná právì tehdy, jestli¾e existuje nìjaký vstup,pro který dostaneme na výstupu 1.̂
)^ : : _^x1 x2 x3((x1 ^ :x3)) :x2) ^ ((x2 ^ x3) _ x1)



Pøevod SAT na 3-SATFormule ' je splnitelná právì tehdy, jestli¾e existuje nìjaký vstup,pro který dostaneme na výstupu 1.̂
)^ : : _^x1 x2 x31 0 0

111 1 1 10
((x1 ^ :x3)) :x2) ^ ((x2 ^ x3) _ x1)



Pøevod SAT na 3-SAT
Ve formuli '1, kterou sestrojíme k dané formuli ', se budouvyskytovat následujíí promìnné:v¹ehny promìnné, které se vyskytují ve formuli '(tj. jedna promìnná pro ka¾dý vstup obvodu),jedna promìnná pro ka¾dý výskyt booleovského operátoru ve '(tj. jedna promìnná pro ka¾dé hradlo obvodu).



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: Formule '1 bude obsahovat promìnné x1; x2; : : : ; x10.^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

((x1 ^ :x3)) :x2) ^ ((x2 ^ x3) _ x1)



Pøevod SAT na 3-SAT
Formule '1 bude sestrojena tak, aby pro libovolné ohodnoení �platilo, ¾e ['1℄� = 1 právì tehdy, pokud:� reprezentuje korektní pøiøazení booleovskýh hodnot v¹emvstupùm a výstupùm jednotlivýh hradel ana výstupu obvodu je hodnota 1.(Pokud bude nìkterá nìkterá z tìhto podmínek poru¹ena, bude['1℄� = 0.)



Pøevod SAT na 3-SATZamìøme se nyní na jednotlivé hradlo (napø. typu ^), jeho¾výstupu je pøiøazena promìnná xi a jeho¾ vstupy jsoureprezentovány promìnnými xj a xk .x̂ixj xk



Pøevod SAT na 3-SATMo¾ná (korektní) pøiøazení hodnot vstupù a výstupu daného hradla(typu ^) jsou popsána následujíí tabulkou:xj xk xi0 0 00 1 01 0 01 1 1Obsah této tabulky je mo¾né reprezentovat pomoí následujííformule  : ( :xj ^ :xk ) :xi ) ^( :xj ^ xk ) :xi ) ^( xj ^ :xk ) :xi ) ^( xj ^ xk ) xi )



Pøevod SAT na 3-SAT
Formule  reprezentuje vý¹e uvedenou tabulku v tom smyslu, ¾e  nabývá hodnoty 1 právì pro ta pøiøazení, která se v této tabulevyskytují (a pro ta, která se tam nevyskytují, nabývá hodnoty 0).



Pøevod SAT na 3-SATLibovolnou formuli tvaru A ^ B ) Cje mo¾né pøepsat na ekvivalentní formuli tvaru:(A ^ B) _ Ca tu je dále mo¾né pøepsat na ekvivalentní formuli tvaru:A _ :B _ C



Pøevod SAT na 3-SATFormuli ( :xj ^ :xk ) :xi ) ^( :xj ^ xk ) :xi ) ^( xj ^ :xk ) :xi ) ^( xj ^ xk ) xi )tedy mù¾eme pøepsat na ekvivalentní formuli( xj _ xk _ :xi ) ^( xj _ :xk _ :xi ) ^( :xj _ xk _ :xi ) ^( :xj _ :xk _ xi )



Pøevod SAT na 3-SATPokud by typ hradla byl _, postupovali byhom analogiky.K tabule xj xk xi0 0 00 1 11 0 11 1 1byhom dostali formuli( xj _ xk _ :xi ) ^( xj _ :xk _ xi ) ^( :xj _ xk _ xi ) ^( :xj _ :xk _ xi )



Pøevod SAT na 3-SATPodobnì byhom mohli reprezentovat i dal¹í booleovské operae(), ,, . . . ).Pro ilustrai si uká¾eme je¹tì konstruki pro hradla typu :(tentokrát máme jen jeden vstup xj):Tabule xj xi0 11 0odpovídá formule (:xj ) :xi) ^ (xj ) xi)kterou mù¾eme pøepsat na tvar(xj _ :xi) ^ (:xj _ xi )



Pøevod SAT na 3-SAT
Nyní pøistoupíme k vlastní konstruki formule '1, kterou vytvoøímejako konjunki následujííh formulí:Pro ka¾dé hradlo pøidáme jemu odpovídajíí formulisestrojenou vý¹e popsaným zpùsobem.Pøidáme formuli xout , kde xout je promìnná reprezentujíívýstup obvodu.



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x4 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x1_x5_:x4); (x1_:x5_:x4); (:x1_x5_:x4); (:x1_:x5_x4)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x5 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x3 _ x5); (:x3 _ :x5)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x6 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x4_x7_x6); (x4_:x7_x6); (:x4_x7_:x6); (:x4_:x7_x6)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x7 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x2 _ x7); (:x2 _ :x7)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x8 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x2_x3_:x8); (x2_:x3_:x8); (:x2_x3_:x8); (:x2_:x3_x8)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x9 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x8 _ x1 _:x9); (x8 _:x1 _ x9); (:x8 _ x1 _ x9); (:x8 _:x1 _ x9)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Pro x10 pøidáme do formule '1 tyto klauzule:(x6_x9_:x10); (x6_:x9_:x10); (:x6_x9_:x10); (:x6_:x9_x10)



Pøevod SAT na 3-SATPøíklad: ^)^ : : _^x1 x2 x3x1 x2 x3
x10x6x4 x5 x7 x9x8

Nakone pøidáme do '1 klauzuli reprezentujíí hodnotu na výstupu:(x10)



Pøevod SAT na 3-SAT
Celá formule '1 pak vypadá takto:(x1_x5_:x4) ^ (x1_:x5_:x4) ^ (:x1_x5_:x4) ^ (:x1_:x5_x4) ^(x3 _ x5) ^ (:x3 _ :x5) ^(x4 _ x7 _ x6) ^ (x4 _:x7 _ x6) ^ (:x4 _ x7 _:x6) ^ (:x4 _:x7 _ x6) ^(x2 _ x7) ^ (:x2 _ :x7) ^(x2_x3_:x8) ^ (x2_:x3_:x8) ^ (:x2_x3_:x8) ^ (:x2_:x3_x8) ^(x8 _ x1 _:x9) ^ (x8 _:x1 _ x9) ^ (:x8 _ x1 _ x9) ^ (:x8 _:x1 _ x9) ^(x6_x9_:x10) ^ (x6_:x9_:x10) ^ (:x6_x9_:x10) ^ (:x6_:x9_x10) ^(x10)



Pøevod SAT na 3-SAT
Nyní se pøesvìdèíme, ¾e '1 je splnitelná právì tehdy, kdy¾ ' jesplnitelná.



Pøevod SAT na 3-SATNejprve pøedpokládejme, ¾e ' je splnitelná.Existuje tedy ohodnoení � takové, ¾e ['℄� = 1. De�nujmeohodnoení � 0 následujíím zpùsobem:� 0(xi ) = �(xi ) pokud xi je promìnná ve formuli 'Pokud xi reprezentuje výstup hradla, � 0(xi ) nastavíme nahodnotu, která bude na tomto výstupu pøi ohodnoení �.Vzhledem k tomu, ¾e ['℄� = 1, musí platit � 0(xout) = 1.Je tedy zøejmé, ¾e bude platit ['1℄�0 = 1, nebo» xout i v¹ehnyklauzule odpovídajíí jednotlivým hradlùm budou mít pøiohodnoení � 0 hodnotu 1.



Pøevod SAT na 3-SAT
Pøedpokládejme nyní, ¾e '1 je splnitelná,tj. ['1℄�0 = 1 pro nìjaké ohodnoení � 0.Snadno ovìøíme, ¾e ['℄�0 = 1, nebo» � 0 musí odpovídat nìjakémupøiøazení hodnot na výstupeh jednotlivýh hradel, pøi kterém je navýstupu elého obvodu hodnota 1.Tím jsme ovìøili, ¾e konstruke formule '1 je opravdu korektní.



Pøevod SAT na 3-SAT
Nyní k formuli '1 sestrojíme formuli '0 takovou, ¾e:'0 bude v KNF,ka¾dá klauzule formule '0 bude obsahovat právì 3 literály,v ¾ádné klauzuli formule '0 se ¾ádná promìnná nebudevyskytovat víe ne¾ jednou,'0 bude splnitelná právì tehdy, kdy¾ '1 je splnitelná.



Pøevod SAT na 3-SATNejprve se zbavíme nadbyteènýh literálù a klauzulí:Pokud se v nìjaké klauzuli vyskytuje nìjaký literál víe ne¾jednou, odstraníme z této klauzule v¹ehny jeho výskytykromì jednoho.Pokud nìjaká klauzule obsahuje souèasnì literály xi a :xi(kde xi je nìjaká promìnná), odstraníme elou tuto klauzuli(taková klauzule by mìla hodnotu 1 pøi libovolnémohodnoení).Je zjevné, ¾e upravená formule je ekvivalentní s pùvodní formulí.



Pøevod SAT na 3-SATPøidáme dvì nové promìnné y a z .Klauzule se tøemi literály poneháme beze zmìny.Ka¾dou klauzuli tvaru (A _ B) (tj. klauzuli se dvìma literályA a B) nahradíme následujíí dvojií klauzulí:(A _ B _ y) ^ (A _ B _ :y)Ka¾dou klauzuli tvaru (A) (tj. klauzuli s jedním literálem)nahradíme následujíí ètveøií klauzulí:(A_ y _ z) ^ (A_ y _:z) ^ (A_:y _ z) ^ (A_:y _:z)Není tì¾ké ovìøit, ¾e výsledná formule '0 je splnitelná právì tehdy,kdy¾ je splnitelná pùvodní formule.



Pøevod SAT na 3-SAT
Jestli¾e velikost formule ' je n, velikost formulí '1 i '0 budev O(n).Formule '1 i '0 snadno sestrojíme v èase O(n).Popsaná reduke je tedy polynomiální.


