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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Vstup: Mnozina n mést a vzdalenosti mezi nimi.

Vystup: Nejkratsi okruzni cesta prochazejici vSemi mésty.

Poznamka: Slovem ,okruzni” myslime, Ze cesta konci ve stejném
mésté, kde zadina.
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Priklad instance problému:




Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Priklad instance problému:

Nejkratsi okruzni cesta ma délku 8.
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MizZeme uvazovat dvé rizné varianty tohoto problému:

@ Kazdé mésto musi byt navstiveno pravé jednou.

@ Meésta je mozné navstévovat opakované.
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V nasledujicim vykladu se ndm bude hodit ponékud formalné;jsi
definice problému:

Na instanci problému (tj. mnozinu mést a vzdalenosti mezi nimi)
se mizeme divat jako na (plny neorientovany graf G = (V, E)
s ohodnocenim hran d (kde d : E — N).

Pro libovolnou mnozinu hran E' C E definujeme
d(E') = dle)
ecE’

Pro libovolny cyklus C pak definujeme d(C) = d(E’), kde E’ je
mnozina hran lezicich na cyklu C.
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Problém TSP pak mizeme formulovat nasledovné:

Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Vstup: Uplny neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim
hran d.

Vystup: Cyklus C prochazejici vSemi vrcholy grafu G takovy,
Ze hodnota d(C) je minimalni mozna.




Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Nésledujici problém je NP-aplny (at uz je &i neni povoleno
navstévovat vrcholy opakované):

Problém obchodniho cestujiciho (TSP) — rozhodovaci varianta

Vstup: Upln}'/ neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim
hran d a cislo L.

Otazka: Existuje v grafu G cyklus C prochazejici vsemi
vrcholy takovy, ze d(C) < L?

Poznamka: Nemizeme tedy oéekavat, ze by problém TSP (at uz
v té & oné varianté) byl fesitelny v polynomidlnim ¢ase, leda Ze by
platilo PTIME = NPTIME.



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Pro problém TSP, kde vyzadujeme aby byl kazdy vrchol navstiven
pravé jednou, se da dokazat nasledujici:

Pokud PTIME # NPTIME, pak pro problém TSP neexistuje
k-aproximacni algoritmus pro zadné k.
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Pro problém TSP, kde vyzadujeme aby byl kazdy vrchol navstiven
pravé jednou, se da dokazat nasledujici:

Pokud PTIME # NPTIME, pak pro problém TSP neexistuje
k-aproximacni algoritmus pro zadné k.

Dikaz (ndznak): Ukéze se, jak bychom pomoci polynomidlniho
k-aproximacniho algoritmu pro TSP vytvorili polynomialni
algoritmus fesici problém HK (problém hamiltonovské kruznice),
o kterém je zndmo, ze je NP-lplny.

(Konstrukce je podobna jako konstrukce v ditkazu NP-obtiznosti
problému TSP prevodem z problému HK.)
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Neni tézké si rozmyslet, ze varianta TSP kde je povoleno
opakované navstévovat vrcholy se da snadno prevést na variantu,
kde musi byt kazdy vrchol navstiven pravé jednou:

@ Pro dany graf G s ohodnocenim d sestrojime nové
ohodnoceni d’, kde d’(u, v) je délka nejkratsi cesty z u do v

Poznamka: Pro nalezeni nejkratSich cest mezi dvojicemi vrcholii
existuji rychlé polynomidlni algoritmy (napf. Dijkstrv,
Floydiiv-Warshalliv apod.)

Graf s ohodnocenim d’ navic spliiuje tzv. trojihelnikovou
nerovnost.
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V grafu G s ohodnocenim d je splnéna trojuhelnikova nerovnost,
jestlize pro libovolnou trojici jeho vrcholll u, v, w plati

d(u,w) < d(u,v)+d(v,w)

d(u,v) d(v,w)

u d(u,w) W

Tj. nejkratsi cesta z u do w je vzdy po hrané (u, w) a nemd cenu
jit ,,oklikou" pres néjaky jiny vrchol.



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve
kterych je spInéna trojahelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy
vrchol navstiven pravé jednou), oznacujeme A-TSP.



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve
kterych je spInéna trojahelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy
vrchol navstiven pravé jednou), oznacujeme A-TSP.

Pro problém A-TSP je znam 3/2-aproximadni polynomialni
algoritmus, tj. algoritmus, ktery pro dany graf G s ohodnocenim d
vrati cyklus C prochazejici vsemi vrcholy takovy, ze

d(C) < gd(C*)

kde C* optimalni FeSeni (tj. cyklus s minimalni hodnotou d(C*)).
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Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve
kterych je spInéna trojahelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy
vrchol navstiven pravé jednou), oznacujeme A-TSP.

Pro problém A-TSP je znam 3/2-aproximadni polynomialni
algoritmus, tj. algoritmus, ktery pro dany graf G s ohodnocenim d
vrati cyklus C prochazejici vsemi vrcholy takovy, ze

d(C) < gd(C*)

kde C* optimalni FeSeni (tj. cyklus s minimalni hodnotou d(C*)).

My si ukdaZzeme ponékud jednodussi 2-aproximacni polynomialni
algoritmus pro problém A-TSP.
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Pred vlastnim popisem algoritmu si pfipomenme nékteré pojmy:

Kostra grafu G = (V, E) je libovolny souvisly acyklicky graf
T=(V,E'), kde V=V"aE CE (. T je souvisly podgraf
grafu G obsahujici vechny vrcholy z G).

Hodnotu d(T) definujeme jako souéet hodnot hran v této kostfe,
tj. d(T) = d(E").

Kostra T je minimalni, jestlize pro libovolnou jinou kostru T’
v grafu G plati d(T) < d(T").

Pro problém nalezeni minimalni kostry v daném ohodnoceném

grafu jsou znamy rychlé polynomidlni algoritmy (napf. Kruskaliv
nebo Jarnikdv (Primav)).
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Priklad kostry T, kde d(T) = 8:
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Priklad minimalni kostry T, kde d(T) = 6:
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2-aproximacni algoritmus pro A-TSP pracuje v nasledujicich
krocich:

@ Najde minimalni kostru grafu G.
@ Vytvori uzavieny tah podél této kostry.

@ Z vytvoreného tahu odstrani opakujici se vrcholy a vysledny
cyklus vrati jako vysledek.
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Vezméme si ndsledujici instanci A-TSP.
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Krok 1: Nalezeni minimalni kostry T
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Krok 1: Nalezeni minimalni kostry T
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Vsimnéme si, ze d(T) < d(C*):

@ Pokud z C* odstranime libovolnou hranu, dostaneme
kostru T'.
Zjevné plati d(T') < d(C*).

@ Pro libovolnou kostru T’ plati d(T) < d(T").



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Priklad: Vezméme si optimalni cyklus
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Priklad: Odstranénim jedné hrany vznikne kostra
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Krok 1: Nalezeni minimalni kostry
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Krok 2: Vytvoreni tahu C podél kostry
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Krok 2: Vytvoreni tahu C podél kostry

Kazdou hranu prochazime dvakrat, plati tedy
d(C)=2d(T) <2d(C*).
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Krok 2: Vytvoreni tahu C podél kostry
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Krok 3: Postupné vypousténi opakujicich se vrcholl z tahu C

P

Kazdé vypusténi vrcholu tah leda zkrati.
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Krok 3: Postupné vypousténi opakujicich se vrcholl z tahu C

Kazdé vypusténi vrcholu tah leda zkrati.
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Krok 3: Postupné vypousténi opakujicich se vrcholl z tahu C

Kazdé vypusténi vrcholu tah leda zkrati.
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Nalezeny cyklus:




