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Uvod

Poznamka autoru uréena recenzentum. Tento uc¢ebni text byl dopsan a
zkompletovan pied za¢atkem béhu kursu v letnim semestru 2006/2007. Jsme
si védomi, Ze v ném jsou jesté mnohé nedostatky (byt doufame, Ze ne za-
sadniho rézu). V prabéhu semestru hodlame cely text postupné revidovat
(soubézné s vyukou pfislusnych partii); revidované ¢asti budou rovnéz zpii-
stupnény studujicim, bude-li to tfeba. Samoziejmé hodlame pii revizi vzit
v potaz i kritické pfipominky recenzentti.

Predkladany material slouzi jako studijni text pro predméty teoretické in-
formatiky, specialné pro oblasti teorie jazyki a automatt a teorie algoritmu
(tj. teorie vy¢islitelnosti a slozitosti). Text existuje ve dvou verzich. Zakladni
verze je uréena pro kurs ,Uvod do teoretické informatiky“, rozsifend verze
pak pro kurs ,, Teoreticka informatika“. Rozsifena verze obsahuje veskery ma-
terial verze zakladni a navic ma ¢asti oznacené jako pokrocilé; tyto casti se
vyskytuji v ramci jednotlivych kapitol ¢i jako celé kapitoly.

Souhrnny nazev studijniho textu by také mohl byt Zdklady teorie vypoctu
(Theory of Computation). Tato teorie patii k zakladnim (a dnes jiz kla-
sickym) partiim teoretické informatiky, partiim, jejichz vznik a vyvoj byl a
je luzce svazan s potiebami praxe pii vyvoji software, hardware a obecné
pii modelovani systémti. Motivovat teorii vypoctl lze prirozenymi otazkami
typu:

e jak srovnat kvalitu (rychlost) riznych algoritmu fesicich tentyz problém
(tikol)?

e jak lze porovnavat (klasifikovat) problémy podle jejich (vnitini) slozi-
tosti?
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e jak charakterizovat problémy, které jsou a které nejsou algoritmicky te-
Sitelné, tj. které 1ze a které nelze Tesit algoritmy (specialné ,rychlymi“,
neboli prakticky pouzitelnymi, algoritmy).

P1i zpfesnovani téchto a podobnych otazek, a pfi hledani odpovédi, nutné
potiebujeme (abstraktni) modely pocitace (tj. toho, kdo provadi vypocty).
7 vice divodu je vhodné pii nasem zkoumani zacit velmi jednoduchym, ale
fundamentalnim modelem, a sice tzv. konecnymi (tj. konecné stavovymi) au-
tomaty. Koneéné automaty (pojem byl formalizovan ve 40. letech 20. stoleti)
lze chapat nejen jako nejzékladnéjsi model v oblasti pocitact, ale ve vSech
oblastech, kde jde o modelovani systémii, procesti, organismi apod., u nichz
lze vyclenit kone¢né mnoho stavii a popsat zpusob, jak se aktualni stav méni
provadénim urc¢itych akci (napf. pfijimanim vnéjsich impulst). (Jako jedno-
duchy ilustrujici priklad nam muze poslouzit model ovladace dvefi v super-
marketu znazornény na obr. 3.1, o némz pojedname pozdéji.)

Velmi béznéd ,vypocetni“ aplikace, u niz je v pozadi konecny automat, je
hledani vzorki v textu. Takové hledani asi nejcastéji pouzivame v textovych
editorech a pii vyhledavani na Internetu; specialni piipad také predstavuje
napt. lexikdlni analyza v prekladacich. Pti vyhledavani informaci v pocitaco-
umoznujicich specifikovat celé tiidy vzorkt. Regularnimi vyrazy a jejich vzta-
hem ke konecnym automatiim se rovnéz budeme zabyvat.

Po seznameni se s koneénymi automaty a regularnimi vyrazy budeme po-
kracovat siln€jsim modelem — tzv. zdsobnikovymi automaty; o ty se opiraji
algoritmy syntaktické analyzy pii prekladu (programovacich) jazyku, tedy
algoritmy, které napf. urci, zda vami napsany program v Javé je spravné
»javovsky®.

Zminili jsme pojem jazyk — obecné budeme mit na mysli tzv. formalni jazyk;
jazyky pfirozené (mluvené) ¢i jazyky programovaci jsou specidlnimi piipady.
Na nase modely se v prvé fadé budeme divat jako na rozpozndvace jazyki,
tj. zafizeni, kterd zpracuji vstupni posloupnost pismen (symbolti) a rozhod-
nou, zda tato posloupnost je (spravné utvotrenou) vétou prislusného jazyka.

S pojmem jazyk se ndm prirozené poji pojem gramatika. Specialné se budeme
vénovat tzv. bezkontextovym gramatikam, s nimiz jste se jiz prinejmensim
implicitné setkali u definic syntaxe programovacich jazyki (tj. pravidel kon-
strukce programti); ukdzeme mimo jiné, Ze bezkontextové gramatiky generuji
prave ty jazyky, jez jsou rozpoznavany zasobnikovymi automaty.
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Seznamime se také s univerzalnimi modely pocitaci (algoritmii) — konkrétné
s Turingovymi stroji a stroji RAM. Na téchto modelech postavime vysvét-
leni pojmu rozhodnutelnosti a nerozhodnutelnosti problémii a podrobnéji se
budeme zabyvat vypocetni sloZitosti algoritmi a probléma; specialné pak tii-
dami slozitosti PTIME a NPTIME.

Rozsitenou verzi zakonc¢ime tivodem do problematiky aproximacnich, prav-
dépodobnostnich, paralelnich a distribuovangch algoritmai.

Poznamenejme, Ze ti¢elem kursu neni popis konkrétnich vétsich redlnych apli-
kaci studovanych (teoretickych) pojmu; cilem je zakladni sezndmeni se s té-
mito pojmy a s piislusnymi obecnymi vysledky a metodami. Jejich zvladnuti
je nezbytnym zakladem pro porozumeéni i oném realnym aplikacim a pro jejich
navrh. Jako pékny priklad relativné nedavné aplikace muze slouzit pouziti
kone¢nych automatt s vahami pro reprezentaci slozitych funkci (na redlném
oboru) a jejich vyuziti pfi reprezentaci, transformaci a kompresi obrazové
informace (viz napf. kapitolu v [Gru97]).

Velmi pfinosna by samoziejmeé byla snaha studujiciho prostudovat probirané
slovenstiné vysly napt. [Chy84|, [HUT78] (coz je slovensky pieklad angl. origi-
nalu z r. 1969), [Ku¢83|, [MvM87|. Kromé uvedenych knih existuji jisté i dalsi
pomérné bohatsi je ovsem nabidka prislusné literatury v anglicting, coz lze
snadno zjistit napi. ,surfovainim® na Webu. Uvedme napt. alespoii [Sip97].

Pokyny ke studiu

Jak jsme jiz zminili, tento text existuje ve dvou verzich — zakladni a rozsi-
fené. Zakladni verze textu je primarné uréena pro predmét ,,Uvod do teore-
tické informatiky*, zatimco rozsifena pro predmét , Teoreticka informatika“
a pro studenty Uvodu do teoretické informatiky s hlub$im zéjmem o danou
problematiku. Rozsifena verze se od zakladni verze odlisuje v nasledujicich
ohledech:

e Obsahuje oproti zakladni verzi nékolik dalsich kapitol. U nazvt téchto
kapitol je uvedeno, ze patii do pokrocilé casti.

e Nékteré kapitoly, které se nachazeji i v zakladni ¢asti jsou rozsiteny
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o pokrocilou ¢ast. Zacatek této casti je oznacen nadpisem
Pokrocilé partie

e Do textu, ktery je i v zdkladni verzi, jsou na nékterych mistech piidany
rozsifujici poznamky, podrobnéjsi dikazy apod. Tyto (mensi) ¢asti jsou
oznaceny textem ,,Pro pokrocile:“.

Text je ¢lenén do kapitol podle jednotlivych témat. Kapitola 1 shrnuje za-
kladni definice, kterym je tfeba rozumét pro studium nasledujiciho textu a

k upfesnéni a shrnuti matematické notace pouzivané v textu.

Kazda kapitola zacind uvedenim cili dané kapitoly, které strucné shrnuji,
jaké znalosti by mél ¢tenar ziskat po prostudovani dané kapitoly. Cile jsou
vzdy uvedeny nasledujici ikonkou a nadpisem:

Cile kapitoly:
e Zde budou uvedeny cile dané kapitoly.

V pripadé, ze rozsirujici ¢ast kapitoly obsahuje témata, ktera nejsou obsazena
v zakladni ¢asti, jsou cile uvedeny rovnéz na zacatku rozsirujici ¢asti.

Soucasti textu jsou Fesené priklady, které podrobné ukazuji, jak fesit vybrané
typy prikladd. Tyto priklady jsou vzdy uvedeny nasledujici ikonkou a textem:
RESENY PRIKLAD: Zde je uvedeno zadani piikladu.

Reseni: Zde pak nasleduje ukazkové reseni.

Dalsi soucasti textu jsou otazky a cviceni, které by mély ctenaii slouzit
k tomu, aby ovéril nabyté znalosti. Rozdil mezi otazkami a cvi¢enimi je ten,
ze na otazky by meél byt ¢tenaf schopen odpovédét hned ¢i po kratkém za-
mysleni bez nutnosti néco fesit. Naproti tomu vyreseni cviceni bude vétsinou
vyzadovat pouziti tuzky a papiru.

Otézky, které jsou roztrouSeny v textu a vztahuji se pfimo k pravé disku-
tované problematice, oznacujeme jako ,kontrolni otazky“ a jsou oznaceny
takto:

Kontrolni otdzka: Zde bude uveden text otazky.
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Nékteré otazky jsou shrnuty do bloku otazek na konci prislusné kapitoly ¢i
sekce. Tento blok je oznacen stejnou ikonkou jako kontrolni otazka:

Otazky:

OTAZKA: Text prvni otazky.
OTAZKA: Text dalsi otézky.

Cviceni jsou oznacdena nasledujicim zptsobem (pokud néasleduje vice cviceni
za sebou, je ikonka uvedena jen u prvniho z nich):

CVICENI: Zde bude uveden text zadAani.

Nekteré kapitoly obsahuji samostatnou sekci nazvanou ,,Cvic¢eni®. Tato sekce
obsahuje dalsi ptiklady k dokonalejSimu procviceni probirané latky. Tézsi
ptiklady jsou oznaceny hvézdickou (x), jesté tézsi dvéma hvézdickami ().
Otazky a cviceni jsou cislovany. Na konci textu jsou pak v Pfiloze B uvedena
feSeni vétsiny z nich.
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Kapitola 1

Zakladni definice

Cile kapitoly:

e Pfipomenuti zdkladnich pojmi (mnozZiny, relace, funkce, grafy, zaklady
vyrokové logiky, ... ), které by mély byt ¢tenafi znamy uz z predchoziho
studia.

Poznamka: Kapitola si necini zadny narok na tplnost vyctu predpoklada-
nych znalosti ¢tenafe. Napt. (v této verzi) chybi pfipomenuti elementérnich
zékladi predikatové logiky, typt dikazi v matematice (dtikaz indukei, dikaz
sporem, ...) a dalsich partii, i kdyZ uz ve cvicenich v této kapitole se tyto
znalosti obc¢as predpokladaji.

1.1 Mnoziny

MnoZina je kolekce vzajemné odliSitelnych objektt, které nazyvame jejimi
pruky. Jestlize je objekt x prvkem mnoziny S, piseme x € S. Jestlize x neni
prvkem S, piSeme = & S.

Jednou z moznosti, jak popsat mnozinu, je explicitné vyjmenovat vSechny
jeji prvky mezi slozenymi zavorkami. Pokud napiiklad chceme definovat, ze
mnozina S obsahuje ¢isla 1, 2 a 3 (a neobsahuje Zadné dalsi prvky), mizeme
napsat S = {1,2, 3}.
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Mnozina nemiize prvek obsahovat vice nez jednou a prvky mnoziny nejsou
nijak sefazeny. Mnoziny A a B jsou si rovny, jestlize obsahuji tytéz prvky.
Pro oznaceni toho, ze mnoziny A a B jsou si rovny, pouzivame zapis A = B.
Plati tedy naptiklad {1,2,3} = {2,1,3} = {3,2,1}.

Poznamka: Kromé mnozin se také nékdy pouzivaji multimnoziny. Na rozdil
od mnoziny muze multimnozina obsahovat vice vyskytt jednoho prvku.

Mnozina, kterd neobsahuje zadné prvky, se nazyva prdzdnd mnozina a ozna-
¢uje se symbolem ().

Pro oznaceni nékterych c¢asto pouzivanych mnozin budeme v textu pouzivat
nasledujici symboly:

e N pro oznaceni mnoziny vSech prirozengch ¢isel, tj. N ={0,1,2,...},

e N, pro oznaceni mnoziny vSech kladnych prirozenych ¢isel, tj. N, =

{1,2,3,...}.

e 7 pro oznaceni mnoziny vsech celych ¢isel, tj. Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.

e QQ pro oznaceni mnoziny vSech raciondlnich ¢isel, tj. mnoziny vsSech
Cisel, ktera jsou vyjadiitelna jako zlomek, kde v citateli i jmenovateli
je celé ¢islo. (Ve jmenovateli samoziejmé nesmi byt 0.)

e R pro oznaceni mnoziny vsech redlnych cisel.

Vyjadiujeme-li se obecné o mnozinach, oznacujeme je vétsinou velkymi pis-
meny (A, B,...,X,Y,...); jejich prvky pak oznacujeme malymi pismeny
(a,b,...,x,y,...).

Jestlize vSechny prvky mnoziny A patfi rovnéZz do mnoziny B (tj. pokud
z x € A plyne x € B), pak iikdme, Ze A je podmnoZinou B, coz zapisujeme
vyrazem A C B. Mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B, jestlize
A C B, ale A # B, tj. jestlize existuje prvek x takovy, ze x € B, ale © € A.
To, ze A je vlastni podmnozinou B, zapisujeme vyrazem A C B.

Pozndmka: Nékteri autofi pouzivaji zapis A C B pro oznaceni toho, ze A je
podmnozinou B (tj. pfipousti i moznost A = B), a pro oznaceni toho, ze A
je vlastni podmnozinou B, pak pouzivaji zapis A C B.

Pro libovolnou mnozinu A plati A C A. Pro libovolné mnoziny A a B plati,
7e A = B pravé kdyz A C B a B C A. Pro libovolné mnoziny A, B a C
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plati, Ze jestlize A C B a B C C, pak A C C. Pro libovolnou mnozinu A
plati ) C A.

Pro danou mnozinu A muZzeme definovat mnozinu B C A tvofenou témi
prvky mnoziny A, které maji uréitou vlastnost (spliiuji néjakou podminku).
Napiiklad miizeme definovat podmnozinu X mnoziny prirozenych cisel N
tvofenou témi ¢isly, kterd davaji po déleni péti zbytek dvé (tj. takovymi Cisly
x € N, kterd spliuji podminku x mod 5 = 2). Pro definici takové mnoziny
pouzivame nasledujici zapis:

X ={reN]|zxmod5=2}

Pokud je z kontextu zfejmé, z jaké mnoziny A prvky vybirame, je mozné
tuto informaci vynechat a psat naptiklad X = {z | x mod 5 = 2}.

[

Poznamka: Néktefi autofi pouzivaji misto symbolu ‘|’ symbol ‘:” nebo *;’,

takze pisi napt. X = {z € N: 2z mod 5 = 2}.

¢ ‘ 9
7, jiz. definovanych mnozin miizeme vytvaret nové mnoziny pomoci mnozino-
vych operact:

e Prinik mnozin A a B je mnozina

ANB={z|ze€Aax e B}

e Sjednoceni mnozin A a B je mnozina

AUB = {x | x € Anebo z € B}

e Rozdil mnozin A a B je mnozina

A-B={x|zxzecAax¢ B}

Poznamka: Rozdil mnozin A a B se téz nékdy oznacuje jako A\ B.

Priklad: Jestlize A = {a,b,c,d} a B = {b,c,e, f}, pak AUB = {a,b,c,d,e, f},
ANB={b,c} a A— B ={a,d}.

Nékdy jsou vsechny mnoziny, které uvazujeme, podmnozinami néjaké jedné
mnoziny U nazyvané universum. Pokud se napiiklad bavime o mnozinach
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prirozenych cisel, pak je universem mnozina N. Pro dané universum U defi-
nujeme doplnék mnoziny A jako A =U — A.

Pro libovolné mnoziny A, B C U plati de Morganova pravidla:

ANB=AUB AUB=ANB

Mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize nemaji zadny spolecny prvek, tj. jestlize
ANB=10.

Velikost dané mnoziny S se nazyva jeji kardinalita a oznacuje se |S|. V pii-
padé konecné mnoziny, tj. mnoziny majici koneény pocet prvki, je jeji kardi-
nalita pfirozené ¢islo odpovidajici poctu prvki. Kardinalita prazdné mnoziny
je tedy || = 0. Dvé (obecné) mnoziny maji stejnou kardinalitu, jestlize exis-
tuje bijekce (tj. vzajemné jednoznacéné zobrazeni) mezi jejich prvky. (Pozn.: Po-
jem bijekce je podrobnéji definovan v Sekci 1.3).

,Nejmensi® mezi nekoneénymi mnozinami je mnozina N, stejné jako vSechny
mnoziny S, pro néz existuje bijekce mezi S a N (a kde tedy je mozné vSechny
prvky S sefadit a oéislovat piirozenymi ¢isly). Takové mnoziny se nazyvaji
spocetné. (Mezi spocetné mnoziny se nékdy pocitaji i kone¢né mnoziny; uziva
se také termin ,nejvyse spofetnd mnozina“.) Nekoneénd mnozina, kterd neni
spocetna, se nazyva nespocetnd.

Priklad: Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné, mnozina R je nespocetna.

Mnozina vSech podmnozin mnoziny S se nazyva potencni mnozina mnoziny S
a oznacuje se zépisem P(S).

Pokud naptiklad S = {a, b, ¢}, pak
P(S) =10, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

Pokud je mnozina S konec¢na, pak |P(S)| = 2/5I.

Pozndmka: Casto se také pouziva pro oznaceni potenéni mnoziny misto P(.S)
vyraz 25.

Usporddand dvojice prvka a a b, oznacovana (a,b), je formélné definovana
jako mnozina (a,b) = {a,{a,b}}. VSimnéme si, ze na rozdil od mnoziny
u usporadané dvojice zalezi na potradi prvki — (a, b) je néco jiného nez (b, a).
Analogicky mtzeme definovat usporadané trojice, ¢tverice atd.
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Kartézsky soucin mnozin A a B, oznacovany A X B, je mnozina vSech uspo-
fadanych dvojic, kde prvni prvek z dvojice patii do mnoziny A a druhy do
mnoziny B:

Ax B={(a,b) |ac A, be B}

Priklad: {a,b} x {a,b,c} ={(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}

Jestlize A a B jsou konecné mnoziny, pak |A x B| = |A] - |B|.

Kartézsky soucin n mnozin Aq, As, ..., A, je mnozina n-tic
Ay X Ay x - x A, ={(ar,az,...,a,) |a; € A, i =1,2,....n}
Jestlize vsechna A; jsou konecné mnoziny, plati
|A; X Ag X -+ X Apl = |A1] - | A2 -+ - | Ay

Misto kartézského souc¢inu A x A x --- x A, kde se mnozina A vyskytuje
n krat, piseme A". Pro kone¢nou mnozinu A plati |A"| = |A|".

1.2 Relace

Relace na mnozinach Aj, As, ..., A, je libovolnd podmnozina kartézského
sou¢inu A; x Ay X --- x A,,. Relace na n mnozinach se nazyva n-drni relace.
Jestlize n = 2, jedné se o binarni relaci. Jestlize n = 3, jedna se o terndrni
relaci.

V pripadé, ze A = Ay = --- = A,, hovofime o homogenni relaci, v opacném
pripadé o relaci heterogenni.

Kdyz tikame, ze R je n-arni relace na mnoziné A, mame tim na mysli, ze R C
A". Nejcastéji uvazované relace jsou binarni relace. Proto, kdyz fekneme, ze
R je relace na A, mame tim vétSinou na mysli, Ze R je binarni relace na
mnoziné A, tj. R C A x A. Ve zbytku této sekce se zaméfime na binarni
relace.

Jestlize R C A x B je binarni relace, nékdy misto (a,b) € R pouzivame
infixovy zapis a piseme a R b.

Priklad: Relace ,,mensi nez“ na mnoziné prirozenych c¢isel je mnozina

{(a,b) e Nx N |a < b}
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Binarni relace R C A x A je:

e reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a,a) €R,
e ireflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a,a) €R,

e symetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati, Ze pokud (a,b) € R, pak
(b,a) € R,

e asymetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati, ze pokud (a,b) € R,
pak (b,a) € R,

e antisymetrickd, jestlize pro vsechna a,b € A plati, ze pokud (a,b) € R
a (b,a) € R, pak a = b,

e tranzitivni, jestlize pro vSechna a,b,c € A plati, ze pokud (a,b) € R a
(b,c) € R, pak (a,c) € R.

Priklad:
— Relace “=" na N je reflexivni, symetricka, antisymetricka a tranzitivni,
ale neni ireflexivni ani asymetricka.

— Relace “<” na N je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, ale neni
ireflexivni, symetrickd ani asymetricka.

— Relace “<” na N je ireflexivni, asymetrickd, antisymetrickd a tranzi-
) )
tivni, ale neni reflexivni ani symetricka.

Reflexivni uzdvér relace R C A x A je nejmensi reflexivni relace R C A x A
takova, ze R C R'. Pojmem ,nejmensi“ zde mame na mysli to, Ze neexistuje
zadné reflexivni relace R” takova, ze R C R C R'.

Symetricky uzdvér relace R C A x A je nejmensi symetricka relace R C Ax A
takova, ze R C R'.
Tranzitivni uzdvéer relace R C A X A je nejmensi tranzitivni relace R C Ax A
takova, ze R C R'.

Reflexivni a tranzitivni uzdaver relace R C AX A je nejmensi relace R C Ax A
takova, ze R C R’ a R’ je soucasné reflexivni i tranzitivni.
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1.2.1 Ekvivalence

Binéarni relace R na mnoziné A je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.

Jestlize R je ekvivalence na mnoziné A, pak tridou ekvivalence prvku a € A
je mnozina [alp = {b € A | (a,b) € R}, tj. mnozina vSech prvkd s nim
ekvivalentnich. Jestlize je ekvivalence R zfejma z kontextu, piSeme misto
la|g jen [a].

Méjme mnozinu A. MnozZina jejich podmnozin A = {A; | i € I} (pro n&jakou
indexovou mnozinu /) tvoii rozklad na mnoziné A, jestlize:

e vSechny mnoziny A; jsou vzajemné disjunktni, tj. jestlize pro libovolné

A;, A; € Aplati A;NA; =0 pokud i # j, a

e sjednoceni mnozin z A je mnozina A, tj.

A= A
A;eA
Ekvivalence R C A x A definuje na A rozklad {[a]r | a € A}.
Naopak rozklad A = {A; | i € I} na mnoziné A definuje ekvivalenci

R ={(a,b) CAx Ala,be A pro n&aké A, € A}.

1.2.2 Usporadani

Binérni relace R na mnoziné A je (¢dstecné a neostré) uspordddni, jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Binarni relace R na mnoziné A je (cdstecné) ostré uspordddni, jestlize je
asymetricka a tranzitivni. (Pozn.: Z toho, Ze je R asymetrickd plyne, Ze je
také ireflexivni a antisymetricka.)

Pro neostra usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu podobné,
pro ostra usporadani pak symboly jako < a jemu podobné.

Ke kazdému neostrému usporadani R na mnoziné A existuje odpovidajici
ostré usporadani R = R — {(a,a) | a € A}. Naopak ke kazdému ostrému
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usporadéani S na mnoziné A existuje odpovidajici neostré usporadani S’ =
SuU{(a,a)|aec A}

Uspotadani (at uz neostré ¢i ostré) R C A x A je uplné (nebo také linedrni),
jestlize pro vSechna a,b € A plati bud (a,b) € R, (b,a) € R nebo a = b
(tj. pokud neexistuji vzédjemné nesrovnatelné prvky).

Mé&jme libovolné neostré usporadani < na mnoziné A.

e Prvek a € A je minimdlni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
mensi prvek nez a (tj. z x < a plyne x = a).

e Prvek a € A je mazximalni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
vetsi prvek nez a (tj. z a < x plyne a = x).

e Prvek a € A je nejmensi prvek mnoziny A, jestlize je mensi nez vSechny
ostatni prvky v A (tj. pro kazdé = € A plati a < x).

e Prvek a € A je nejuétsi prvek mnoziny A, jestlize je vétsi nez vSechny
ostatni prvky v A (tj. pro kazdé = € A plati x < a).

e Prvek a € A je infimum mnoZiny B (piSeme a = inf B), jestlize a
je nejvetsi ze vsech prvki, které jsou mensi nez vSechny prvky z B,
tj. plati

(Vz e B)(a<z) A (Vb)(Vx € B)(b<z)=0b<a)
e Prvek a € A je supremum mnoziny B (piSeme a = sup B), jestlize a

je nejmensi ze vSech prvki, které jsou vétsi nez vSechny prvky z B,
tj. plati

(Vz € B)(x <a) A (Vb)((Vx € B)(x <b) = a <b)

1.3 Funkce

Funkce f z mnoziny A do mnoziny B je binarni relace f C A x B takova, ze
pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B takové, ze (a,b) € f. Mnozina
A se nazyva definicni obor funkce f, mnozina B se nazyva obor hodnot

funkce f.
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To, ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny B obvykle zapisujeme jako
f:A— B.Misto (a,b) € f obvykle piSeme b = f(a), nebot volbou prvku a
je prvek b jednoznacné urcen. Funkce f : A — B tedy kazdému prvku z A
pfifazuje pravé jeden prvek z B. Jestlize b = f(a), fikdme, Ze a je argumentem
funkce f a ze b je hodnotou funkce f v bodé a.

Pozndmka: VysSe uvedena definice se tyka tzv. totalni funkce, tj. funkce,
jejiz hodnota je definovana pro kazdou hodnotu argumentu. Nékdy ma smysl
uvazovat také tzv. cdstecné (parcidlni) funkce, tj. funkce, jejichz hodnota
neni pro nékteré hodnoty argumentu definovana. Formalné je ¢astecné funkce
f A — B definovana jako relace f C A x B takova, ze pro kazdé a € A
existuje nejvyse jedno b € B takové, ze (a,b) € f. Pokud budeme v dal$im
textu mluvit o funkci a neuvedeme jinak, budeme mit vzdy na mysli funkci
totalni.

Koneénd posloupnost (sekvence) délky n je funkce, jejimz defini¢nim oborem
je mnozina {0,1,...,n — 1}. Kone¢nou posloupnost obvykle zapisujeme tak,
ze vypiSeme jeji hodnoty: f(0), f(1),..., f(n — 1). Nekonecnd posloupnost
(sekvence) je funkce, jejimz definiénim oborem je N. Nekonecnou posloup-

nost nékdy zapisujeme tak, ze uvedeme nékolik prvnich prvkia, za kterymi
nasleduji tii tecky: f(0), f(1),...

Jestlize definicnim oborem funkce f je kartézsky soucin, obvykle vynecha-
vame jeden par zavorek v zapise argumentu funkce f. Pokud naptiklad mame
funkei f: A; x Ay x -+- x A, — B, pak misto b = f((a,as,...,a,)) piSeme
b= f(a1,as,...,a,).

Misto o funkci nékdy téz mluvime o operaci. Specialné, v pripadé funkce f
typu f: Ay X Ay X -+ X A, — B mluvime o n-arni operaci. V pripadé, ze
n = 2, mluvime o bindrni operaci. Jestlize fikame, Ze f je n-arni operace na
mnoziné A, rozumime tim, ze f je funkce typu f : A" — A. Jestlize fikame,
7e f je unarni operace na mnoziné A, rozumime tim, ze f je funkce typu
f:+A— A. Jestlize tikdme, Ze f je binarni operace na mnoziné A, rozumime
tim, ze f je funkce typu f: A x A — A.

Méjme funkci f : A" — A. Mnozina B C A je uzaviend na operaci f, jestlize
Z ai,as,...,a, € B plyne, ze f(ay,aq,...,a,) € B.
Jestlize f : A — B je funkce a b = f(a), pak nékdy také fikame, 7Ze b je

obrazem a. Obrazem mnoziny A’ C A je mnozZina

f(A)={be B|b= f(a) pro néjaké a € A'}.
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Funkce f: A — B je:

e surjektivni (je surjekci, je zobrazenim na), jestlize f(A) = B,
e injektivni (je injekei, je prostd), jestlize z a # a’ plyne f(a) # f(d'),

o bijektivni (je bijekci, je vzadjemné jednoznacénym zobrazenim), jestlize
je soucasné surjektivni i injektivni.

Jestlize funkce f je bijekci, pak funkce inverzni k funkci f, oznac¢ovana f~1,
je definovana takto: f~!(b) = a pravé kdyz f(a) = b.

Predpokladejme nyni funkci f : A x A — A. Funkce f je asociativni, jestlize
pro libovolné prvky a,b,c € A plati

f(f(a> b),C) = f(aa f(bv C)) :

Funkce f je komutativni, jestlize pro libovolné prvky a,b € A plati

f(a’b) :f(baa)'

Prvek z € A je nulovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize pro libovolné
a € A vplati f(z,a) = f(a,z) = z. Prvek e € A je jednotkovgm prvkem
vzhledem k funkei f, jestlize pro libovolné a € A plati f(e,a) = f(a,e) = a.
Da se ukazat, ze ke kazdé funkci existuje nejvyse jeden nulovy a nejvyse jeden
jednotkovy prvek.

Jestlize k funkci f existuje jednotkovy prvek e, pak b € A je inverznim
prvkem k prvku a € A pravé tehdy, kdyz f(a,b) = f(b,a) = e.

Pozndmka: Pro funkce typu f: A x A — A je ¢asto vhodnéjsi pouzivat in-
fixovou notaci a pouzivat jako nazev funkce néjaky specialni symbol. Mé&jme
napiiklad funkci ® : A x A — A. Pak misto ®(a, b) piSeme a ® b. Asociati-
vita ® pak znamenad, Ze pro libovolné a, b, c € A plati (a®b)®@c = a® (b®c),
a komutativita, ze pro libovolné a,b € A plati a ® b = b ® a.

1.4 Grafy

Rozlisujeme dva zakladni typy grafti — orientované a neorientované.
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Orientovany graf G je dvojice (V, E), kde V je koneénd mnozina wvrcholi a
E CV xV je mnozina hran. Orientovany graf mtizeme znazornit obrazkem,
kde vrcholy znazornime jako kolecka a hrany jako Sipky vedouci mezi témito
kolecky. Piiklad takového grafu je na Obrazku 1.1, kde je znazornén graf
G=(V,E), kde V ={1,2,3,4,5,6} a £ = {(1,2), (2,2), (2,4), (2,5), (4,1),
(4,5), (5,4), (6,3)}. Vsimnéme si, ze v orientovaném grafu mohou existovat
smycky — hrany vedouci z vrcholu do ného samého.

[
< | )
W 5 ©
Obrézek 1.1: Ptiklad orientovaného grafu

Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde vyznam V a F je podobny jako
u orientovaného grafu, ale na rozdil od orientovaného grafu je E mnozinou
neuspordadangch dvojic vrchold, tj. hrana v neorientovaném grafu je mnozina
{u,v}, kde u,v € V a u # v. Podobné jako u orientovaného grafu se vsak
obvykle pfi zépisu hrany pouziva notace (u,v) misto {u, v}, s tim, ze v pii-
padé neorientovaného grafu se (u,v) a (v, u) povazuji za jednu a tutéz hranu.
V nékterych definicich neorientovaného grafu nejsou povoleny smycky. Neo-
rientovany graf se znézornuje podobné jako orientovany, na konci car, které
predstavuji hrany vsak nekreslime Sipky. Piiklad neorientovaného grafu je
uveden na Obrazku 1.2. Jednd se o graf G = (V, E), kde V =1{1,2,3,4,5,6}
a E=1{(1,2), (1,5), (2,5), (3,6)}.

Poznamka: Obecné muzeme uvazovat i nekonecné grafy, kde je mnozina
vrcholit nekone¢na. Pokud vSak neuvedeme jinak, pfi pouziti pojmu ,graf*
budeme mit vzdy na mysli koneény graf.

U orientovaného grafu fikdme, Ze hrana (u,v) vychdzi z vrcholu u a vstupuje
do vrcholu v. U neorientovaného grafu fikdme, Ze hrana (u,v) je incidentni
s vrcholy u a v.
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Obrazek 1.2: Priklad neorientovaného grafu

Stupern vrcholu v neorientovaném grafu je pocet hran, které jsou s timto
vrcholem incidentni. V orientovaném grafu je vstupni stupen vrcholu pocet
hran, které do daného vrcholu vstupuji, vystupni stupen vrcholu pocet hran,
které z daného vrcholy vystupuji a stupern vrcholu je soucet jeho vstupniho
a vystupniho stupné.

Grafy G = (V,E) a G' = (V', E') jsou isomorfni, jestlize existuje bijekce
f:V — V' takova, ze (u,v) € E pravé tehdy, kdyz (f(u), f(v)) € E'.

Graf G' = (V', E') je podgrafem grafu G = (V, E), jestlize V' CV a E' C E.
Pro danou mnozinu V' C V je podgraf grafu G indukovany mnozinou vrcholi

V' definovan jako graf G' = (V' E’), kde
E' ={(u,v) € E|u,veV'}.

Mgjme libovolny (at uz orientovany ¢i neorientovany) graf G = (V, E). Sled
je libovolnéd posloupnost vrcholi vy, vq,..., v, kde & > 0 a (v;_1,v;) jsou
hrany (pro i = 1,2,...,k). Tah je sled, v némz se neopakuji hrany. Cesta
je tah, v némz se neopakuji vrcholy. Cyklus je tah vy, vy, ..., vg, kde & > 0,
vg = v a vSechny vrcholy kromé vy a v jsou navzajem razné. V pripadé
neorientovaného grafu se cyklu téz tika kruznice. Délka sledu (tahu, cesty,
cyklu, kruznice) vg, v1, ..., v je k.

Poznamka: Ve vyse uvedenych definicich jsme pripoustéli vzdy nejvyse jednu
hranu mezi kazdou dvojici vrchold. Nékdy je uziteéné povolit mezi dvéma vr-
choly vice nez jednu hranu. Tomuto typu graft se rika multigrafy. V ptipadé
multigrafu by bylo tfeba ponékud upravit definici sledu a dalsich z ného od-
vozenych pojmi (tah, cesta, cyklus) tak, aby zahrnoval informaci o hranéch.
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Sled bychom definovali jako posloupnost

Vo, €1,V1,€2,0V3,...,€Ck, Uk
kde se sti¥idaji vrcholy a hrany (tj. vo,v1,...,vx € V a ej,eq,...,6x € E, a
hrana e; vede z vrcholu v; 1 do v; proi =1,2,... k).

Vrchol v je dosazitelny z vrcholu wu, jestlize existuje cesta z vrcholu u do
vrcholu v, tj. cesta vy, vy, ..., v, kde u = vy a v = vi. VSimnéme si, ze vzdy
existuje cesta délky 0 z vrcholu u do vrcholu u. Pro graf G = (V, E') miZzeme
definovat relaci ,dosazitelnosti“ Rz C V x V jako

Re =A{(u,v) € V xV | v G existuje cesta z v do v}

Vsimnéme si, ze v pfipadé neorientovaného grafu je relace Rg ekvivalenci,
a mnoziny vrcholti jednotlivych souvislych komponent grafu G odpovidaji
tfidam ekvivalence relace Rg.

Neorientovany graf je souwvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
existuje cesta. Mazimdlni souvislda komponenta neorientovaného grafu G je
souvisly indukovany podgraf grafu G, ktery je maximalni vzhledem k relaci
inkluze na mnozinach vrcholfi.

Megjme orientovany graf G = (V, E) a definujme pro néj relaci dosazitel-
nosti R stejné jako v predchozim pripadé. Graf G je silné souwvisly, jestlize
pro kazdou dvojici vrcholt u,v € V plati (u,v) € Rg a (v,u) € Rg. Silné
souvisla komponenta grafu G je silné souvisly podgraf grafu G. VSimnéme
si, ze mnozina maximalnich silné souvislych komponent grafu G indukuje
rozklad na mnoziné vrchold grafu G.

Graf je acyklicky, jestlize neobsahuje cyklus. Neorientovany acyklicky graf se
nazyva les. Souvisly les se nazyva strom. Orientovany acyklicky graf se nékdy
nazyvéa dag (z anglického ,directed acyclic graph).

Uplng graf je neorientovany graf, kde jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.
Méjme neorientovany graf G = (V, E) a mnozinu V’ C V. Mnozina V' tvoii
kliku, jestlize podgraf grafu GG indukovany mnozinou V' je uplny, tj. jestlize
kazdé dva vrcholy z V' jsou v G spojeny hranou. Mnozina V' tvori nezdvislou
mnoZinu, jestlize zadné dva vrcholy z V' nejsou v G spojeny hranou. Nezavislé
mnoziné se téz nékdy rika antiklika.

Bipartitni graf je neorientovany graf G = (V) E), kde V mtZzeme rozdélit do
dvou disjunktnich mnozin V3, V; takovych, Ze pro libovolnou hranu (u,v) € E
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plati bud v € V] a v € V5 nebo u € V5 a v € V4, tj. hrany vedou jen mezi V;
a V5.

1.5 Stromy

Pripomenme, Ze strom je souvisly acyklicky neorientovany graf.

Méjme neorientovany graf G = (V, E). Vsechna nésledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni v tom smyslu, Ze z platnosti libovolného z nich plyne i platnost vsech
ostatnich. Tato tvrzeni zachycuji nékteré dulezité vlastnosti stromii:

e (7 je strom.
e Libovolné dva vrcholy grafu GG jsou spojeny pravé jednou cestou.

e (& je souvisly, ale po odebrani libovolné hrany z F uz vysledny graf
souvisly neni.

e G je souvisly a |E| = |V|— 1.
e G je acyklicky a |E| = |V| — 1.

e (G je acyklicky, ale pridanim libovolné hrany do E vznikne cyklus.

Korenovy strom je strom, kde je jeden z vrcholtl oznacen jako koren stromu.

Uvazujme kofenovy strom 7' s korenem r a jeden z jeho vrcholli z. Z vlastnosti
(obecnych) stromt plyne, Ze existuje pravé jedna cesta z r do . Libovolny
vrchol y lezici na této cesté je predchidcem vrcholu x. Jestlize y je predchiid-
cem x, pak x je ndslednikem y. (VSimnéme si, Zze vrchol je svym vlastnim
predchtidcem i néaslednikem.) Vrchol y je rodicem vrcholu x, jestlize y je po-
slednim pfedchtidcem z na cesté z r do z (tj. hrana (y, z) je posledni hranou
na této cesté). Vrchol x je potomkem vrcholu y, jestlize y je rodi¢em x.

Koren r je jedinym vrcholem, ktery nemé rodice. Vrchol, ktery nemé zadné
potomky, se nazyva list. Vrchol, ktery neni listem, se nazyva vnitrni vrchol.

Délka cesty z korene r do vrcholu x se oznacuje jako hloubka vrcholu x.
(Kofen mé tedy hloubku 0.) Vgska vrcholu z je délka nejdelsi cesty z = do
nekterého z jeho néslednikii. Vyska stromu je vyska kofene stromu. Vsim-
néme si, ze vyska stromu je totéz co maximalni hloubka vrcholu ve stromé.

Podstrom stromu 7" s kofenem ve vrcholu x je podgraf grafu 7' indukovany
mnozinou vSech naslednikt vrcholu x (véetné x), kde z je zvolen jako kofen.
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Usporddany strom je kofenovy strom, ve kterém jsou potomci kazdého vr-
cholu sefazeni.

Bindrni strom je kofenovy strom, ve kterém méa kazdy vrchol x nejvyse dva
nasledniky, pficemz pokud méa nasledniky dva, tak jeden z nich je oznacen
jako jeho levy potomek a druhy jako jeho pravy potomek, a pokud mé na-
slednika jediného, tak ten je oznacen bud jako jeho levy nebo jako jeho pravy
potomek. Prirozené pak mizeme mluvit o levém a pravém podstromu.

Uplng k-drni strom je strom, kde vSechny vnitini vrcholy maji pravé & po-
tomkti a vSechny listy maji stejnou hloubku. Uplny bindrni strom je tplny
2-arni strom. Jestlize je vyska uplného k-arniho stromu h, pak tento strom
obsahuje k" list@i a poéet jeho vnitinich vrchold je

kh—1
E—1

h—1
Ltk k4B =) Tk =
=0

Uplny bindrni strom vysky h tedy obsahuje 2" list a 2" —1 vnitinich vrchold.

1.6 Vyrokova logika

Predpokladejme, ze mame danu mnozinu atomickych vyrokoviych symbolu At
(struénéji nazyvame prvky mnoziny At vyrokové symboly nebo atomy), ktera
neobsahuje zadny ze symbolt -, A, V, =, < (,). Symboly =, A, V, =, & pied-
stavuji logické spojky a nazyvaji se negace (—), konjunkce (N), disjunkce (V),
implikace (=) a ekvivalence (&).

Mnozina vSech wvgrokoviych formuli je nejmensi mnozina vSech vyrazi se-
stavenych z prvki mnoziny At U {—,A,V,=,<, (,)}, spliujici nésledujici
podminky:

e kazdy vyrokovy symbol z mnoziny At je vyrokova formule,
e je-li p vyrokova formule, pak i —¢ je vyrokova formule,

e jsou-li ¢ a 9 vyrokové formule, pak i (¢ A ), (¢ V), (¢ = ¢) a
(¢ < 1) jsou vyrokové formule.

Abychom se vyhnuli zapisu velkého poctu zévorek, pouzivaji se nasledu-
)
jici konvence, které umoznuji ¢ast zavorek vypustit: Neni tfeba psat vnéjsi
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par zavorek. Je definovana priorita logickych spojek v nasledujicim poradi
=, A, V,=, < (tj. nejvyssi prioritu ma — a nejnizsi <) — spojky s vyssi pri-
oritou vazou silngji. Implikace = je asociativni smérem doprava (tj. formuli
1 = Ty = x3 = y chidpeme jako 1y = (23 = (23 = y))). Logické spojky A
a V jsou asociativni, tj. Ay A z je totéz jako (x Ay) Az nebo z A (y A z), a
xVyVzjetotéz jako (x Vy)V z nebo zV (y V 2).

Poznamka: Pro negaci se téz nékdy pouziva symbol ~, pro konjunkci sym-
bol &, pro implikaci symboly — a D, a pro ekvivalenci symboly < a =.

Pravdivostni (booleovské) ohodnocent je libovolna funkce v : At — {0,1}.
Hodnoty 0 a 1 predstavuji pravdivostni hodnoty — 0 nepravdu a 1 pravdu.
Misto 0 a 1 také nékdy pouzivame ve stejném vyznamu hodnoty FALSE a
TRUE. Pravdivostni hodnotu, ktera je pfitazena formuli ¢ pii daném pravdi-
vostnim ohodnoceni v oznacujeme [¢], a definujeme:

z], = v(x) pro x € At,

[
o [~p], =1, pravé kdyz [¢], =0,
o [p AV, =1, pravé kdyz [¢], = 1 a [{], = 1,
o [p V], =1, pravé kdyz [¢], = 1 nebo [¢], =1,
e [p = 1], =1, pravé kdyz [p], = 0 nebo [¢], = 1,
o [p e ¢l =1, pravé kdyz [g], = [],.

Vyse popsany vyznam logickych spojek je mozné znazornit pomoci nasle-
dujicich pravdivostni tabulek (poznamenejme, Ze u spojek, které maji dva
operandy se fadky tabulky vztahuji k levému operandu a sloupce k pra-
vému):

- A0 1 vV]o 1 = |0 1 &0 1
0]1 0[]0 0 00 1 01 1 01 0
1[0 10 1 11 1 10 1 1]0 1

Poznamka: Ne vSechny logické spojky je tfeba definovat jako zakladni. Mi-
zeme vybrat jen nékteré z nich a zbylé pak definovat pomoci nich. Naptiklad
bychom mohli vzit jako zakladni logické spojky pouze = a A. Formule ¢ V ¢
je pak definovana jako zkratka pro —(—p A =), formule ¢ = 1) jako zkratka
pro ¢ V ¢ a formule ¢ < 1) jako zkratka pro (¢ = ) A (¥ = ).
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Dale se nekdy zavadi specidlni logické konstanty T a L oznacujici pravdu a
nepravdu, které se syntakticky pouzivaji stejné jako vyrokové atomy, ovsem
s tim, Ze pii kazdém ohodnoceni v plati [T], = 1 a [L], = 0. Konstanty
T a 1 mizeme povazovat za ,nularni“ logické spojky. Formalné je mizeme
definovat jako zkratky zastupujici formule (z V —zx) a (x A —z).

Vyrokové formule ¢ a 1) jsou logicky ekvivalentni, jestlize pro kazdé ohodno-
ceni v plati [¢], = [¢],.

Vyrokova formule ¢ je splnitelnd, jestlize existuje ohodnoceni v takové, ze
[¢], = 1. Formule ¢ je tautologii, jestlize pro kazdé ohodnoceni v plati
[¢], = 1. Formule ¢ je kontradikci, jestlize pro kazdé ohodnoceni v plati
[¢], = 0. Tautologie je tedy logicky ekvivalentni formuli T a kontradikce je
logicky ekvivalentni formuli L.

Literdl je formule tvaru x nebo —x, kde x € At. Disjunkce nékolika literali
se nazyva klauzule. O formuli, ktera je konjunkci klauzuli fikame, Ze je v kon-
Jgunktivni normalni formé. Formule je v disjunktivni normadlni formé, jestlize
je disjunkci formuli, z nichz kazda je konjunkci literali.

Kazda vyrokova formule je ekvivalentni s néjakou formuli v konjunktivni
normalni formé a s néjakou formuli v disjunktivni normalni formeé.

1.7 Dalsi znacdeni

Pokud z je realné ¢islo, |x| oznacuje nejvétsi celé ¢islo y takové, ze y < x.
Podobné [z] oznacuje nejmensi celé ¢éislo y takové, ze y > x. Jinymi slovy,
zapis |z | oznacuje zaokrouhleni ¢isla x ,,dold“ na nejblizsi celé ¢islo a zapis
[x] zaokrouhleni ¢isla z ,nahoru®.

Priklad: |3.14] =3, [3.14] =4, |-3.14] = —4, [-3.14] = -3

1.8 Cviceni

Otazky:

OTAZKA 1.1: Je mnozina vSech ¢isel vyjadritelnych datovym typem double
v jazycich jako C nebo Java konecna?
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OTAZKA 1.2: Je mnozina vSech prvocisel konecnd?

OTAZKA 1.3: Je mnozina vSech prvocisel spocetna?

OTAzZKA 1.4: Jak byste do jedné posloupnosti sefadili v8echna celd ¢isla?
OTAzZKA 1.5*: Jak byste do jedné posloupnosti sefadili vSechna racionalni

éisla?

CVICENI 1.6: Pro kazdy z nasledujicich formalnich zapist mnoZin uvedte

(svymi slovy), jaké prvky dand mnozina obsahuje:

a) {1,3,5,7,..}
b) {...,—4,-2,0,2,4,..}

d

)
)
c) {n | n = 2m pro néjaké m € N}
) {n | n = 2m pro néjaké m € N a n = 3k pro n&jaké k € N}
)

e) {neZ|n=n+1}

CVICENI 1.7: Popiste vhodnym forméalnim zapisem nésledujici mnoziny:

a) Mnozina obsahujici ¢isla 1, 10 a 100.
b) Mnozina obsahujici vSechna celd ¢isla vétsi nez 5.

d

¢) Mnozina obsahujici vSechna pfirozena ¢isla mensi nez 5.
) Mnozina neobsahujici Zadné prvky.

e) Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny X.

CVICENI 1.8: Uvazujme mnoziny A = {x,y,z} a B = {x,y}.

a) Je A podmnozinou B?

b) Je B podmnozinou A?
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c) Coje AUB?
d) Coje ANB?
e) Coje Ax B?

f) Co je P(B)?

CVICENI 1.9: Necht X = {1,2,3,4,5}aY = {6,7,8,9,10}. Unérni funkce f :
X — Y a binarni funkce g : X X Y — Y jsou popsany nasledujicimi tabul-
kami:

n | f(n) g6 7 8 9 10
1] 6 1/10 10 10 10 10
21 7 27 8 9 10 6
3| 6 3/!7 7 8 8 9
41 7 419 8 7 6 10
5| 6 5/6 6 6 6 6

a) Jakd je hodnota f(2)?

b) Co defini¢nim oborem a oborem hodnot funkce f?
c) Jaka je hodnota ¢(2,10)7

d) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce g?

e) Jaka je hodnota g(4, f(4))?

CVICENT 1.10: Uvedte priklad relace, ktera je:

a) Reflexivni a symetricka, ale neni tranzitivni.
b) Reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

c¢) Symetricka a tranzitivni, ale neni reflexivni.
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CVICENTI 1.11: Kde je chyba v nésledujicim ,dtkazu“ toho, ze vSichni koné
maji stejnou barvu?

TVRZENI: Pro libovolnou mnozinu n ko plati, Ze vSichni koné v této mno-
ziné maji stejnou barvu.

Diikaz: Indukcei podle n.

e Baze: Pro n = 1 tvrzeni zjevné plati, protoze v mnoziné obsahujici
praveé jednoho koné maji vSichni koné stejnou barvu.

e Indukéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = k pro néjaké
k > 1. Ukadzeme, ze pak platiipron = k+1. Vezméme néjakou mnozinu
K obsahujici £+ 1 konii. Z této mnoziny odebereme jednoho koné, ¢imz
dostaneme néjakou mnozinu K; obsahujici £ kont. Podle indukéniho
predpokladu maji vSichni koné v K; stejnou barvu. Nyni vratime koné¢,
kterého jsme pfedtim odebrali, a odebereme néjakého jiného koné, ¢imz
dostaneme mnozinu K, obsahujici k£ kont. Stejné jako v predchozim
pripadé maji podle indukéniho pfedpokladu vsichni koné v K stejnou
barvu. Z toho plyne, Ze vSichni koné¢ v mnoziné K maji stejnou barvu.

CVICENT 1.12: Mé&me neprazdnou koneénou mnozinu X, kde |X| = n. Uva-
zujme posloupnost ekvivalenci na této mnoziné =y, =1, =, ..., kde kazda
nasledujici ekvivalence je zjemnénim ptredchozi ekvivalence, tj. pro libovolné
1 > 0 plati, ze z x =,1 y plyne x =; y.

Ozna¢me [z]; t¥idu ekvivalence =;, do které patii prvek z, tj. [z|; = {y €
X | y = z}. Definuje mnozinu C' jako mnozinu vsech tfid vSech téchto
ekvivalenci, tj.

C=J{lz]i |z € X}

i>0
a) Dokazte, ze |C] < 2n — 1.

b) Ukazte, Ze pro libovolné n > 1 muZe nastat rovnost |C| = 2n — 1.

CVICENT 1.13: Co nejvice zjednoduste dva nésledujici vyrazy:

n

> (2k-1) ﬁ2-4’f

k=1
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CVICENT 1.14: n-té harmonické ¢islo je definovano predpisem
"1
Hy=) z
k=1
Ukazte, ze pro vSsechna n > 1 plati

In(n+1)< H,<Ilnn+1

CVICENT 1.15%:
a) Ukazte, Ze mnozina vSech raciondlnich ¢isel Q je spocetna. (Ukazte, ze
existuje bijekce z mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny Q.)

b) Predpoklddejme, Ze mnozina X je spocetna. Ukazte, Ze mnozina vSech
konec¢nych posloupnosti prvkia z X je spocetna.

c) Ukazte, Ze mnozina vSech realnych ¢isel R nespocetna.

d) Ukazte, ze pro libovolnou nekoneénou spocetnou mnozinu X plati, Ze
mnozina P(X) je nespocetna.

CVICENI 1.16: Uvedte priklad usporddani na mnoziné prirozenych disel,
které neni iplnym usporadanim.

CVICENI 1.17: Predpokladejme, Ze n > 1 je n&jaké dané pfirozené ¢islo.
Ukazte, zZe relace
a=b (mod n)

je ekvivalence.

Pozndmka: Zapisa =b (mod n) znamend, ze a i b davaji po déleni n stejny
zbytek, tj. (a mod n) = (b mod n).
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CVICENT 1.18: Necht S je koneénd mnozina a R C S x S ekvivalence. Ukazte,
ze pokud relace R je soucasné také antisymetrickd, pak jeji tfidy ekvivalence
jsou jednoprvkové mnoziny.

CVICENT 1.19: Je nésledujici tvrzeni pravdivé? Vyskytuje se v jeho dikazu
néjaka chyba?

TVRZENI: Jestlize je relace R symetricka a tranzitivni, pak je i reflexivni.
Diikaz: Diky symetrii plati pro libovolné dva prvky a a b, ze z aRb plyne

bRa. Diky tranzitivité z toho plyne aRa, ¢imz je dikaz hotov.

CVICENT 1.20: Piedpokladejme, Ze A a B jsou kone¢né mnoziny a f : A — B
je funkce. Ukazte, zZe:

e Jestlize f je injektivni, pak |A| < |B|.

e Jestlize f je surjektivni, pak |A| > |B|.

CVICENI 1.21: Je funkece f(x) = z+1 bijekci na mnoZiné ptirozenych ¢isel N7
A na mnoziné celych c¢isel Z?

CVICENI 1.22*: Navrhnéte a podrobné popiste algoritmus, ktery Fesi nasle-
dujici problém:

Vstup: Orientovany graf G = (V, E), vrchol s € V.

VYSTUP: Mnozina vSech vrcholt dosazitelnych z s.

Kolik operaci vas algoritmus zhruba provede, jestlize dostane na vstupu graf,
ktery ma n vrchold a m hran?

CVICENTI 1.23: Uvazujme néjaky binarni strom 7', kde kazdy vrchol, ktery
neni listem, ma dva potomky. Jakou minimélni a maximalni vysku mtize mit
strom T, jestlize mé celkem n vrchold? (Vyskou stromu myslime vzdalenost
od kofene k nejvzdélenéjsimu vrcholu.)

CVICENT 1.24: Ukazte, ze bindrni strom, ktery mé n listii, ma n — 1 vrcholt
stupné 2 (tj. vrchold, které maji 2 potomky).



Kapitola 2

Formalni jazyky

Cile kapitoly:

e Sezndmeni se s pojmy jako (formdlni) abeceda, slovo, formalni jazyk a
s operacemi na slovech a jazycich.

2.1 Formalni abeceda a jazyk

Teoreticka informatika poskytuje formélni zaklady a nastroje pro praktické
informatické aplikace (jako programovéni ¢ softwarové inZenyrstvi). Jednim
z jejich dtlezitych tkol je matematicky popsat rtzné typy algoritmickych
problémi a vypoéti. Pro matematicky popis vstupt a vystupi problému (vy-
pocti) je uzitené nejprve zavést pojmy jako jsou abeceda, slovo, (formalni)
jazyk.

Pouzita symbolickd abeceda pro vstupy a vystupy vypoctt zavisi na do-
hodnuté formé zapisu. V pocitacové praxi vyuzivame napr. binarni abe-
cedu {0,1}, hexadecimali abecedu {0,1,...,9,A,..., F} nebo ,textovou*
abecedu typu ASCII ¢i novéji UTF-8. Matematicky mtizeme za abecedu pova-
zovat libovolnou (dohodnutou) koneénou mnozinu symboli; pfevody zapisi
mezi riznymi abecedami jsou pfimocaré. (V konkrétnim pfipadé obvykle vo-
lime abecedu, ktera se pfirozené hodi k danému problému.)

Dilezitym pojmem je ,slovo®, coz znamena libovolny konec¢ny fetézec sym-
bolii nad danou abecedou; pokud je v abecedé¢ mezera, nemé zadny zvlastni

29
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vyznam. (Jakkoli vymezend) mnozina slov se nazyva (formalnim) ,, jazykem*.
Uvedené pojmy nyni presné nadefinujeme a zaroven zavedeme dilezité ope-
race s formalnimi jazyky.

Definice 2.1

Abecedou myslime libovolnou koneénou mnozinu, obvykle oznac¢ovanou X
. Prvky ¥ nazgyvame symboly (pismena, znaky) této abecedy. (Napt. ¥ =
{0,1}.)

Slovem nad abecedou ¥ rozumime libovolnou konecnou posloupnost prvki
mnoziny X, naptiklad ,a,b,b,a,b“, pricemz tuto posloupnost piseme bez ¢arek
jako ,abbab“.

Prazdné slovo ,,“ je také slovem a znaci se e.

Znacent: Znaky abecedy obvykle znac¢ime malymi pismeny ze zacatku abe-
cedy (a,b,c,...) s pfipadnymi indexy apod. Slova obvykle pojmenovavame
malymi pismeny z konce abecedy (u,v,w,...). Vyrazem ¥* znac¢ime mnoZinu
vSech slov na abecedou ¥ a ¥ mnoZinu vsech neprdzdniych slov v abecedé

Y. (Je tedy &* =¥t U {e}.)

Poznamka: Mnozina vSech slov nad kone¢nou abecedou je vzdy spocetné —
staci vSechna slova usporadat nejprve podle délky a pak podle abecedy mezi
slovy stejné délky. Tim budou vSechna slova napsana do jedné posloupnosti,
ve které je lze po fadé ocislovat pfirozenymi cisly.

Napf. pro X = {0, 1} (s abecednim uspofadanim 0 < 1) lze prvky ¥* genero-
vat v poradi ¢,0,1,00,01,10,11,000,001,.... Prislusné usporadani budeme
oznacovat <y, (napf. 11 <z 001).

Znaceni: Délku slova w, tj. pocet pismen ve w, zna¢ime |w|. Symbolem |w|,
oznacujeme pocet vyskyttt symbolu a ve slové w.

Znaceni: Pro zjednoduseni zapisu slov nékdy pouzivame ,exponenty® u znaki,
kde ,,x*“ znamena k opakovani znaku z za sebou. Napiiklad zapis ,a®bcta®
je zkratkou pro slovo aaabcccca.

Prirozenou operaci se slovy je jejich spojeni za sebou do jednoho vysledného
slova.

Definice 2.2
Zretézent slov u = ajas . ..a,, v = biby...b, oznaCujeme u - v, struénéji uw,
a definujeme uv = ajas . ..a,bibs...b,. Vyrazem u" oznacujeme n-nasobné
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zietézeni slova u; tedy v = ¢, u! = u, u? = vu, u® = wuu atd.

Pozndmka: Uvédomme si, ze operace zietézeni slov je asociativni (tzn. (u -
v) -w = u- (v-w)); proto je napf. zapis u - v - w jednoznacny i bez uvedeni
zavorek.

Nékdy potiebujeme mluvit jen o urcitych ¢astech slova. Usek znaki, kterym
néjaké slovo zacina, budeme nazyvat predponou, neboli odborné prefixem.
Obdobné se tsek znakt, kterym slovo konéi, budeme nazyvat piiponou, od-
borné sufixem. Jakoukoliv ¢ast slova budeme nazyvat podslovem.

Definice 2.3
e Slovo t je prefixem slova z, pokud lze psat z = tu pro néjaké slovo wu.

e Slovo u je sufizem slova z, pokud lze psat z = tu pro néjaké slovo t.

e Slovo u je podslovem slova z, pokud lze psat z = tuv pro néjaké slova t
av.

Priklad: Vezméme si naptiklad slovo ,abcadbcdc®. Pak slovo ,,abc® je jednim
z jeho prefixti, kdezto ,bc“ prefixem neni. Naopak ,bcdc” je jednim z jeho
sufix. VSechna tii uvedena slova jsou jeho podslovy. Prazdné slovo ¢ je
prefixem, sufixem a samoziejmé i podslovem kazdého slova.

Definice 2.4
Formalnt jazyk, struéné jazyk nad abecedou X je libovolnéd podmnozina slov
v abecedé ..

Znaceni: Jazyky obvykle oznacujeme L (s indexy); pro jazyk L nad abecedou
Y je tedy L C X%,

Poznamka: Rikame-li pouze ,jazyk®, rozumime tim, Ze prislusna abeceda je
bud zfejmé z kontextu nebo na ni nezalezi.

CVICENT 2.1:

a) Vypiste vSechna slova v abecedé {a, b}, kterd maji délku 3.

b) Napiste explicitné slovo u (posloupnost pismen), které je urceno vyrazem
(ab)® - ba - (bba)? (slovo u je tedy vysledkem provedeni operaci uvedenych
ve vyrazu).
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c¢) Vypiste vechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abecedé

{0,1}).
d) Vypiste vSechny prefixy slova 0010. (Je jich pét!)

e) Vypiste vSechny sufixy slova 0010. (Je jich pét!)

Pozndmka: Na rozdil od piirozeného jazyka (CeStiny) budou nase jazyky
obvykle obsahovat nekone¢né mnoho slov, budou to tedy nekonecné jazyky.
Jako priklad si lze pfedstavit mnozinu L vSech moznych vét, které lze gra-
maticky spravné v Cestiné vytvorit (takova véta je pak slovem formalniho
jazyka L).

Poznamka: Byt v praktickych pfipadech méa abeceda napt. desitky prvki,
v nasich pfikladech bude abeceda ¢asto (jen) dvouprvkova (vétsinou {a, b} ¢
{0,1}). Uvédomme si, Ze to neni zasadni omezeni, jelikoZ pismena viceprvkové
abecedy lze prirozené zakédovat fetézci dvouprvkové abecedy.

Kontrolni otdzka: Jak dlouhé fetézce byste pouzili napt. pti kédovani 256-ti
prvkové abecedy?

Priklad: Ptiklady formalnich jazykt nad abecedou {0,1} jsou:

o L; ={e,01,0011,1111,000111}

e L, je mnozina vSech (koneénych) posloupnosti v abecedé {0, 1} obsa-
hujicich stejné 0 jako 1, tedy Ly = {w € {0,1}* | |w|o = |w|1}

o L3 ={we{0,1}*] cislo s bindrnim zapisem w je délitelné 3}

Jazyk L je zde konec¢ny, kdezto zbylé dva jsou nekonecné. Slovo 101100 patii
do jazyka Lo, ale 10100 do Ly nepatii, nebot obsahuje vice nul nez jednicek.
Slovo 110 binarné vyjadiuje ¢islo 6, a proto patii do jazyka L3, kdezto 1000
vyjadiujici 8 do L3 nepatri.
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2.2 Neékteré operace s jazyky

Neékdy mutze byt vyhodné definovat slozitéjsi jazyk prostiednictvim dvou
jednodussich a néjaké operace, ktera je spoji. Protoze jsou jazyky defino-
vany jako mnoziny, miizeme pouzivat bézné mnoZinové operace (definované
v Sekci 1.1). Tedy napf. prunik dvou jazyki nam da zase jazyk. Dale mizeme
definovat nové operace specialné pro praci s jazyky. Konkrétné tedy pii praci
s formalnimi jazyky pouzivame nejcastéji nasledujici matematické operace:

e Bézné mnozinové operace sjednoceni K UL, prinik KNL, rozdil K — L
nebo doplnék L (rozumi se pro pfislusnou abecedu %, tj. L = ¥* — L).

o Zretézeni dvou jazyki K - L = {uv | u € K,v € L}, tj. jazyk vSech
slov, které zacinaji néjakym slovem z K a pokracuji libovolnym slovem
z L.

e [terace jazyka L, znacena L*, ktera je definovana rekurentné pomoci
ziretézeni

LO={e}, ' =L, "' =L"-L,celkem [* = LPUL'UL*UL3U...,

tj. jazyk vSech slov, ktera lze rozdélit na nékolik c¢asti, pricemz kazda
z nich patii do L.

Pozndmka: Vsimnéme si, Ze operace zietézeni dvou jazykt neni komutativni,
tj. obecné nelze zaménit poradi K - L # L - K.

Poznamka: Formalné lze L* definovat také napf. takto: L* = {w | ex. n >0
a slova uy, ug, ..., u, € L tak, ze w = ujus ... uy, }.

Vsimnéte si, Ze znaceni pro iteraci L* odpovida znaceni mnoziny vSech slov
>* nad abecedou ¥ — abeceda samotna je mnozinou vsech jednopismennych
slov, ptitom jejich iteraci vzniknou vSechna konecna slova.

Definice iterace nam také ikd, ze prazdné slovo do ni patii vzdy (vznikne
wzietézenim nula slov z L¢).

Déle si v§imnéme, ze napi. (* = {¢}, (L*)* = L* apod.

Priklad: Uvedme si nasledujici ukazky operaci s jazyky nad abecedu {0, 1}:
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a) Sjednocenim jazyka Lo vSech slov obsahujicich vice 0 nez 1 a jazyka L,
vsech slov obsahujicich vice 1 nez 0 je jazyk vSech slov majicich pocet 1 rtizny
od poctu 0.

b) Co vznikne zfetézenim Lg - Ly jazyku z predchozi ukazky (a)? Patii sem
vSechna mozna slova?

Vsechna slova do tohoto jazyka nepatii, napiiklad snadno najdeme 10 ¢
Lg-L1. Obecny popis celého zietézeni vSak neni tiplné jednoduchy. Dle definice

do tohoto zfetézeni patii vSechna slova, ktera lze rozdélit na pocatecni tisek
majici vice 0 nez 1 a zbytek majici naopak vice 1 nez 0.

c) Je pravda, %e Lo - Ly = Ly - Ly v pfedchozi ukazce?
Neni, napiiklad, jak uz bylo uvedeno, 10 & Lg - Ly, ale snadno 10 € Ly - L.
d) Co vznikne iteraci jazyka L, = {00,01,10,11}7

Takto vznikne jazyk Lj vSech slov sudé délky, véetné prazdného slova. Zda-
vodnéni je snadné, slova v L3 musi mit sudou délku, protoze vznikaji postup-
nym zietézenim usekt délky 2. Naopak kazdé slovo sudé délky rozdélime na
useky délky 2 a kazdy tsek bude mit ziejmé jeden z tvart v Ls.

Dalsi zajimavou operaci definovanou pro jazyky je zrcadlovy obraz.

Definice 2.5
Zrcadlovy obraz slova u = ajas...a, je u
jazyka L je L* = {u | Jv € L :u = v}

R — a,an_1...a1, zrcadlovy obraz

Pyiklad: Zrcadlovym obrazem jazyka L, = {c,a,abb,baaba} je jazyk LI =
{e, a, bba, abaab}.

Zrcadlovym obrazem jazyka L, = {w | |w|, mod 2 = 0} je jazyk Lo, neboli
LE = L.

Otazky:

OTAZKA 2.2: Mizeme mnozinu vSech pfirozenych ¢isel povazovat za abecedu
v naSem smyslu?

OTAZKA 2.3: MlZeme mnozinu vSech pfirozenych ¢isel (alesponi v néjaké
reprezentaci) povazovat za formalni jazyk v nasem smyslu?
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OTAZKA 2.4: Lze operacemi sjednoceni nebo zietézeni z koneénych jazyku
vytvorit nekonecény jazyk?

OTAZKA 2.5: Jaky je rozdil mezi prazdnym jazykem () a prazdnym slovem &7
OTAzKA 2.6*: Kdy iteraci jazyka L vznikd jen koneény jazyk?
OTAZKA 2.7*: Rozmyslete si, pro¢ dvoji iteraci jazyka nevznikaji uz nova

slova, neboli pro¢ L* = (L*)*.

CVICENT 2.8: Ktera slova jsou zéaroveii prefixem i sufixem slova 1011101107
(Najdete vSechna tfi takova?)

CVICENI 2.9: Vypiste slova ve zfetézeni jazyka {110,0111} - {01,000}.

CvVICENT 2.10: UvaZzujme jazyky

Ly = {w € {a,b} | w obsahuje sudy pocet vyskyti symbolu a},

Ly = {w € {a,b} | w za¢ina a kondi stejnym symbolem }.

Vypiste prvnich Sest slov (rozumi se v usporadéni < ) postupné pro jazyky

LiULy, LiN Ly, Ly — Lo, L.

CVICENT 2.11: Najdéte dva rtzné jazyky, které komutuji v operaci zietézeni,
tj. Ly - Lo = Lo - L.

CVICENI 2.12*: Co vznika iteraci jazyka {00, 01, 1}7 Patii tam vSechna slova
nad {0,1}7

CVICENI 2.13**: Dokazte ¢i vyvratte obecnou platnost néasledujicich vztahi:
[ ] L1 . L2 - L2 . L1
® Ll(L2 U Lg) = L1L2 U Lng
o (LiULy)*=Li(Ly- LY)*
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2.3 Cviceni

CVICENI 2.14: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L; je jazykem
vSech téch slov obsahujicich nejvyse pét znakt 1 a Ly je jazykem vsSech téch
slov, ktera obsahuji stejné 0 jako 1. Kolik je slov v priniku Ly N Ly?

CVICENI 2.15: Uvazujme jazyky nad abecedou {a, b}. Vypiste vSechna slova
ve zietézeni jazyka Ly = {e,abb,bba} a Ly = {a,b, abba}.

CVICENI 2.16: Uvazujme jazyky nad abecedou {c,d}. Necht Ly je jazyk
vSech téch slov, kterda obsahuji rtizné pocty vyskytt symbolu ¢ a vyskyti
symbolu d. Popiste slovné zfetézenilg - L.

CVICENI 2.17: Zjistéte, které z néasledujicich dvou vztahi jsou platné pro
vSechny jazyky Li, Lo:

a) (Ll ULQ) 'L3 = (Ll : Lg) U (L2 . Lg) ?
b) (LiNLy)*=LiNL;?7?

CVICENT 2.18: Predstavme si nasledujici elektricky obvod s dvéma prepinaci
A a B. (Pfepinace jsou provedeny jako areta¢ni tlac¢itka, takze jejich polohu
zvnéjsku nevidime, ale kazdy stisk je pfehodi do druhé polohy.) Na pocatku
zarovka sviti. Pokusme se schematicky popsat, jaké posloupnosti stiski A, B
vedou k opétovnému rozsviceni zarovky.

ju
|
Y
N e S

CVICENT 2.19: Obdobné jako v predchozim piikladé si vezméme nésledujici
obvod s prepina¢i A, B, C a jednou zarovkou. (Pfepina¢ C' ma dva spoleéné
ovladané kontakty, z nichZ je spojeny vzdy praveé jeden.) Na pocatku Zarovka
nesviti. Jaké posloupnosti stiski A, B, C' vedou k rozsviceni zarovky?
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CVICENI 2.20: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Vypiste vSechna slova
ve zretézeni

{0,001, 111} - {=,01,0101}

CVICENI 2.21: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Popiste (slovné) jazyk
vznikly iteraci {00, 111}*.

CVICENI 2.22: UvaZzujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L; je jazykem
vSech téch slov obsahujicich nejvyse jeden znak 1 a Ly je jazykem vsech
téch slov, kterd se ¢tou stejné zepfedu jako zezadu (tzv. palindromi). Ktera
vSechna slova jsou v pruniku Ly N Ly?

Pozndmka: Pozor, prinik obou jazyki je nekonecny.
CVICENI 2.23: Pro¢ obecné neplati (L; N Ly) - Ly = (Ly - Ls) N (L - L3)?

CVICENI 2.24: Navrhnéte obvod s tfemi piepinaci a zarovkou majici vice
nez jeden vnitini svitici i nesvitici stav.

CVICENI 2.25%: Uvazujme jazyky nad abecedou {a,b}. Necht L, je jazyk
vSech téch slov, ktera obsahuji vice a nez b, a L; je jazyk vSech téch slov,
ktera obsahuji vice b nez a. Jaky jazyk vznikne zfetézenim L, - L;?

CVICENI 2.26*: Jazyk L, obsahuje 6 slov a jazyk L, obsahuje 7 slov. Kolik
nejméné slov musi obsahovat zietézeni Ly - Lo?

CVICENI 2.27: Pro¢ obvod s tfemi (dvoupolohovymi) pfepinaci a zarovkou
nemuize mit vice nez 8 vnitfnich stava?
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Kapitola 3

Konecné automaty

Cile kapitoly:

e Seznameni se s pojmem konec¢ného automatu, specialné jako s pro-
stfedkem rozpoznévani posloupnosti symbolu spliiujicich ur¢ité (jedno-
duché) podminky.

e 7Zvladnuti navrhu elementarnich automatt a jednoduchych algoritmi
zjistujicich vlastnosti automati.

vvvvvv

pem.

Koneény automat je systém (¢ model systému), ktery mize nabyvat kone¢né
mnoho (obvykle ne ,pfili§ mnoho“) stavii. Dany stav se méni na zakladé
vnéjstho podnétu (moznych podnéti také neni ,piili§ mnoho“) s tim, Ze pro
dany stav a dany podnét je jednoznac¢né urceno, jaky stav bude nasledujici
(tj. do jakého stavu systém piejde). Konkrétni koneény automat se ¢asto
zadava diagramem, ktery také nazyvame stavovy diagram ¢i graf automatu.
Jind moznost zadani je tabulkou, kterd je sice ponékud suchoparnéjsi, ale

byt i prehledné;jsi.

Priklad: Diagram na Obrazku 3.1 je popisem jednoduchého automatu ridi-
ciho vstupni dvefe do supermarketu. Dvefe nejsou posuvné, ale otviraji se
dovnitf. Proto se nemohou otvirat ani zavirat, kdyz za nimi nékdo stoji.

39



40 Kapitola 3. Konecné automaty

ZA PRED
PRED-I-ZA ZA
NIKDE PRED PRED-I-ZA
(o) orovans)
NIKDE

Obréazek 3.1:

PRED ZA PRED-I-ZA NIKDE
ZAVRENO OTEVRENO | ZAVRENO ZAVRENO | ZAVRENO
OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO

Obrazek 3.2:

Automat mtze byt ve dvou stavech (Zavieno, Otevieno) a podnétem (napf.
snimanym v pravidelnych kratkych intervalech) je informace, na které z pod-
lozek (pfed dvefmi, za dvefmi) se nékdo nachézi. Kromé (pro nase oko pfe-
hledného) diagramu lze tutéz informaci sdélit tabulkou na Obrazku 3.2.

CVICENI 3.1: Popiste slovné néjaky jednoduchy automat na mince, ktery

je schopen vydat ¢aj nebo kavu dle volby, a pak jej modelujte stavovym
diagramem (grafem automatu).

Na zékladé uvedeného jednoduchého piikladu méame jiz predstavu, co to
kone¢ny automat je. Formalizujme nyni tento pojem v jazyce matematiky.
K ¢emu je to dobré? Pro dalsi zkouméni potfebujeme pfesnou (a jednoznac-
nou) definici a také struéné a ptrehledné znaceni. (U takto jednoduchého

pojmu bychom se bez formalizace snad jesté obesli, u slozitéjsich pojmt poz-
déji uz tézko.)

Definice 3.1
Koneény automat (zkracené KA) je dan usporadanou pétici A = (Q, X, 6, qo, F),
kde

— (@ je konecna neprazdna mnozina stavi,
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— 3 je kone¢na neprazdnd mnozina zvand (vstupni) abeceda,
—0:0Q x X — @Q je prechodovd funkce,
— qo € @ je pocatecni (inicidlni) stav a

— F C @ je mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi.

Vyznam mnozin () a X v definici je jasny. VSimnéme si, ze dale uvedena
definice vyzaduje uréeni pocateéniho stavu a tzv. pfijimajicich (nebo téz
koncovych) stavii — o téch dosud nebyla fe¢. Vymezeni téchto stavi je dilezité
v piipadé, o ktery se zvlast budeme zajimat, tj. v pripadé, kdy koneény
automat hraje roli rozpoznavace jazyka. PocCatecni stav gy musi byt urcen
jednoznacné, ale automat mize mit vice prijimajicich stavi, tfeba i vSechny.

Pfechodova funkce § ma dva argumenty 0(q,x), které maji nasledujici vy-
znam: Pokud se automat pravé nachazi ve stavu ¢ a ¢te ze vstupu znak z,
musi prejit do stavu d(q,z) (ten mize byt jiny i stejny jako ¢). Dulezité je,
ze pro kazdy stav a kaZdy vstupni podnét musi byt definovano, kam automat
prejde.

Znacent: Grafem automatu (neboli stavovym diagramem) rozumime orien-
tovany ohodnoceny graf, ve kterém

— vrcholy jsou stavy automatu, tj. mnozina @),

— pocatecni stav (qop) je vyznacen piichozi Sipkou a koncové stavy (F)
dvojitym krouzkem,

— hrana z u do v je oznacena vyctem vSech pismen abecedy, které stav u

prevadéji na v, tj. {x € ¥ | §(u,z) = v}.

Hrany nekreslime pro dvojice vrcholti mezi kterymi neni prechod zadnym
pismenem abecedy. Pokud se z vrcholu u prechazi zpét do u, kresli se smycka.

Poznamka: Nékdy se v literatufe mizete setkat i se znacenim koncovych
stavu Sipkou vedouci z nich.

Komentdr: Zde vidime ukazku grafu jednoduchého tfistavového automatu:
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V ukazce je Q = {1,2,3} a ¥ = {a, b, c}. Pfechodova funkce naptiklad tika,
ze §(1,a) = 6(1,¢) = 2 nebo §(2,¢) = 2, 6(2,b) = 1, atd. Pocatecni stav je
1 a prijimajici stav je také jediny 3. Pokud na vstupu bude slovo ,accbb”,
stane se nasledujici: Automat zacne v 1, prejde ¢tenim a do 2, pak ¢tenim ¢
dvakrat zustava v 2, ¢tenim b se vrati do stavu 1 a dalsim b prejde do stavu 3,
kterym celé slovo pfijme.

Znaceni: Prechodovou tabulkou automatu rozumime tabulku s radky ozna-
¢enymi stavy automatu a sloupci oznacenymi symboly abecedy, ve které po-
licko na fadku ¢ a sloupci a udava stav 6(q, a). Pocatecni stav je znaceny —
a prijimajici «— nebo krouzkem kolem ¢isla stavu.

Komentdr: Napriklad vysSe zakresleny automat méa prechodovou tabulku:

alb|c
—1{2(3]2
2 1311]2
«~3(1]2]1

Postup vypoctu koneéného automatu si mizeme obecné popsat nasledovneé:

e Automat za¢ne v pocatecnim stavu ¢q na zacatku slova s.

e Precte aktudlni pismeno x slova s a prejde do stavu uréeného 6(q, x),
kde ¢ je soucCasny stav automatu. Zaroven se jeho vstup presune na
nasledujici pismeno slova s.

e Predchozi bod se opakuje, dokud nejsou prectena vSechna pismena v s.

e Pokud je posledni stav automatu pfijimajici (¢ € F'), pak je slovo s
prijato, v opacném pripadé je s odmitnuto.



43

0 1
@@
prijima: neprijima:
1101,010101,. .. 0110,0010,. ..

Obrézek 3.3:

Rikdme také, Ze jsme dosahli / nedoséahli piijimajici stav.

Komentar: Vypocet automatu A na slové w si také mizeme pfedstavit jako
sled v grafu A, ktery za¢ind v pocatecnim stavu ¢ a znaky jeho hran tvori
posloupnost pismen slova w. Tento sled se muze libovolné cyklit a opakovat

hrany i stavy, jen musi byt konec¢ny. Slovo w je pfijato, pokud jeho sled
vypoctu konc¢i v mnoziné F'.

RESENY PRIKLAD 3.1: Navrhnéme automat nad jednoznakovou abecedou
{a} pFijimajici pravé ta slova majici sudou délku.

Reseni: To je velmi jednoduché — automat bude obsahovat jeden cyklus
délky 2, ktery bude pocitat paritu délky vstupniho slova:

Neboli, vzdy, kdyz je automat ve stavu ¢;, posledni prectena je lichd pozice
slova, a ve stavu ¢, je to suda pozice.

Komentar: Pro vice (feSenych) piikladti na jednoduché koneéné automaty
doporucujeme Ctenari se podivat do kapitoly 3.3.

CVICENI 3.2: Chépejme Obrazek 3.3 jako popis koneného automatu A =
(Q,%,6,q, F). Vypiste primgm vyctem hodnoty vSech ¢leni pétice A. Pak
porovnejte s Obrazkem 3.4. Na obrazku je pocatecni stav ¢; rovnou zapsan
jako ¢tvrty clen pétice misto qy; mohli bychom to samoziejmé také tesit
zapisem ¢y = q;.
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A= (Qa2a57 qlaF)7 kde

Q = {Q1,Q2,Q3} 5(Q170) = (1, 5(Q171) = {2,
Y = {O, 1} 5(612, O) = (g3, 6(Q2a ]-) = {42,
F = {¢} 0(q3,0) = q2, 9(g3,1) = o

Obrazek 3.4:

fidici
q0 jednotka

Obrazek 3.5:

Konec¢ny automat si lze predstavovat riizné. Pro nase tcely je zfejmé nejvhod-
néjsi predstava znazornénéa na Obrazku 3.5. Ridici jednotka, coz je ,skiinka“
nabyvajici kone¢né mnoha (vnitfnich) stavi (feknéme nékolika-bitova pa-
mét), je cétect hlavou spojena se (vstupni) pdskou, na niz je zapsano slovo —
zleva doprava jsou v jednotlivych bunkach pasky uloZena pismena daného
slova.

Na zacatku je tidici jednotka v pocatecnim stavu a hlava je pfipojena k nejle-
véjsimu policku pasky. Cinnost automatu, zvana vgpocet, pak probihé v kro-
cich: v kazdém kroku je pfecten symbol (hlava se po pfecteni posune o jedno
policko doprava) a ¥idici jednotka se nastavi do stavu urceného aktualnim
stavem a pfectenym symbolem (pfechodova funkce je v Fidici jednotce ,za-
drétovana‘).

Je mozné si také predstavit, ze na tidici jednotce je ,svétélko“ signalizujici
navenek, zda aktuélni stav je ¢i neni piijimajici (¢ili ,zvenku® rozlisujeme
u fidici jednotky jen dva stavy — pfijima/nepfijimé).
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Uvedena prezentace konecného automatu vede k formalni definici pfijima-
nych slov.

Definice 3.2

Konfiguraci konecného automatu A = (Q, %, 0, qo, F') rozumime dvojici (¢, w),
kde ¢ € Q a w € ¥* ( ¢ pfedstavuje aktudlni stav a w slovo, které zbyva
precist — pfipomenime, Ze ¢teci hlava se pohybuje jen doprava).

Na mnoziné vSech konfiguraci automatu A definujeme relaci -4 takto: (¢, aw) 4
(¢',w) pravé kdyz 6(q,a) = ¢’ (rozumi se a € 3, w € ¥*). Zapis K; Fa K»
¢teme napi. ,konfigurace K; bezprostfedné (tj. v jednom kroku) vede ke
konfiguraci K5, ,konfigurace K5 bezprostfedné nasleduje za K;“ apod.

Vypoctem automatu A, zacinajicim v konfiguraci K, rozumime posloup-
nost konfiguraci Ky, Ky, Ko, ..., K,, kde Ky = K a K; F4 K;i pro i =

0,1,...,n—1 (takovy vypocet ma délku n, tj. sestava z n kroki).
Vypocet K, K1, Ko, ..., K, je prigimagicim vypoctem pro slovo w, jestlize

Ko = (q0,w) a K,, = (q,¢) pro néjaky q € F.
Slovo w € ¥* je prijimano KA A, jestlize existuje pfijimajici vypocet pro

slovo w.

Pozndmka: Konfigurace je vlastné globalni stav automatu zahrnujici stav
fidici jednotky a situaci na pasce.

Relace 4 popisuje, jak se tento globalni stav zméni prectenim jednoho sym-
bolu a tedy provedenim jednoho prechodu. Neprectena cast slova se vzdy
o jeden znak zkrati a podle prechodové funkce se mize (ale nemusi pro
d(g,a) = q) zménit stav.

CVICENT 3.3: Ovétte si, ze uvedend definice jazyka rozpoznavaného KA sku-

teéné zachycuje (formalizuje) predchazejici neformélni vysvétleni.

Pro pokrocile: Totéz mtizeme definovat i nasledujicim zptisobem. Relace 7%
je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace 4. K7 F% K5 pak ¢teme napf.
takto: ,konfigurace K; vede ke Ky“, K odvodi K5“, K5 je naslednikem
K1 apod.
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al|lb
1121
—212]|1
31715
—4 1714
—5 1214
—6 6|3
7174

Obréazek 3.6:

Slovo w € ¥* je prijimano KA A, jestlize (qo, w) F* (q,€) pro néjaky pfiji-
majici stav ¢ € F. (Misto F* piSeme jen *, jestlize automat A, k némuz se
dané relace vztahuje, je zfejmy z kontextu.)

CVICENT 3.4: Pro automat A na Obrazku 3.6:

a) Simulujte krok po kroku vypocet na slové bbaab (zapiste pfislusnou po-
sloupnost konfiguraci; prvni, tedy (5, bbaab), je zachycena na Obrazku 3.7).

eJelafe]e]

Obrazek 3.7: Pocatecni konfigurace automatu A

b) Vypiste vSechna slova délky < 3 v abecedé {a, b} a zjistéte, kterd z nich
automat A prijima.

c) Zakreslete graf (stavovy diagram) automatu A
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d) Charakterizujte co nejjednoduseji vlastnosti slov, ktera automat ptijima.)

Néekdy pro nas miize byt vyhodné prechodova funkce rozsifena na cela slova.
Definovat ji mtizeme touto induktivni definici:

Definice 3.3
Pfechodovou funkci automatu A = (Q, X, 6, qo, F) zobecnime na funkci
0* 1 x ¥* — @ touto induktivni definici:

1. 0*(q,¢e) = q,

2. §*(q,wa) = 0(6*(q, w), a).

Znaceni: Déle bubudeme misto 6* psat jen §. Plati totiz 6*(q,a) = d(q, a). (
0* je tedy rozsifenim 0 na vétsi defini¢ni obor; z kontextu bude vzdy ziejmé,
odkazujeme-li se na § v uz$im nebo $ir§im smyslu.)

Pro pokrocilé:
CVICENI 3.5: Automat A na Obrazku 3.6 nejprve zadejte jako pétici A =

(Q,%,6,q, F) pfimym vy¢tem hodnot ¢lenti pétice.
Z induktivni definice 6* pak detailné odvodte, ¢emu se rovna §*(2, bab).

S vyuzitim rozsifené prechodové funkce muzeme také definovat pfijiméni
slova automatem.

Definice 3.4
Slovo w € ¥* je prijimdno automatem A, jestlize 6(qy, w) € F.

Pozndmka: Vsimnéme si, ze zapisy d(q, w) = ¢’ a (¢, w) F* (¢, €) maji stejny
vyznam. Slo by se také napi. dohodnout, ze (¢, w) F* (¢, €) budeme zapisovat
elegantnéji ¢ — ¢’ apod. Ctenaf je vyzyvan, af si dalsi definice a tvrzeni
pouzivajici notaci s ¢ preformuluje i dalsimi uvedenymi zptisoby. Tim mimo
jiné vyzdvihujeme obecny fakt, Ze totéz sdéleni (tutéz sémantiku, tj. tentyz
vyznam pojmt, tvrzeni apod.) lze zachytit riznymi syntaktickymi zptisoby
(znacenimi), z nichz kazdy mtize mit své vyhody a nevyhody.
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3.1 Jazyk rozpoznavany automatem

Jazyk rozpoznévany (neboli pfijimany, akceptovany) koneénym automatem
A je mnozinou vsech téch slov, které automat prijima, tj. téch slov, kterymi
automat A dosahne néktery z pfijimajicich stavi.

Definice 3.5
Jazykem rozpozndvanym (prijimanym) automatem A rozumime jazyk L(A) =
{w | slovo w je pfijimano A}.

Definice 3.6
Jazyk L C ¥* je requldrni pravé kdyz jej 1ze rozpoznat kone¢nym automatem
nad abecedou ¥, tj. existuje koneény automat A takovy, ze L = L(A).

Pozndmka: Nepletme si zatim regularni jazyky s regularnimi vyrazy, které
asi znate u pocitaci, tfeba v pfikazu grep. I kdyz, brzy si uz ukazeme, ze
regularni vyrazy popisuji pravé regularni jazyky.

Zakladni poznatky o jazycich rozpoznavanych automaty jsou uvedeny zde.

Lemma 3.7
Pro kone¢ny automat A s n stavy je jazyk L(A) neprazdny pravé tehdy, kdyz
existuje slovo w € L(A) délky mensi nez n (tj. |w| < n).

Diikaz: Jazyk je neprazdny praveé kdyz existuje orientovany sled, tedy i cesta,
v grafu automatu A z poc¢atku do nékterého ptijimajiciho stavu. Nejkratsi
takova cesta ma jisté méné nez n hran. 0

Lemma 3.8
Pro kone¢ny automat A s n stavy je L(A) nekonecny pravé tehdy, kdyz
existuje w € L(A) spliujici n < |w| < 2n.

Diikaz (naznak): Pokud existuje sled v grafu automatu A z poc¢ateéniho stavu
do nékterého prijimajiciho stavu o délce aspon n, pak je tento sled nékde
yzacykleny® (vraci se do stejného vrcholu) a tento cyklus mizeme libovolné
krat zopakovat, tj. vygenerovat libovolné mnozstvi prijimanych slov.

Naopak v nekonecném jazyce existuje libovolné dlouhé prijimané slovo. Sled
vypoctu takového slova (myslime tim sled v grafu automatu A) mtze mit
mnoho cykli, ale alespon jeden z téchto cykla je délky mensi nez n, a proto
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lze postupnym vypousténim cykli nakonec ziskat prijimajici sled délky mezi
n a 2n. U

Definice 3.9
Dva konec¢né automaty A;, A, prijimajici shodné jazyky, tj. L(A;) = L(A2),
se také nazyvaji (jazykové) ekvivalentns.

3.1.1 Normovany tvar automatu

Lze snadno nahlédnout, ze pro jazyk L(A) pfijimany automatem A miZzeme
navrhnout (nekonetné) mnoho dalsich automatt, které jej také piijimaji.
Staci pridavat nové stavy, do kterych se automat pro zadné slovo béhem vy-
poc¢tu nedostane. Je ale ziejmé, Ze vyhodnéjsi budou pro nas ty automaty,
které jsou co nejmensi a tudiz takové zbytecné, nedosazitelné stavy neobsa-
huji.

Definice 3.10
Rikdme, 7e stav ¢ automatu A je dosaZitelny slovem w, pokud vipocet A se
po precteni (celého) slova w zastavi ve stavu g.

Pro pokrocilé: Formalnéji tento pojem muzeme definovat takto:

Definice 3.11
Stav q automatu (Q, X, 9, qo, F') je dosazitelny, jestlize existuje w € ¥* tz.

d(qo, w) = q.

Jako procviceni formy induktivni definice miizeme dosazitelnost uvést jesté
nasledovné:

Mnozina dosaZitelngch stavi automatu (Q, %, 0, qo, F') je nejmensi mnozina
K C @ spliujici tyto dvé podminky: 1/ qo € K, 2/ jestlize ¢ € K a ¢ =
d(g,a) pro n&jaké a € ¥, potom ¢’ € K.

Tato definice je de facto pfimym névodem k sestaveni algoritmu, ktery zjisti
vSechny dosazitelné stavy. Pfipomenme, Ze koneény automat mizeme za-
dat pfimym vy¢tem (napf. automat z Obrazku 3.3 je takto popsan na Ob-
razku 3.4), ale také grafem (stavovym diagramem) ¢ tabulkou (do té je
rovnéz nutno pridat oznaceni poc¢atecniho a pfijimacich stavi).
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CVICENI 3.6: Zformulujte algoritmus, ktery pro dany KA, reprezentovany

grafem, oznac¢i vSechny dosazitelné stavy; algoritmus pak zformulujte pro
pripad reprezentace tabulkou.
Aplikujte na automat z Obrazku 3.6.

Jak jsme uz zminili, odstranime-li nedosazitelné stavy (a prislusné tedy ome-
zime definiéni obor pfechodové funkce), rozpoznavany jazyk se neméni. Mame
tedy

Tvrzent 3.12
Ke kazdému KA A Ize zkonstruovat KA A’, v némz kazdy stav je dosazitelny
aL(A") = L(A).

7 tvrzeni 3.12 snadno nahlédneme, ze

Véta 3.13
Existuje algoritmus, ktery pro zadany KA A rozhodne, zda L(A) je ne-
prazdny.

Kontrolni otdzka: Jak vypada ten algoritmus?

Vime, Ze i nekone¢né mnoziny mohou mit riiznou mohutnost. (MnoZzinu pii-
rozenych ¢isel nazyvame spocetnou, mnozinu redlnych ¢&isel nespocetnou.)
V této souvislosti je uzitecné si uvédomit nasledujici fakty.

Z usporadéani <, (popséno na strané 30) je zfejmé nasledujici tvrzeni.

Tvrzent 3.14

Pro (konec¢nou neprazdnou) abecedu ¥ je ¥* nekonecnd spocdetna mnozina
(tj. existuje bijekce, neboli vzajemné jednoznacné zobrazeni, mezi ¥* a mno-
zinou N vSech prirozenych c¢isel).

Pozndmka: Vsimnéme si, ze ze spocetnosti ¥* (pro lib. abecedu X) plyne
napr. spocetnost mnoziny vSech racionalnich ¢isel.

Kontrolni otdazka: Jak plyne spocetnost mnoziny racionalnich ¢isel ze spo-
Cetnosti X*7
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Pro pokrocilé: 7 obecné Cantorovy véty, ktera rika, ze mohutnost mnoziny
M je ostfe mensi nez mohutnost mnoziny vsech jejich podmnozin P(M),
plyne:

Tvrzeni 3.15
Jazykii nad (neprdzdnou) abecedou ¥ je nespocetné mnoho.

Napi. uz z téchto tvah o mohutnostech mnozin plyne, Ze ne kazdy jazyk je
regularni — kone¢nych automatt je totiz spoc¢etné mmnoho!

Kontrolni otdzka: Proc¢ je spocetné mnoho konecnych automatt?

I automat bez nedosazitelnych stavi mizeme prezentovat mnoha riznymi
zpusoby. Proto nas také zajima néjaka jeho jednoznacna — normovand pre-
zentace. Lze si to predstavit tak, ze kazdému stavu ¢ pritadime nejkratsi
slovo (presnéji: nejmensi slovo vzhledem k uspotfadani <, pomoci néhoz je
q dosazitelny (z pocateniho stavu), a stavy pak usporadame podle téchto
pritazenych slov, pficemz je oznacujeme cisly 1,2,... n. Pfesnéji mizeme
definovat takto:

Definice 3.16

Méame-li dan konecény automat A = (Q, X, 0, qo, F) bez nedosazitelnych stavi
a usporadani (prvki) abecedy ¥ (které indukuje usporadani < na ¥*), pak
fekneme, ze A je v normovaném tvaru, jestlize

e )=1{1,2,...,n} (pro néjaké n > 1),
e 1 je pocatecni stav,

e oznacime-li pro kazdy stav ¢ € {1,2,...,n} symbolem u; nejmensi slovo
v uspofadani <, pro néz 6(1,w;) = ¢, pak pro i < j plati u; <y, u;.

Komentdr: Tedy automat A je v normovaném tvaru, jestlize jeho stavy jsou
ocislované 1,2,... v abecednim poradi nejmensich slov, kterymi tyto stavy
lze dosahnout.
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Pozndmka: Uvedend definice je sice matematicky presnd, neposkytuje vsak
zadny rozumny primy postup pro nalezeni normovaného tvaru. Kdyz se vsak
nad timto problémem hloubéji zamyslime, uvidime, Ze je velmi podobny hle-
dani nejkratsi cesty v grafu a prosté prohledavani grafu do siiky jej dokaze
vytesit.

Metoda 3.17
Prevod KA do normovaného tvaru (precislovanim stavii) provede nasledujici
jednoduchy algoritmus.

e Pocatecni stav oznacime 1.

e Didle, napt. v piipadé abecedy {a, b}, zjistime stav ¢, do néhoz automat
prejde ze stavu 1 symbolem a; kdyz ¢ neni oznacen, oznacime jej 2.

e Pak zjistime stav ¢, do néhoz automat prejde ze stavu 1 symbolem b;
kdyZz q neni dosud oznacen, oznac¢ime jej nejmensim dosud nepouzitym
¢islem.

e Takto jsme ”vytidili” stav 1, pokracujeme ”vytizenim” 2 atd. .., dokud
neziskdme vSechny dosazitelné stavy.

Jedna se vlastné o prochdzent grafu do $irky pii sefazeni hran podle abecedy.

RESENY PRIKLAD 3.2: Stavy nésledujiciho automatu sefadte tak, jak maji
byt ¢islovany v normovaném tvaru.

b a a,b
@a@b“b C
a,b

Reseni: Podle Metody 3.17 ocislujeme stav q; &slem 1. Znakem a z q; se
dostaneme do nového stavu ¢, kterému pfiradime ¢islo 2. Znakem b z ¢
zustaneme v jiz ocislovaném stavu ¢;. Z druhého stavu ¢, pfejdeme znakem
a do g4, kterému dame c¢islo 3, a znakem b do ¢z, kterému dame cislo 4. Ze
tfetiho stavu g4 se pfes a dostaneme do jiz ocislovaného ¢3 a pres b do nového
qs, ktery dostane ¢islo 5.

Vysledny normovany tvar tak vyjde
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Otazky:

OTAZKA 3.7: MizZe byt pocatecni stav automatu zéroven prijimajicim? A co
by to znamenalo pro pfijimana slova?

OTAZKA 3.8: Muze se stat, ze koneény automat nepfijimé zadné slovo?

OTAZKA 3.9: Je normovany tvar automatu uréeny jednoznacné?
CVICENT 3.10: Prevedte do normovaného tvaru automat z Obrazku 3.6.

CVICENI 3.11: Navrhnéte koneény automat rozpoznavajici jazyk L; = { w €
{a,b}* | w obsahuje podslovo aba } a konefny automat rozpoznavajici jazyk
Ly ={we {a,b}* | |w]ymod 2 =0} (v Ly jsou tedy pravé slova obsahujici
sudy pocet b-¢ek). Pak zkonstruujte automat rozpoznavajici jazyk L; N Lo;
zkuste pfitom vhodné vyuzit automaty zkonstruované pro jazyky Ly, Ls.

CVICENI 3.12: Navrhnéte koneény automat prijimajici vSechna ta slova nad
abecedou {a, b}, kterd obsahuji lichy pocet vyskyti a.

CVICENT 3.13: Navrhnéte kone¢ny automat piijimajici vSechna ta slova nad
abecedou {a}, jejichz délka dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENI 3.14: Jaka vSechna slova pfijimé& automat na Obrazku 3.87

CVIGENI 3.15: Jaka vSechna slova pfijima automat z Reeného piikladu 3.27

CVICENI 3.16: Které z téchto tii automatti nad abecedou {a,b} prijimaji
néjaké slovo délky presné 1007
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CVICENI 3.17: Nakreslete koneény automat piijimajici pravé vSechna slova
nad {a, b}, ve kterych je tfeti znak stejny jako prvni.

CVICENI 3.18: Nakreslete koneény automat piijimajici pravé vSechna slova
nad {a, b, c}, ve kterych se prvni znak jesté asponi jednou zopakuje.

CVICENI 3.19: Mé&jme koneény automat A. Jak (jednoduse) sestrojite au-
tomat A’ pfijimajici pravé vSechna slova, kterda A nepfijima? (Tzn. L(A) =

L(A"))

CVICENI 3.20: Na vybranych zkonstruovanych automatech si procvicte pre-
vod do normovaného tvaru.

Pro pokrocile:
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CvICENT 3.21: Navrhnéte koneény automat s abecedou {0, 1,2, (RESET)},
ktery pfijimé ta slova, kde soucet symbolt 0, 1,2 (branych numericky) za po-
slednim symbolem (RESET) (¢i od zacatku, neni-li (RESET)) dava pii déleni 3
zbytek 1.

CVICENI 3.22: Navrhnéte koneény automat s abecedou {0,1} piijimajici
pravé ta slova, v nichz je sudy pocet (vyskytt) symbolt 0 a kazdy symbol 1
je bezprostfedné nasledovan symbolem 0.

Dokazte spravnost vaseho navrhu, tedy vysvétlete, pro¢ vami navrzeny au-
tomat spliuje dany pozadavek.

CVICENI 3.23: Navrhnéte koneény automat prijimajici pravé ta slova v abe-
cedé {a, b}, u nichz prefix délky 2 se rovnd sufixu délky 2 (slova maji délku
alesponi 2).

Snazte se, aby tento automat mél minimalni pocet stavii — mizete se pritom
také pokusit vysvétlit, pro¢ vami navrzeny pocet stavil nelze zmensit.

CVICENI 3.24: Pro koneény automat A = (Q, X, 9, qo, F'), X = {a, b}, uvedte
induktivni definici funkce R, : P(Q) — P(Q), pro niz, neformalné feceno,
plati toto:

stav g pat¥i do R, (K) pravé tehdy, kdyz se do ¢ 1ze dostat z né&jakého ¢’ € K
jen pomoci a-Sipek (tedy né&jakym slovem tvaru a’).

3.2 Navrh slozitéjsich koneénych automatu

Néavrh konecného automatu, ktery bude rozpoznavat zadany jazyk, je tvirci
¢innost, vlastné jakési jednoduché programovani, a proto nelze podat ,me-
chanicky“ néavod, jak automaty vytvaret. Stac¢i ovSem dukladné promyslet
par piikladd, aby ¢lovék s programétorskou zkusenosti (a tedy schopny ,vZit
se do role kone¢ného automatu“) tuto ¢innost zvladl.

Mnoho véci se pfitom zmechanizovat (zalgoritmizovat) da. Napi. existuji
algoritmy, které z automatii pro ,,jednodussi“ jazyky vytvareji automaty pro
jazyky vzniklé operacemi nad onémi (jednodussimi) jazyky.
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Obrazek 3.9:

Predstavme si napt., ze chceme sestrojit automat, ktery mé rozpoznavat
jazyk, jenz je sjednocenim dvou regularnich jazyki. Pro konkrétnost napf.
jazyk sestavajici ze slov v abecedé {0, 1}, v nichz pocet nul je délitelny dvéma
nebo pocet jednicek je délitelny tiemi. Tedy jazyk L = L; U Lo, kde L; =
{w € {0,1}* | |w|o je délitelné 2} a Ly = {w € {0,1}* | |w|; je délitelné 3}.
Na Obrazku 3.9 jsou znazornény automaty rozpoznavajici jazyky L; a Ls.

Pozndmka: Pripomerime se, Ze oznacenim |w|, znac¢ime pocet vyskyti sym-
bolu a ve slové w.

Jak rozpozname, zda dané slovo patii do L(A;) U L(Az) ? Prosté je nechame
zpracovat obéma automatim A;, A, a podivame se, zda alespon jeden z nich
skondil v pfijimajicim stavu. OvSem tuto nasi ¢innost mize oc¢ividné provadét
i jisty kone¢ny automat A — viz Obréazek 3.10. Rozmyslete si, co jsou stavy
automatu A, co je to pocatecni a koncovy stav, a jak vypada prechodova
funkce.

Pak se podivejte na Obrazek 3.11, znazornujici A pro nas konkrétni piipad,
a presveédcte se, Ze to, co jste pochopili a co jste si odvodili, je pfesné to,
co je diky matematické notaci pfesné a velmi strucné zachyceno v dikazu
nasledujici véty.

Véta 3.18
Jestlize jazyky Ly, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk LU Ly je regularni.

Diikaz: Necht Ly = L(A;), Ly = L(As) pro koneéné automaty A; =
(Q1, 2,01, qo1, F1), Ay = (Q2, %, 52, qoz, F3).
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RJ A, ,

RJ A,

Obrazek 3.10:

Obréazek 3.11:
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Definujme automat A = (Q, %, 9, qo, F') tz.

Q:Q1XQ27

((q1,q2),a) = (01(qr,a),02(q2,a) ) pro v8. q1 € Q1, ¢2 € Q2, a € X,

qo = (%1,(102),
F = (Fl X Qg) U (Ql X Fg)

Je ocividné (exaktné lze ukazat nap¥. indukei podle délky w), ze pro lib.
Q1 €Q1, g2 €Qrawe X jed((q,q),w)=(d(q,w),d(g,w)).

Jinymi slovy, kazdym vstupnim slovem w automat A pfejde do stavu (g1, ¢2),
kde ¢; je stav automatu A; dosazeny slovem w a obdobné ¢, je prislusny stav
automatu As.

Z toho snadno plyne, ze L(A) = Ly U Lo. O

Pro pokrocilé:
CVICENI 3.25: Mé&jme konecné automaty bez specifikace pocatecnich a pri-
jimajicich stavi A1 = (Ql, E, (51), Ag = (Qg, E, (52)

Definujme A = (Q7275) t2. Q = Q1 X Q2 a5( (Q1>€I2)>a) = (51(({1,&),52(([2,a))
pro v8. q1 € Q1, 2 € Q2, a € 3.

Ukazte, ze pro lib. ¢; € Q1, ¢2 € Q2 a w € ¥* plati

5( (q1>q2)’w) = (51(q1>w)’52(QQ’w) )

Pouzijte indukci podle délky slova w.

CVICENI 3.26: Na zakladé (dtkazu) véty 3.18 pro sjednoceni ted ukazte
analogickou vétu pro prinik:

Véta 3.19
Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk L, Ly je regularni.
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(Napovéda: F = (F} x F))

Komentdar: Konstrukci uvedenou ve Vété 3.18 si miizeme snadno vizualné
predstavit — automat A vypada jako ,mrizka“, jejiz sloupce predstavuji au-
tomat A; a fadky predstavuji automat A,. Prechody se pritom déji jak po
sloupcich, tak po fadcich zaroven. Prijimajici stavy jsou ty, které jsou priji-
majici aspon v jednom z automati A; a Ay. Promyslete si to podle Obrazku
3.11.

Pozndmka: Je velmi vhodné si uvédomit konstruktivnost nasich tvrzeni.
Napi. véta 3.18 (véta 3.19) fika jen to, Ze sjednoceni (prinik) dvou regular-
nich jazykt je také regularni jazyk. Dokazali jsme vsak vice: existuje algo-
ritmus, ktery ke koneénym automattim rozpoznavajicim Lq, Lo zkonstruuje
automat rozpoznavajici Ly U Ly (Ly N Lg). Podobné tomu bude u dalsich vét
v tomto kursu, i kdyz se o tom tieba nebudeme explicitné zminovat.

Otazky:

OTAZKA 3.27: Lze zptisobem obdobnym jako ve Vété 3.18 rozpoznavat rozdil
jazykl Ly — Lo?

OTAzZKA 3.28*: Dokazete si predstavit jazyk slov, ktery neni pfijimany zad-
nym kone¢nym automatem?

CVICENI 3.29: Automat pro prinik pozadovany ve cviceni 3.11 sestrojte

podle obecného navodu z (dikazu) predchozi véty. (Porovnejte se svou pred-
chozi konstrukei.)

CVICENT 3.30: Lze koneénym automatem rozpoznévat jazyk vSech slov nad
abecedou {a, b}, ve kterych je soucin poc¢ti vyskytt znaki a a b sudy?

CVICENT 3.31: Lze koneénym automatem rozpoznévat jazyk vSech slov nad
abecedou {a, b}, ve kterych je soucet poctti vyskytt znaki a a b sudy?

CVICENI 3.32: Lze koneénym automatem rozpoznavat jazyk vSech slov nad
abecedou {a, b}, ve kterych je soucet poc¢tu vyskyti znak a a b vétsi nez
1007
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CVICENI 3.33: Navrhnéte automat rozpoznavajici viechna ta slova nad {a, b},
ktera zacinaji znakem a a kond¢i znakem b.

3.3 Cviceni

RESENY PRIKLAD 3.3: Existuje koneény automat se dvéma stavy rozpo-
znévajici jazyk vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a,b,c}, ktera
obsahuji alespon jeden znak a? Pokud ano, prislusny automat nakreslete.

Reseni: Existuje, staci se po prvnim precteni znaku a presunout do prijima-
jiciho stavu, ve kterém uz zlistaneme.

S

o

, a,b, c

et

RESENY PRIKLAD 3.4: Existuje koneény automat se tfemi stavy rozpo-
znavajici jazyk vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a,b,c}, ktera
neobsahuji zadny znak a? Pokud ano, pfislusny automat zde nakreslete. (Ne-
zapomelite, Ze pfijimana slova maji byt neprazdna.)

Reseni: Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze staci vzit automat z piedcho-
ziho prikladu a prehodit ptijimajici stav. To vSak neni tak jednoduché, nebot
takovy automat by pfijimal i prazdné slovo. Nas automat ma vypadat takto:

b, c a,b,c

RESENY PRIKLAD 3.5: Jak pozndme, 7e dva kone¢né automaty A; a A,
ptijimaji shodné jazyky, tj. zda L(A;) = L(A3)?
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Reseni: Asi neni schiidnou cestou kontrolovat vsechna slova pfijimana jed-
nim z téchto automatt, muze jich byt nekoneéné mnoho. Ptesto jiz znate
dost, abychom mohli popsat jednoduchy kone¢ny postup pro rozhodnuti dané
otazky. Nejprve ovétime, zda L(A;) C L(As):

Podle Ulohy 3.19 sestrojime automat —A, pfijimajici opak (doplnék) jazyka
L(A;). Poté sestrojime podle Véty 3.18 automat B prijimajici prinik jazykt
L(A;)NL(—As). Elementarni poznatky teorie mnozin nam fikaji, ze L(A;) C
L(A,) pravé kdyz L(A;) N L(—Ay) = (). Takze nam sta¢i ovéfit, ze automat
B nepftijimé zadné slovo, neboli Ze v grafu B nevede zadna orientovana cesta
z pocatetniho do pfijimaciho stavu. (Pokud by naopak B pfijimal néjaké
slovo w, pak by w rozliSovalo nase dva automaty.)

Symetricky si pak ovéfime, zda L(As) C L(A;). Pokud to opét vyjde, celkové
dojdeme k zavéru, ze L(A;) = L(A,).

CVICENI 3.34: Je automat sestrojeny v piikladé 4.3 nejmensi mo’ny pro
svuj jazyk?

CVICENI 3.35: Navrhnéte konecény automat piijimajici pravé ta slova nad
abecedou {a, b, ¢, d}, kterd nezacinaji a, druhy znak nemayji b, tieti znak ne-
maji ¢ a ¢tvrty znak nemaji d. (Véetné téch s délkou < 4.)

CVICENI 3.36: Navrhnéte konec¢ny automat pfijimajici pravé ta slova nad
abecedou {a, b, ¢, d}, kterd nezacinaji a nebo druhy znak nemaji b nebo tfeti
znak nemaji ¢ nebo ¢tvrty znak nemaji d.

CVICENI 3.37: Sestrojte kone¢ny automat prijimajici vSechna ta slova délky
asporni 4 nad abecedou {a, b}:

a) ve kterych jsou druhy, tfeti a ¢tvrty znak stejné,

b) ve kterych jsou tfeti a posledni znak stejné.

CVICENT 3.38: Sestrojte kone¢ny automat piijimajici vSechna ta slova délky
asponi 2 nad abecedou {a, b}, ve kterych nejsou posledni dva znaky stejné.
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Kapitola 4

Nedeterministické konec¢éné
automaty

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu nedeterministického vypoctu a role nedeterminismu
v usnadnéni navrhu konkrétnich automat.

e Zvladnuti algoritmu pfevodu nedeterministického automatu na deter-
ministicky.

Uvazujme nyni obdobu véty 3.18 pro zretézeni jazykt. Jisté nas napadne
pristup: ,nechame na prvni ¢ast slova bézet prvni automat, v prijimajicim
stavu pak predame fizeni druhému automatu a ten docte slovo do konce“.
Problém je, ze obecné nepostaci prosté predat fizeni pii pronim prichodu
do prijimajiciho stavu, ale je nutno nechat to jako moznost pri jakémkoli
prichodu do pfijimajiciho stavu.

Kontrolni otdazka: Proc¢ nestac¢i predat fizeni pii prvnim prichodu do pfiji-
majiciho stavu?

Toto chovani snadno realizujeme automatem, v némz pripustime nedeter-
minismus — v daném stavu a pri daném vstupnim symbolu je obecné vice
moznosti, do kterého stavu prejit. V nasem pripadé by se nam jesté vice
hodilo, aby §lo zménit stav, aniZ se ¢te vstupni symbol (pfi onom ,predéni
Fizeni“); tato moznost se objevi u ZNKA nize.

63
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Myslenku nedeterminismu vyuzijeme i v nasledujicim motivacnim prikladeé.

RESENY PRIKLAD 4.1: Sestrojme automat pfijimajici vSechna slova nad
{0,1}, ve kterych je tfeti znak od konce 1.

Reseni: Sestrojit takovy automat podle Definice 3.1 asi nebude lehké. Jak
mame poznat dopredu, ktery znak bude tfeti od konce? Asi nejjednodussim
(tFebaze zavanéjicim podvodem) feSenim je ponechat rozhodnuti na ,vyssi
moc*, kterd vidi slovo dopfedu. Proto navrhneme nasledujici automat, ktery
setrvava pri ¢teni 0 i 1 ve stavu ¢, az dosahne tfeti znak od konce slova.
Pokud je ten 1, automat muze piejit do stavu ¢». Z néj jiz jenom piecte
nésledujici (dle pfedpokladu posledni) dva znaky a slovo pfijme. Takovou
myslenku znazornuje automat na Obrazku 4.1.

Stavy g3 a g4 jsou v automatu proto, abychom si ovérili, ze za vybranym
znakem 1 skutecné nasleduji dalsi dva znaky a konec. Co se stane ve stavu
qs4, pokud jesté konec slova neni dosazen? Zadny dalsi prechod z ¢, neni
definovan, a proto zde vypocet selze a takové slovo neni prijato.

Komentdr: Nyni zbyva najit matematickou definici, ktera by zptsob au-
tomatového vypoctu naznaceného v Prikladé 4.1 presné formalizovala. Po-
chopitelné zde nemtizeme mluvit o zadné ,,vyssi moci“, ale to lze nahradit
pozadavkem prijeti vSech téch slov, pro ktera existuje alesporni jeden priji-
majict vypocet. Jinak FeCeno, misto vyssi moci si lze velmi dobfe predstavit
vsevédouci pomocnou ,napovédu”, kterda ndm pomahda vybrat prechody ve-
douci k pfijeti (pokud to viibec je moZné).

Definice 4.1
Nedeterministicky konecny automat, zkracené NKA, je dan usporadanou pé-
tici A = (Q,%,9,1, F), kde

e () je kone¢na neprazdnd mnozina stavi,

e X je konecnd neprazdna abeceda,
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e §:Q x X — P(Q) je prechodovd funkce,
e [ C @ je mnozina pocdtecnich (inicidlnich) stavi

e F' C @ je neprazdnd mnozina prijimagjicich (koncovych) stavi.

Komentdr: Rozdil proti béZznému automatu z Definice 3.1 je v této definici
na dvou mistech:

e V daném stavu mame pii ¢teni vstupniho znaku moznost prechodu
do vice riznych stavii, nebo také nemusime mit zadnou moznost pre-
chodu. Dokonce mizeme prechdzet po hranach znacenych symbolem e
bez ¢teni ze vstupniho slova — tzv. e-prechody.

e Je povolen vice nez jeden pocatecni stav.

Pfimocare lze opét nadefinovat graf (téZ nazyvany stavovy diagram) NKA.
Piiklad takového grafu jsme jiz vidéli na Obrazku 4.1 v motiva¢nim piikladu.
Meélo by byt zfejmé, ze pro NKA A = (Q, %, 4, I, F') zndzornény grafem na
Obrézku 4.1 je napi. 6(q1,1) = {q1, ¢2}, (g2, 0) = {qs}, 6(qa, 1) = 0 apod.

Pro definici vypoctu NKA lze takika doslova pouzit definici 3.2. Musime
udélat jen drobné zmény v definici prechodové relace - mezi konfiguracemi a
v definici pfijimajiciho vypoctu. Pro tplnost uvedeme celé znéni této upra-
vené definice.

Definice 4.2

Konfiguraci nedeterministického koneéného automatu A = (Q,%, 0,1, F) ro-
zumime dvojici (¢, w), kde ¢ € Q a w € ¥* ( g pfedstavuje aktualni stav a w
slovo, které zbyva precist).

Na mnoziné vSech konfiguraci automatu A definujeme relaci -4 takto: (¢, aw) 4
(¢',w) pravé kdyz 6(q,a) > ¢’ (rozumi se a € ¥, w € ¥*).

Vypoctem automatu A, zacinajicim v konfiguraci K, rozumime posloup-
nost konfiguraci Ky, Ky, Ks, ..., K,, kde Ky = K a K; F4 K;i, pro i =
0,1,...,n—1.

Vypocet Kgo, K1, Ko, ..., K, je priimagicim vypoctem pro slovo w, jestlize
Ko = (qo,w) a K,, = (q,¢) pro né&jaky qo € I a néjaky q € F.

Slovo w € ¥* je prigimdno NKA A, jestlize existuje pfijimajici vypocet pro
slovo w.
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Jazyk prijimany NKA A je mnozina vSech slov pfijimanych A.

Vidime tedy, Ze na rozdil od KA (uzivame téz DKA, kdyz chceme zdtraznit,
ze mame na mysli standardni, tj. deterministicky automat), kde k danému
slovu existuje jediny uplny (tj. dokonceny, neprodlouzitelny) vypocet, u NKA
existuje k danému slovu obecné vice tplnych vypocti. Rozhodujici pro pii-
slusnost slova w k jazyku L(A) (rozpoznadvanému NKA A) ovSem je, zda
existuje alespon jeden ptijimajici vypocet pro w.

Pro pokrocilé: Piijimani slova a jazyk L(A) lze nadefinovat také takto:

Definice 4.3
Slovo w € ¥*, tvaru w = ajas . . . ay, je prigimdno NKA A = (Q,%,6,1, F),
jestlize existuji stavy qo, q1, ..., ¢, takové, zZe

1. qoel,
2. g, € F,

3. 8(qi—1,a;)) D¢ provs. i =1,2,....,n.

Jazykem rozpozndvangm (prijimanym) automatem A rozumime jazyk L(A) =
{w | slovo w je pfijimano A}.
Jazyk L je rozpoznatelny nedeterministickym konecnym automatem jestlize

existuje NKA A tz. L(A) = L.

Pozndmka: Velmi nazorné lze definovat pfijimani slova rovnéz v terminech
grafu NKA. (Jak?) Vsimnéme si také explicitné, ze difve uvedeny KA lze
chapat jako specialni pfipad NKA (kde (g, a) je vzdy jednoprvkovd mnozina
a také [ je jednoprvkovd mnozina).

Jak uz jsme zminili dfive, misto kone¢ny automat (KA) nékdy pro zdiraznéni
fikame deterministicky koneény automat (DKA).

CVICENT 4.1: Zkonstruujte deterministicky KA, ktery piijima tentyz jazyk
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0 1
—1]11,2| 1
21 3 -

3| - 4
—4 - -
—5| 5 | 5,6
6| - 7

7T - 8

81| - 9
<91 9 9

Obrazek 4.1:

jako automat na Obrazku 4.1.

CVICENT 4.2: Sestrojte co nejjednodussi nedeterministicky koneény automat,
ktery pfijimé pravé ta slova v abecedé {0, 1}, jez zacinaji 110 nebo konéi 001
nebo obsahuji 1111.

Pro pokrocilé: Bude nam rovnéz uzite¢na nasledujici definice:

Definice 4.4

Defini¢ni obor pfechodové funkce v NKA A = (Q,%, 0,1, F') mizeme opé&t
pfirozené zobecnit na 6 : @ x X* — P(Q), resp. jesté obecnéji na d : P(Q) x
¥* — P(Q); a sice induktivni definici:

1. §(K,e) =K,
2. 6(K,wa) = U,esx.0) 0(¢: @)

Definici si opét Fadné promyslete; specialné si objasnéte, co znamena 6( Ky, w) =
K,. Také si vSimnéme, ze 0(I,w) je mnozina pravé téch stavi, do kterych
se NKA mize dostat zpracovanim (pfectenim) slova w (zacne-li v nékterém
z pocatecnich stavil). Mizeme tedy také psat

L(A) = {w e | §(I,w) N F # 0}
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CVICENT 4.3: NKA zadany tabulkou na Obrazku 4.1 zadejte grafem.
Pak si na ném ilustrujte funkei 0 : P(Q) xX* — P(Q) pro zvolené argumenty.

Rozsifeni funkce 6 u NKA (viz definici 4.4) v podstaté demonstruje, Ze nede-
terministicky koneény automat lze nahradit deterministickym — byt (obvykle)
s podstatné vétsim poctem stavil.

4.1 Prevod na deterministické automaty

Ctenéi si nejspise ted klade piirozenou otézku, o kolik ,silnéjsi“ je nedeter-
ministicky automat oproti deterministickému. Odpovéd je docela prekvapiva
— o nic! Jak nyni dokdZeme, kazdy NKA lze jednoduchym postupem prevést
na ekvivalentni deterministicky automat.

Véta 4.5

Pro kazdy nedeterministicky konecny automat A existuje ekvivalentni (de-
terministicky) konecny automat A’, tj. rozpoznavajici stejny jazyk L(A) =
L(A).

Diikaz: Necht A = (Q,%, 9,1, F). Sestrojime KA A" = (@', %, ¢, qo, F'), kde

e () =P(Q) je mnozina vSech podmnoZin stavi Q a gy = I € ',

e " C @ obsahuje vSechny podmnoziny ptvodnich stavi @, které ob-
sahuji nektery stav z F.

e Piechodova funkce &' : Q' x ¥ — Q' kazdé podmnoziné ptvodnich
stavi P € Q) a pismenu x € X pfifadi podmnozinu R € ' téch
stavi automatu A, do kterych se lze v A dostat z nékterého stavu v P
prechodem po jedné hran€ oznacené x.

Neni tézké nyni zdtivodnit, Ze novy automat A’ pfijima stejné slova w jako
pivodni A — po kazdém kroku vypoctu deterministického A’ aktualni stav



4.1 Prevod na deterministické automaty 69

q predstavuje podmnozinu téch stavii A, které lze dosdhnout riznymi (ne-
deterministickymi) vétvemi vypoctu A na w. (I stav prazdnd mnozina () ma
svlj vyznam, nebof vypocet nedeterministického A nemusi mit definovany
zadny prechod nad urd¢itym znakem.)

Pro pokrocilé: Pro matematicky pfesnéjsi popis mnoziny piijimajicich stavi
a prechodové funkce vytvoreného automatu muzeme vyuzit prechodovou
funkci s rozsirenym defini¢nim oborem z definice 4.4. Pro libovolné K C @)
(tj. K € P(Q)) polozime ¢'(K,a) = §(K,a) (zde se odkazujeme k oné rozsi-
fené definici §) a déle Fy = {K C Q| K N F # 0}.

Potom je dtikaz L(A) = L(A’) je zfejmy:

Pro lib. slovo w plati: w € L(A) <= 6([,w)NF # () < §'([,w) € F' <
w e L(A).

O

Chovani DKA A’ je uzitecné si predstavit ve formé ,knoflikové hry“ na grafu
NKA A: Na zacatku lezi knofliky pravé na uzlech odpovidajicich I. Ptijde-li
nyni (pfecte-li se) symbol a, kazdy knoflik se posune podle vSech moznych
ptrechodt (Sipek) a — pFitom se knoflik miize ,rozmnozit“ ¢ ,zmizet*. Potom
na kazdém uzlu, na kterém je vice nez jeden knoflik, ponechdame knoflik
jediny — a jsme pfipraveni prijmout dalsi vstupni symbol. Dany stav (dané
rozmisténi knoflikii) je pfijimajici pravé kdyz alespoii jeden knoflik lezi na
uzlu odpovidajicim nékterému pfijimajicimu stavu automatu A.

Vsimnéte si, ze ditkaz véty 4.5 ukazuje pro NKA s n stavy konstrukci DKA
s 2" stavi! Nekteré stavy u tohoto DKA mohou byt ovSsem nedosazitelné
(tedy nékterych rozmisténi knoflikii nelze v predchozi hie docilit) a omezeni
se jen na konstrukci dosazitelnych stavii mtze nékdy znamenat obrovskou
usporu.

Na zakladé konstrukce v dikazu Véty 4.5, neformalni predstavy knoflikové
hry a myslenky omezit se jen na dosazitelné stavy si miZzeme nyni popsat
algoritmus prevodu NKA na ekvivalentni DKA.

Metoda 4.6

Konstrukce determin. automatu z nedeterministického.
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e ZacCneme se stavem reprezentujicim mnozinu I pocatecnich stavi ne-
deterministického automatu A.

e Dokud méme v sestrojovaném automatu A’ stavy s nedefinovanymi
prechody, vybereme si jeden takovy ¢ a znak x. Pro vSechny stavy
reprezentované ¢ najdeme vSechny moznosti pfechodu znakem x v A
a shrneme je v nové mnoziné stavi ¢’ (ta jiz v naSem automatu miize
byt sestrojend).

e Kdyz novy stav reprezentuje mnozinu, kterd ma neprazdny prinik s £,

oznacime jej jako prijimajici.

RESENY PRIKLAD 4.2: Sestrojte k tomuto nedeterministickému automatu
ekvivalentni deterministicky:

Reseni: Postupujeme piesné podle Metody 4.6. Tento automat mé jediny
nedeterministicky prechod znakem b ze stavu 3, ale presto budeme muset
pouzit vSech 7 stavii odpovidajicich neprazdnym podmnozinam. Pro jedno-
duchost mnoziny stava z 1, 2,3 vpisujeme do krouzkt bez zavorek a carek,
jako 123. Za¢neme v mnoziné stavi {1} a zleva doprava sestrojime nasledujici
automat:

CVICENT 4.4: Pfevedte na DKA automat z Obrazku 4.1.
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Poznamka: Bohuzel ne vzdy deterministicky automat sestrojovany z nede-
terministického n-stavového automatu ma rozumnou velikost, jsou ptipady,
kdy musi mit nejméné 2" stavii, coz uz muze byt prakticky nezvladnutelné.
Napft. k NKA s 5 stavy zadanému nasledujici tabulkou

al b

—1 2] -
21311,2
314113
41514
511115

se vam nepodaii nalézt ekvivalentni DKA (tj. DKA rozpoznavajici tentyz
jazyk) s méné nez 2° = 32 stavy.

Konstrukeci pritom snadno zobecnite pro NKA s n stavy, pro néjz nejmensi
ekvivalentni DKA ma 2" stav.

Pozndmka: Uvédomme si ovSem, ze ke kazdému NKA s n stavy (napf.
n = 1000) lze pfislusny DKA realizovat (napf. simulovat na pocitaci) za
pouziti (pouze) n bitf, byt ma dany DKA 2" stavt. (Jak?) Cili tento kol
je zvladnutelny, byt by explicitné zkonstruovany stavovy prostor DKA vi-
bec nebyl ulozitelny do paméti pocitace! (Resit ovéem napt. problém dosa-
zitelnosti stavu v DKA pfi zminéné n-bitové reprezentaci je pak uplné jina
otazkal)

Véta 4.7
NKA rozpoznavaji pravé regularni jazyky (a jsou v tomto smyslu ekvivalentni
DKA).

Diikaz: Jelikoz kazdy DKA je de facto specidlnim pripadem NKA, je ziejmé,
ze kazdy regularni jazyk je rozpoznavan néjakym NKA.

Véta 4.5 fika, ze ke kazdému NKA lze sestrojit ekvivalentni DKA a tedy
kazdy jazyk rozpoznavany NKA je regularni. 0

Poznamka: Zéavérem se kratce zminime o tzv. ,chybovém stavu“ automatu.
V praktickych prikladech konstrukce automati se obvykle stava, ze po pie-
¢teni nékterych nechténych posloupnosti znakii automat prechazi do stavu,
ktery neni prijimajici a ve kterém uz navzdy ztistava. Takovému stavu se pak
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prirozené tika chybovy. Pii konstrukci DKA prevodem z NKA tento stav od-
povidé prazdné mnoziné stavii NKA (v pojmech knoflikové hry to je situace,
kdy nam zmizi vSechny knofliky).

Ve zjednodusenych zobrazenich automatu se pak nékdy takovy chybovy stav
vynechava a prechody do néj nejsou definovany. To je zcela v souladu s definici
nedeterministického automatu, nebot nedefinované prechody znamenaji ne-
prijeti slova. Takovy automat vSak rozhodné neni deterministicky ve smyslu
nasich definic, prestoze tfeba vSechny ostatni pfechody deterministické jsou.
Pokud maéte za kol sestrojit deterministicky automat, pak ten musi obsaho-
vat i pfipadny chybovy stav! A také musi i z néj byt definovany prechody pro
vSechny symboly abecedy, i kdyz vedou vzdy zase zpét do tohoto chybového
stavu. Pokud by zakresleni chybového stavu udélalo automat prilis nepte-
hledny. mnozstvim Sipek, musite aspon jasné slovné poznamenat, ze vSechny
zbylé Sipky vedou do tohoto chybového stavu.

4.2 Zobecnény nedeterministicky konec¢ny au-
tomat

Vrafme se nyni k tvahdm o (nedeterministickém) automatu pro zfetézeni
dvou regularnich jazyk a pripomenme si, ze se nam hodi vice jiny druh
nedeterminismu — tzv. e-pfechody, diky nimz automat muiize zménit stav,
aniz ¢te vstupni symbol:

Definice 4.8

Zobecnény nedeterministicky konecny automat (ZNKA) je dan usporadanou
pétici A = (Q,%,9,1, F), kde

e () je konefna neprazdna mnozina stavi,

e Y je koneCna neprazdna abeceda,

J:Q x (BU{e}) — P(Q) je prechodovd funkce,

I C @ je mnozina pocdtecnich (inicidlnich) stavi

F C @ je neprazdna mnozina prijimagicich (koncovych) stavi.
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Jediny rozdil mezi ZNKA a NKA je tedy v definici prechodové funkce. Proto
i definice konfigurace, vypoctu a pfijimani slova automatem jsou stejné jako
pro NKA v definici 4.2. Jediné, co musime trochu pozmeénit je definice pre-
chodové relace mezi konfiguracemi.

Definice 4.9

Na mnoziné vsech konfiguraci zobecnéného nedeterministického konec¢ného
automatu A definujeme relaci -4 takto: (¢, aw) F4 (¢, w) préavé kdyz d(q, a) >
¢ (rozumi se a € XU {e}, w € ¥*).

Pro pokrocilé: Slovo w € ¥*, tvaru w = aqas . . . a,, je priimdno ZNKA A,

jestlize existuji stavy ¢f,¢9, ..., G- @103+ Umys - Q1> G5 G, (M >
1) takové, ze

1. §el,
2. q,, €F,
3. 0(¢ht ai) 2 ¢ provs. i =1,2,...,n,

4. 6(¢;_1,e) ¢, provs. i =0,1,2,...,n, j =2,3,...,m,.

Uvedena definice pfijimani slova nevypada zrovna elegantné, ze? Mélo by byt
nicméné jasné, co vyjadiuje.
Uvedeme jesté jeden zptisob, hodici se k formalnimu diikazu zobecnéni véty 4.5:

CVICENI 4.5: Zkuste podat induktivni definici E(K) a pak se teprve podi-

vejte na dale uvedené teseni.

Definice 4.10
Mégjme dan ZNKA A = (Q,%,6,1, F). Mnozina E(K) stavi dosazitelnych
z K jen pomoci e-Sipek je nejmensi mnozina spliujici

1. K C E(K),

2. jestlize g € E(K) a ¢’ € 6(q,¢), potom ¢ € E(K).
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alb|lc|e
—112|-1-13
211 -1-1-
31-141]-15

41 -13]-1-
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6|-]-15]-

Obréazek 4.2:

Nyn{ mtizeme piechodovou funkci ZNKA rozsiiit na ¢ : P(Q) x ¥ — P(Q)
takto:

1. §(K,¢) = B(K),

2. 6(K,wa) = U esx.0) E(0(g, a)).

Podobné jako u NKA takto dosdhneme, ze 0(/,w) je mnozina pravé téch
stavii, do kterych se ZNKA muze dostat zpracovanim (piectenim) slova w (a

tedy L(A) = {w € Z* | §(I,w) N F # 0}).

CVICENI 4.6: ZNKA z Obrazku 4.2 zadejte grafem.

Naformulujte pojem pfijimani slova automatem ZNKA v fec¢i grafi auto-
mat.

Charakterizujte jazyk, ktery je danym automatem pfijimén.

Analogicky jako vétu 4.5 lze ukazat:

Véta 4.11
Pro kazdy zobecnény nedeterministicky konecny automat A existuje ekviva-
lentni (deterministicky) konecny automat A’, tj. rozpoznavajici stejny jazyk

L(A) = L(4).
Diikaz: Necht A = (Q,%, 0,1, F). Sestrojime KA A" = (@', %, ¢, qo, F'), kde

e () =P(Q) je mnozina vSech podmnoZin stavi @
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e (o € Q' je mnozina obsahujici vSechny stavy z I a vSechny stavy z nich
dosazitelné po e-hranach.

e [/ C (@ obsahuje vSechny podmnoziny puvodnich stavi (), které ob-
sahuji néktery stav z F'.

e Prechodova funkce 0" : ' x ¥ — Q' kazdé podmnoziné puvodnich
stavii P € (' a pismenu x € ¥ piifadi podmnozinu R € )’ téch stavi
automatu A, do kterych se lze v A dostat z nékterého stavu v P pie-
chodem po jedné hrané oznacené x a po libovolném poctu nasledujicich
hran oznacenych e¢.

Je snadné dokazat, ze automaty A a A’ prijimaji stejny jazyk. OJ

Na zakladé konstrukce v dikazu véty 4.11 miizeme upravit metodu 4.6 tak,
aby prevadéla ZNKA na DKA.

Metoda 4.12

Konstrukce determin. automatu z nedeterministického.

e ZacCneme se stavem reprezentujicim mnozinu I pocatecnich stavil ne-
deterministického automatu A doplnénou o vSechny stavy dosazitelné
v A z pocatecnich stavi jen po hranach oznacenych .

e Dokud méame v sestrojovaném automatu A’ stavy s nedefinovanymi
prechody, vybereme si jeden takovy ¢ a znak x. Pro vSechny stavy
reprezentované g najdeme vSechny moznosti prechodu znakem x v A a
shrneme je v nové mnoziné stavi ¢’. Do této mnoziny pridame vSechny
stavy dosazitelné v A libovolné dlouhou sekvenci e-pfechodt ze stavi
jiz se v ¢’ nachézejicich.

e Kdyz novy stav reprezentuje mnozinu, kterda ma neprazdny prinik s £,
oznacime jej jako prijimajici.
Podobné jako 4.7 mizeme také ukazat:

Véta 4.13
ZNKA rozpoznavaji pravé regularni jazyky.
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Otazky:
OTAZKA 4.7: Je vypocet ZNKA vzdy konecny?

OTAzKA 4.8: Co se stane, pokud Metodu 4.6 aplikujeme na deterministicky
automat?

OTAzZKA 4.9: Kdy pii konstrukci podle Metody 4.6 vznikne stav reprezen-
tovany prazdnou mnozinou ()?

OTAZKA 4.10: Mize byt stav () (dle predchozi otézky) pfijimajicim?

CVICENT 4.11: Kdy automat z nésledujiciho Cvi¢eni 4.12 pfijim4 slovo slo-

zené ze samych pismen a?

CVICENT 4.12: Sestrojte ekvivalentni deterministicky automat k tomuto:

CVICENI 4.13: Kdy automat ze cvic¢eni 4.12 p¥ijima slovo slozené ze samych
pismen b?

CVICENI 4.14*: Uméli byste slovné (a nazorné) popsat jazyk pfijimany au-
tomatem ze Cviceni 4.127

CVICENI 4.15: Navrhnéte ZNKA pfijimajici jazyk vSech téch slov nad {a, b},
které kondi sufixem ,,abb“ nebo sufixem ,aa*“.

Pro pokrocilé: CVICENT 4.16: Zkonstruujte ZNKA rozpoznévajici jazyk L =

{wv | uav € L(A) V ubv € L(A) }, kde A je KA zadany uvedenou tabulkou.
(Slova jazyka L vzniknou ze slov jazyka L(A) vypadnutim jednoho pismene.)
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(Napovéda: ZNKA bude ,,obsahovat dvé kopie vychoziho KA“.)
Nakonec alespon zapoc¢néte konstrukci DKA pro jazyk L.

CVICENI 4.17: Navrhnéte ramcové realizaci koneéného automatu, ktery vzdy
pro zadané slovo v abecedé {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} zjisti, zda v ném néjaké
podslovo délky t¥i méa alespon dva (neprekryvajici se) vyskyty.

4.3 Uzaveérové vlastnosti tridy regularnich ja-
zyk.

Mnoziné vSech moznych jazyka urcitého typu rikdme ttida. Napftiklad do
tTidy regularnich jazykt patii vSechny jazyky, pro které existuje néjaky ko-
neény automat. Jazykové operace se provadéji s jazyky, ¢ili prvky t¥idy (mno-
ziny jazyki). Mizeme tedy mluvit o uzavienosti t¥idy vaci jazykové operaci
(pojem uzavienosti mnoziny vzhledem k operaci je definovan v Sekci 1.3).
Trida je napriklad uzaviena na operaci zietézeni jazyki, jestlize zietézenim
libovolnych regularnich jazykt vznikne zase jazyk pattici do této tridy.

Je pro nas vyhodné védet, na které operace je uzaviena tfida regularnich
jazyki. Mizeme potom pomoci téchto operaci a jednoduchych jazykia jed-
jazyky jsou také regularni. Navic si ukdzeme postupy, jak pro takto vytvorené
jazyky mtzeme snadno zkonstruovat konecné automaty.

Zvlastni roli mezi operacemi, na které je uzaviena tiida regularnich jazyki,
hraji tzv. regularni operace. Pro¢ jsou tak vyznamné bude vysvétleno v Ka-
pitole 5.
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Definice 4.1

Reguldrnimi operacems s jazyky nazyvame operace

e sjednocent L1 ULy ={w|w e Ly VweE Ly},
o zietézeni Ly - Ly = {uv | u € Li,v € Ly}

e a iterace L* = |J,~,L", kde L™ je definovéno induktivné L° = {e},
Ll =1.L1"

Komentadr: Ptiklady regularnich operaci budiz tieba vyrazy
{0,11}* - {000, 11}*,
{0,11}* U {010, 101}*.

Co tyto zapisy znamenaji?

V prvnim pripadé nejprve iterujeme jazyk skladajici se ze dvou slov 0 a 11 —
vytvorime jazyk vsech slov skladajicich se z nul nebo z dvojic jednicek. Poté
iterujeme jazyk ze dvou slov 000 a 11 a vzniklé dva jazyky zietézime.

Ve druhém pripadé iterujeme obdobné dva jazyky, ale nakonec je sjednotime
(jako mnoziny).

Kontrolni otdzka: Dokazete vlastnimi slovy popsat jazyky vzniklé pouzitim
regularnich operaci v predchazejicim komentari?

Uzavienost na sjednoceni jsme jiz dokazali ve Vété 3.18. Vsimnéme si, Ze
pomoci NKA lze podat jiny, velmi pifimocary, dikaz této véty. (Napovéda:
definujte vhodné pojem (disjunktniho) sjednoceni (tj. ,vedle sebe polozeni*)
dvou NKA.) Pouzijeme-li navic e-Sipek (tedy ZNKA), docilime navic snadno
toho, aby vysledny NKA mél jediny pocatecni stav.

Uzavienost tiidy regularnich jazykd na zfetézeni a iteraci je zndzornéna na

Obrazku 4.3 a 4.4, které by mély dostatecné naznacit myslenku. Nasleduje
formalni dikaz.

Véta 4.15
Jestlize jazyky L1, Lo C X* jsou regularni, pak také jazyk Li - Lo je regularni.
Jestlize L je regularni, pak také L* je regularni.
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Obrézek 4.4: L(A") = L(A)*
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Pro pokrocilé:  Dikaz: Necht L; = L(A;), Ly = L(As) pro koneéné auto-
maty A; = (Q1, %, 01, qo1, F1), Az = (Q2, 2, 02, qoz, [2); miizeme predpokladat
Q1NQy=10.

Definujme nyni ZNKA A = (Q1UQ3, 3, 9, {qo1 }, F>) tak, ze 6(q,a) = {01(g,a)}
je-lig € Q1 a d(q,a) = {d2(q,a)} je-li ¢ € Q; navic pro kazdy stav ¢ € F] je
d(q,€) = {qo2} a pro ¢ & I je 6(q,€) = 0.

Je snadné ovétit, ze L(A) = Ly - L.

Necht nyni L = L(A) pro KA A =(Q,%,6,q, F).

Definujme ZNKA A" = (QU{p}, 2, ,{q,p}, FU{p}), kde p € Q, '(q
{d(¢.a)} (a € X) aproq € Fje d'(q,€) = {a}; pro ¢ & F je 6'(¢.€)

navic ¢'(p,a) = 0 také pro v§. a € X U {e}.

Je snadné ovétit, ze L(A") = L*. O

CVICEN] 4.18: Ovéite, ze L(A) = Ly - Ly a L(A’) = L* v dukazu véty 4.15.

a

) =
0 a

CVICEN] 4.19: Uvédomili jste si roli pfidaného (izolovaného) pocéate¢niho a
prijimajiciho stavu p v ditkazu uzavienosti na iteraci?

Uvazujme pro KA A = (Q, X, §, qo, F') konstrukei ZNKA A" = (Q, %, 8, {qo}, FU
{a}), kde 0'(¢,a) = {d(q,a)} (a € X) a pro g € F je §'(q,¢) = {qo}; pro

q & F je §(q,e) = (). Ukazte, Ze obecné neplati L(A") = L(A)*.

Vedle regularnich operaci (sjednoceni, zfetézeni, iterace), je mnozina regu-
larnich jazykt uzaviena i vii¢i dalsim operacim. Snadno ukézeme také uza-
vienost na doplnék a vyvodime uzavienost na (mnoZinovy) rozdil:

Véta 4.16 B
Jestlize L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni. Jestlize Lq, Lo
jsou regularni jazyky, pak také rozdil Ly — Lo je regularni.

Diikaz: Necht L = L(A), kde A = (Q,%,0,qo, F') je konetny automat. Pak
L je ziejmé rozpoznavan KA (Q, %, 4, o, @—F). (Pfijimajici a nepiijimajici
stavy byly prohozeny.)

Druh4 ¢ast tvrzeni pak jiz plyne z toho, ze L1 — Ly = L1 N Lo. ]

CVICENT 4.20: Uvazujme automaty A;, A, zadané tabulkami:
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al|b
—dq1 | 92 | 43 a|b
A —q2 | 42 | G4 A, —Tr1 |2 "N
—q3 | 45 | g3 To | T2 | T3
44 | 92 | 44 —Trs3 | re | Ty
g5 | 45 | 43

Zkonstruujte obecné pouzitelnym algoritmem KA A rozpoznavajici jazyk
L(A) = L(A;) — L(A3). Poté se snazte jazyk L(A) co nejjednoduseji charak-
terizovat (podminkou, kterou splituji slova do néj patiici).

Uzavienost vi¢i priniku jsme jiz ukazali diive (véta 3.19). Na rozdil od sjed-
noceni nam pro prunik elegance e-8ipek moc nepomuze. Ovsem uzavienost
t¥idy regularnich jazykt viaci priniku plyne také napt. z uzavienosti vuci
sjednoceni a dopliiku (de Morganova pravidla).

Dalsi operace, o které se zde zminime, je zrcadlovy obraz.

Tvrzent 4.17
L je regularni pravé kdyz LT je reguldrni.

Diikaz: Idea: (u NKA) zaménime pocate¢ni stavy s pfijimajicimi a obratime
sipky.

Formalné:

Necht L = L(A) pro NKA A= (Q,%,6,1, F).

Definujme NKA A" = (Q,%,0', F,I) tak, ze pro v8. ¢1,¢2 € @, a € X:
3 € 9'(q1,a) & q1 € §(g2, a).
Pak lze snadno ukazat, ze L(A’') = L. O

4.4 Cviceni

RESENY PRIKLAD 4.3: Sestrojte ekvivalentni deterministicky automat k to-
muto:
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Reseni: Postupujeme pfesné podle Metody 4.6 a automat tentokrat vyjde
maly:

a,b

Vsimnéme si, ze vysledny automat vlastné jenom pocita paritu délky vstup-
niho slova a viibec nezalezi na tom, ktery ze znaku a, b prijde na vstup.

RESENY PRIKLAD 4.4: Nasledujici zobecnény nedeterministicky konecny
automat prevedte na deterministicky bez nedosazitelnych stavi.

Reseni: Pozor, vSimnéme si nejprve, ze dany automat mé dva pocéatecni
stavy a do dalsiho stavu je mozné se dostat e-pfechodem, takze pocatecni stav
deterministického automatu bude tvofen mnozinou {1, 2, 3}. Z této mnoziny
se pismenem a miizeme dostat zase do vSech stavii, takze v deterministickém
automatu dostaneme smycku. Pismenem b mtzeme ze stavu 3 do stavu 1 a z
1 do 2, takze dostavame mnozinu {1, 2}. Dalsi pfechody odvodime obdobné.
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Na zavér si vSimnéme, ze ze stavu 2 neni prechod b definovan, a proto v de-
terministickém automatu p¥islusny prechod povede do stavu ), ve kterém jiz
automat zistane navzdy (to je nékdy nazyvano ,chybovym“ stavem).

RESENY PRIKLAD 4.5: Sestrojme nedeterministicky automat (ZNKA) roz-
poznavajici jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b,c}, kterd neobsahuji
zadny znak a, nebo pocet vyskyti znaku b je sudy nebo pocet vyskytt znaku
¢ dava zbytek 2 po déleni tremi.

Reseni: Pozadovany automat jednoduse poskladame z opaku automatu v Re-
Seném piikladu 3.3 a z automatit v ReSeném piikladu 3.1 a ve Cviceni 3.13.
Budeme mit jeden novy pocatecni stav (ktery bude pfijimajici, nebot prazdné
slovo je v naSem jazyce) a z néj e-pfechody do pocatki téchto t¥i vyjmeno-
vanych automati.

Dokéazete tento automat prevést na deterministicky?

CVICENI 4.21: Najdéte libovolné slovo nad abecedou {a, b}, které nepatii do

jazyka prijimaného timto nedeterministickym automatem se dvéma pocatec-
nimi stavy:
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Pozndmka: Pozor, piestoze vSechny stavy jsou pfijimajici, odpovéd neni tak
trivialni.

CVICENI 4.22: Najdéte libovolné slovo nad abecedou {a, b}, které nepatii do
jazyka prijimaného timto nedeterministickym automatem se dvéma pocatec-
nimi stavy:

CVICENI 4.23: Naésledujici zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
prevedte na deterministicky bez nedosazitelnych stavii.

CVICENI 4.24: Nésledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat
prevedte na deterministicky bez nedosazitelnych stavii.
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CVICENI 4.25*: Slovné popiSte jazyk prijimany nasledujicim nedeterminis-
tickym automatem.
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Pokrocilé partie

4.5 Dalsi jazykové operace na regularnich ja-
zycich

Dalsimi operacemi, na které je tf¥ida regularnich jazykt uzaviena, jsou kvo-
cienty. Jejich pochopeni vyzaduje dobré promysleni.

Definice 4.18

Levy kvocient jazyka Ly podle jazyka Lo je jazyk Lo\Ly = {u | Jv € Ly :
vu € Ly }.

Pravy kvocient jazyka Ly podle jazyka Lo je jazyk Li/Ly = {u | Jv € Ly :
w € Ly }.

Priklad: Uvazujme jazyky: L1 = {¢, a, aba, bbaab} a Ly = {b, bb, aba, bbaabb}
Pouzitim kvocientii mtizeme definovat nasledujici 4 jazyky:

e Levy kvocient Ly podle Ly: Ly\ Ly = {e, aab, baab}.

e Levy kvocient Ly podle Ly: L1\ Ly = {e, b, ba, bb, aba, bbaabb}.

e Pravy kvocient Ly podle Lo: Ly/Ly = {e,bbaa}.

e Pravy kvocient Ly podle Ly: Ly/ Ly = {¢&,b, ab, bb, aba, bbaabb}.

Komentar: Pii konstrukei Lo\ L; hleddme slova, kterd vzniknou odebranim
prefixu patiiciho do L, ze slova patticiho do L.

e Zadny prefix slova € nepatii do L.

e Zidny prefix slova a nepatii do L.
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e Do L,y patii aba coz je prefix slova aba € L;. Odebranim prefixu aba
z aba vznikne slovo ¢, které priddme do Lo\ L.

e Do L, patii b a bb, coz jsou prefixy slova bbaab € L. Odebranim téchto
prefixti ze slova bbaab dostaneme slova baab a aab, kterda pridame do
Lo\ L.

Podobnym zptisobem se konstruuji i dalsi 3 mnoziny v predchozim ptikladé.
Jen je dulezité si uvédomit, jestli odebirdme prefixy nebo sufixy (,,\*“ nebo
/"), a déle, ze kterého jazyka bereme sufixy (prefixy) a ze kterého slova
z nichz sufixy (prefixy) odebirdme.

Poznamka: Je uzitetné si uvédomit, ze kvocient typu {a}\L de facto impli-
citné pouzivame pfi konstrukci kone¢ného automatu k danému jazyku.

Kontrolni otdzka: Rozmyslete si pro¢ {a}\L de facto pouzivame.

CVICENI 4.26: Rozmyslete si, pro¢ obecné plati:

o (LMHE=1L

(Ly - Ly) = L3 - LY
Ljo—0

L/{e} =L

L/(LiULy) = L/L1 UL/ Ly

Ly/Ly = (L§\L{)*

CVICENI 4.27: Zjistéte, zda plati L/(L; N Ly) = L/Ly N L/ Ls.
Déle zjistéte, zda operace ,,/“ je asociativni.

Zkuste dale sestavit diikaz uzavienosti tfidy regularnich jazykd vici kvoci-
enttim:

Tvrzent 4.19
Jestlize Ly, Ly jsou reguldrni, pak také Lo\L, a L1/Lsy jsou reguldrni.
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Navod: Necht L1 = L(Al), kde Al = (Ql; 2,(51,qu, Fl), a Lg = L(Ag), kde
Ag = (QQ, 2, (52, qo2, Fg) Pro q - Ql oznac¢me Bq automat Bq = (Ql, E, 51, q, Fl)
a C, automat C, = (Q1, X, 01,401, {¢}). Definujme dle U = {¢g € @, | Fw €
Y*w € L(A2) A 81(qo1, w) = q }; jinak fFeCeno: ¢ € U <= L(As) N L(C,) #
0. Ukazte nyni, Ze Ly\Li = U oy L(By)-

Kontrolni otdzka: Zduvodnéte, pro¢ existuje algoritmus rozhodujici prislus-
nost k mnoziné U.

CVICENT 4.28: Uvazujme automaty A;, As zadané tabulkami:

a|b
—q1 | 42 | g3 a|b
A, (2 | 42 | G4 A, —Tr1 | T2 | "
43 | 45 | 43 To | T2 | T3
4 | G2 | 4a T3 | T2 | T
ds | 45 | 43

Zkonstruujte obecné pouzitelnym algoritmem KA A rozpoznéavajici jazyk
L(A) = L(A;)/L(A;y) (pravy kvocient). Poté se snazte jazyk L(A) co nejjed-
noduseji charakterizovat (podminkou, kterou spliuji slova do néj patfici).

4.6 Konecéné stavovy prekladac

Jiz dfive jsme zminili, Ze kone¢ny automat jako rozpoznavac jazyka je spe-
cidlnim pripadem konecné stavového zarizeni, realizujiciho jistou vstupné-
vystupni funkci.

Jednim z téchto obecnéjsich modelt je tzv. zobecnény sekvenéni stroj (gene-
ralized sequential machine):

Definice 4.20
Zobecnény sekvencni stroj M je Sestice M = (Q, %, A, qo, 0, p), kde

e () je konefna neprazdna mnozina stavi,

e X je konecna neprazdnd mnozina zvana vstupni abeceda,
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e A je kone¢na neprazdnd mnozina zvana vystupni abeceda,
e ¢y € Q je pocdtecni (inicidlni) stav,
e ):(Q XX — Q je prechodova funkce,

o p:(Q x X — A je vystupni funkce.

Takovy stroj M jistym zpusobem definuje zobrazeni (,preklad”) fy, : ¥* —
A*. Zkuste odhadnout jakym. (K modelu koneéného automatu si pridejte
vystupni pasku s tim, ze v kazdém kroku daném prechodovou funkci § se
na vystup pfipiSe fetézec dany funkci p.) Pro jazyk L v abecedé 3 lze pak
ptirozené definovat jeho obraz fy;(L) (v abecedé A); podobné pro jazyk L
v abecedd A lze definovat jeho vzor (inverzni obraz) f;,'(L) (v abecedé X).
D4 se pak napt. ukdzat, Ze fy; i f;, zachovéavaji regularni jazyky (tj. kdyz
L je regularni, tak fi;(L) i f3/ (L) jsou regularni.

Dalsi zobecnéni dostaneme, povolime-li (mj.) nedeterminismus. P¥islugné za-
fizeni se pak nazyva koneéné-stavovy piekladac (prevadéd; v angli¢ting , finite-
state transducer), ktery pak nedefinuje funkci, ale obecnéji relaci (podmno-
zinu X* x A*).
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Kapitola 5

Regularni vyrazy

Cile kapitoly:

e Ukazat teoreticky zaklad algoritmid pro vyhledavani vzorkl v textu a
také formalné zavést tzv. regularni vyrazy pro symbolicky zapis celych
tfid slov (pravé regularnich jazyku, jak uvidime).

e 7Zvladnuti popisu regularnich jazykd pomoci regularnich vyrazu.

e Pochopeni algoritmi (oboustranného) prevodu mezi regularnimi vyrazy
a konecnymi automaty.

Vyznamnou oblasti aplikaci kone¢nych automatti je vyhledavani vzorki (slov)
v textu. Jisté bude ¢tendf souhlasit, ze s takovou tlohou se pii pocitaci
potkava témér kazdodenné. Na vyhledavani existuji standardni softwarové
nastroje, které jsou obvykle piimo zabudovany do systému nebo do texto-
vych editorti. Predstavme si vSak, ze takovy nastroj nemame a chtéli bychom
v rozsahlém souboru nalézt slovo ,,PES“. Jak na to?

Naivni programatorsky pristup by bylo z kazdé pozice v souboru zkontrolo-
vat, zda se v nasledujicich tfech bytech nachézeji znaky P, E a S. Co je vsak
nevyhodou takového pristupu? Ke znakiim souboru zbytecné pristupujeme
tiikrat. (A bylo by to jesté horsi, pokud bychom hledali dlouha slova.) Copak
by to neslo rychleji? Pokud se nad problémem hloubéji zamyslime, vidime,
ze na kazdém misté souboru nam mimo aktualniho znaku staci si pamatovat
dva predchozi. To by prece mél zvladnout i koneény automat.

91
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¥ —{p}

Komentdr: Pro vysvétleni, na§ automat hleda po sobé znaky P,E,S, pfitom
pii vyskytu jinych znaki se vraci zase na zacatek.Na konci kazdého vyskytu
hledaného slova projde automat pfijimajicim stavem. Formalné feceno tento
automat prijima slova majici hledané slovo jako sufix.

Pro lepsi predstavu si uvedeme jesté jeden priklad automatu hledajiciho jedno
konkrétni slovo.

RESENY PRIKLAD 5.1: Navrhnéte koneénj automat piijimajici pravé ta
slova nad ASCII abecedou, ktera maji za sufix PAPA.

Reseni: Je docela ziejmé, Ze zakladem naseho automatu bude posloupnost
prechodi pres symboly P, A, P, A vedouci do pfijimajiciho stavu. Co vSak
udélame, pokud a vstupu nalezneme jiny znak? Vétsinou se vratime do po-
¢atecniho stavu. Ne vsak vzdy!

% —{p}

> — {P,A}

Napriklad znak P na chybném misté automat posle do stavu 2, coz je nutné,
aby tento znak byl také zapocitan jako prvni v mozném sufixu ,,PAPA*.
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Dokonce ze stavu 5 musi pti dalsim znaku P automat pfejit rovnou do stavu 4,
nebot za prvnim ,PAPA“ mtize hned nasledovat dalsi (s prekryvem vyskytu)
jako ,PAPAPA“. Souhrnem téchto uvah ziskdme vySe nakresleny vysledny
automat.

Fakt 5.1

Simulaci automatu z predchoziho Prikladu 5.1 a sledovanim priichodu jeho
prijimajicimi stavy ziskame ten nejrychlejsi algoritmus pro vyhledavani vzorkii
v textu.

Nékdy potfebujeme vyhledavat obecnéjsi vzorky nez konkrétni slova. Napft.
vzorek muZze byt specifikovan (booleovskou) kombinaci jednoduchych podmi-
nek. Napf. si lze predstavit, ze vyrazem ,,(Ceskx & slovenk) V (Cesk* & némecsx)“
zadévame (v n&jakém systému) pfani nalézt vSechny dokumenty, které zéro-
ven obsahuji slovo zac¢inajici na ,Cesk a slovo zacinajici na ,sloven“ nebo
zaroven obsahuji slovo zacinajici na ,,¢esk” a slovo zac¢inajici na ,némec®.

Na vyrazy podobné uvedenému lze pohlizet jako na popis (reprezentaci) urci-
tého jazyka — reprezentovany jsou ty posloupnosti pismen (v ,redlu napf. do-
kumenty, v naSich pojmech jim fikdme prosté slova), které danému vyrazu
vyhovuji; vSimnéte si, ze takto reprezentovany jazyk je pak obvykle neko-
necny.

Pokud vzorek popiseme regularnim jazykem, miizeme k jeho vyhledavani
pouzit koneéné automaty. To ndm (dokonce konstruktivné) umoziiuje nésle-
dujici tvrzeni:

Véta 5.2
Pro kazdy regularni jazyk L, existuje konecny automat piijimajici praveé
vSechna ta slova majici za sufix nékteré slovo z Ly.

Diikaz:  Necht Ay = (Qo, %, o, qo, F) je koneény automat pfijimajici ja-
zyk Ly. Nadefinujeme zobecnény nedeterministicky kone¢ény automat A; =
(Q1,%, 01, q1, F) nasledovné:

o 1 =QoU{q1}, kde ¢1 € Qo je novy pocatecni stav,

e 0; vznikne z §y pridanim smycky na ¢; ohodnocené vSemi znaky > a
e-hrany z ¢; do qo.
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Ao

*

Ao
o| |l ©

Nakonec 4, (pfipadné) prevedeme dle Véty 4.5 na deterministicky automat.
O

Komentdr: Pokud bychom konstrukei uvedenou v dikazu Véty 5.2 aplikovali
na automat z ReSeného piikladu 5.1, vysel by nam (po slouceni v podstaté
zbyteéného pridaného stavu ¢; s ptvodnim pocatecnim stavem) stejny de-
terministicky automat. Zkuste si to sami.

CVICENT 5.1: Sestrojte deterministicky kone¢ny automat vyhledavajici v textu
slovo ,,TATAR®. Udélejte to jak heuristickym piistupem popsanym v Rege-
ném piikladé 5.1, tak i formalnim postupem podle Véty 5.2. Vysly vam oba
automaty stejné?

CVICENI 5.2: Sestrojte deterministicky kone¢ny automat vyhledévajici v textu
nad abecedou {a, b} mista, ve kterych se na konci nevyskytuje stejny znak
vice nez dvakrat za sebou. (Prazdné slovo nechceme.)

CVICENI 5.3: Jaky jazyk vlastné méate vyhledavat v predchozi tloze?

Ndvod: Je to jazyk vSech slov s jistymi sufixy, ale navic jesté nékolik speci-
alnich kratkych slov. Najdete je?

5.1 Regularni operace a vyrazy

Hlavni vyznam regularnich operaci definovanych diive (viz. definice 4.14) je
v tom, Ze jimi mizeme zapisovat rizné jazyky. K tomu si vsak nejprve mu-
sime domluvit spravnou ,syntaxi“ takového zapisu — nazyvame ji regularnim
vyrazem. Poznamenejme, Ze v ruznych softwarovych systémech se setkame
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s riznymi modifikacemi, nazvanymi tfeba také ,regularni vyrazy“. V na-
Sem kursu (tak jako obecné v teorii jazykl a automati) myslime regularnimi
vyrazy pouze pojem vymezeny nasledujici definici.

Definice 5.3

Reguldrnimi vijrazy nad abecedou 3 rozumime nejmensi mnozinu RV (%) slov
v abecedé U {0,e,+,-,*,(,) } (pfitom piedpokladéme, Ze 0, e, +,-,*,(,) &
¥)) spliiujici tyto podminky:

e ),e € RV(X) ax € RV(X) pro kazdé pismeno z € X.

e Jestlize a, § € RV (X), pak také (a + 3) € RV(X), (a- ) € RV(X) a
(a*) € RV ().

Jinymi slovy do RV (X) patii pravé vSechny vyrazy konstruované z 0, ¢ a
pismen abecedy ¥ vyse uvedenymi pravidly.

Komentdr: Priklady jazykt zapsanych reguldrnimi operacemi v komentari
k definici 4.14 se v zapisu regularnimi vyrazy vyjadii

(0+11)*- (000 + 11)*,

(0+11)* + (010, 101)*.

Definice 5.4
Regularni vyraz o reprezentuje jazyk, ktery oznacujeme [a], podle této re-
kurzivni definice

o [0] =0, [e] =A{e}, [a] = {a}
e adale [(a+ F)] = [o] U [B], [(a-0)] = [a] - 3], [(e")] = [a]".

Komentdr: Tato definice neformalné znamena, ze regularni vyrazy zkratko-
vité zapisuji regularni operace nad regularnimi jazyky. Pritom atomickymi
vyrazy jsou €, () a jednotlivé znaky abecedy. Operace se zapisuji svymi ob-
vyklymi symboly -, % a zavorkami (), jenom sjednoceni se zapisuje jako +.

Zmovu si uvédomte, ze v regularnich vyrazech neni operace pruniku jazyki!

Znaceni: PTi zépisu regularnich vyrazi vynechavame zbytecné zavorky (aso-
ciativita operaci, vnéjsi par zévorek) a tecky pro zietézeni; dalsi zavorky lze
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vynechat diky dohodnuté priorité operaci: * vaze silnéji nez -, kterd vaze sil-
néji nez +.
Napt. misto ((((0-1)*-1)-(1-1))4((0-0)+1)*) napiSeme (01)*111+(00+1)*.

Regularni vyrazy, tak jak je formalné definujeme zde, se sice syntaxi lisi
od béznych ,pocitacovych regularnich vyrazi“, ale presto zde muzeme vidét
jsou tii pouzité requldrni operace — sjednoceni, zfetézeni a iterace. Ty se ve
shodném vyznamu objevuji jak v nasi definici, tak v pocitacové praxi.

Poznamka: V této souvislosti je nutné upozornit, ze tzv. zpétné reference,
které se vyskytuji tfeba v novych verzich regexp knihovny, nepatri do regqu-
larnich vyrazu v matematickém smyslul!

Otazky:

OTAZKA 5.4: Je zapis jazyka reguldarnim vyrazem jednoznacény, nebo jinak,
lze jeden jazyk zapsat riznymi vyrazy?

CVICENT 5.5: Jak zapiSete regularnim vyrazem jazyk vSech slov, kde za po-

¢atecnim tsekem znaki a se mize jednou (ale nemusi viibec) objevit znak c
a pak nasleduje tisek znaki b7

CVICENTI 5.6: A co kdyZz v predchozi tloze vyZzadujeme, Ze tsek a i tisek b
musi byt neprazdny?

CVICENT 5.7: A co kdyz v predchozi tloze jesté povolime, Ze znak ¢ se mezi
a a b mize vyskytnout 0-, 1- nebo 2-krat?

CVICENTI 5.8: Zjistéte, zda jsou jazyky [(011+(10)*1+0)*]a[011(0114(10)*1+
0)*] stejné.

CVICENI 5.9: Zjistéte, zda jsou jazyky [((1+0)*100(1+0)*)*]a[((1+0)100(1+
0)*100)*] stejné.

CVICENI 5.10*: Zadejte regularnim vyrazem jazyk
L ={we{0,1}*| ve w je sudy pocet nul a kazd4 jednicka je bezprostiedné
nésledovana nulou }
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CVICENT 5.11: Procvicujte si regularni vyrazy tim, Ze jimi popiSete nékteré
regularni jazyky, s nimiz se v nasem textu (véetné tkolt) setkavate.

5.2 Ekvivalence regularnich vyrazt a jazyku

Hlavnim teoretickym dtvodem, pro¢ jsme regularni vyrazy zavadeéli, je fakt,
ze popisuji pravé nase regularni jazyky. Dévaji ndm tedy alternativni (tex-
tovy) zpusob, jak popsat jazyk pfijimany koneénym automatem.

Véta 5.5
Ke kazdému regularnimu vyrazu « Ize sestrojit konecny automat prijimajici
jeho jazyk [a].

Dikaz (ndznak): Pro jazyky 0, {e}, {a} lze trividlné zkonstruovat rozpo-
znavajici KA. Ke sjednoceni dvou jazyki pak sestrojime induktivné automat
podle Véty 3.18, pro zietézeni nebo iteraci obdobné podle Véty 4.15. Takto
indukci podle délky regularniho vyrazu o vzdy sestrojime prislusny automat.

O

CVICENI 5.12: Myslenky algoritmu prevodu RV — ZNKA jsou nacrtnuty
na obrazku 5.1 — algoritmus k danému regularnimu vyrazu sestroji ZNKA
s jedinym pocatecnim a jedinym pfijimajicim stavem.

Aplikujte tento algoritmus na regularni vyraz ((01*0+101)*100+ (11)*0)*01.

Véta 5.6
Regularnimi vyrazy lze reprezentovat pravé regularni jazyky.

Dikaz: Jeden smér jsme ukézali vétou 5.5. Zbyva tedy dokézat druhy smeér
ekvivalence.

(Velmi) hrubd idea:

Slovo w je pfijimano automatem A pravé kdyz v grafu automatu existuje
cesta (ohodnocend) w zacinajici v pocateénim stavu qg a konéici v ,,prvnim*
prijimajicim stavu nebo v ,druhém® pfijimajicim stavu atd. — v onom ,nebo*
lze snadno rozpoznat sjednoceni jazykii.

Kdyz cesta w vede z gy do (pevné zvoleného pfijimajiciho) ¢4, tak bud je to
,prima cesta® — na niz se zadny stav neopakuje — nebo vznikne z piimé cesty
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Sjednoceni
S
-

Ng T F

Zietézeni
Iterace -

Obrazek 5.1: Konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

yvloZzenim cykli“. Piimych cest z ¢y do g4 je samoziejmé konecné mnoho
(kazda je nutné kratsi nez je pocet stavii automatu), rozmisténi cykla je také
konecné mnoho, a cykly lze iterovat. Staci tedy ,regularné“ popsat cykly a
budeme hotovi. Elementarnich cykla (téch, které neobsahuji kratsi cyklus)
je sice konecné mnoho, ale 1ze je rizné kombinovat; to zptsobuje, Ze ono
regularni popsani viibec neni nabiledni a je velmi zadouci podat presvédcivy
diikaz. Vhodny je napf. induktivni dikaz.

Pro pokrocilé: Induktivni dikaz:

Necht L = L(A) pro KA A = (Q,%,6,q1, F), kde Q@ = {q1,q2,...,q,}. Pro
v8. i, € {1,2,...,n} definujme R;; = {w € ¥* | 6(¢;,w) = ¢;} (tj. jako
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mnozinu slov, které prevedou A ze stavu ¢; do stavu g;).

Dokazeme-li, ze kazdd mnozina R;; (4,5 € {1,2,...,n}) je reprezentovatelna
reguldrnim vyrazem, jsme hotovi - je totiz L = {J . Ru-
Zvolme nyni pevné 4,j a uvazujme mnozinu R;;. Pro k € {0,1,2,...,n}

definujme Rf”j jako mnozinu slov, které prevedou A ze stavu ¢; do stavu gj,
pricemz vSechny pribézné stavy maji index nejvyse rovny k. (Rfj ={w €
Rij |Vu,v: (u#eNv#eANw=uvAd(g,u) =g, = m < k}.)
Ukazeme-li, ze pro kazdé k je mnozina Rfj reprezentovatelnd regularnim vy-
razem, budeme hotovi - je totiz R;; = R;:. To ovSem lze ukazat indukei podle
k. Zakladem indukce je trivialni fakt

R); € X U {e}. Indukéni krok je zfejmy ze vztahu

Rf]frl = Rfj U ( Rﬁkﬂ (R1]:+1,k+1)* R1]z+l,j )

O

Otézkou je, jak pro dany kone¢ny automat najdeme regularni vyraz popisu-
jici jeho jazyk? Neforméalni popis v diikazu Véty 5.6 je sice svym zptisobem
konstruktivni, ale jen tézko si lze predstavit, ze u vétsich automatd najdeme
vSechny mozné cesty od pocateéniho do prijimajicich stavii najednou. Jiny
ptistup ke hledani takovych cest (pfesnéji feceno sledit) poskytuje modifikace
klasického algoritmu pro vypodet metriky grafu [H1i05, Cast 8.2].

Metoda 5.7 (Vypocet regularniho vyrazu z automatu)

Dany automat nemusi byt deterministicky. Jeho stavy libovolné oznacime
Cisly 1,2,...,n a vytvorime tabulku n x n ¢islovanou v fadcich i sloupcich
stavy automatu.

e V nultém kroku na kazdé pole ¢, ;7 tabulky napiseme reguldrnim vyra-
zem vSechny ptimé prechody ze stavu ¢ do stavu j (Sipky nebo smycky
pro i = j). PiSeme ) pokud piechod neni mozny.

e V kroku t = 1,2,...,n k poli ¢,j pfedchozi tabulky pfi¢teme (+ ve
smyslu sjednoceni jazykiu) zfetézeni predchoziho piechodu z ¢ do ¢,
iterace prechodu z t do t a prechodu z t do j.
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e Na konci se¢teme (sjednotime) vSechny piechody z poc¢atecnich do pri-
jimajicich stavii.

Pro vysvétleni, v kroku ¢ > 0 pole 7,5 tabulky obsahuje regularni vyraz
popisujici vsechna mozné slova, které prevedou automat ze stavu ¢ do stavu j
za pouziti vnitinich pfechodt pouze pfes stavy s ¢isly < t.

Priklad: Pro priblizeni Metody 5.7 nasledné uvadime postupné vytvorené
tabulky regularnich vyrazt pro tento jednoduchy dvoustavovy automat.

b a
1 2 1 2
1]le+b a 1 b* a—+ba
2la+ble+a 2| (a+b)b" | e+a+ (a+b)ba
1 2
1| b*+ba(a+ (a+b)b*a) (a+b)b* | (a+b*a)(a+ (a+ b)b*a)*
2 (a+ (a+b)b*a)*(a+ b)b* (a4 (a+b)b*a)*

Napiiklad prvni tabulka nam fika, ze ze stavu 1 pfejdeme zpét ¢i zlistaneme
v 1 slovy b nebo €. Z 1 do 2 piimo piejdeme jen znakem a. V druhé tabulce,
kde jsou povoleny vnitini pfechody pfes stav 1, jiz mame zajimavejsi vyrazy.
Naptiklad z 1 do 1 nyni kromé prazdného slova miizeme piejit libovolnym
fetézcem samych b, tedy slovy [b*]. Jesté zajimavéjsi je prechod z 2 zpét do 2,
kde k ptvodni moznosti [¢ 4+ a] pfibylo zfetézeni pfechodu 2 — 1 [a + 0],
iterovaného prechodu uvnitt 1 [b*] a pak pfechodu 1 — 2 [a]. Zbylé vyrazy
v tabulkach maji analogicky vyznam a odvozeni. ..

Jak vidime, v tabulkéch vychéazeji docela dlouhé vyrazy (a to jsme pfitom uz
automaticky udélali néjaka zjednoduseni, jako treba vypusténi explicitniho
¢ u nasledné iterace). Nakonec nés z posledni tabulky zajimaji jen pfechody
z pocatecniho stavu do prijimajicich stavi, tedy zde pole 1,2. To je vyraz
(a+b*a)(a + (a+ b)b*a)*, ktery vsak dale dokazeme zjednodusit:

[(a+b*a)(a+ (a+D)b*a)*] = [b*a((a+ )b a)" ]| = [(a + b)*a]
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Ted vidime, Ze vysledek je uz docela jednoduchy. Ano, nas automat skuteéné
prijimé vsechna ta slova, ktera konci znakem a.

Otazky:

OTAzZKA 5.13: Jak byste za pouziti automatid a zde uvedenych postupt
mohli mechanicky konstruovat regularni vyraz popisujici prinik jazykt dvou
danych regularnich vyrazi? Je to jednoduchy postup?

CVICENI 5.14: Sestrojte kone¢ny automat (tfeba nedeterministicky) pfiji-
majici jazyk zapsany vyrazem (0 + 11)*01.

CVICENI 5.15: Upravte pfedchozi automat, aby pfijimal jazyk zapsany (0+
11)*00*1.

CVICENI 5.16: Jak byste zapsali regularnim vyrazem jazyk prijimany auto-
matem z nasledujiciho obrazku.
0 1

O, Qo

Y

®©

CVICENI 5.17: Jak byste zapsali regularnim vyrazem jazyk pfijimany auto-
matem z ReSeného piikladu 4.2

Pro pokrocilé:

CVICENI 5.18: Promyslete si, jak tabulkova metoda 5.7 odpovidéa konstrukei
mnozin R}; v induktivnim diikazu véty 5.6

CVICENI 5.19: Sestrojte regularni vyraz reprezentujici jazyk rozpoznévany
automatem zadanym uvedenou tabulkou.
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al|lb
—112]|1
21213
~—3|12]|1

Aplikujte pfitom postup z dikazu véty 5.6, pii némz se postupné konstruuji
vyrazy reprezentujici mnoziny Rﬁ e

5.3 Cviceni

RESENY PRIKLAD 5.2: Podle postupu popsaného v Metodé 5.7 sestrojte
regularni vyraz popisujici jazyk tohoto automatu:

0,1

1 0,1 0,1
@ D——06—0

Resend: Jedna se o automat z Reseného pifkladu 4.1, takze vysledny regularni
vyraz by mél vyjit ekvivalentni vyrazu (04 1)*1(0 + 1)(0 + 1). Tabulkovym
postupem nam vyjde:

1]2 3 4
1|le+0+111 0 0
2 Dle|0+1 0
3 0|0 el0+1
4 010 0 €
1 2 3 4
1[(0+1)* ] (0+1)1 0 0
2 0 el0+1 0
3 0 0 el 0+1
4 0 0 0 £
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1 2 3 4

LI O+1)*[(0+1)*1](0+1)*1(0+1) 0

2 0 € 0+1 0

3 0 0 el0+1

4 0 0 0 £
1 2 3 4
11(O0+1)*|(0+1)1T|(0+1)10+1) | (0+1)*1(0+1)(0+1)
2 0 5 0+1 (0+1)(0+1)
3 0 0 £ 0+1
4 0 0 0 €

Z toho jiz vy¢teme ptechodovy vyraz (0 + 1)*1(0 + 1)(0 + 1), jelikoz zddné
prechody s vnitinim stavem 4 zfejmé nejsou mozné. (Ze 4 jiz nic dal nevede.)
Takze nam vysledek vysSel spravné, ze?

CVICENI 5.20: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou

{0, 1}, ktera neobsahuji tii stejné znaky za sebou.

CVICENI 5.21: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a,b,c}, ve kterych se nikde nevyskytuji znaky a, b hned za sebou (ani ab,
ani ba).

CVICENI 5.22: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych se nikde nevyskytuji dva znaky a hned za sebou.

CVICENI 5.23: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a,b,c}, ve kterych je po a vzdy b a po b vidy a.

CVICENI 5.24: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych je po a vidy b a po b nikdy neni c.

CVICENI 5.25%: Zapiste reguldrnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych je podslovo aa a neni podslovo cc.
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CVICENI 5.26*: Mé&jme dva reguldrni jazyky K a L popsané regularnimi
vyrazy
K =[0°1"0"1*0*], L =[(01+10)*].

a) Jaké je nejkratsi a nejdelsi slovo v priniku L N K?
b) Pro¢ zadny z téchto jazykt K a L neni podmnozinou toho druhého?

c) Jaké je nejkratsi slovo, které nepatii do sjednoceni K U L? Je to jedno-
znacné?

Vsechny vase odpovédi dobfe zdtvodnéte!

CVICENI 5.27: Sestavte regularni vyraz popisujici jazyk pfijimany nasledu-
jicim zobecnénym nedeterministickym automatem. Pouzijte bud tabulkovou
metodu, nebo vlastni (spravnou) tvahu.

CVICENI 5.28: Sestavte konecny automat (tfeba nedeterministicky) pfijima-
jici jazyk zapsany regularnim vyrazem (0 + 11)*01.

CVICENI 5.29: Upravte automat ze Cvic¢eni 5.28 tak, aby pfijimal jazyk
zapsany reguldrnim vyrazem (04 11)*00*1.
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Pokrocilé partie

Dfive jsme rovnou zavedli pojem reguldarni jazyk jako synonymum pro jazyk
rozpoznatelny konecnym automatem. Pro iplnost dodejme, Ze v literatute lze
najit nasledujici definici regularnich jazyktd; ve svétle vysledki uvedenych
vyse je ziejmé, ze obsah obou definic je totozny.

Trida RJ(X) reguldrnich jazykd nad abecedou ¥ je nejmensi tiida jazykt
nad abecedou ¥, ktera obsahuje tzv. elementdrni jazyky a je uzaviena na
regularni operace, tzn.:

elementarni jazyky, tj. ) a {a} (pro kazdé a € X)), patii do RJ(X),

jestlize Ly, L, € RJ(X), pak také Ly U Ly € RJ(X),

jestlize Ly, Ly € RJ(X), pak také L; - Ly € RJ(X),

jestlize L € RJ(X), pak také L* € RJ(X).

Pozndmka: Jak plyne z uzévérovych vlastnosti tiidy regularnich jazyki,
mohli bychom regularni vyrazy obohatit napt. symboly pro priinik a doplnéek
(tfeba &, =, pficemz [(a&f)] = [a] N[F], [-(a)] = £* — [a] — abeceda ¥ musi
byt zfejma z kontextu), aniz se zvétsi jejich vyjadiovaci sila. Zéapis jazyka
se tak nékdy zkrati (napf. misto (0 + 1)*1(0 4+ 1)* lze psat —(0*); ztraci
se ale napt. vlastnost pfimocarého pfevodu RV — ZNKA zminéného vyse.
To je jeden z divodii pro¢ prinik ani doplnék nefadime k (standardnim)
regularnim operacim.

Pozndmka: Dikazy matematickou indukei (napf. u véty 3.18 a dalsich) jsme
dosud v textu podrobné neprovadéli. Piislusna tvrzeni byla ocividna a dikaz
indukei je u nich v podstaté jen rutinni cvifeni (ovSem velmi uzite¢né!).
Induktivni dilkaz jsme skuteéné provedli az nyni u Véty 5.6, protoze zde
se bez néj opravdu tézko lze obejit (jak byste méli potvrdit, pokud jste se
poctivé snazili vétu ,nahlédnout” a dokonale se presvédéit o jeji platnosti).
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Regularni vyrazy ndm poskytuji dalsi moznost reprezentace regularnich ja-
zykt. Toho lze mj. také vyuzit k elegantnim diitkaziim nékterych dalsich uza-
veérovych vlastnosti tiidy regularnich jazyki; zde to ilustrujeme na prikladu
tzv. regularni substituce.

Definice 5.8

Necht ¥ je abeceda a pro kazdé a € ¥ je dén jazyk o(a) v abecedé A,.
Polozme o(¢) = {¢} a o(uv) = o(u)o(v) pro vs. u,v € ¥*. Potom zobrazeni
o: 35" — P(A*), kde A = |, 5. Aq, se nazyva substituce.

Pro kazdy jazyk L C X* pak definujeme o(L) = |J,c; 0(w) a fikdme, Ze
jazyk o(L) vznikl z jazyka L substituci o.

Substituce o, u niz pro kazdé a € ¥ obsahuje jazyk o(a) pravé jedno slovo,
se nazyva homomorfismus. Homomorfismus h lze pak tedy povazovat za zob-
razeni typu h : 3* — A* (které spliuje h(c) = ¢, h(uv) = h(u)h(v)).

Tvrzent 5.9

Necht ¥ je abeceda a o regularni substituce, tzn. o(a) je regularni jazyk pro
kazdé a € X.. Potom pro libovolny regularni jazyk L C ¥* plati, ze o(L) je
rovnéz regularnim jazykem.

Diikaz: Nechf reg. vyraz « reprezentuje L a necht «, reprezentuje o(a),
pro kazdé a € ¥. Da se snadno ovérit, ze dosadime-li do o za kazdy vyskyt
symbolu a reg. vyraz «,, dostaneme regularni vyraz reprezentujici o(L). O
CvVICENT 5.30: Uvedené tii tabulky nedeterministickych automati zadévaji
po tadé regularni jazyky Li, Lo, L3.

a b 0 1 0T T
—A | AB,C - ~D| E | F Gl alm
—B - A B,C —~E |EF|D R TaRTaNe
—C B C F| D | F

Definujte regularni substituci o pfedpisem o(a) = Lo, 0(b) = Ls. Sestrojte
regularni vyraz popisujici jazyk o(Ly).

CvICENI 5.31: K hlub$imu pochopeni nékterych pojmi mizete zkusit zjis-
tit, zda plati néasledujici obecné vztahy; h oznac¢uje homomorfismus, \ levy
kvocient.
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o h(Ly U Lg)=h(Ly)Uh(Ls)

o h(Li N Ly) = h(Ly) N h(Ly)

o {wi\(L1U Ly) = {wi\ L1 U{w}\L,
o {wh\(X" - L) =% —{wh\L

o Ly(Lo\Lq1) = L4
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Kapitola 6

Minimalizace koneénych
automatu

Cile kapitoly:
e Zvladnuti algoritmu redukce kone¢ného automatu.

Vezmeme-li v tvahu praktické (implementacni) hledisko, jisté neni tieba
sahodlouze motivovat otazku mozné minimalizace daného kone¢ného auto-
matu. Zdlraziujeme, ze zde mame na mysli minimalizaci vyhradné determi-
nistického automatu. Napriklad v nasledujicim automatu

a,b

je stav 1 vlastné zbytecny, nebof lze stejné dobfe zacit vypocet ve stavu
3 a stav 1 vypustit. Jak ale lze takové ,zmensovani“ automatu aplikovat
mechanicky?

Ukézeme, ze odpovéd je v tomto pripadé potéSujici — existuje algoritmus
(ktery je dokonce velmi rychly), ktery k zadanému KA sestroji ekvivalentni
automat s nejmensim moznym poctem stavi.

Komentdr: Jeden mozny zptsob zmenseni automatu jsme si jiz ukazali —
staci se omezit na dosazitelné stavy (do kterych vede néjaka orientovana cesta
z pocatecniho stavu). Je v8ak jeSté jind moznost, dany automat totiz mize

109
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obsahovat stavy, které se ,,chovaji stejné” vzhledem k prijeti slov automatem.
Pak pfirozené staci vSechny takto ekvivalentni stavy sloucit do jednoho a
prijimany jazyk se nezméni.

V praxi pri minimalizaci automatu postupujeme opa¢nym smérem, tedy roz-
kladdme mnozinu vSech stavii automatu na neekvivalentni podmnoziny. To
délame v jednotlivych krocich tak dlouho, dokud jesté dochazi k dalsimu roz-
liseni. Po ukonceni procedury jsou podmnoziny nerozlisitelnych stavi slou-
¢eny do jednotlivych stavii nového, jiz minimélniho, automatu.

Definice 6.1

Deterministicky konecny automat nazveme minimdlnim automatem, jestlize
neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi pocet
stavil.

Pozndmka: Pojem ekvivalence mezi automaty byl zaveden v Definici 3.9.

Znaceni: Uvazujme koneény deterministicky automat A = (Q, X, d, qo, F)
bez nedosazitelnych stavii — ty bychom jinak prosté odstranili, aniz zménime
rozpoznavany jazyk (vzpomeiite si, Ze touto otézkou jsme se jiz zabyvali
diive). Pro kazdy stav ¢ € @ definujme

La(q) = L(A,), kde A, = (Q,%,8,q, F).

(La(q) je tedy jazyk rozpoznavany automatem, jenz vznikne z A prohlasenim
stavu ¢ za poCatecni; tedy mnozina téch slov z, pro kterd §*(q, z) € F.)

Idea konstrukce minimalniho automatu je, ze vSechny stavy ¢ € () automatu
A majici stejny jazyk La(q) ,slou¢ime* vzdy do jednoho stavu. Nyni mizeme
vyslovit nasledujici vétu:

Véta 6.2
Existuje algoritmus, ktery k zadanému konecnému automatu A sestroji mi-
nimalni automat ekvivalentni s A.

Vétu nebudeme nyni formalné dokazovat, jen si uvedeme ten algoritmu kon-
struujici minimalni automat.

Metoda 6.3

Minimalizace koneéného automatu

Je dan deterministicky automat A = (Q,3%, 4, qo, F') bez nedosazitelnych
stavu.
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e Zatneme rozkladem Ry = {Q \ F, F'} mnoziny vSech stavii A na ty
nepiijimajici a prijimajici.

e Necht v kroku & > 0 mame rozklad Ry, = {P, P», ..., P,,} mnoziny
v8ech stavii. Pro vechna ¢ € {1,2,...,m} aa € ¥ udélame nasledovné:

— Rozlozime P; na rozklad P? podle toho, do kterych mnozin z Ry
vedou ze stavil v P; Sipky se symbolem a.

e Udélame sjednoceni prinikd téchto (mini-)rozkladd Ry = U, N, P7-

Tim ziskdme vSechna mozné dal8i rozliSeni uvniti tfid rozkladu R
vSemi znaky abecedy.

e Pokud Ry1 # Ry, tj. doslo k dalsimu rozdéleni v rozkladu, vracime se
krokem k + 1 na druhy bod postupu.

e Jinak nechf R je mnozina stavi po jednom vybranych z t¥id rozkladu
Ry, (reprezentanti, piitom ¢y je také vybrano) a ¢’ je restrikce pfe-
chodové funkce ¢ na jednotlivych t¥idach rozkladu Ry. Pak minimélni
automat je Ag = (R,%,0', g0, F N R).

Komentar: V algoritmu hledame dvojice stavii ¢, ¢/, které maji stejny jazyk
L, = L. Jestlize najdeme jedno slovo, na kterém se tyto jazyky lisi, jiz jiste
stavy nemohou byt ekvivalentni a neslouc¢ime je.

Algoritmus zac¢ind rozdélenim na prijimajici a nepfijimajici stavy. Jejich ja-
zyky se od sebe lisi jiz slovem € (délky 0). Postupné v kazdém kroku rozlisime
stavy, které se 1isi delsim slovem (v k-tém kroku méme rozliSeny stavy, které
se od sebe lisi néjakym slovem délky nejvyse k).

Jelikoz automat A ma jen n stavi, nejvyse n — 2-krat v pribéhu algoritmu
muze dojit ke zjemnéni rozkladu Ry, vSech stavi. Proto algoritmus skon¢i po
nejvyse n — 1 iteracich.

Opét bez dikazu si uvedeme nasledujici dilezitou vétu:

Véta 6.4
Pro kazdy regularni jazyk L plati, ze vSechny minimalni konecné automaty
prijimajici tento jazyk jsou vzajemné izomorfni.
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Protoze izomorfni konecné automaty maji stejny normovany tvar, snadno
z této véty odvodime:

Dusledek: Pro kazdy regularni jazyk L existuje pravé jeden miniméalni ko-
necny automat v normovaném tvaru.

V&imnéme si, Ze nyni (nejméné) dvéma rtiznymi zptisoby umime dokazat tuto
vétu:

Véta 6.5
Existuje algoritmus, ktery pro lib. zadané KA A;, As rozhodne, zda L(A;) =
L(Ay).

Dikaz: Staci k obéma KA sestrojit ekvivalentni minimalni automaty v nor-
movaném tvaru a ty porovnat. Jiny dikaz plyne z partie o (konstruktiv-
nich) uzavérovych vlastnostech tfidy regularnich jazyki, uvédomime-li si, ze
L(A;) = L(Ag) <= (L(A;)— L(As))U(L(A2)—L(A;)) = 0 a pfipomeneme-li
si vétu 3.13. U

Komentdr: Pri praktickém pouziti Metody 6.3 postupujeme tak, Ze si stavy
automatu A v jednotlivych podmnozinach rozkladu R symbolicky oznacime
indexem jejich podmnoZiny (tfeba Fimskymi ¢islicemi, aby se to nepletlo se
stavy). Timto symbolickym zépisem stavii pak vypliiujeme v kazdém kroku
k symbolickou prechodovou tabulku. Posledni tabulka ndm nakonec udava
vysledny minimalni automat. Blize viz néasledujici priklad.

CVICENI 6.1: Zjistéte vSechny dvojice stavii ¢, ¢’ u nasledujicich dvou auto-
mati (tedy ¢q,¢" € {0,1,2,...,9}), pro néz L(q) = L(¢').

al|b al|b
—010|1 —5 156
—1 1112 6 7|5
«—213|1 —~71719
31214 81918
41213 —~9 18|17

RESENY PRIKLAD 6.1: Minimalizujme nésledujici automat:
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Reseni: Podle komentaie k Metodé 6.3 vyplnime symbolickou piechodovou
tabulku pro prvotni rozklad Ry = {{1,2,4,5},{3,6}}:

111 |1
2|1 | i
411 |1
511 |1
3 i |1
6 | il | 1

Prvni podmnozina rozkladu se tak dale rozpadé na {1,2} a {4,5}, mezi kte-
rymi lze rozlisit pfechodem pfi znaku b. V dalsich dvou krocich tedy ziskdme
obdobné prechodové tabulky:

iii

i
1| iii

1|1
1|1

|
1
2
4
5
iii [ i
5 .

i | 1

S| W O W= || DN =

Posledni tabulka ndm udava rozklad Ry = {{1,2},{4,5}, {3}, {6}}, ktery jiz
zadnym ze znaki a, b nelze vice rozlisit (zjemnit), a proto je automat udany
touto tabulkou minimalni.
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Otazky:

OTAZKA 6.2: Pro¢ v Prikladé 6.1 vznikla u stavu ii smycka?

OTAZKA 6.3: Pokud je zadany automat jiz miniméalni, ukaze se to v postupu
minimalizace hned?

OTAZKA 6.4*: Pro¢ postup minimalizace automatu nefunguje na nedetermi-
nistickych automatech?

CVICENI 6.5: Sestrojte minimalni (deterministicky) koneény automat, ktery

rozpoznava tentyz jazyk jako NKA zadany nésledujici tabulkou (a prevedte
ho do normovaného tvaru):

a b
—dqo | 41,493 | G5
q1 - q2
qz qr -
d3 - g4
44 - qr
qs - de
de - qnN
—dqr qr qr
qnN - -

CVICENI 6.6: Sestrojte minimalni (deterministické) kone¢éné automaty, roz-
poznavajici jazyky reprezentované nasledujicimi regularnimi vyrazy:
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o (ab*b + ab*ab*b + ab*ab*a)*

e (a+bb)*+ ((b+c)-(d+e)*)" (kde pro jazyk L definujeme LT =
L+ L*+ L3+ ... apro reg. vyraz a definujeme [a™] = [a]™)

CVICEN] 6.7: Minimalizujte podle uvedeného postupu automat:

a,b
E—
OO
CVICENI 6.8: Je tento automat minimalni?
0

1

Y

CVICENI 6.9: Je tento automat minimalni?

CVICENI 6.10: Najdéte minimalni automat ekvivalentni s nésledujicim au-
tomatem zadanym tabulkou.
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al|b
—1121|3
2124
—3(13|5
4127
«~516|3
«~6|6|6
71714
81213
91914

CVICENI 6.11: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b}, ktera
obsahuji lichy pocet vyskytd znaku a a sudy pocet vyskytd znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpozna-
vajici jazyk L7

6.1 Cviceni

RESENY PRIKLAD 6.2: Minimalizujte nasledujici automat:

a a

b @ b @1‘ S 4 > 5
b

Reseni: Zacneme s rozkladem stavii {{1,4,5},{2,3}} podle pfijimajicich.
Opét budeme postupné vyplinovat symbolické prechodové tabulky odpovida-
jici soucasnému rozkladu, ptritom tiidy rozkladu si budeme po fadé cislovat
fimskymi ¢islicemi. Vyjde:

1|1

i i

4 ii

i i 5 ii
i il iii

ces

i]i

W N O | —
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Po prvni tabulce se ndm obé tiidy rozpadnou na dvé podtiidy kazda. Po
druhé iteraci jiz k dalsimu rozliSeni nedojde, a proto skoné¢ime. Vidime tedy,
ze v minimalnim automatu dojde ke slouceni stavii 4 a 5 do jednoho.

CVICEN] 6.12: Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?
a
—~(O——@0 a

CVICEN] 6.13: Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?

O OBl —~(O——0——@D-

CVICENT 6.14: Zdtvodnéte minimalitu tohoto automatu:
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CVICENI 6.16: Minimalizujte nasledujici automat:

CVICENT 6.17: Necht L je jazyk vSech téch neprazdnijch slov nad abecedou
{a, b}, ktera obsahuji sudy pocet vyskyti znaku a nebo sudy pocet vyskyti
znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavii méa koneény deterministicky au-
tomat rozpoznavajici jazyk L a proc¢?

CVICENI 6.18: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, c}, ktera
obsahuji alespon dva vyskyty znaku a a méné nez dva vyskyty znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konecny deterministicky automat rozpozna-
vajici jazyk L a proc¢?

CVICENI 6.19: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, c}, ktera
obsahuji alespon dva vyskyty znaku a nebo alespon dva vyskyty znaku b.
Jaky nejmensi mozny pocet stavii ma konecny deterministicky automat roz-
poznavajici jazyk L a proc¢?

CVICENI 6.20: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, c}, ktera
obsahuji alespon dva vyskyty znaku a a alespon dva vyskyty znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpozna-
vajici jazyk L7
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Pochopeni diikazu toho, ze algoritmus redukce vede k tzv. minimalnimu
automatu.

Jiz jsme si ukazali algoritmus minimalizace konecného automatu, ale idea
minimalizace a ditkaz spravnosti byly spise neforméalni a stru¢né. Nyni si
ukazeme formalnéjsi dikaz.

Definice 6.6
Redukovany automat je automat, ktery nema nedosazitelné stavy a pro kazdé
jeho dva rizné stavy qi, e plati L(q1) # L(qz).

Definice 6.7
Na mnoziné stavi KA zavedeme relaci ~ takto:

g~dq —df L(q) = L(q')

Pozndmka: Je to samoziejmé jinad relace nez ekvivalence mezi konecnymi
automaty zavedena vyse.

Vsuvka: Pripomente si definice ekvivalence a rozkladu indukovaného ekvi-
valenci, které jsme definovali v ¢asti 1.2.1 tohoto textu.

Formalni popis konstrukce podilového automatu:

Lemma 6.8
K libovolnému konec¢nému automatu existuje ekvivalentni redukovany auto-
mat.

Diikaz: Mé&jme automat A = (Q, X, 6, qo, F') bez nedosazitelnych stavi. Zna-
¢enim [q] (¢ € Q) oznacujeme tiidy ekvivalence ~ obsahujici g (tj. [¢] = {p |
p~q})
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Nyni k A definujme tzv. podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaceny
A, takto: AL = (Q~, 25,0~ [qo], Fio), kde Qv = {[q] | ¢ € Q }, Fu = {d] |
g€ F }ad(da)=[0(ga) (provs g€ Q aey).

Korektnost definice plyne z faktu p ~ ¢ = (p € F < q € F) a z faktu
p~q=94(p,a)~d(qga)

Snadno ovéfime, Ze 6(q,w) = ¢ < d.([¢], w) = [¢'] (napi. provedenim dikazu
indukei podle délky w), z éehoz ihned vyvodime ekvivalenci automati A a
Ao (tj. L(A) = L(A~)), i to, ze A. nemé nedosazitelné stavy. O
K algoritmickému pouziti nasi metody ovsem potrebujeme ukazat, Ze umime
pro libovolné stavy qi,¢s rozhodovat otédzku, zda L(q;) = L(gz2). Pro tyto
tcely je vhodné definovat L='(q) jako mnozinu vSech slov z L(q), které maji
délku nejvyse i, a pak zavést na stavové mnoziné automatu A = (Q, X, 6, qo, F)
relace ,9,, i,, 24, ... takto:

@1~ qo =g L(q1) = L¥(qo)

Jinak feceno: pro stavy qi, g2 plati ¢, X @2 praveé kdyz je nelze rozlisit zadnym
slovem délky nejvyse i (tj. pro kazdé slovo w € ¥*, |w| < 4, je bud §(q1, w) €
F, 6(ga,w) € F nebo §(q1,w) & F, 6(qa,w) € F). Je ocividné, Ze relace &
jsou ekvivalence a plati 32523}2 .. (tedy ¢4 e Qo = 1 L q2, neboli e

. . v z g
je zjemnénim relace ~).

Samoziejmeé vidime, ze ¢, L ¢o pravé kdyz bud ¢; € F, ¢ € F nebo ¢; € I,
@ &L

Déle je ztejmé, ze dva stavy jsou rozlisitelné slovem délky nejvyse i+ 1 pravé
kdyz jsou rozlisitelné slovem délky nejvyse ¢ nebo existuje a € X, které je
prevede do dvojice stavil rozlisitelnych slovem délky nejvyse i; v obménéné
podobé to miizeme formalné vyjadrit takto:

Gl = a A NaeS: §q,a) L 8(g,a)) (6.1)

v ® v . v . 0 v/ v o v v/
Vsimnéme si ted, Ze ekvivalence ~ rozlozi mnozinu stavi ) na dvé tiidy

. - " 1 . L il " .
F, Q — F (kdyz jsou obé& neprazdné). Také vime, ze ~ rozlozi @) na stejné
Ve N v Z . v . ’ v Z Z+1
nebo vice t¥id nez ~, a ze vztahu (6.1) je zfejmé, Ze pokud ~=~, pak
i il 042

===, =Y,
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JelikoZ pii poctu stavii n (|Q| = n) nemiZe existovat rozklad na vice nez

i+1
n tid, je dokonce zfejmé, Ze rovnost ~='~ musi ur¢ité nastat pro néjaké

i < n — 2. Stac¢i tedy postupné konstruovat relace, resp rozklady podle

01 2 i it
relaci, ~,~,~, ..., a7 zjistime ~="" — vime, Ze pak ~=~, a mizeme tak

pro libovolné stavy ¢, g rozhodovat, zda L(ql) = L(qo) (zjisténim, zda jsou
ve stejné tiidé zkonstruovaného rozkladu podle ~).

Mame tedy algoritmicky postup, jak k danému automatu A zkonstruovat
ekvivalentni automat B, ktery je redukovany (lemma 6.8 tedy plati kon-
struktivné) — pfitom kdyz A je redukovany, pak B je totozny s A, v opa¢ném
pripadé ma B méné stavii nez A. Je ale B ten nejmensi mozny automat
mezi automaty ekvivalentnimi s A7 Kladnou odpovéd jednoduse vyvodime
z nasledujiciho jednoduchého lemmatu (na néj se de facto odkazujeme i v du-
kazu 6.8).

Lemma 6.9

Méjme dva KA A = (Q,%,0,q0, F) a A’ = (Q', 3,8, qy, F') Jestlize pro stav
q automatu A a stav ¢’ automatu A’ plati L(q) = L(q'), pak pro kazdé a € ¥
Je L(6(q,a)) = L(3'(¢', a)).

Diikaz: Ukazeme, ze kdyz L(d(q,a)) # L(0'(¢,a)), pak L(q) # L(¢'). Kdyz
napf. v € L(6(q,a)) a u & L((S’(q ,a)), pak nutné au € L(q) a au ¢ L(q )D

Uvédomte si, ze z toho snadno plyne, ze dva redukované automaty A =
(Q,%,0,q0, F) a A = (Q, 5,8, qp, F'), které jsou ekvivalentni (tj. L(qo) =
L(qp)), maji jednak stejny pocet stavii a dokonce jsou vlastné totozné (1épe
FeCeno: jsou izomorfni, tj. jeden dostaneme z druhého pouhym prejmenova-
nim stavi). Ted uz je zfejmé, Ze

minimalni automat znamena totéz co redukovany automat.

Dokazali jsme tak vlastné nejen Vétu 6.2, ale i Vétu 6.4.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze jsme dokézali, Ze pokud dva stavy automatu,
ktery ma n stavi (n > 2), nelze rozlisit slovem délky nejvyse n—2, pak je nelze
rozlisit viibec (jestlize L=""%(q) = L=""2(¢), pak L(q) = L(¢')). Tento fakt
ukazuje, ze pro rozhodovani otazky, zda L(q) = L(q’), staci probrat vSechna
slova do délky n—2 (jichz je samoziejmé koneéné mnoho). Ovsem algoritmus
zaloZeny na této myslence by byl pro praktické pouziti velmi nevhodny.
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Kontrolni otdzka: Proc¢ by byl algoritmus zalozeny na probrani vsech slov
do délky n — 2 nevhodny?



Kapitola 7

Omezeni koneénych automat

Cile kapitoly:
e Seznameni se se zpluisobem prokazani neregularity konkrétniho jazyka.

Ctenafi by mélo byt jasné, ze ne kazdy jazyk je regularni (uz jsme to do-
konce dokéazali pri ivahach o mohutnostech mnozin: kone¢nych automatt
je spocetné mnoho, zatimco jazyki — uz nad jednoprvkovou abecedou — je
nespocetné mnoho).

Jak ale vypada konkrétni neregularni jazyk?

Komentdr: Neregularni jazyk musi mit néjakou vlastnost, ktera neumoznuje
rozpoznani jeho slov, mame-li pouze omezenou pamét. Uvazujme napiiklad
jazyk

L={dV|j>0}

(kde kazdé slovo zacina usekem a-Cek, za nimz nasleduje stejné dlouhy tsek
b-Gek). Intuitivné je vidét, Ze pii Cteni slova zleva doprava ndm nezbyva
nic jiného, nez a-cka pocitat a pak porovnat s poctem b-¢ek. K tomu nadm
ovSem predem omezend pamét nestaci, protoze tsek a-ek muze byt libovolné

dlouhy!

Pozndmka: Ale pozor! Tyto naSe tivahy se nedaji povazovat za dikaz toho,
ze L je neregularni. Nase intuice nas muze klamat, a tifeba je to jen nasi ome-
zenosti, ze nevidime zpiisob, jak se bez pocitani a-cek mizeme obejit. Kdyby
nam napf. nékdo tvrdil, Ze jazyk { a™ | m je délitelné tfemi } neni reguldrni,

123
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protoze nezbyva nic jiného nez a-cka spocitat a vysledek délit tfemi, vyvratili
bychom mu to prosté predvedenim konecného automatu, ktery tento jazyk
rozpoznava — a tudiz se zde bez pocitani a-Cek lze obejit.

Jak ale dokézat, Ze néco nelze? Obvykle je klicem vyvozeni logického sporu
z predpokladu, Ze to lze.

7.1 Pumping lemma (pro regularni jazyky)

U L = {a’¥ | 7 > 0} bychom mohli postupovat takto: Predpokladejme, Ze
L je rozpoznavan koneénym automatem A; ten ma néjaky (konecny) pocet
stavil, oznaCme tento pocet n. Automat A musi samoziejmé ptrijmout i slovo
a™b™. Pii ¢teni tseku a™ prochazi postupné urcitymi stavy qo, q1,q2, - - -, Qn-
Jelikoz A mé pouze n stavl, nutné se néjaky stav zopakuje, tedy ¢; = ¢;
pro néjaké i, j, kde 0 < 7 < j < n. Pak ovSem slovo vzniklé zopakovanim
tseku mezi ¢; a gj, tedy slovo a'a’“'a?~'a™Ib", je automatem A pfijiméno,
protoze v deterministickém automatu druhé opakovani @/~ nutné vynuti
stejné prechody vedouci zase do stavu g; a zbytek slova (tedy a"7b") dovede
automat do prijimajiciho stavu. Toto slovo ovSsem nepatii do L a privedli jsme
tak ke sporu predpoklad, ze A rozpoznava L. V§imnéte si také, ze A by musel
rozpoznavat nejen slovo vzniklé jednim zopakovanim ptislusného tseku, ale
také slova vznikla libovolnym ,napumpovanim“ tohoto tseku, tedy slova
tvaru a‘a’ “'a’ ... a’ "'a" I b"; specidlnim pifpadem je pak vypusténi tseku,
u néas slovo a‘a™ 7",

Uvedené tvahy se snadno daji zobecnit. Velmi zhruba feceno:

V kazdém ,dostatecné dlouhém® slové regularniho jazyka L exis-
tuje ,kratké* neprazdné podslovo ,blizko zacatku®“, jehoz vyne-
chanim ¢i ,,pumpovanim® dostavame vzdy slova jazyka L.

Forméalné (a pfesné) to vyjadiuje nasledujici véta.

Lemma 7.1 (Pumping lemma)
Necht L je regularni jazyk. Pak nutné existuje n takové, ze kazdé slovo z € L,
|z| > n, Ize psdt z = vvw, kde |uv| < n, |v| > 1 a pro vs. i > 0 je uv'w € L.
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Diikaz: Necht L je prijimén deterministickym automatem A s n stavy. Pak
prijimaci sled slova z je nutné zacyklen po nejpozdéji n prechodech. Oznac¢me
u prefix slova z, ktery je ¢ten pred prvnim zacyklenim, a v tu ¢ast z, kterd
je ¢tena béhem prvniho cyklu sledu. Pak jsou zfejmé tvrzeni véty splnéna —
prijimaci vypocet miize cyklus v libovolné krat zopakovat. 0

V nasledujicim prikladu si ukdazeme pouziti této véty na stejném jazyku, pro
ktery jsme jiz dokazali, Ze neni regularni.

RESENY PRIKLAD 7.1: Ukaite, Ze jazyk L = {a’V’ | j > 0} neni regularni.
Reseni: Pro spor piedpoklddejme, Ze L je regularni, a vezméme slovo a™b" =
uvw. Pak podslovo v podle podminky |uv| < n Lemmatu 7.1 obsahuje jen

pismena a. TakZze slovo uv?w (dvakrat zopakujeme stfed v) méa vice a nez b,
a tudiz uwv?w ¢ L, coZ je spor.

Pozndmka: Ctendfe mozné napadla otdzka, zda Pumping lemma pfesné
charakterizuje regularni jazyky, tj. zda pro jakykoli neregularni jazyk lze
toto lemma pouzit pro ziskani sporu. Neni tomu tak, jak doklada napi.jazyk

L={a,b}"U{c} {c}"-{a't | j > 0},

ktery spliiuje podminku v Pumping lemmatu a pfitom neni regulérni.

Pro pokrocilé: To mtzeme dokazat, pouzijeme-li i jiné prostiedky. Z predpo-
kladu, ze L je regularni, mizeme napt. vyuzitim uzavienosti tiidy regularnich
jazykt vuci kvocientiim a priniku vyvodit, ze i

({c}"\L) N {a, b} = {a’V | j 2 0}

je regularni — o tom jsme uz ovSem ukazali, Ze regularni neni, a dospivame
takto ke sporu.

CVICENI 7.1: Je reguldrni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve

kterych je stejné znakl a jako znaku b?
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Ziskani schopnosti rozlisit regularni a neregularni jazyky na zakladé
hlubsiho pochopeni pouzivanych metod.

Vsimnéte si, jak se v Lemmatu 7.1 stfidaji kvantifikatory: Je-li L regularni,
pak (neboli (VL tz. L je reguldrni ) :)

(In) (Vz tz. z € L, |z| > n)
(Fu,v,w tZ. 2z = vow, |uv] < n, v > 1) (Vi > 0) : ww'w € L

Pozndmka: Vice formélné bychom misto (Vz tz. A) B psali (Vo : A= B) a
misto (3x tZ A) B bychom psali (3z : A A B).

Je uziteéné predstavit si hru dvou hrac¢u A a B, ktefi maji zadédn (né&jaky)
jazyk L a hraji takto:

1. Azvolin e N

2. B zvoli slovo z tz. z € L a |z| > n (neexistuje-li takové slovo, A vyhral)
3. A zvoll u,v,w tz. z = uwvw, || <na fv| > 1

4. Bzvolii >0

5. Vysledek: je-li wv'w € L, pak vyhral A, v p¥ipadé wv'w & L vyhral B.

Je ziejmé, Ze je-li L regularni, pak A ma vitéznou strategii v uvedené hre.
Jinak Teceno:

Ma-li B viteznou strategii, pak L nent requldrni.
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Komentdr: Vitézna strategie hrace B znamend, ze mé na uplné kazdy mozny
tah hrace A definovanu odpovéd, kterd povede k vitézstvi hrace B.

A pravé navrzeni vitézné strategie hrace B je castym prostiedkem k dikazu
toho, ze uvazovany jazyk je neregularni.

Pro vyse zkoumany L = {a’¥’ | j > 0} mlzeme vitéznou strategii hrice B
formulovat takto.

1. A zvoli (libovolné) n € N
2. B zvoli z =a"b"

3. A zvoli libovolné u, v, w tZ. z = wvw, |uv| < n a |v] > 1, tedy u = o/,
v = a” prondjaké j, ktz. j+k<n, k>1

4. B: zvoli i = 0 (Ize také kterékoli i > 2)

5. Jelikoz a’a™" Utk & L, B vyhrava.

Pozndmka: Vsimnéme si, ze uvedend vitézna strategie hrace B pro jazyk
Ly = {a’¥ | j > 0} je rovnéz vitéznou strategii pro jazyk L, = {w €
{a,b}* | |w|, = |w|p } (pFipomenime, Ze |w|, oznacuje pocet vyskyt symbolu
a ve slové w); kone¢ny automat tedy nemize rozpoznavat slova, v nichz jsou
pocty a-Cek a b-Cek stejné.

7 faktu, ze L; neni regularni, lze ovSem neregularitu jazyka Lo elegantné
prokézat také takto:

Kdyby Ls byl regularni, byl by regularni i jazyk Lo N a*b*, jelikoz tiida regu-
larnich jazyku je uzaviena na prunik (a a*b* je ofividné regularni). Ovsem je
ziejmé, ze LoN a*b* = Ly, a Ly regularni neni. Pfedpoklad, ze L, je regulérni
je takto priveden ke sporu, coz znamena, ze Ly regularni neni.

Pozndmka: Spravné bychom méli psat [a*b*] misto a*b*, jelikoz se odka-
zujeme k jazyku reprezentovanému danym regularnim vyrazem. Protoze ale
nemuze dojit k nedorozuméni, znaceni si takto zjednodusujeme.

Samoziejmé musime ale byt opatrni pfi posuzovani (ne)regularity jazyka na
zékladé jeho specifikace. Napi. podobnost specifikace Ly = {w € {a,b}* |
pocty podslov ab a ba ve w jsou stejné } s vySe uvedenou specifikaci jazyka
Lo mtize nabuzovat dojem, ze L3 je rovnéz neregularni.
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CVICENI 7.2: Zjistéte, zda jazyk Ls je ¢i neni regularni. (Své zjisténi do-
kazte.)

CVICENI 7.3: Dokazte, Ze nasledujici jazyky nejsou regulérni (vyuzijte pum-
ping lemma a rozmyslete si formulace diikazti ve formé hry dvou hraci)

e L ={0™1"0™ | m,n>0}
o Ly={ww|we{0,1}"}
o Ly={ww)?®|we{0,1}}

e [, je mnozina vSech zapisi programi v Javé (nebo v jiném znidmém
programovacim jazyku — Pascalu, C apod.).

CVICENI 7.4*: Dokazte, Ze nasledujici jazyky nejsou regularni (vyuZijte pum-
ping lemma a rozmyslete si formulace diikazti ve formé hry dvou hraci)

e Ls;={0"|p je prvocislo }

e Lg={0"|n=k*pro ndaké k >0}

CVICENI 7.5: Uvazujte pumping lemma v tomto znéni:

Necht L je regularni jazyk. Pak nutné existuje n tz. v kazdém
slové z € L lze kazdé jeho podslovo z délky n (|z| = n) psat
x = uvw, kde |v| > 1, pfi¢emz pro z = y1xys = yuvwys plati, ze
yiuvtwys € L pro v8. i > 0.

Dokazte, ze v tomto znéni tvrzeni také plati a vysvétlete, zda je obecnéjsim
anebo specialnim ptipadem diive uvedené verze.
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7.2 Myhillova—Nerodova véta

Je tedy mozné presné popsat neregularni jazyky néjakym ,testem“ podob-
nym Lemmatu 7.17 Je to mozné a takovy popis byl publikovan zhruba ve
stejné dobé jako pumping lemma.

Hlavni myslenku ilustrujeme na jiz zkoumaném jazyce L = {a’¥’ | j > 0}.
Predpokladejme, zZe existuje koneény automat A pfijimajici jazyk L. Slova
@’ a a’ pro j # j/ musi pievést A do riiznych stavil ¢, ¢, nebot v € L4 (q)
(protoze a’b? € L(A)), ale ¥ ¢ La(q') (protoze a/'t/ ¢ L(A)). Jelikoz vsak
ptipustnych prefixti a’ je nekoneéné mnoho, nemiize mit automat A jen ko-
necné mnoho stavii. Tak jsme vyvodili spor, a tedy konecny automat pftiji-
majici jazyk L nemuze existovat.

Naznacenou myslenku zachytime abstraktnéjsimi pojmy nasledovné.

Definice 7.2
Necht L je jazyk nad abecedou X. Pravou kongruenci indukovanou L nazy-
vame relaci ekvivalence ~ definovanou na vsech slovech ¥* predpisem

x~pyprave kdyzVz € ¥ raxz e L& yz e L.

Intuitivné, prava kongruence indukovana jazykem L vyjadiuje ,,pfibuznost®
prefixi slov ve smyslu, Ze se chovaji stejné v L vzhledem ke vSem moznym
sufixtim.

Véta 7.3 (Myhill, Nerode)
Jazyk L je regularni pravé kdyz prava kongruence indukovana jazykem L
vytvaii konecné mnoho trid ekvivalence.

Vétu zde dokazovat nebudeme, ale vSimnéme si, ze tfidy ekvivalence ~
vlastné odpovidaji staviim minimalniho kone¢ného automatu rozpoznavaji-
ciho L. Takze Vétu 7.3 lze vyuzit nejen k dokazovani neregularnosti jazyka,
ale i pfi zdtivodiiovani minimality automatu piimo ze zadani jazyka.

RESENY PRIKLAD 7.2: Jazyk L = {a,b}* U {c} - {c}* - {a’¥/ | j > 0} neni
regularni.

Reseni: Zde okamzité vidime, ze prefixy ca’ pro j = 1,2, ... musi patfit do
riznych tiid pravé kongruence ~;: Plati ca’ -0/ € L, ale ca’-b* & L pro k # j.
7 Véty 7.3, proto plyne, ze L neni regularni .



130 Kapitola 7. Omezeni konecnych automatt

Otazky:

OTAZKA 7.6: Jakym zptisobem Véta 7.3 vyjadiuje myslenku, Ze koneénym
automatem nelze ,spocitat® vyskyty znaku a ve slovech?

CVICENI 7.7: Je reguldrni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve

kterych je stejné znakd a jako znakd b?

CVICENI 7.8: Je reguldrni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je rozdil poc¢tl znaki a a znakiu b nezdporny? Jak odpovéd souvisi
s predchozi tlohou?

CVICENI 7.9: Je reguldrni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je rozdil poc¢tt znakt a a znakt b vétsi nez 1007

7.3 Cviceni

RESENY PRIKLAD 7.3: Je reguldrni jazyk vsech téch slov nad {a,b,c}, ve
kterych je rozdil poctt znakt a a znakt b rovny poc¢tu znakid c?

Resend: Intuice ndm napovi, Ze i v tomto jazyce L se po nés zada ,spocitat”
pocty vsech jednotlivych znakti, takze jazyk asi regularni nebude. Podivejme
se proto na pravou kongruenci ~; podle Véty 7.3: VSechny prefixy a'b patii
do rtiznych t¥id ~; pro rizna ¢ > 0, protoze jsou navzajem rozliSeny riznymi
sufixy ¢!, kde a’b- ¢t € L, ale a’b- ¢/ € L pro j # i — 1. Proto ~}, vytvaii
nekonec¢né mnoho tiid ekvivalence.

CVICENI 7.10: Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je soucet poc¢tt znakt a a znakt b vétsi nez 1007

CVICENI 7.11: Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je soucin poc¢tt znaki a a znaktu b vétsi nez 1007

CVICENI 7.12*: Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je podil poctl znaki a a znakd b vétsi nez 1007
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CVICENI 7.13*: Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a}, ve
kterych je pocet znaki a prvociselny?
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Kapitola 8

Bezkontextové gramatiky a
Jazyky

Cile kapitoly:

e Sezndmeni se s pojmem bezkontextové gramatiky (neforméalné i for-
malné), jakozto uziteéného prostfedku k (¢astenému) popisu syntaxe
programovacich jazyk.

e Zvladnuti ndvrhu elementarnich bezkontextovych gramatik.

Po zvladnuti regularnich jazykt a s nimi asociovanych kone¢nych automatti se
nyni presuneme do vyssich sfér tzv. bezkontextovych jazykid. Jedna se o obec-
néjsi tfidu jazyku (tj. mame v ni k dispozici silnéjsi popisné prostiedky —
odvozovaci pravidla) nez byly regularni jazyky. S bezkontextovymi jazyky a
gramatikami se hojné setkavame pri syntaktické analyze textu, tfeba zdrojo-
vych kédu programovacich jazyki.

Pro ilustraci uvazujme jazyk aritmetickych vyrazi vytvorenych z prvka abe-
cedy {a,+,x,(,)} (Ciselné konstanty ¢i proménné ted nejsou podstatné,
proto vSechny reprezentujeme jednim atomickym symbolem a). Piiklady ta-
kovych vyrazi jsou a + a X a nebo (a + a) x a. Je zfejmé, ze kvili nutnému
pocitani levych a pravych zavorek se nejedna o regularni jazyk, nemizeme
jej tedy zadat regularnim vyrazem nebo kone¢nym automatem. Na druhou
stranu, pomoci v praxi zauzivaného zptisobu zapisu, mize byt mnozina vSech
takovych aritmetickych vyrazii popsané témito (pfepisovacimi) pravidly:

133
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(EXPR
(EXPR
(EXPR
(EXPR

— (EXPR) + (EXPR)
— (EXPR) x (EXPR)
— ((EXPR))

—_—

R~~~

Videéli jste uz nékdy podobny zpisob popisu v manualech ptikazi nebo
funkci? Formalné zde vlastné vidime zapis bezkontextové gramatiky pomoci
odvozovacich pravidel.

8.1 Odvozeni aritmetickych vyrazi

Podivejme se znova na vyse uvedeny piiklad popisu aritmetickych vyrazt
oCima teorie.

(EXPR
(EXPR
(EXPR
(EXPR

— (EXPR) + (EXPR)
— (EXPR) x (EXPR)
— ((EXPR))

—_—

R~~~

Znaceni: NapiSeme-li misto (EXPR) jen E a pravé strany pravidel se

13

stejnou levou stranou slou¢ime do jednoho fadku, oddélené symbolem ,,|*,
vznikne zkraceny zapis

E—E+E|ExE|(E)]a.

Jak vidno, v pravidlech vedle symbolii abecedy popisovaného jazyka, tak zva-
nych termindlnich symboli ¢i strucnéji terminali, pouzivame i ,,proménné“
neboli netermindly (v nasem ptipadé E).

Mozné odvozent, neboli derivace, slova a + a X a pak miize vypadat takto:
F=F+FE=a+FE=a+FExXE=a+axE=a+axa

Uvedli jsme ptiklad tzv. levé derivace, kdy jsme v kazdém kroku pfepiso-
vali nejlevéjsi netermindl (¢i presnéji feceno nejlevéjsi vyskyt neterminalniho
symbolu). Uvedme piiklad pravé derivace pro totéz slovo:
F==F+E=F+ExXxXE=FE+Exa=E+axa=a+t+axa

A jesté priklad derivace, ktera neni ani leva ani prava:
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E
N
E + E
| VARN /

|
a EF X F E +
| | |
a a a

F=F+F=F+ExE=F+axEF=a+axE=a+axXa

Je ziejmé, ze se vlastné ve vSech tfech pripadech jedna o jedno a totéz od-
vozeni — jen poradi prepisovani neterminali je rizné. Strukturu odvozeni
nezavislou na poradi prepisovani neterminali zachycuje tzv. strom odvozent,
neboli derivacni strom. V nasem pripadé je derivacni strom odpovidajici vSem
tfem derivacim znazornén na Obrazku 8.1 vlevo.

Slovo a + a X a ma ovSem i jinou levou derivaci nez tu uvedenou vyse, a sice:
F=FExE=F+EXE=sa+EXxXE=a+axE=a+axa

Této derivaci odpovida jiny deriva¢ni strom — je zachycen na Obrazku 8.1
vpravo.

Existence dvou riznych deriva¢nich stromi (neboli dvou riznych levych de-
rivaci) pro jedno slovo jazyka, je nezddouci vlastnost — ptislusna gramatika
(tj. soubor prepisovacich pravidel) je mejednoznacnd (o tomto problému se
jesté zminime pozdéji).

Nasi gramatiku ze stranky 134 lze ovsem nahradit gramatikou

(EXPRY — (EXPR) 4+ (TERM) | (TERM)
(TERM) — (TERM) x (FACTOR) | (FACTOR)
(FACTOR) — ((EXPR)) | a

¢l strucnéji
E—E+T|T

T—TxF|F
F—(E)|a
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kterd je s puvodni gramatikou ekvivalentni (tj. popisuje tentyZ jazyk) a je
pritom jednoznac¢na. Napf. nase slovo a+a X a ma v ni jedinou levou derivaci
(jediny deriva¢ni strom):

FE=F+T=T+T=F+T=a0a+T=a+TxXF=a+FxF =
at+ax F=a+aXxXa

CVICENT 8.1: P¥idejte do aritmetickych vyrazii operaci umocnéni a? nejvyssi

priority a napiste prislusna odvozovaci pravidla.

CVICENI 8.2: Pridejte do aritmetickych vyrazi operator porovnani = (ne
ptifazeni), ktery uz déle nesmi vystupovat jako ¢len v souctech ¢i soucinech.

Nase priklady uvedly tzv. bezkontextovée gramatiky. Tyto gramatiky reprezen-
tuji (generuji) tzv. bezkontextové jazyky; jejich definici a zpisob reprezentace
jazyka nyni zformalizujeme.

Definice 8.1
Bezkontextovd gramatika je Ctvefice (tj. je ddna usporfadanou ¢étveticl) G =
(I, %, S, P), kde

e II je kone¢na mnozina netermindlnich symboli (neterminali)

e ¥ je konecna mnozina termindlnich symboli (terminald),
piicemz ITNY = ()

e S €1l je pocdtecni (startovaci) netermindl
e P je konecna mnozina pravidel typu A — (3, kde
— A je netermindl, tedy A € II

— [ je fetézec slozeny z terminalti a netermindld, tedy 5 € (ITUX)*.

Pozndmka: Slovo ,bezkontextova“ v nazvu gramatiky znamena, ze na levé
strané kazdého pravidla stoji jeden neterminél bez sousednich symbolu (tedy
neni v ,kontextu®).

Znacent: Pro jednoduchost pouzivame konvenci, ze neterminalni symboly
jsou znacené velkymi pismeny a terminalni symboly malymi pismeny.
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Definice 8.2

Méjme gramatiku G = (II, ¥, S, P) a uvazujme lib. 7,6 € (IIUX)*. Rekneme,
ze 7y lze primo prepsat na (¢ primo odvodi) § (podle pravidel gramatiky G),
zna¢ime v = 0 nebo jen v = 0 kdyz G zfejmé z kontextu, jestlize existuji
slova i1, pio tZ. v = p1Apg, 6 = p1PBus, kde A — (3 je pravidlo v P.

Rekneme, 7e 7 lze pepsat na (odvodi) §, znacime v =* 4, jestlize existuje
posloupnost g, i1, - - ., fin, slov z (ILU X)* (pro néjaké n > 0) tz. v = po =

p1 = ... = [, = 0. Zminénou posloupnost pak nazveme odvozenim (deri-
vact) délky n slova ¢ ze slova 7.
Definice 8.3

Jazyk generovany gramatikou G, ozna¢me jej L(G), je je mnozinou v8ech slov
L(G) ={w e ¥* | S =" w}.

Dvé gramatiky Gy, Gy nazveme ekvivalentni, jestlize L(G1) = L(G2).

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G takova,
ze L(G) = L.

Poznamka:

e Vsimnéte si dobie, Ze do jazyka generovaného gramatikou patii pouze
ta slova odvozena z S, ktera jsou slozena jen z termindli.

e Relace =" je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =-.
e 7 =" Cteme také ,0 dostaneme z v“, .y generuje 0 apod.

e VySe zminéné odvozeni pg = py = ... = [, nazveme minimdlnz,
jestlize p; # pj pro ¢ # j. Je ziejmé, Ze jestlize v =* ¢, pak 0 lze
z v odvodit (i n&jakym) minimalnim odvozenim. V dalsim budeme
odvozenim automaticky myslet minimélni odvozeni.

e Uvedené priklady jiz ilustrovaly casty zptisob zapisu bezkontextovych
gramatik, kdy udavame kompaktné vsechny pravé strany pravidel, jez
maji tyz neterminal na levé strané — tyto pravé strany pak vzajemné
oddélujeme svislou ¢arou ,,|“

Definice 8.4
Meéjme bezkontextovou gramatiku G = (II, X, S, P); fekneme, Ze « lze pie-
psat na 3 levym prepsdanim, jestlize v P ex. pravidlo X — v tz. a = uXJ9,
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B = uyd pro n&jaké u € ¥*, 6 € (IIUX)*. Odvozeni og = a1 = ... = q,
je levym odvozenim (levou derivaci), jestlize pro v§. i =0,1,...,n—1 lze oy
prepsat na «;y; levym prepsanim. (Pravé odvozeni lze definovat obdobné.)

Pozndmka: Lze snadno ukazat, ze plati-li X =7 w, pak w lze z X odvodit
(né&jakym) levym odvozenim i (néjakym) pravym odvozenim.

Definice 8.5

Derivacni strom, vztahujici se k bezkontextové gramatice G = (II, X, S, P),
je usporadany kofenovy strom (tj. souvisly graf bez cykld, s vyznacenym
vrcholem - kofenem, naslednici kazdého vrcholu jsou usporadani ,zleva do-
prava“), jehoZ vrcholy jsou ohodnoceny symboly z I1 U ¥; pfitom kofen je
ohodnocen symbolem S a lib. vrchol s nésledniky je ohodnocen neterminédlem
X € II, pficemz tito naslednici jsou ohodnoceni Y7, Ys, ..., Y, (V; € IUY),
kde X — Y1Y;5...Y, je pravidlo v P. V pripadé pravidla X — ¢ pripoustime
naslednika ohodnoceného «.

Jsou-li listy derivac¢niho stromu zleva doprava ohodnoceny terminaly aq, as, . . .

fikame, Ze se jedna o derivac¢ni strom pro slovo w = ajas ... a,.

Pozndmka: Vsimnéme si, ze kazdému odvozeni slova w v gramatice G odpo-
vid4 (pFirozenym zptisobem) pravé jeden derivacni strom pro w; derivac¢nimu
stromu pro w odpovida obecné vice odvozeni slova w, ovSsem napi. pravé
jedno levé odvozeni.

RESENY PRIKLAD 8.1: Navrhnéte gramatiku generujici jazyk palindrom
Ly = {wwf | w € {a,b}*}, kde w? znad slovo w zapsané pozpatku.

Reseni: Zde si vystac¢ime s jedinym neterminadlnim symbolem S a tivahou, Ze
takovy palindrom se vytvori z mensiho palindromu pfidanim stejného znaku
na zacatek jako na konec. Zapsano pravidly

S —¢c|aSa|bSh.

.....

RESENY PRIKLAD 8.2: Co nejvystiznéji slovné popiste jazyk generovany
gramatikou

S — SbS | a.

7a’7’L7
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Reseni: Prvni pravidlo S — SbS vytvaii jenom a pouze stiidavé Fetézce
»9bSb ... SbS“. Jelikoz druhé pravidlo S — a kondi jen terminalem, neni
na néj mozné navazat dalsimi pravidly, a proto si jeho vyskyty mtizeme ne-
chat az na konec odvozovani. Proto vSechna mozna odvozena slova jsou zis-
kana z ,,SbSb...SbS*“ dosazenim a, tj. generovan je jazyk vsech slov tvaru
,abab . .. aba“.

CVICENI 8.3: Na Obrazku 8.1 je deriva¢ni strom popisujici odvozeni slova

w = abaaacac podle jisté bezkontextové gramatiky G.

S

NN
ANT AN N
AR

€ € a C € a c

Obrazek 8.1: Derivacni strom pro slovo w = abaaacac

Napiste levé odvozeni slova w podle gramatiky G.

Napiste pravé odvozeni slova w podle gramatiky G.

Najdéte rozklad w = wiwsws s wy # € tak, aby slovo wjwswows také
patfilo do L(G).

Vypiste pravidla gramatiky G.
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Definice 8.6

Rekneme, Ze bezkont. gramatika G je jednoznacnd, jestlize kazdé slovo z L(G)
mé pravé jedno levé odvozeni (tj. pravé jeden deriva¢ni strom). V opa¢ném
ptipadé je G nejednoznacnd (G viceznacnd).

CVICENI 8.4: Lze v tkolu 8.3 z dostupné informace zjistit néco ohledné

viceznacnosti prislusné gramatiky?

Poznamka: Otéazky konstrukce minimalni gramatiky ¢i ekvivalence dvou gra-
matik jsou obecné algoritmicky neresitelné. To je velky rozdil proti kone¢nym
automatim. . .

Otazky:

OTAZKA 8.5: Je mozny postup odvozeni daného slova vZdy jen omezené
dlouhy?

OTAZKA 8.6: Jaky jazyk generuji pravidla SaS | Sb?
OTAZKA 8.7: Jak lze vypocet konetného automatu simulovat pravidly gra-

matiky?

CVICENI 8.8: Generuje gramatika z Piikladu 8.1 skuteéné vSechny palin-
dromy nad {a,b}?

CVICENI 8.9: Sestrojte gramatiku generujici jazyk {0"1™0™ | m,n > 0}.

CVICENT 8.10: Jaky jazyk generuje gramatika
S — aBC | aCa | bBCa

B — bBa | bab | SS
C — BS | aCaa | bSSc

CVICENT 8.11: Generuje gramatika

S — abSa | ¢
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stejny jazyk jako gramatika

S—aSa|bS|e 7

CVICENT 8.12: Navrhnéte bezkontextové gramatiky generujici nasledujici ja-
zyky:

o [, ={w € {a,b}* | w obsahuje podslovo baab }

Ly ={w e {a,b}* | |w|, mod 3=0}

Ly = {ww?® | w € {a,b}*}

Ly ={0"1m0" | m,n >0}

Ly ={0"1"|1<n<m<2n}

gramatikou
S —bSS|a

8.2 Cviceni

RESENY PRIKLAD 8.3: Definuji uz zndméa pravidla aritmetickych vyrazt
jednoznac¢nou gramatiku?

E — E+E|F
F — (E)|FxF|a

Reseni: Ne. Piestoze jsme pravidla navrhli tak, aby vysledek vyhodnoceni
byl aritmeticky jednoznac¢ny, ona gramatika neni jednoznacné ve smyslu de-
finice! Pro dosazeni jednoznacnosti gramatiky jesté musime zavést pravidlo,
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ze stejné operace se vyhodnocuji zleva doprava, coz zajistime opét prioritnimi
neterminaly

E — E+F|F
F — (B)|FxG|G
G — (F)|a

G — (F) | a Vsimnéme si, ze (dle ¢teni pravidel odvozeni ,odzadu“) ndm
pravidlo ¥ — E + F' 1ika, ze + vpravo se vyhodnoti az nakonec, pokud to
mozné zavorky psané v F' neurci jinak.

RESENY PRIKLAD 8.4: Pfidejte do aritmetickych vyrazii z piikladu 8.3 ope-
raci rozdilu, opét s vlastnosti jednoznac¢ného vyhodnoceni vzhledem k arit-
metickym pravidlam.

Reseni: Zde si musime davat pozor — odeéitani neni na rozdil od sé&itani
asociativni, neboli (a —b) — ¢ je néco jiného nez a — (b— ¢). Pokud neni vyraz
zavorkovany, odec¢itani se provadi zleva, takze a — b — ¢ odpovida (a —b) — ca
tak by to nase gramatika méla i odvozovat. K tomu vyuzijeme jiz zavedeného
prioritniho neterminélu F', takze pravidla zni

E — E+F|F|E-F
F — (E)|FxG|G
G — (F)la

RESENY PRIKLAD 8.5: Sestrojte bezkontextovou gramatiku generujici viechna
slova nad abecedou {a, b} majici stejné vyskyt symboli a jako b.

Reseni: Mozné by ¢tenaie mohlo napadnou pouzivat pravidla jako S —
pocet a jako b, ale nevygeneruji slova s dlouhymi tseky ,aa...a“. Spravnéj-

sim pristupem je expandovat hlavné neterminal S na vSechna mozna mista
mezi terminalnimi znaky. Naptiklad pravidly

S — SaSbS | SbSaS | e

ktera vytvareji vSechna slova majici stejné a jako b a navic majici symbol S
mezi kazdymi dvémi pismeny a, b a na zac¢atku i na konci. Pfevodem S — ¢
se nakonec vsech S snadno zbavime.
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Proc¢ tedy popsana gramatika generuje vsechna takova slova? To snadno do-
kdzeme indukci podle délky slova. Prazdné slovo je vytvoreno. Je-li w ne-
prazdné slovo obsahujici stejné a jako b a majici symbol S mezi kazdymi
z pismen a, b, pak v ném nutné je nékde tsek ... SaSbS ... nebo ... 5b5aS ...

a ten lze nasi gramatikou vytvorit ze slova o 4 znaky kratsiho aplikovanim
ptislusného pravidla z S — SaSbS | SbSaS.

RESENY PRIKLAD 8.6: Je nésledujici gramatika jednozna¢na?

S — SaSbS | SbSaS | e

Resend: Neni, uz mnozstvi stejnych neterminalt na pravych stranich pravidel
by vam mélo napovédét, ze asi bude moznych vice odvozeni. Neni vsak tak
jednoduché rtzna odvozeni nalézt, ze? Ttreba vezméme slovo abab — to lze
odvodit bud jako

S — SaSbS — abS — abSaSbS — abab,
nebo uplné jinak jako

S — SaSbS — aSb — aSbSaSb — abab.

RESENY PRIKLAD 8.7: Generuji obé nasledujici gramatiky tentyz jazyk?
S — aaSbb | ab | aabb
S — aSb|ab

Reseni: Druhé gramatika zfejmé generuje jazyk {a'd’ | i > 1}. Zbyva tedy
ovérit, zda prvni gramatika generuje tentyz jazyk. I prvni gramatika generuje
jazyk, ve kterém jsou nejprve znaky a a az pak znaky b. Pravidlo S —
aaSbb vygeneruje viechna slova tvaru a’ SV, kde j > 0 je sudé. Takze pokud
1 7z druhé gramatiky je liché, jsme hotovi uzitim S — ab. Pokud mame
generovat slovo a'b’ pro sudé ¢ > 2, nakonec aplikujeme pravidlo S — aabb,
¢imz vznikne slovo a/ 72072 a i = j+2. TakZe jsme dokézali, Ze obé& gramatiky
generuji tutéz mnozinu slov nad {a, b}.

CVICENI 8.14: Mezi nasledujicimi tfemi jazyky nad abecedou {a, b} najdéte
vSechny, které jsou regularni, a dalsi jazyk, ktery je bezkontextovy a neni
regularni.
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a) [(ab)*ba]
b) {a'Va|i,j € N}
c) {aibjak|i,j,k€N,i+j=k}

CVICENI 8.15%: Mezi nasledujicimi tfemi jazyky nad abecedou {a, b} najdéte
vSechny, které jsou regularni, a dalsi jazyk, ktery je bezkontextovy a neni
regularni.

a) [a*b(a+1b)]
b) {a'b’ |i,j € N,i<j}

c) {a'|1i je prvocislo }

CVIGENT 8.16: Jak byste napsali gramatiku k jazyku { 't/ | 4,5 € N,i < j }?

CVICENI 8.17: Zapiste odvozovacimi pravidly bezkontextové gramatiky ja-
zyk vSech téch palindromti nad abecedou {a,b}, jejichz délka je nasobkem
CtyT.

CVICENT 8.18*: ZapiSte odvozovacimi pravidly bezkontextové gramatiky ja-
zyk vSech téch palindromti nad abecedou {a,b}, jejichz délka je nasobkem
1.

CVICENT 8.19: Generuji obé nésledujici gramatiky tentyz jazyk?

S — aaSbb | ab| ¢
S — aSb|ab

CVICENT 8.20: Generuji obé nasledujici gramatiky tentyz jazyk?

S — aaSb|ab|e
S — aSb|aab| ¢
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CVICENI 8.21: Rozhodnéte, kterda z nasledujicich dvou gramatik generuje
regularni jazyk, tj. pfijimany také koneénym automatem.

a) S —aSbh|bSa|e
b) S — abS | baS | €

CVICENI 8.22: Rozhodnéte, kterd z nésledujicich dvou gramatik generuje
regularni jazyk, tj. pfijimany také koneénym automatem.

a) S— ASa|e; A—b
b) S— BSale; B-—ua

CVICENI 8.23: Rozhodnéte, kterd z nésledujicich dvou gramatik generuje
regularni jazyk, tj. pfijimany také koneénym automatem.

a) S — aSb | bSa | bbS
b) S — ab | ba | bbS

CVICENT 8.24**: Uméli byste nalézt jednozna¢nou gramatiku pro feseni Pfi-
kladu 8.577

CVICENI 8.25*: Napiste gramatiku pro jazyk vSech téch slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych za kazdym tsekem znakt a bezprostifedné nésleduje dva-
krat delsi tisek znaki b.
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Pochopit tlohu syntaktické analyzy v prekladacich.

e Seznamit se se specidlnimi formami bezkontextovych gramatik.

8.3 Uloha syntaktické analyzy v piekladadich

Ulohou syntaktické analyzy v prekladadich je rozpoznat, zda zadavany pro-
gram (tj. zadédvand posloupnost znaki) je skutecné programem, tj. zda je
(syntakticky) spravné utvoren. Nestaci ale jen odpovéd Ano/Ne. V kladném
ptipadé je pouzivanym vystupem napf. deriva¢ni strom (resp. jeho vhodna
reprezentace), jenz slouzi jako vstup pro dalsi faze prekladace.

Pro konkrétnéjsi predstavu se podivejte na ,vysek“ z jednoduchého prekla-
dace, ktery je uveden na konci této prednasky. Vsimnéte si, Ze derivacni
(pod)stromy na Obrazku 8.1 by vedly k sémanticky (tj. vyznamoveé) riznym
cilovym programtim!

8.3.1 Jednoznac¢né gramatiky a jazyky.

Uvedené uvahy mimo jiné ilustruji, proc¢ je dilezitou vlastnosti gramatik
jednoznac¢nost (Definice 8.6)

Vidéli jsme, ze napt. viceznacnou gramatiku je mozné transformovat na ekvi-
valentni jednoznac¢nou gramatiku. Bohuzel toto neni mozné vzdy:

Definice 8.7

Bezkontextovy jazyk L, ktery lze generovat jednoznacnou gramatikou (tj. exis-
tuje jednoznacnéa bezkontextova gramatika G takové, ze L(G) = L) se nazyva
jednoznacny; v opacném piipadé se L nazyva (vnitiné) nejednoznacny.
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Napf. jazyk Ly = {a"b" | n > 0} je generovan jednoznac¢nou bezkontextovou
gramatikou

S —aSh| e

Jazyk Ly = {a't/cF | (i = j) V (j = k) } generuje napf. gramatika

S—>510|ASQ
Sl—>a51b‘€
C—cC|e

SQ—>bSQC|€
A—aAle

Tato gramatika jednozna¢nad neni a da se dokdzat (ne zcela trividlng), ze
neexistuje jednoznacna bezkontextova gramatika generujici Lo; Lo je tedy
nejednoznacny (bezkontextovy) jazyk.

Kontrolni otdzka: Pro¢ uvedena gramatika neni jednoznac¢na?

8.3.2 [Ilustrace jednoduchého prekladu

Omezme se na pascalské pritazovaci prikazy typu V := E, kde V je identifi-
kator proménné typu real a E je aritmeticky vyraz vytvoreny z identifikdtort
proménnych a zapist ¢isel typu real pomoci operatori +, * a pomoci zavorek.
Takovym piikazem je napf.

Zisk := (Cena + Dan) % 0.12 (8.1)

Vsimnéme si, ze vSechny takové piikazy lze generovat bezkontextovou gra-
matikou G ve tvaru

S — (id):=F
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(kde {S, E'} je mnozina neterminald, S po¢ate¢ni neterminal a {:=, +, *, (, ), (id) }
mnozina terminal ) za predpokladu, ze kazdy vyskyt terminélu (id) bude
nahrazen konkrétnim identifikitorem proménné nebo zapisem ¢isla typu real.

Chceme navrhnout algoritmus, ktery libovolny zminény pascalsky ptikaz pte-
lozi do asembleru stroje s jedinym pracovnim registrem, zvanym akumulator
(ACC), s paméti tvofenou posloupnosti (adresovanych) bunék a s néasleduji-
cim instrukénim repertoarem:

Instrukce Efekt

LOAD m c(m) — ACC

STORE m | ¢c(ACC) —m

ADD m c(ACC) + ¢(m) — ACC
MPY m c(ACC) x ¢(m) — ACC
LOAD =m | m — ACC

ADD =m | ¢(ACC)+m — ACC
MPY =m | ¢(ACC)*m — ACC

K vysvétleni snad staci nasledujici poznamky:

e napi. ¢(m) — ACC znamena, Ze obsah paméfové buiiky m (tedy bunky
s adresou m) se zkopiruje do akumulatoru

e vyraz = m znamena primo numerickou hodnotu m

e piredpokladame, ze ADD a MPY jsou ,floating-point* operace
Prace prekladace se da rozdélit zhruba do nésledujicich fazi:

o lexikdlni analyza, kdy se ve zpracovavaném zdrojovém textu (tj. ve
vstupnim Fetézci) zjisti tzv. lexikdlni jednotky (napf. identifikdtory, za-
pisy ¢isel, znaky +,*,:= apod.),

o syntaktickd analyza, kdy se zjisti syntakticka struktura fetézce predzpra-
covaného lexikalni analyzou,

e generovani kodu, kdy se s vyuzitim zjisténé syntaktické struktury vy-
tvari cilovy kéd (tj. preklad vstupniho Fetézce).
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(V redlném piipadé se tyto faze rtizné prolinaji, jsou doplnény o dalsi faze —
napi. o optimalizaci kédu, zotaveni z chyb apod.; ale to neni pro nas priklad
podstatné).

Vysledkem lexikalni analyzy vstupniho Fetézce (8.1) by mohl byt Fetézec
(id)1 = ((id) + (id)3) * (id)4 (8.2)

zaroven s tabulkou T'AB:

Pot. ¢islo | Identifikator | Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real

Vysledkem syntaktické analyzy pro fetézec (8.2) by mohl byt (derivacni)
strom na obrazku 8.2, ve kterém c¢islo v ohodnoceni vnitinich uzli udava
maximalni vzdalenost k listu.

(S, 3]
[E, 2]
:
E, 1 |
-
(id), = ( ld2 +  (id)s ) o« (id),

Obréazek 8.2: Vystup syntaktické analyzy

(Deriva¢ni strom podle G by mél 7 vnitinich uzla. Zde predpokladame, Ze
»zbytecné* uzly byly vyhozeny, takze vysledny strom ma jen 3 vnitini uzly;
naprt. zavorky jsou potfeba k spravnému vytvoreni stromu, ale pro dalsi ticely
nejsou potiebné).

Vysledny kéd lze ze sestrojeného stromu sestavit pomoci nasledujicich pra-
videl, ktera kazdému vnitinimu uzlu u pritazuji Cod(u):
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e uzel u je ohodnocen (id);: jestlize i-t4 polozka v tabulce TAB je pro-
ménnd typu real, pak Cod(u) je piislusny identifikdtor (napf. je-li u
ohodnocen (id);, je Cod(u) Tetézec ‘Zisk’); jestlize i-ta4 polozka v ta-
bulce TAB je konstanta (typu real), pak Cod(u) je pfislusny zapis
Cisla pfedchazeny znakem = (napf. je-li u ohodnocen (id)y, je Cood(u)
fetézec ‘= 0.127)

e je-li uzel u ohodnocen nékterym ze symboli :=,+,* pak Cod(u) je
prazdny fetézec

e uzel u je ohodnocen [S,n] a ma nasledniky wuy, us, ug: Cod(u) je pak
‘LOAD’ Cod(us) 5 STORE’ Cod(uy)

e uzel u je ohodnocen [E,n| a mé nésledniky wq, us, us: pak

— jestliZe uy je ohodnocen +, Cod(u) je
Cod(us) ; STORE $'n ; LOAD’ Cod(u,) 5 ADD $'n
— jestliZe uy je ohodnocen *, Cod(u) je

Cod(us) ; STORE $'n ‘; LOAD’ Cod(u;) ‘; MPY $'n
Napf. kéd pfislusny k uzlu ohodnocenému [E, 1] je
Dan ; STORE $1 ; LOAD Cena ; ADD $1

Kéd piislusny k uzlu ohodnocenému [S, 3] (tedy kyzeny program v asem-
bleru) je

LOAD =0.12;
STORE $2 ;
LOAD Dan ;
STORE $1 ;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk
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8.4 Specialni formy bezkontextovych grama-
tik

8.4.1 Redukované gramatiky

Vzpomenme si na odstranovani nedosazitelnych stavii u koneénych automat
— takové stavy jsou ,zbytecné“. Ted se podivame na odstranovani ,zby-
tecnych“ neterminélti u bezkontextovych gramatik. Neterminal je zbytecny,
jestlize z néj nelze odvodit zaddné termindlni slovo (pak se tedy nemize obje-
vit v zddném odvozeni terminélniho slova z poc¢atecniho neterminélu), nebo
je nedosazitelny — nemiize se prosté viibec objevit pfi jakémkoli piepisovani
zaCinajicim z pocatecniho netermindlu. Redukovand gramatika neobsahuje
takové zbytecné neterminély:

Definice 8.8
Bezkontextova gramatika G = (I, X, S, P) se nazyva redukovand, jestlize
jsou pro kazdy X € II splnény tyto dvé podminky:

1. existuje aspon jedno w € ¥* tz. X =" w,

2. existuji slova a, 8 € (ITU X)* tz. S =" aX .

Uvazujme nejprve, jak pro danou gramatiku G = (II, X, S, P) zjistit neter-
minaly spliujici podminku 1.

Chceme tedy zkonstruovat mnozinu 7 = {X € II | Jw € ¥* : X =* w}.
Konstruujeme postupné mnoziny 77,7, ..., kde 7; = {X € Il | Jw € ¥* :
(X —w)ePtaTy =T U{X e€ll | 3aeT*: (X — a) € P}
az k ptipadu 7, = 7,.;. Na takovy pfipad nutné narazime pro n < [II] a
o¢ividné plati 7,, = 7.

Neterminaly, spliiujici podminku 2., tedy dosazitelné netermindly, 1ze zjistit
takto:

Mnozinu D = {X € Il | Jo, 5 : § =¢ aXF} sestrojime zase postupnou
konstrukei Dl,Dg,..., kde Dl = {S} a Dz’—i—l = Dz U {X eIl | ex. Y €
D; a a obsahujici X tz. (Y — «) € P}, az k pfipadu D,, = D, 1.

Snadno ted ukdZeme:
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Véta 8.9
Ke kazdé bezkontextové gramatice G tz. L(G) # () Ize sestrojit ekvivalentni
redukovanou gramatiku.

Diikaz: Méme G = (I1, X, S, P). Nejdiive zkonstruujeme mnozinu netermi-
nala spliujicich podminku 1. (z definice redukované gramatiky).

Pak v G vynechame vSechny neterminaly nesplnujici 1. a vSechna pravidla,
kterd takové neterminaly obsahuji. Dostaneme tak jistou gramatiku G’ a je
o¢ividné, ze L(G) = L(G').

Pro gramatiku G’ nyni zkonstruujeme mnozinu neterminala splnujicich pod-
minku 2. a déle vynechame vSechny neterminaly nesplnujici 2. a vSechna

pravidla, ktera takové netermindly obsahuji. Dostaneme tak jistou grama-
tiku G” a je opét ocividné, ze L(G) = L(G") = L(G").

Presvédcte se, ze G” je skutecné redukovanou gramatikou. U

CVICENI 8.26: Zredukujte nasledujici bezkontextové gramatiky:

S — aA|bB|aSa|bSb|e

S — aSb|aAbb|e A — bCD | Dba

A— aAB|bB B — Bb| AC

B — aAb| BB C —dA|c

C — CC|cS D — DE
E—¢

Ptehozeni uvedeného postupu (tj. nejprve odstranéni netermindld nespliiuji-
cich 2. a pak téch nesplnujicich 1. nemusi vést k redukované gramatice.

Snadno ted také muZeme ukizat tuto vétu:
Véta 8.10

Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G roz-
hodne, zda L(G) = {).

Dikaz: Staci oveérit, zda S patii do mnoziny neterminali splnujicich pod-
minku 1. O

Pozndamka: Dale poznamenejme, Ze na rozdil od konecnych automatt ne-
existuje algoritmus, ktery by k dané bezkontextové gramatice zkonstruoval
nejmensi s ni ekvivalentni. D4 se to ukdzat metodami teorie vy¢islitelnosti,
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z nichz rovnéz plyne, zZe neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval ekviva-
lenci bezkontextovych gramatik. (To bude demonstrovano v kursu o vy¢isli-
telnosti a slozitosti.)

CVICENI 8.27: Zjistéte, zda pro nasledujici gramatiku G je L(G) # 0
S — aS|AB|CD

A — aDb| AD| BC

B — bSh| BB

C — BA| ASb

D — ABCD|e

CVICENT 8.28: Zredukujte nasledujici bezkontextovou gramatiku

S — aSb | aAbb|aDaS | e
A — aAB|bB

B — aAb|BB|E

C — CC|cS

D — aSb|cD |aEE

E — EB|bD

8.4.2 Nevypoustéjici gramatiky

Z technickych diivodi mohou byt nepfijemné tzv. e-pravidla (typu X — ¢).
Proto bychom se jich chtéli zbavit.

Definice 8.11

vvvvv

pravidlo typu X — e.

Véta 8.12
Ke kazdé bezkontextové gramatice GG Ize sestrojit ekvivalentni nevypoustéjici
gramatiku G' tz. L(G") = L(G) — {e}.

Diikaz: Konstrukce vyuziva obdoby vyse uvedené konstrukce pro netermi-
naly splnujici podminku 1. z definice redukované gramatiky.
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Ke gramatice G = (I, X, S, P) totiZ nejprve sestrojime mnozinu £ = {X €
IT | X =* e}; zde opét konstruujeme mnoziny &;,&,, ..., kde & = {X € IT |
(X me)ePla&p=&U{Xell|Ja€&: (X — a) € P}. Skon¢ime
v piipadé &, = &,11 — je zfejmé, ze pak &, = &.

Na zékladé £ sestrojime mnozinu pravidel P’ takto: pro kazdé pravidlo (X —
«) € P zatadime do P’ vSechna mozna pravidla X — (3, kde 3 vznikne z «
vypusténim nékterych (tfeba zadnych) vyskytt symboli z &; pfitom ovSem
vynechame (nezafazujeme) pfipadnou moznost X — e.

Polozime G' = (II, X, S, P'); lze snadno ovéfit, ze skuteéné L(G') = L(G) —
{€} (forméalné lze postupovat napt. indukei podle délky odvozeni). O

Diisledek: Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (I, 3, S, P) existuje ekvi-
valentni bezkontextova gramatika G = (I}, X, 51, P;), kde € muze byt pra-
vou stranou pouze u pravidla S; — ¢; v takovém pripadé se pak S; nevysky-
tuje na pravé strané zadného z pravidel z P;.

Diikaz: Ke G lze sestrojit nevypoustéjici gramatiku G' = (I1, X, S, P’). Plati-
lie & L(G) (S nepatii do vyse zminéné £), polozime G; = G'. Je-li ¢ € L(G),
vznikne GG z G’ pfidanim nového neterminalu S;, ktery bude poc¢atecnim, a
pravidel S — ¢, 51 — S. O
CVICENI 8.29: K bezkontextové gramatice G dané uvedenymi pravidly se-
strojte nevypoustéjici gramatiku G’ takovou, ze L(G') = L(G) — {¢}.

S — AB|¢

A — aAAb|BS|CA

B — BbA|CaC'|e

C — aBB|bS

8.4.3 Chomského normalni forma

7 technickych divodi je uzitecné, ze bezkontextové gramatiky lze transfor-
movat do riznych normdlnich forem, u nichz jsou kladena dalsi syntakticka
omezeni na povolena pravidla. Prikladem je tzv. Chomského normalni forma:

Definice 8.13

Bezkontextova gramatika je v . Chomského normdlni forme, zkracené v CHNF,
jestlize kazdé jeji pravidlo je tvaru X — Y Z nebo X — a, kde X,Y, Z
oznacuji neterminalni symboly a a terminalni symbol.
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Véta 8.14
Ke kazdé bezkontextové gramatice G Ize sestrojit gramatiku G' v CHNF tz.
L(G') = L(G) — {e}-

Diikaz: Podle véty 8.12 muizeme rovnou piredpokladat, ze G je nevypoustéjici
(jinak ji do této formy pfevedeme). UkaZeme, jak postupnou transformaci G
zkonstruujeme ekvivalentni gramatiku G’ v CHNF.

Nejprve z gramatiky GG odstranime pravidla typu X — Y

Pro kazdy neterminal A zkonstruujeme mnozinu Dy = {B | A =* B}. Pak
pro kazdé pravidlo B — «, kde B € D4 a « neni rovno jednomu neterminalu,
pridame pravidlo A — «a. Nakonec odstranime vsechna pravidla typu X —
Y. Snadno lze ovérit, ze generovany jazyk ztstava zachovan.

Déle pro kazdy terminal a zavedeme novy neterminal A, a pfidame pravi-
dlo A, — a. Pak na pravé strané kazdého pravidla X — «, kde |a] > 2,
nahradime kazdy vyskyt terminalu a neterminalem A,.

Je zfejmé, Ze generovany jazyk zlustava stale zachovan; jedina pravidla po-
rusujici podminku CHNF mohou byt typu X — Y1Y5...Y,,, kde n > 3 (V;
jsou samoziejmé neterminaly).

Kazdé pravidlo uvedeného typu lze ovSsem nahradit soustavou X — Y;Zi,
Zy — Yoy, oy Zng — Yy oZy 9, Ly g — Yo 1Yy, kde 21, 2y,..., 2,

jsou nové pridané neterminaly.

Opét je snadné se presvédcit, ze generovany jazyk se nezméni a uvedenymi
zménami vznikla gramatika G’ je pozadovanou gramatikou v CHNF. 0

Kontrolni otdzka: Jak sestrojime mnozinu D, pro kazdy neterminal A?

CVICENT 8.30: Nésledujici gramatiky prevedte do Chomského normélni formy:

S — A|0SA|e S — (E) S — abS|CaS|BaS |a
A—1A4]1| B1 E-—F+4F|FxF B-—aCB|SC
B—0B|0|¢ F—alS C — BCb|SB

8.4.4 Greibachové normalni forma

V nékterych situacich je uzitecna tato normalni forma:
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Definice 8.15

Bezkontextova gramatika je v Greibachove normadlni formé, zkracené v GNF,
jestlize kazdé jeji pravidlo je v tvaru X — aY1Y>...Y, (n >0, a je termindl,
Y; jsou neterminaly).

Véta 8.16
Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G’ v GNF tz.

L(G") = L(G) — {e}.

Podrobny dtkaz zde neuvadime. Zminme ale, ze zakladni ,procedury” prii
prevodu gramatiky do GNF jsou zachyceny v nésledujicich dvou lemmatech.
Prvni je ocividné:

Lemma 8.17

Méjme bezkont. gramatiku G = (II, %, S, P). Necht P obsahuje pravidlo
A— aByaB — (1, B— [, ..., B— (3, jsou vSechna pravidla s B na
levé strané. Potom odstranime-li z P pravidlo A — «a B~y a naopak pridame
pravidla A — af1y, A — afsy, ..., A — «af,7, dostaneme gramatiku
ekvivalentni s G.

Dalsi lemma je zakladem pro odstranéni leve rekurze, tj. ptipadu X =* Xq;
to je dulezité pro syntaktickou analyzu v prekladacich.

Lemma 8.18

Meéjme bezkont. gramatiku G = (I, X, S, P). Necht A — Aoy, A — Aay, ...,
A— Aoy, A — (1, A — By, ..., A — [3, jsou vSechna pravidla s A na levé
strané, pricemz Fetézce [3; nezacinaji A. Gramatika G' = (I1U{Z}, %, S, P’)
vznikld z G dodanim nového neterminalu Z a nahrazenim vsech uvedenych
pravidel soustavou A — (;, A — 5,7 (i =1,2,...,n), Z — «;, Z — ;7
(i=1,2,...,m), je ekvivalentni gramatice G.

CVICENT 8.31: Vytvotte pro jazyk L = {a't’ | i,j > 0} gramatiku v Greiba-

chové normaélni formé.



Kapitola 9

Zasobnikové automaty

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu zasobnikového automatu a zvladnuti jeho navrhu
v jednoduchych ptipadech.

Vime, ze napt. jazyk

{ (begin)(end),
(begin) (begin)(end)(end),
(begz’r}z} (begin) (begin){end)(end)(end),

nebo ,ekvivalentni“ jazyk

L = {a"b" | n > 1} nelze rozpoznavat konecnym automatem.

Snadno ovSem takovy jazyk (tedy slova daného jazyka) rozpoznidme zaiize-
nim podobnym kone¢nému automatu, které miize navic pouzivat neomezenou
pamét typu zdsobnik. Prectené symboly a se ukladaji do zasobniku a pii ¢teni
symboli b se pak tyto zasobnikové symboly odebiraji. Timto zptisobem jsme
schopni pocet a-Cek a b-¢ek porovnat.

Zminénému zafizeni budeme fikat zdsobnikovy automat, zkracené ZA. ,Vnéjsi
pohled“ na ZA je ilustrovan Obrazkem 9.1.

Ctenaf by si mél byt schopen udélat piedstavu, jak takové zaiizeni pracuje
a jakym zptisobem reprezentuje (rozpoznava) jazyk. Tuto pfedstavu je pak

157
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Obrazek 9.1: Vnéjsi pohled na zasobnikovy automat

potiebné konfrontovat s niZze uvedenou definici (kterd odstranuje vSechny
ptipadné nejasnosti ¢i nejednoznaénosti). Zdtraznéme hned, Ze obecnym ter-
minem ,,zasobnikovy automat® se obvykle mysli ,nedeterministicky zasobni-
kovy automat”.

Definice 9.1
Zasobnikovy automat, zkracené ZA, M je Sestice M = (Q,%, T, 0, qo, Zo),
kde

e () je kone¢na neprazdnad mnozina stavi,
e Y je konecnd neprazdnd mnozina vstupnich symboli (vstupni abeceda),

e [' je kone¢nd neprazdnd mnozina zdsobnikovych symboli (zasobnikova
abeceda),

® (o € () je pocdtecni stav,
o 7y €1 je pocdtecni zdasobnikovy symbol a
e § je zobrazeni mnoziny @) x (X U{e}) x I' do mnoziny vSech koneénych

podmnozin mnoziny ¢ x I'*.

Znaceni: Prechodovd funkce 6 : (¢, a, z) — (¢’,w) znamen4, Ze ve stavu g pii
¢teni vstupniho symbolu a a soucasném vyzvednuti zasobnikového symbolu
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z prejde ZA do stavu ¢’ a na vrch zasobniku zapiSe slovo w € I'*. Pokud
misto z je v pravidle vlevo €, znamena to, Ze se ze zasobniku nic necte.

Pozndmka: Dilezitym rozdilem ZA od bézného automatu je, Ze v ZA nejsou
zadné prijimaci stavy, misto toho je slovo piijato, pokud vypocet (resp. né-
ktera jeho nedeterministickd vétev) dojde na konci slova ke stavu s prazdnym
zasobnikem.

Definice 9.2
Konfiguraci zdasobnikového automatu M = (Q, %, T, 4, qo, Zp) rozumime tro-

jici (q,w,a), kde ¢ € Q, w € ¥*, a € T'™.
Na mnoziné vsech konfiguraci automatu M definujeme relaci Fj;:
(Q> aw, Xﬁ) l_M (q,> w, O{ﬂ) <~ df 5(61, a, X) = (q,> Oé)

kde a € (LU {e}), w € ¥*, 8 € I'*. Rikdme pak, Ze konfigurace (q, aw, X 3)
bezprostredné vede ke (resp. mize bezprostfedné vést ke) konfiguraci (¢, w, af3)
apod.

Vypoctem zésobnikového automatu M, zacinajicim v konfiguraci K, rozu-
mime posloupnost konfiguraci Ky, K1, Ky, ..., K,, kde Ky = K a K; Fy

K41 pro i = 0,1,...,n—1 (takovy vypocet méa délku n, tj. sestavd z n
kroki).
Vypocet Kg, K1, Ko, ..., K, je prijimajicim vypoctem pro slovo w, jestlize

Ko = (q0,w, Zy) a K,, = (q,¢,¢) pro n&jaky ¢ € Q.
Slovo w € ¥* je prijimdano ZA A, jestlize existuje prijimajici vypocet pro
slovo w.

Pro pokrocilé: Podobné jako v pripadé konecnych automattt mizeme relaci
s rozsitit na 3, a definovat s jeji pomoci prijimani slov nasledovné:

Relace 3, je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace ;. K 3, K5 pak
¢teme: konfigurace K7 vede k (resp. muize vést k) Ky apod.

Slovo w € ¥* je prijimdno ZA M, jestlize (qo,w, Zo) 5 (¢, €, €) pro né&jaké
q€Q.
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CVICENT 9.1:

a) Sestrojte zdsobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {we(w)? | w €

{a,b}" }.

b) Navrhnéte ZA rozpoznéavajici jazyk {ww® | w € {0,1}*}. Jisté pfitom
vyuZijete nedeterminismus (o dtivodu se zminime pozdéji).

¢) Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {u € {a,b, c}* |
po vynechani vsech vyskytd symbolu ¢ z u dostaneme slovo ve tvaru
w(w)?}.

Véta 9.3
Nedeterministické zasobnikové automaty rozpoznavaji pravé bezkontextové
jazyky (a jsou takto ekvivalentni bezkontextovym gramatikam).

Komentdr: Pokud budeme chtit v praxi napsat program, ktery parsuje
vstupni aritmeticky vyraz a vyhodnoti jej, nase FeSeni nejspiSe bude pfi-
rozené tihnout k pouziti zasobnikové struktury pro ukladani dosud nevyhod-
nocenych podvyrazti. Vysvétleni ndm k tomu dava prave predchozi véta —
jak uz vime, aritmetické vyrazy vyhodnocujeme podle pravidel vhodné bez-
kontextové gramatiky, a tato gramatika je emulovatelnd na zasobnikovém
automatu.

v/

I zasobnikové automaty maji sva omezeni, z nichz nejdilezitéjsi uvidime v na-
sledujicim prikladé.

RESENY PRIKLAD 9.1: Navrhnéte zasobnikovy automat pro jazyk a'b'c’.
Resend: Zhruba feceno, zasobnikovy automat ,mtiZe pocitat® podet pismen
a jen jednou, srovnavani s b v druhé ¢asti pak uz ulozeny pocet nutné ,znic¢i“.

Proto nelze zajistit jesté porovnani poctu tfetiho symbolu c. Uvedeny jazyk
neni bezkontextovy, tj. nelze jej rozpoznat zasobnikovym automatem.
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9.1 Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Opét v tomto oddile uvedeme jen velmi strucny prehled nékterych vlastnosti
bezkontextovych jazyki.

Zkratkou CFL budeme oznacovat tfidu bezkontextovych jazyki. CFL neni
uzaviena na vSechny operace, na které je uzaviena tiida regularnich jazyki.
Nejdrive si ukdzeme pripady operaci, vii¢i nimz CFL uzaviena je. Diikazy jsou
samoziejmé opét konstruktivni — ukazuji algoritmy, které k zadané reprezen-
taci jazykt (operandi) zkonstruuji reprezentaci jazyka (vysledku) operace.

Pozndmka: Priislusnou reprezentaci jsou samoziejmé bezkontextové grama-
tiky ¢i zasobnikové automaty. Lze volit, co je vhodnéjsi.

Véta 9.4
CFL je uzaviena vuci sjednoceni, zfetézeni, iteraci, zrcadlovému obrazu, sub-
stituci (tedy i homomorfismu).

Diikaz: K libovolnym bezkontextovym gramatikam G; = (II;, %, 51, Py),
Go = (I}, X, S1, P) 1ze zkonstruovat gramatiku G = (II, X, S, P) tz. L(G) =
L(G1) U L(Gs) takto: Predpokladame, ze II; NIl = () (docilime toho pfi-
padnym prejmenovanim neterminal). Polozime IT = II; U I, U {S}, kde
S¢H1UH2,aP:P1UP2U{5—>Sl,S—>Sg}.

Rovnéz velmi pfimocara je konstrukce gramatik generujicich jazyky L(G1) -
L(Gy), L(Gy)*, L(Gy)E.

Podobné ke gramatice G = (II, X, S, P) a gramatikdm G, (pro v8. a € X)
lze snadno zkonstruovat gramatiku, kterd generuje jazyk vznikly z L(G)
substituujeme-li za kazdé a jazyk L(G,). O

Pro pokrocilé: 'V dikazu dalsi uzavérové véty se vice hodi reprezentace jazyki
automaty.

Véta 9.5

CFL je uzavrena vuci priiniku s regularnim jazykem, i viici kvocientu podle
reguldrniho jazyka. ('Tj. pro kazdy bezkontextovy L a reguldrni R, jsou LNR,
R\L, L/R bezkontextové.)
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Dikaz: Idea pro prunik:

Lze podobné jako u dvou KA, zde lze prislusny KA ,zabudovat® do fidici
jednotky ZA. (Stavova mnozina vysledného ZA je kartézskym soucinem sta-
vovych mnozin ptivodniho ZA a KA.)

Idea pro kvocient je:

Méjme ZA M a KA A. Pfipomenme, Ze slovo u patii do L(A)\L(M) prave
kdyz ex. v € L(A) tak, ze vu € L(M). Pro vytvofeni ZA M’ pfijimajici jazyk
L(A)\L(M) opét pouzijeme myslenku zabudovani fidici jednotky A do Fidici
jednotky M. Nyni ale tak, Ze vysledny ZA M’ déla na zacatku sérii e-krok,
pii nichz nedeterministicky "hada” vhodné v.

(Zkuste dokoncit promysleni detail konstrukce.) U

Neuzavienost CFL viic¢i nékterym operacim se nejptiméji dokaze konstrukei
(jednoduchych) protiptikladi; je samoziejmé mozné uzit i dalsi vahy:

Véta 9.6
CFL neni uzaviena vii¢i priniku a dopliiku.

Diikaz: Jazyky Ly = {a'tict | i = j}, Ly = {a'bc* | j = k} jsou zfejmé
bezkontextové. Pfitom Ly N Ly = {a"b"c¢" | n > 0} bezkontextovy neni.

7 de Morganovych pravidel plyne, ze kdyby byla CFL uzaviena vici doplnku,
tak by diky uzavienosti vii¢i sjednoceni byla uzaviena i vici priniku. 0

Pozndmka: Je mozné definovat i deterministické ZA. Ty jsou vsak striktné
slabsi nez nedeterministické, takze se pouzivaji méné ¢asto. (Neboli zadny
obecny prevod nedeterministického ZA na deterministicky na rozdil od kla-
sickych automatt neexistuje.)

Otazky:

OTAZKA 9.2: Jakym zptisobem muze zasobnikovy automat rozpoznat prazdné
slovo?

OTAzKA 9.3: Jak mtzZzeme zasobnikovym automatem simulovat obycejny
automat?

CVICENT 9.4: Pro¢ neni bezkontextovy jazyk Ls vSech téch slov nad abecedou
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{a, b, ¢} obsahujicich stejné vyskyti od kazdého znaku a, b, c?

9.2 Cviceni

CVICENT 9.5: Sestrojte zasobnikovy automat pro jazyk {we(w)? | w €

{a,b}"}

CVICENTI 9.6: Jaky jazyk pfijiméa nasledujici zasobnikovy automat?

Q=A{p,q}, X =A{a,b,c},T' ={A, B, Z}, po¢atecni zasobnikovy symbol je Z,
pocatecni stav p,

o(p,a, Z) = {(p, AZ)}

6(p,b,Z) ={(p, BZ)}
§(p,c, Z) ={(p, Z2)}
§(p,a, A) = {(p, AA)}
6(p,b, A) = {(p, BA)}
§(p,c, A) ={(p, A)}
6(p,a, B) = {(p, AB)}
§(p,b, B) = {(p, BB)}
6(p,c, B) = {(p, B)}
6(p,e, Z) =1{(q,e)}
o(p,e, A) = {(q,A)}
6(p,e, B) = {(¢, B)}
8(q,a,A) = {(q,¢)}
6(g,¢,A) ={(q,A4)}
6(q,b, B) = {(q,2)}
(g, ¢, B) = {(¢, B)}
0(q,¢,Z) =1{(¢,2)}
6(q,¢,2) ={(g,€)}

CVICENT 9.7: Jaky jazyk pfijima nasledujici zdsobnikovy automat?
Q=A{q}, 2 ={a,b,c}, I ={A, B,C, S}, pocatetni zasobnikovy symbol je 5,
(g, e,5) = {(q, ASA), (¢, BSB), (q,CS),(q,5C), (¢,€)}

(g, a, A) = {(q,2)}
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CVICENI 9.8: Sestrojte zdsobnikovy automat prijimajici jazyk generovany
nasledujici gramatikou

A — A+B|B

B — Bx(C ‘ C

C — (A)|a
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Pochopeni a zvladnuti algoritmi pro prevod mezi bezkontextovymi gra-
matikami a zasobnikovymi automaty.

9.3 Ekvivalence zasobnikovych automatu a bez-
kontextovych gramatik

Jak jiz jsme se zminili ve vété 9.3, zasobnikové automaty tvori ,automatovy
protéjsek” k bezkontextovym gramatikam, tj. rozpoznéavaji pravé bezkontex-
tové jazyky. Toto si ted postupné dokazeme. Nejdiive ve sméru od gramatiky
k automatu, coz mimo jiné ilustruje zédkladni ideu syntaktické analyzy v pte-
kladacich.

Lemma 9.7
Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ZA M (s jednim stavem)
tz. L(M) = L(G).

Diikaz: Méjme G = (II, X, S, P). K ni zkonstruujme ZA M = ({¢}, X, 11U
2767 QO7S)7 kde pro kazdé X € II je 6(q07€7X) = {(q()aa) ‘ (X - Oé) S P}
a pro kazdé a € ¥ je §(qo,a,a) = {(qo,¢)}; jingm argumentiim pfifazuje §
prazdnou mnozinu.

D4 se snadno ukazat S =7 ua <= (qo,u,S) Fy; (qo,€, ). Zde u € ¥*,

a € II(IT U ¥)* nebo o = ¢; symbolem =, pfitom zde oznacujeme relaci
odpovidajici levému odvozeni. O

ZA uvedeny v ditkazu provadi (nedeterministicky) tzv. analyzu ,shora dola“:
sledujice jistou levou derivaci, snazi se de facto budovat deriva¢ni strom pro
dané vstupni slovo od kofene k listim (prichodem zleva doprava).

CVICENI 9.9: Demonstrujte Gspésny béh (nedeterministického) zasobniko-



166 Kapitola 9. Zasobnikové automaty

vého automatu pii syntaktické analyze shora doli slova a x (a + a) podle
gramatiky

1/A— A+ B
2/ A— B

3/ B— BxC
4/ B — C

5/ C — (A)
6/ C—a

CVICENI 9.10: Zkuste se alespon zamyslet nad konstrukci ZA ke grama-
tice (na uvedeném konkrétnim piikladu i obecné) tak, aby provadél analyzu
»zdola nahoru“, tj., aby sledoval jistou pravou derivaci pozpatku, budujice
derivacni strom od listti ke koteni.

Pozndmka: Na deterministickych verzich takovych zasobnikovych automati
(pro specidlni tfidy gramatik), jsou zaloZeny algoritmy pouzivané u syntak-
tické analyzy v redlnych prekladacich. (Napf. se jednd o tzv. LL- & LR-
analyzatory.)

Ukazali jsme tedy, ze k bezkontextové gramatice lze zkonstruovat ekviva-
lentni (dokonce jednostavovy) zasobnikovy automat. V pi¥ipadé jednostavo-
vého ZA 1ze snadno provést i opacnou transformaci, zachycenou nasledujicim
lemmatem.

Lemma 9.8

Ke kazdému ZA M s jednim stavem lze sestrojit bezkontextovou gramatiku
G tz. L(G) = L(M).

Dikaz: Méjme M = ({q}, %2, T, 0, qo, Zy); predpokladejme X NT = () (toho
docilime pfipadnym prejmenovanim zasobnikovych symbolt). Ovéite (viz
dalsi Cviceni), Ze nasledujici gramatika je onou pozadovanou: G = (I', X, Z,, P),
kde 6(qo,a, A) 3 (g0, ) <= (A — aa) € P (a € (XU {e}). O
CVICENT 9.11: Uvazujme ZA M = ({q},2,T,0,q0,Zo), kde X NT =0 a
k nému sestrojenou BG G = (I', X, Z,, P) takovou, ze (A — aa) € P <
5(q07 a, A) =] (q07 Oé) (CI, € (Z U {6})

Ukazte indukei (podle po¢tu krokt odvozeni), ze
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Zy =& ua <= (qo,u, Zo) Fiy (qo, €, @) (zde u € %, a € I'* a =7, oznacuje
levé odvozeni).

Dalsi lemma pak ukaZe, Ze obecny ZA lze prevést na jednostavovy. To je
technicky obtiZznéjsi, byt idea neni nijak slozitd — informaci o Fidicim stavu
puvodniho ZA M musi mit novy jednostavovy (tedy de facto ”bezstavovy”,
jakoby s paméti 0 bitti) ZA M’ pii ”simulaci” ptuvodniho M vhodné ulozenu
na zasobniku. Jako obvykle je to "néco za néco”: za zruseni fidicich stavi
platime rozsifenim zasobnikové abecedy. (Pfi ¢teni ditkazu je vhodné rovnou
fesit Cviceni 9.12.)

Lemma 9.9
Ke kazdému ZA M lze sestrojit ZA M' s jednim stavem tz. L(M) = L(M'").

Diikaz: Idea: Jednostavovy ZA M’ (stav ozna¢ime s) bude mit zasobnikové
symboly typu (p, X, q), kde p, ¢ jsou stavy a X je zdsobnikovy symbol auto-
matu M, pficemz bude platit:

Vw : (s,w, (p, X,q)) Fap (s,6,6) <= (p,w, X) Fy (¢,¢,¢€)

Konkrétné pro M = (Q, 3, T, 9, qo, Zo) konstruujeme M’ = ({s}, X, 1", ¢, s, R),
kde I" = (Q x I' x Q) U{R} a ¢ je urcena nasledovné:

o 0'(s,e,R) = {(s,(q0, Z0,9)) | ¢ € Q},

e pro (¢',e) € 0(¢g,a,X) (a € (XU {e})) zaradime do ¢'(s,a, (¢, X, q))
prvek (s, e),
e pro (¢, A1As... Ay) € 6(q,a,X) (n > 1) zafadime do 0'(s, a, (¢, X, q))

prvek (87 <q,7 A17 Q1><QI, A27 (J2> s <qn—1> ATL?G)) pro kazdé 67 41,492, - - -, qn-1 S
Q.

(Chéapeme-li ¢' jako mnozinu instrukei, pak lze fici, Ze ¢’ je minimdlni
mnozina instrukei spliiujici vyse uvedené podminky.)

Da se ovérit, ze kazdému prijimajicimu vypoctu automatu M nad slovem w
odpovidé pfijimajici vypocet automatu M’ nad w a naopak. O

CVICENTI 9.12: K zasobnikovému automatu M se vstupni abecedou {a, b}, za-
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sobnikovou abecedou { A, B}, po¢ateénim zasobnikovym symbolem A, mnoZi-
nou stavi {p, ¢, 7}, po¢ateénim stavem p a prechodovou funkei § definovanou
nasledovné

6(29, a, A) - {(Q>AA)7 (pa B)}7
0(¢,b,A) = {(q, AA)},
o(p,e, B) ={(¢; A)},
6(g, &, A) ={(r,e)},

o(rya, A) ={(r,A)},

o(r,b,A) ={(r,e)}

(pro ostatni prvky def. oboru je funkéni hodnota rovna )) sestrojte nejdiive
jednostavovy ZA rozpoznévajici jazyk L(M), a poté gramatiku generujici
tento jazyk. Pouzijte pritom konstrukce obsazené ve vyse uvedenych dika-
zech.

Z uvedenych lemmat ihned plyne dikaz véty 9.3.

Definovali jsme, Ze slovo je prijimano ZA pravé tehdy, kdyz se po jeho precteni
ZA mize ocitnout v situaci (konfiguraci) s prazdnym zasobnikem. Obvykle
se uvazuje také forma prijimani slova moznym dosazenim koncového stavu
(fidici jednotky). Obé alternativy jsou definovany nize a je ukazano, Ze obé
také maji tutéz rozpoznavaci silu (v ptipadé nedeterministickych ZA).

Definice 9.10

Pro ZA M definovany sedmici M = (Q,%,T,9, qo, Zo, F)) (pridali jsme F,
coz je mnozina koncovych (prijimagicich) stavii — F' C Q) definujeme jazyk
rozpoznavany koncovym stavem Lxs(M) = {w € ¥* | (qo, w, Zo) Fi; (¢, €, @)
pro néjaké ¢ € F a o € I} a jazyk rozpozndvany prazdngm zdsobnikem
Lpz(M) ={w € ¥* | (qo,w, Zo) F}; (¢,¢,¢) pro néjaké q € Q}.

Lemma 9.11
K libovolnému ZA M, Ize zkonstruovat ZA My tz. Lis(My) = Lpz(Ms) a

Dikaz: Neformalni idea spociva v nasledujicim: kazdy ZA lze jednoduse
upravit tak, ze dodame novy pocate¢ni zasobnikovy symbol B (bottom=dno),
ktery se bude stéle vyskytovat na dné zésobniku (a pouze tam) — promyslete
si technické podrobnosti ! Pak uz je dikaz tvrzeni pfimocary. 0
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9.4 Deterministické zasobnikové automaty

Pripomenme si, ze u zasobnikovych automati jsme jako zakladni vzali ne-
deterministickou verzi. Takto totiz ZA odpovidaji bezkontextovym gramati-
kam.

Jiz jsme zminili, ze je mozné definovat i deterministickou verzi zadsobnikovych
automat — determinismus je navic potfebny, mame-li na takovém zafizeni
opravdu stavét (rychly) algoritmus (napf. jiz zminéné syntaktické analyzy).
Zacneme s definici deterministického zésobnikového automatu a determinis-
tického bezkontextového jazyka:

Definice 9.12
Deterministicky zasobnikovy automat (DZA) je ZA M = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F),
pro néjz plati:

1. 0(q,a,X) je vzdy nejvyse jednoprvkova mnozina (pro a € X U {c}) a

2. je-li 6(q,¢,X) # 0, pak (¢, a, X) = 0 pro v§. a € X.

Jazyk L je deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlize L = Lyg(M) pro
n&jaky DZA M.

Smysl je jasny: pro kazdé vstupni slovo existuje jediny mozny vypocet DZA
M. Vsimnéme si, ze v pripadé prijimani prazdnym zasobnikem je prijimany
jazyk Lpz(M) nutné bezprefizovy — pro slovo u € Lpz(M) kazdy jeho vlastni
prefix nepatii do Lpz(M). (Napi. jazyk {e,a} bezprefixovy neni.) Proto jsou
deterministické jazyky, tvotici tfidu DCFL, definovany pomoci pfijiméani kon-
covym stavem.

Poznamka: Vyuzitim ,bottom-symbolu® lze opét snadno ukazat, ze ke kaz-
dému DZA M lze zkonstruovat DZA M’ tz. Lpz(M) = Lixg(M'). Na druhé
strané lze ke kazdému DZA M zkonstruovat DZA M’ t7z. Lis(M) - {$} =
Lpz(M'), kde $ je pridany koncovy znak.

Jak jiz jsme zminili dfive, na rozdil od kone¢nych automati je deterministicka
verze zasobnikovych automatil skutecné slabsi nez nedeterministicka, tedy
DCFL je vlastni podtiidou CFL. Lze to vidét uz diky jinym uzévérovém
vlastnostem t¥idy DCFL.



170 Kapitola 9. Zasobnikové automaty

Véta 9.13
Ttida DCFL je uzaviena viici dopliku. Na druhé strané neni uzaviena vici
priniku ani viici sjednocenti.

Uzavienost vici dopliitku nelze sice demonstrovat prostym prohozenim pfiji-
majicich a nepfijimajicich stavi, neni ale tézké tuto myslenku ,,dotahnout*.
Neuzavienost vici praniku plyne napi. z toho, ze jazyky Li, Lo z dikazu
véty 9.6 jsou deterministické. DCFL tedy nemiize byt uzaviena ani vidi sjed-
noceni (de Morganova pravidla).

Uzévérové vlastnosti lze napt. vyuzit pro dikazy neprislusnosti nékterych
jazyktt k DCFL. Napf. jazyk L = {a'b’c* | (i # j) V (j # k)} neni v DCFL
(pfitom zfejmé je v CFL): Kdyby byl, pak by i jeho doplnék L byl v DCFL,
tedy i v CFL. Pak by oviem i LN [a*b*c*] byl v CFL (CFL je uzaviena viii
pritniku s reguldrnim jazykem); oviem L N [a*b*c*] = {a™b"c" | n > 0}, a
tedy bezkontextovy neni!

Vyuzitim dalsich uzdvérovych vlastnosti se d4 ukazat, Ze napfi. jazyky {ww™ |
w € {a,b}*}, {a'’c* | (i = j) V (j = k)} nejsou deterministické.

Pozndmka: Vzpomenme si, Ze existuje algoritmus, ktery o dvou zadanych ko-
ne¢nych automatech rozhodne, zda jsou ekvivalentni (tj. zda pfijimaji tentyz
jazyk). V kursu o vy¢islitelnosti a sloZitosti uvidime, Ze podobny algoritmus
pro (nedeterministické) zésobnikové automaty neexistuje. Od 60. let ale byla
oteviena otazka, zda existuje algoritmus rozhodujici ekvivalenci determinis-
tickych zasobnikovych automati . Pozitivni feseni prezentoval v r. 1997 G.
Sénizergues, pozdéji dikaz zjednodusil C. Stirling. (Uvedeni dikazu v nasem
kursu vSak pro jeho ndroc¢nost stéle nepfipada v ivahu.)



Kapitola 10

Pumping lemma pro
bezkontextové jazyky

(Cela kapitola patfi do pokrodilé ¢asti)

Cile kapitoly:

e Ziskani schopnosti v béznych pripadech poznat a prokazat vlastnosti,
které ¢ini konkrétni jazyk nebezkontextovym.

Pfipomenme si, jak jsme dokazovali, ze jazyk {a"b™ | n > 0} neni regularni,
a jak jsme odvodili pumping lemma platné obecné pro regularni jazyky. Je
jasné, ze uvedeny jazyk pfijima jednoduchy zasobnikovy automat.

Jiz jsme zminili v Piikladé 9.1 podobny jazyk
L= {a'b'c"|i>0}

a naznacili, Ze neni bezkontextovy (tedy Ze pro néj neni mozné sestrojit ani
bezkontextovou gramatiku ani zdsobnikovy automat). Nyni tivahy v feSeni
prikladu 9.1 rozvineme a zformalizujeme.

Jak tedy mutzeme jasné dokazat, Ze jazyk L = {a'd’c’ | i > 0} neni bezkon-
textovy? Opét privedenim predpokladu, ze L je bezkontextovy, k logickému
sporu. Predpokladejme tedy, Zze L je bezkontextovy a uvazujme bezkontexto-
vou gramatiku G, kterd ho generuje (uvazovat gramatiku se ukaze pro nase
ucely vhodnéjsi nez uvazovat zasobnikovy automat). Pro kazdé slovo a™b"c"
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U v w T Y

Obrazek 10.1: Schéma derivac¢niho stromu pro uvwzy.

tedy existuje deriva¢ni strom (podle gramatiky (). Vezmeme-li slovo ,velmi
dlouhé“ (tj. n ,velmi velké*), v piislusném derivaénim stromu nutné do-
chazi k opakovani n&jakého netermindlu na né&jaké vétvi (tj. cesté od kofene
k listu) — viz Obrazek 10.1. Pfesnéji Feceno: derivac¢nich stromt, ve kterych se
takové opakovani nevyskytuje, je koneéné mnoho. Vyraz ,n je velmi velké*
lze zpfesnit tak, ze 3n (tj. délka slova a"b"c") je vétsi nez délka nejdelsiho
slova odvoditelného deriva¢nim stromem bez opakovani.

Kontrolni otazka: Proc je jen konetné mnoho deriva¢nich stromt, ve kterych
se neopakuje néjaky neterminal na néjaké vétvi?

Vezméme nyni tedy ono velmi dlouhé slovo a™b"c" a pro n€j nejmensi mozny
derivacni strom (i ten mé opakovani jako na Obrazku 10.1). Slovo a"b"¢" se da
psét ve tvaru uwvwzy (jak znédzornéno na obrazku), kde navic aspon jedno ze
slov v, z je neprazdné (jinak bychom mohli oba uzly oznacené neterminalem
A ztotoznit a ziskali bychom pro a™b"c¢" mensi derivacni strom!). Je jasné,
7e derivacni stromy existuji i pro vwy (viz Obrazek 10.2), a také uvwa?y
(Obrézek 10.3), uvdwa?y, .. .. Tato slova tudiz také patif do L.

Snadno se ale muZeme piresvédéit, ze at rozdélime slovo a™b"c" na 5 ¢asti
uvwzy jakkoliv, pricemz alespon jedno ze slov v, x je neprazdné, pak slovo
uwy zarucené nepatii do L.

Kontrolni otdzka: Proc slovo uwy zarucené nepatii do L7

Opét jsme odvodili ur¢ité ,pumping lemma® platné obecné pro bezkontex-
tové jazyky (nikoli jen pro nas L) a demonstrovali jsme jeho pouziti pro
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u Y

Obrazek 10.2: Schéma derivac¢niho stromu pro uwy

Obrazek 10.3: Schéma deriva¢niho stromu pro uv?wa?y
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diikaz, ze L neni bezkontextovy. Zminéné lemma nésleduje.

Veéeta 10.1

(Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, neboli uvwzy-teorém.) Necht L
je bezkontextovy jazyk. Pak existuji prirozena cisla p, q tz. kazdé slovo z € L,
|z| > p, Ize psat ve tvaru z = wvwzy, pricemz plati lvz| > 1 (aspoil jedno ze
slov v, z je neprézdné), [vwz| < ¢, a pro vs. i > 0 je uv'wx'y € L.

Diikaz: Ctenaf jisté pochopil, Ze jako ono p miizeme vzit jakékoli ¢islo vétsi
nez délka nejdelsiho slova, pro néjz existuje derivacni strom bez opakovani.

A odkud se vezme ono ¢ zarucujici, ze lze dokonce omezit délku tseku vwax?
Podstrom na Obrazku 10.1 (s kofenem v ,hornim“ A) lze zvolit tak, Ze
neobsahuje zadné jiné opakovani neterminali — a takovych (pod)stromu je
ziejmeé jen konecné mnoho moznych.

Uvedeme nyni podrobnéjsi verzi dikazu s konkrétnéjsimi odhady disel p, g.

Necht L = L(G) pro bezkontextovou gramatiku G = (I, X, S, P) v CHNF
(naleZeni ¢i nenalezeni prazdného slova do L zde nehraje roli).

Predpokladejme, ze pro néjaké slovo z € L existuje derivacni strom, v némz
se na jedné vétvi (tj. cesté od kofene k listu) vyskytuji alespon dva vrcholy
oznacené stejnym neterminalem, feknéme A. Pak je zfejmé, ze S =* uAy =*
uvAzy =* uwvwxy = z pro néjaké u, v, w,x,y € X*.

Necht |II| = & (k tedy oznacuje pocet neterminalt). Vsimnéme si:

a/ na kazdé vétvi deriva¢niho stromu délky alesponi k£ + 1 jsou nejméné
dva vrcholy oznaceny stejnym neterminélem;

b/ mame-li derivaéni strom pro z € ¥*, v némz jsou vSechny vétve kratsi
nez k + 1, pak nutné |z| < 2871

¢/ vezmeme-li lib. 2z € L tZ. |z| > 2¥~1 a derivaéni strom pro z, pak urcite
na nejdelsi vétvi se vyskytuji dva rtizné vrcholy vy, vo (vq bliz ke kofeni)
oznacené stejnym neterminalem; pfitom lze jisté vy zvolit tak, ze jeho
max. vzdalenost k listu je nejvySe k + 1. To znamend, ze podstrom
s kofenem v; mé nejvyse 2% listd.

Staci tedy jako hledand p, ¢ vzit ¢isla 281 a 2F. O
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Pro nase dalsi acely je vhodnéjsi ponékud jednodussi verze véty 10.1 (n lze
vzit jako max(p, q) + 1):

Véta (jina verze Véty 10.1). Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak ezistuje
prirozené ¢islo n tZ. kazdé slovo z € L, |z| > n, lze psdt ve tvaru z = uvwxy,
pricemZ plati lvz| > 1, lvwz| < n a pro vé. i > 0 je ww'wz'y € L.

Vsimnéte si opét stiidani kvantifikator:

(In) (Vz tz. z € L, |z| > n)
(3 w,v,w,x,y tz. z = wowzy, vwz| < n,jvz] > 1) (Vi > 0) :
w'wxly € L

A opét se nabizi hra dvou hracu:

1. AzvolineN

2. Bzvolislovo ztz. z € La|z| >n

3. A zvoli u,v,w,x,y tz. z = wowzy, lvwz| < n a fjvz| > 1
4. B zvolii >0

5. Vysledek: je-li uviwz'y € L, pak vyhral A, v pifpadé wviwzly € L
vyhrél B.

Je zfejmé, Ze je-li L bezkontextovy, pak A ma vitéznou strategii v uvedené
hie. Jinak feceno:

Ma-li B vitéznou strategii, pak L nent bezkontextovy.

Navrzeni vitézné strategie hrace B je Castym prostfedkem k ditkazu toho, ze
uvazovany jazyk neni bezkontextovy.

Pro vyse zkoumany L = {a™b"c" | n > 0} mizZeme vitéznou strategii hrace
B formulovat takto.

1. A zvoli (libovolné) n € N

2. B zvoli z = a™b"c"
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3. A zvoli libovolné u, v, w, x,y tz. z = wowzy, [vwz| < n a |jvz| > 1,
4. B zvoli i = 0 (lze také kterékoli i > 2)

5. Jelikoz |vwz| < n, slova v,z neobsahuji aspon jeden ze symbolu a, b, ¢
(a samozfejmé aspon jeden obsahuji). Proto ve slové wwy nemtize byt
stejny pocet symbolid a, b i ¢ a slovo tedy nepatii do L. B vyhrava.

Pozndmka. Z Gvodni analyzy (pfed Vétou 10.1) vime, ze B ma vitéznou stra-
tegii 1 pfi ignorovani podminky |vwz| < n. Pak sice nemtzeme v poslednim
bodé jednoduse argumentovat, ze v, xr neobsahuji aspon jeden ze symboli

vvvvvv

(které jste uz, doufejme, provedli pred vétou 10.1). V nésledujicim piikladu
je uz podminka |vwz| < n skuteéné nutna.

Ukazeme, ze jazyk
L ={ww|we{0,1}"}

neni bezkontextovy:
1. A zvoli (libovolné) n € N
2. B zvoli z = 0"1"0"1"
3. A zvoli libovolné w, v, w, x,y tz. z = vowzy, [vwz| < n a |jvz| > 1,

4. B zvoli i = 0 (lze také kterékoli i > 2)

ot

. Jelikoz |vwz| < n, slova v,z zasahuji nejvys do jednoho tseku nul a
nejvys jednoho tseku jedni¢ek v z = 0"1"0™1" (pfi¢emz alespori do
jednoho tiseku zasahuji). Tedy vwy = 0%11%2041% kde urcité k, #
nebo ky # 5. Tedy uwy nepatii do L a B vyhrava.

CVICENT 10.1: Dokazte, Ze nasledujici jazyky nejsou bezkontextové:
Li={0"1"0" | 0<n<m}
Ly ={d"| k =n? pro ngjaké n > 1}

CVICENT 10.2: Zjistéte, které z danych jazyku

jsou regularni:
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jsou bezkontextové, ale ne regularni:

nejsou bezkontextové:

Ly = {w € {a,b}" | |wla = |w|p} Ly = {w € {a,b}* | |w|, je sudé }
Ls = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abba} Ly = {w € {a,b,c}* | |w|, =
lwly = |wl|.} Ls = {w € {a,b}* | |w|, je prvocislo} Lg = {0™1" | m < 2n}
Ly = {0™170™ | m = 2n}
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Kapitola 11

Chomského hierarchie

Cile kapitoly:

e Pochopeni Turingovych stroju jako reprezentanta nejobecnéjsich algo-
ritmickych prostredki k popisu jazykt.

e Zvladnuti klasické klasifikace jazykid podle Chomského.

e Ziskani schopnosti zaradit bézné jazyky do uvedené hierarchie.

11.1 Turingovy stroje

Predstavme si konec¢ny automat jako stroj, ktery cte zleva doprava slovo
zapsané na vstupni pasce a prechézi pii tom mezi svymi vnitinimi stavy. Pro
nazornost fikame, ze ta Cast automatu, ktera ¢te symboly z pasky, se nazyva
hlava, a mluvime o jejim posunu (pohybu) po péasce.

Turingtiv stroj je podobny konec¢nému automatu, rozdil je v tom, ze paska,
na niz je na zacatku zapsano vstupni slovo (ostatni butiky jsou prazdné,
tj. je v nich zapsan specialni prazdny znak), je oboustranné nekonecna, hlava
spojena s konecnou fidici jednotkou se miize pohybovat po pasce obéma
sméry a je nejen c¢teci, ale i zapisovaci — symboly v bunkach pasky je tedy
mozné prepisovat, a to i jinymi nez vstupnimi symboly. Formalizujme nyni
pojem Turingova stroje, jeho vypoctu a jazyka jim pfijimaného.
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Predpokladanym vstupem pro Turingtiv stroj je fetézec (vstupnich) symboli.
Ten je rovnou uloZen na (pracovni) pasce stroje (tj. oboustranné potencialné
nekonec¢né linearni pasce, rozdélené na bunky; kazda bunka muze obsahovat
jeden symbol). Timto vstupem je urena pocatecni konfigurace stroje; tato
konfigurace se méni krok za krokem podle pfedepsanych pravidel (danych
prechodovou funkei). Stroj mé sekvencéni ptistup k ,paméti® (v jednotlivém
kroku ma pfristup jen k jedné buiice, ,posunout” se v jednom kroku mtze
vzdy jen na buiiku sousedni).

Definice 11.1
Turingiv stroj, zkracené TS, M je Sestice M = (Q, %, T, 4, qo, F'), kde

e () je kone¢na neprazdna mnozina stavi,

e [ je konecna neprazdnd mnozina pdskovych symboli,

¥ CT, X # 0 je mnozina vstupnich symboli,

qo € Q je pocatecni stav,
e F' C (@ je mnozina koncovych stavi,

¢ 0:(Q\F)xI' - Q xTIx{-1,0,41} je pfechodova funkce.

Predpokladdme, ze v I' \ ¥ je vzdy obsaZen specidlni prvek O oznacujici
prdzdny znak (tomuto prvku se také ¥ikd blank).

Konfigurace Turingova stroje je dana aktualnim stavem ridici jednotky, ob-
sahem pasky a aktudlni pozici hlavy.

Vypocet Turingova stroje zacina v konfiguraci, kde fidici jednotka je v poca-
teCnim stavu g, vstupni slovo je zapsano na pasce, pricemz hlava Turingova
stroje se nachazi na jeho prvnim symbolu, a kde vSechny ostatni policka
péasky (kromé téch, kterd obsahuji vstupni slovo) obsahuji symbol O.

Formalné muzeme konfiguraci Turingova stroje M popisovat jako slovo tvaru
uqu, kde u,v € I'* a g € Q). Slovo uqv oznacuje konfiguraci, kde aktualni stav
fidici jednotky je ¢, na polickdch pasky nalevo od aktudlni pozice hlavy je
zapsano slovo u, na policku kde se nachazi hlava je zapsan prvni symbol
slova v (resp. symbol O, pokud v = ¢) a na polickdch napravo od hlavy
jsou zapsany zbyvajici symboly slova v. VSechna zbyvajici policka pasky jsou
prazdna (tj. obsahuji symbol O).



11.1 Turingovy stroje 181

Vsimnéte si, ze pii tomto zptisobu zapisu konfiguraci ztotoznujeme konfigu-
race uqu a O'uqu’ (i,5 > 0), specialné tedy konfiguraci qu ztotoziujeme
s konfiguraci Oqv, a podobné ztotoznujeme ug s uqO.

Pokud w € ¥* je vstupem Turingova stroje M, pak pocatecni konfigurace, ve
které vypocet stroje M nad w zacina, je konfigurace gow. Vypocet Turingova
stroje M kon¢i v nékteré koncové konfiguraci. Konfigurace uqgv je koncovou
konfiguraci, jestlize ¢ € F.

Jeden krok Turingova stroje z aktualni konfigurace do dalsi je urcen piecho-
dovou funkci 6. Reknéme, Ze aktualni stav iidici jednotky je ¢, na policku
pasky na pozici, kde se nachazi hlava, je zapsan symbol a, a Ze d(¢q,a) =
(¢, b, d). Pak novym stavem Fidici jednotky bude ¢’, na aktualni pozici hlavy
se zapiSe symbol b (misto a), a poté se hlava posune o d poli¢ek doprava
(tj. pokud d = —1, posune se o jedno policko doleva, pokud d = 0, zistane
na misté, a pokud d = 1, posune se o jedno policko doprava).

Formalné mtzeme kroky Turingova stroje M popsat pomoci relace F,;, kde
K k) K’ znamend, ze stroj M piejde jednim krokem z konfigurace K do
konfigurace K’, neboli, ze K vede v jednom kroku ke konfiguraci K'. Vztah
K by K' plati pravé tehdy, kdyz plati jedna z néasledujicich moznosti (ve
vSech pripadech predpokldddme K = wagbv, kde u,v € I'*, a,b € I'):

e §(q,b0) = (¢,V,0) a K’ = uaq'b'v,

e 5(q,0) = (¢,V,+1) a K/ = uab'q'v,

e §(q,0) = (¢,VV,—1) a K = uq'ab'v.
Pozndamka: Pokud je ziejmé z kontextu o jaky stroj M se jedna, ¢asto misto
Fas piSeme jen F.
Relace * je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace .

Slovo u € ¥* je prigimdno TS M, jestlize gou F* K pro néjakou koncovou
konfiguraci K.

Jazykem prigimanym TS M rozumime jazyk
L(M) = {w € ¥ | w je ptijimdno M} .

Turingovy stroje neslouzi jen k pfijimani slov, ale mizeme je pouzit i k re-
alizaci vypoctl, kde vysledkem je slovo z néjaké abecedy. Jednou moznosti,
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jak toto definovat, je Tici, ze vystupem Turingova stroje je to, co ,zbude”
na pasce po skonceni vypoc¢tu Turingova stroje (tj. obsah pasky, ze kterého
odstranime symboly O). Vypocet Turingova stroje nad zadanym vstupem se
tedy zastavi v momenté dosazeni koncového stavu (dojde-li k tomu vibec).
Vystupem (vypoctu) pak rozumime Fetézec z (I' — {O})* zapsany na péasce
v prislusné koncové konfiguraci.

Pozndmka: Pokud na zacatek a konec slova pfidame specialni ukoncovaci
symboly #, kde # € I' — X, a definujeme, Ze hlava se nesmi nikdy dostat
mimo usek vymezeny témito symboly (a nesmi tyto ukoncovaci znaky nikdy
pfepsat), dostaneme specidlni variantu Turingova stroje nazyvanou linedrné
omezeny automat (LBA — z anglického ,linear bounded automaton*).

Znacent: Turingovy stroje mizeme podobné jako konecné automaty zob-
razovat jako grafy, kde vrcholy odpovidaji stavim fidici jednotky a hrany
reprezentuji jednotlivé pfechody. Pro oznacovani pfechodd pouzivame nasle-
dujici konvenci: Prechod §(q, a) = (¢, b, d) zna¢ime zkratkou a — b; + nebo
a — b;0 nebo a — b;— podle sméru pohybu hlavy po pfecteni, to vse
zapsano u 8ipky z ¢ do ¢’. Pokud znak na pésce nechceme prepsat, zkracené
piSeme jen a;+ a muizeme uvadét i vice ¢tenych znaki najednou.

RESENY PRIKLAD 11.1: Sestrojte TS, ktery na zac¢atku dostane na pasce
napsané binarni ¢&islo, tj. slovo z {0, 1}* a nic vic (zbytek vyplnény O). Pro
jednoduchost TS zac¢ina praci na posledni &slici vpravo. Ukolem TS je vyna-
sobit zadané ¢islo tfemi.

Resend: Zde si vzpomeneme na primitivni $kolni algoritmus nasobeni: Po-
kud je posledni ¢islice 0, v trojndsobku bude také 0 a zadny pfenos. Pokud je
posledni ¢islice 1, v trojnasobku bude také 1 a navic prenos 1. Naopak s pte-
nosem 1 se 0 zméni na 1 a zadny pienos, 1 se zméni 0 a prenos 2. Obdobné
pokracujeme s pfenosem 2, vice uz nebudeme potiebovat.

Vidime tedy, ze nas TS potfebuje 3 vnitini stavy pro uchovani hodnotu
prenosu 0, 1 nebo 2. VySe popsana pravidla pak jiz snadno prevedeme do
prechodi naseho TS, viz Obrazek 11.1.

Stavy TS jsou prirozené znaceny hodnotou pfenosu, ktery uchovavaji. V§im-
néme si dobfe, ze vSechny posuny hlavy jsou o —1, nebot zadané slovo ¢teme
zprava doleva.

Je vsak toto vSechno? Kde vlastné TS skonc¢i sviij vypocet? Vidime, ze se
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0—0;— 1—1;—

. 0—1;— 0—0;— .
O 6 S ©)

1—1;— 1—0;—

Obréazek 11.1: Turingtv stroj realizujici ndsobeni tfemi (zacatek konstrukee)

TS stale bude pohybovat hlavou doleva, az prejde pres vsechny c¢islice na
mezery 0. Kde vSak mame prechody stavii mezerou definovany? Nikde, takze
je musime doplnit. Mozna by se zdalo, Ze ¢teni mezery by nas meélo hned
prevést do koncového stavu, ale uvédomme si, ze jesté nejdiiv pred ukoncenim
vypoc¢tu musime na pasku vypsat zapamatovany prenos. TakZe cely TS ted
vypada tak, jak je zndzornéno na Obrazku 11.2.

0—0;— 1; -
O,D—>1;— 0,0 —0;—
or J1r 2 2

1;— 1—20;—
0;0

I

©®

Obréazek 11.2: Turingiv stroj realizujici ndsobeni tfemi

RESENY PRIKLAD 11.2: Navrhnéte TS, ktery ze zadaného slova nad abe-
cedou {a, b} umaze od za¢atku i od konce nejdelsi mozné stejné dlouhé tiseky
znaki a. (Tj. ze slova aaababaa udéla abab, kdezto z aaabab neumaze nic. Ze
slova aaa zbude ¢.)

Reseni: Nejprve si problém rozebereme. Pokud slovo zaéiné b, mtizeme hned
skoncit. Pokud je na zac¢atku a, mozna by se nékomu chtélo jej hned umazat
— prepsat na O, ale to neni mozné, protoze jsme jesté nezkontrolovali, jestli
je a i na konci slova. Proto se nejprve vzdy musime podivat i na konec, zda
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tam jsou odpovidajici a, od konce uz ho pak mizeme umazat a od zacatku
a umazeme az po navratu zpét.

Dalsi otazkou je, jak si spocitame, kolik a je na zacatku i na konci spolecnych.
Bohuzel zde narazime na podobné omezeni jako u automatt — samotny T'S
(jeho Fidici jednotka) si nemuZe znaky a spocitat, protoZe ma jen omezené
mnoho stavi. Proto budeme muset znaky a umazavat postupné a synchro-
nizovaneé.

Jinymi slovy, zkontrolujeme znak a na zacatku, pak se presuneme na konec,
pokud tam a najdeme, umazeme jej, vratime se na zacatek a odpovidajici a
také umazeme, a tak potad dokola az do zastaveni. Ty dva pfechody, které
umazavaji znaky a, jsou v obrazku TS zvyraznény.

RESENY PRIKLAD 11.3: Navrhnéte Turingfiv stroj, ktery z daného slova
nad abecedou {a, b, ¢} vypusti vSechny vyskyty znaku a. Pfedpokladame, Ze
TS zacina vypocet na prvnim znaku slova vlevo.

Reseni: Ptiklad se zd4 jednoduchy — TS by mohl projit vSechny znaky slova
a znak a prepiSe na 0. Je to vSak korektni postup? Zadani prece rika, ze
se znaky a maji vypustit, ne nahradit mezerami, takze my misto pouhého
prepisovani znaku a musime vSechny znaky za nim posunout o jednu pozici
doptedu. (Pfepisovani a na O lze tedy pouzit jen na prvnich a poslednich
znacich slova.) Navic si musime uvédomit, ze po vypusténi dalsich znaki a
se uz bude zbytek slova posouvat o vice nez jeden znak doleva.
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Vysledny Turingtv stroj je jiz dosti slozity, nebof musi fesit mnozstvi pro-
blematickych okrajovych situaci. Zde uvadime neformélni slovni popis jeho
¢innosti:

Na zacatku jsou ve stavu 0 umazavany vSechny znaky a. Po prvnim vyskytu
jiného znaku stroj piejde do stavu 1, ktery je vlastné centralnim stavem
hlavniho pracovniho cyklu stroje. Pti kazdém prichodu timto pracovnim
cyklem z 1 zpét do 1 je prenesen jeden néasledujici znak b (horni vétev) ¢&i ¢
(dolni vétev) z pivodni pozice na novou (vlevo). Znak se prenési pres stiedni
tsek mezer (ktery muze byt libovolné dlouhy), coz ndm umoziuje znaky a
prosté mazat. Pfenos je konkrétné implementovan tak, ze znak je na ptivodni
pozici smazan, pak stroj prejde po mezerach doleva na upraveny tsek slova,
tam preneseny znak zpétné zapise a po mezerach zase pirejde doprava.

Vsimnéte si ,,podivnych” prechodtt 2 — 4 a 3 — 5 po znaku O. Proc¢ je tam
zapisovan znak a? Cteni znaku O ve stavech 2,4 znamend, Ze jsme dosahli
konce slova, avSak skonéit jesté nemtiZzeme, nebot nam zbyva zapsat predchozi
smazany znak b nebo c. Pracovni cyklus proto musime dokoncit, ale zaroven
si nemiizeme dovolit nechat na pravém konci slova jen mezery, protoze by pak
stroj ve stavu 8 skoncil v nekone¢né smycce. Proto si pomiizeme zapsanim
na konec znaku a, ktery se pak stejné smaze.
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Vsimnéte si, ze koncové stavy Turingova stroje se chovaji jinak nez pfijimajici
stavy konecného automatu. Pokud je dosazen koncovy stav, vypocet skondi.

Vzhledem k tomu, Ze ve vysSe uvedené definici je Turingtv stroj definovan
jako deterministicky, pro dané vstupni slovo existuje vzdy jen jen mozny
vypocet. Uvédomme si vsak dobfe, ze tento vypocet nemusi vzdy skoncit.
Jestlize vypocet TS neskonéi (nedojde do koncového stavu, nezastavi se),
je jeho vysledek nedefinovany. Podle nasi definice tedy slovo neni piijimano
strojem M pravé tehdy, kdyz je vypocet nad nim nekonecny.

Ctenafe asi napadne varianta definice, ktera by vyzadovala, aby kazdy vy-
pocet TS vzdy skondil, a sice bud ve specidlnim pFijimajicim stavu qano
(vstupni slovo pfijato) nebo zamitajicim stavu gng (vstupni slovo zamitnuto).
Jazyky, které je mozné Turingovymi stroji takto rozhodovat se nazyvaji re-
kurzivni nebo rozhodnutelné jazyky a tvori vlastni podtridu jazykt prijima-
nych Turingovymi stroji (které jsou také nazyvany rekurzivné spocetné ¢i
castecné rozhodnutelné jazyky). Diikaz bude proveden v kapitole 13, kde se
touto problematikou budeme zabyvat podrobnéji. (Tam se mj. také ukéaze, ze
neexistuje algoritmus, ktery by pro zadany Turingtv stroj zjistil, zda (kazdy)
jeho vypocet skonéi.)

Turingovy stroje patii mezi tzv. univerzdlni vypocetni modely, tj. ty, které
jsou schopny realizovat jakykoli algoritmus (to je obsahem tzv. Church-
Turingovy teze, o niz bude podrobnéji pojednano v kapitole 12. Mj. to zna-
mend, Ze obohaceni uvedeného modelu napt. o dalsi pasky, dalsi (¢teci a
zapisovaci) hlavy, nebo pfidani programovych konstrukei jako napf. if ...
then, while ... do apod. vede sice k jednodussimu zapisu algoritmii, ale nikoli
k rozsifeni t¥idy pfijimanych jazykd (¢i obecnéji t¥idy vydcislitelnych [realizo-
vatelnych| funkci); standardni model Turingova stroje dokaze vSechny tyto
rozsifené modely simulovat. Podrobnéji bude o této problematice pojednano
néasledujicich kapitolach, ted si jen struéné vS§imneme rozsireni vzniklého vy-
uzitim nedeterminismu.

V zakladni definici je Turingtv stroj deterministicky, ale da se ukazat, ze i
pii povoleni nedeterminismu ziskame jen stejnou vypocetni silu.

CVICENT 11.1: Vyuzitim zkuSenosti s koneénymi a zasobnikovymi automaty

nadefinujte pojem nedeterministickych Turingoviych stroju a jazykd jimi pti-
jimanych.
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Véta 11.2
TFida jazyki prijimanych (deterministickymi) Turingovymi stroji se rovna
tridé jazyku prijimanych nedeterministickymi Turingovymi stroji.

Diikaz (ndznak): Pro dany nedeterministicky TS M lze snadno sestavit al-
goritmus, ktery pro zadané vstupni slovo w systematicky zkouma vsechny
vypocty TS M délky 1, pak vSechny vypocty délky 2, pak vsechny vypocty
délky 3 atd. (jinak fefeno: strom moznych vypoéti M nad w je prohleda-
van ‘do 8itky’). Pro zadané w uvedeny algoritmus nutné objevi pfijimajici
vypocet stroje M nad w, jestlize takovy existuje; v takovém pripadé algorit-
mus skonéi (a slovo w pfijme), jinak bézi donekonecna. Algoritmus pak staci
yhaprogramovat® jako deterministicky Turingtv stroj. 0

11.2 Generativni gramatiky

Dtive uvedené bezkontextové gramatiky jsou specialnim pfipadem obecnych
(generativnich) gramatik. Od bezkontextovych se lisi jen tim, ze na levé
strané pravidel nestoji nutné jen jeden neterminal, ale obecné Tetézec ne-
terminal a terminali obsahujici alespon jeden neterminal.

Pro dplnost uvadime tplnou obecnou definici:

Definice 11.3
Generativni gramatika G je ¢tvefice (II,%, S, P), kde

e II je kone¢nd mnozina netermindlnich symboli (netermindli),

e Y je konend mnozina termindinich symboli (termindli), pticemz II N

Y=,
o S eI je pocdtecni (startovaci) netermindl a

e P je kone¢na mnozina pravidel typu a — 3, kde a € (ITUX)*II(ITUX)*
afe(Ilux).

Uvazujme libovolnou generativni gramatiku G = (II, X, S, P). Pro v, €
(IT U X)* tekneme, Ze 7 se primo prepise (lze primo prepsat) na § (podle
pravidel gramatiky G), znac¢ime v =g ¢ (nebo jen v = §, kdyZ je G zfejma
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z kontextu), jestlize existuji slova puq, ps, o, 5 takova, ze v = piapug, § =
w1Bue a P obsahuje pravidlo a — .

Rekneme, Ze 7 se piepise na 6, znac¢ime v =* §, jestlize existuje posloupnost
Hoy 41y« - -ty Slov z (ITU X)* (pro néjaké n > 0) takova, ze

Y=o === iy =0
Zminénou posloupnost pak nazveme odvozenim (derivaci) délky n slova § ze
slova 7.

Jazyk generovany gramatikou G, oznacme jej L(G), je definovan takto:

LG)={weX |S="w}

Dvé gramatiky G, Go nazveme ekvivalentni, jestlize L(G1) = L(G2).

11.3 Chomského hierarchie

Obecné gramatiky mtizeme rozdélit do nékolika typt, podle toho, jaka ome-
zeni klademe na pravidla, ktera se mohou v gramatice vyskytovat.

V tzv. Chomského hierarchii se rozliSuji ¢tyfi typy gramatik oznacované
jako gramatiky typu 0 (obecné gramatiky), typu 1 (kontextové gramatiky),
typu 2 (bezkontextové gramatiky) a typu 3 (regularni gramatiky). Jak kon-
krétné vypadaji omezeni na pravidla v jednotlivych typech gramatik je uve-
deno v nasledujici definici.

Definice 11.4
Obecné generativni gramatika G = (I, 3, S, P) je:

e Typu 0 neboli obecna gramatika, jestlize na jeji pravidla neklademe
zaddna dalsi omezeni nez ta, kterd plynou z definice generativni grama-
tiky.

e Typu 1, neboli kontextovd gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je
tvaru
aXf—ayp

kde o, 5,y € (TUX)*, X €Il a |y| > 1.
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Takto definovand gramatika by vSak neumoznovala odvodit slovo e.
Proto je jako specidlni vyjimka povoleno, ze P mtize obsahovat pravidlo
S — . Pokud vsSak P obsahuje toto pravidlo, nesmi se neterminal S
vyskytovat na pravé strané zadného pravidla.

e Typu 2, neboli bezkontextova gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je
tvaru
X —a«a

o Typu 3, neboli reqularni gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je tvaru
X —wY nebo X —w
kde w € X*.

Jazyk L je typu i (i = 0,1,2,3) v Chomského hierarchii, jestliZe jej generuje
néjaka gramatika typu ¢. Specidlné fekneme, Ze jazyk je kontextovy (bezkon-
textovy, reguldrni), jestlize jej generuje néjaka kontextova (bezkontextova,
regularni) gramatika.

Vsimnéme si, ze gramatika typu 3 je specidlnim pripadem gramatiky typu 2 a
gramatika typu 1 je specidlnim pripadem gramatiky typu 0. Gramatika typu 2
(bezkontextova gramatika) nemusi byt gramatikou typu 1 kvili pravidlim
s € na pravé strané; je ji vSak mozné do takové formy upravit (pfipomerime si
konstrukei nevypoustéjici bezkontextové gramatiky). Je tedy zjevné, Ze plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzent 11.5
Necht L; je tfida jazyki typui (i =0,1,2,3). Plati

L3 C Ly C L CL

Pro pokrocilé: Ve skutecnosti jsou vSechny inkluze vlastni. jak jesté zminime
pozdéji.

Da se ukazat, ze jednotlivé tiidy jazykt v Chomského hierarchii pfesné od-
povidaji tfidam jazykt, které jsou rozpoznavany urcitymi typy automati:
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Jazyky typu 0 jsou rozpoznavany Turingovymi stroji.

Jazyky typu 1 jsou rozpoznavany linedrne omezenymi automaty.

Jazyky typu 2 jsou rozpoznavany nedeterministickymi zdsobnikovyma
automaty.

Jazyky typu 3 jsou rozpoznavany konecnymi automaty.

11.4 Cviceni

Otazky:

OTAzZKA 11.2: Jak velky tsek pasky mize TS pii svém vypocétu pouzit?

CvICENI 11.3: Navrhnéte Turingtv stroj, ktery rozpoznava palindromy,

tj. stroj se zastavi pravé tehdy, kdyz se zadané slovo ¢te stejné od zacatku
jako od konce.

CVICENI 11.4: Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet nasledu-
jictho Turingova stroje a co se stane s danym vstupem. Stroj zac¢ina vypocet
s hlavou na prvnim znaku zleva.

CVICENI 11.5%: Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet Turin-
gova stroje ze Cviceni 11.4 a co se stane s danym vstupem. Stroj nyni za¢ind
vypocet s hlavou na prvnim znaku zprava.

CVICENI 11.6*: Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet nasledu-
jictho Turingova stroje a co se stane s danym vstupem. Stroj za¢ina vypocet
s hlavou na prvnim znaku zleva.
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CvICENI 11.7*: Navrhnéte jednopaskovy Turingiv stroj, ktery dané ¢islo
zapsané v binarni soustavé vydeéli tfemi. Zacina se na slové vlevo.

Ndavod: Vzpomerite si na klasicky skolni algoritmus déleni ¢isel a postupujte
presné podle néj.

CVICENI 11.8: Navrhnéte jednopaskovy Turingtv stroj, ktery pracuje s (pas-
kovou) abecedou {a, b, ¢, 0} a ktery vykonava nasledujici vypocet:

Na za¢atku je na pasce napsano libovolné slovo w € {a,b}* a zbytek pasky
je vyplnén symboly O. Hlava stroje je na prvnim znaku slova w. Vas Turin-
guv stroj musi vzdy skoncit vypocet a po skonceni musi mit nékde na pasce
napsano slovo G kde k je pocet pfechodit mezi pismeny a, b (v obou smé-

k
rech, tj. pocitate jak pfechod ...ab..., taki...ba...) v puvodnim slové w.

Zbytek pasky musi byt opét vyplnén symboly O.

Ndvod: Zhruba feCeno, vypocet vaseho stroje musi ve slové w spocitat
vSechny zmény znakti z a na biz bna a a vysledek “zapsat” poctem znak c.
Napriklad pro aaa je vysledek e, pro aaab je vysledek ¢, pro ababa je vysledek
ccee, pro aabbbbaabbbba je také cccc.

CVICENI 11.9: Navrhnéte TS, ktery zadané slovo nad abecedou {0, 1} inver-
tuje, tj. nuly prepise na jednicky a naopak.

CVIGENI 11.10: Jak byste upravili TS z Reseného piikladu 11.1, aby zac¢inal
vypocet na prvnim znaku vstupu (zleva)?

CVICENI 11.11: Navrhnéte TS, ktery ¢islo zadané ternarné nad abecedou
{0,1,2} vynésobi dvéma.
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Pokrocilé partie

11.5 Dalsi varianty Turingovych strojt

Nékdy je vyhodné vyuzivat nasledujici zobecnéni T'S: Vicepaskovym Turingo-
vym strojem minime model, ktery je definovan obdobné jako Turingtv stroj,
ale mé pevné dany pocet pasek (vétsi nez 1) se samostatné Fizenymi hlavami.
Prechodova funkce pak bere ohled na symboly ¢tené hlavami ze vSech pasek
a urcuje pohyb kazdé hlavy (na jeji pasce) zvIast.

CVICENT 11.12: S vyuzitim piedchozich zkuSenosti formalné definujte pojem

»k-paskovy Turingtv stroj“.

Lemma 11.6

Pro kazdé k > 1 Ize vypocet k-paskového Turingova stroje emulovat jed-
nopaskovym Turingovym strojem, ktery vykona nejvyse kvadraticky pocet
krokii vzhledem k emulovanému stroji.

Diikaz: k pasek ptvodniho stroje Mj emulujeme na jedné pasce M; tak, ze
rozdélime pasku na 2k-tice policek, kde vzdy v i-té skupiné se budou nachazet
symboly z i-tych poli¢ek vSech emulovanych pasek a specialni znaky znacici,
zda se emulované hlavy nachézeji na i-té pozici. Jeden krok M, pak bude
emulovan nasledovné:

Stroj M; projde celou obsazenou ¢ast 2k-tic své pasky a zapamatuje si pfi
tom symboly vSech k£ emulovanych pasek. Pak emuluje prechod stroje M, a
opét projde celou obsazenou ¢ast své pasky, pricemz zapise vSech k symboli
emulovanych pasek a zaznac¢i posuny emulovanych hlav. Jelikoz obsazena ¢ast
paméti emulovaného stroje M je velikosti O(t), kde t je pocet kroku M,
jeden krok M; zabere O(t) krokit M;. Celkem tak M; vykond O(?) kroki
(pokud vibec skonéi). O

Poznamka: Zéapis O(t) znamend, Ze tato hodnota je shora omezena vyrazem
tvaru at+b, kde a a b jsou konstanty. Podrobnéji bude toto znaceni vysvétleno
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v kapitole 14.

11.6 Konec¢né automaty a regularni grama-
tiky

Ted si ukdzeme, Ze nové definice regularniho jazyka nekoliduje s diivéjsi de-
finici; za¢neme technickym lemmatem.

Lemma 11.7
Ke kazdé regularni gramatice, Ize zkonstruovat ekvivalentni gramatiku, jejiz
kazdé pravidlo je v jednom z tvari X — aY, X - Y, X — €.

Diikaz: Pravidlo typu X — ajas...a,Y (n > 2) nahradime pravidly X —
121, 2y — oloy ..oy Ly 1 — a,Y  kde Zy, Zs, ..., Z, jsou vzdy nové pridané
neterminaly. ([

Véta 11.8
Jazyk je generovan regularni gramatikou pravé kdyz je rozpoznavan konec-
nym automatem.

Diikaz: Necht A = (Q, 3,0, qo, F') je KA. Sestrojme G = (Q, %, qo, P), kde
do P zafadime ¢ — aq’ pro vSechna ¢, ¢, a takova, ze d(¢q,a) = ¢, a navic
priddme ¢ — ¢ pro kazdé q € F. Indukci podle délky w je mozné snadno
dokézat vztah

0 (q,w) =4 — q=¢ wqg
Z toho pak okam?zité plyne, Ze G je regularni gramatika takova, ze L(G) =
L(A).

Naopak uvazujme gramatiku G = (II, 3, S, P) s pravidly typu X — aY,
X — Y, X — e Sestrojme ZNKA A = (II,X,6,{S}, F), kde Y € §(X,a)
(a € 2U{e}) pravé kdyz X — aY patiido P. Navic F = {X | (X — ¢) € P}.
Opét je snadné ovétit, ze L(A) = L(G). O
CvVICENT 11.13: Rozsifte konstrukci pievodu KA na RG pro pripad nedeter-
ministického KA a aplikujte ji v pfipadé NKA zadaného tabulkou.
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a b

—1| - 4
—2 123 | 1
3|1 3 1
—4| 3 |34

CVICENT 11.14: K uvedené regularni gramatice sestrojte ekvivalentni nede-
terministicky kone¢ny automat.

S — abS |bbaA | e
A — abA|bB

B — acS|bC | e
C — aC|bA

11.7 Dalsi poznamky ke vztahu automata a
gramatik

Pojem nedeterministického Turingova stroje je mozné vyuzit pro ocividny
ditkaz jednoho smeéru nasledujici véty:

Véta 11.9
Jazyky prijimané Turingovymi stroji jsou pravé jazyky typu 0.

CVICENI 11.15: Ktery smér je ten ocividny? Vysvétlete proc.

Idea dtikazu druhého sméru: relace Fj; je de facto relaci prepisovani mezi
slovy jisté konecné abecedy, urc¢ené konec¢né mnoha pravidly. K M lze tedy
sestavit obecnou gramatiku, kterd je schopna, zhruba feceno, vygenerovat
slovo wXw (pro lib. w), v ,pravé kopii“ pak odsimulovat vypocet stroje M
nad w a v pripadé, Ze tento skonci, smaze se symbol X se v§im napravo.

Pro uplnost dodejme, Ze kontextové jazyky (jazyky typu 1) jsou charakteri-
zovany tzv. linedrné omezengmi automaty, LBA (linear bounded automata),
které byly zminény v predchozi kapitole. (Pfipomenme, Ze linedlné omezeny
automati muze pouzivat jen tsek pasky, v némz je zapsano vstupni slovo,
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ohranicené speciadlnimi znackami.) ,,Zakladni“ verze automatu je ovSem ne-
deterministickd; problém, zda DLBA (deterministické LBA) prijimaji tytéz
jazyky jako LBA je dlouhodobé otevieny.

Véta 11.10
Jazyk je kontextovy (tj. typu 1) praveé tehdy, kdyz je piijiman néjakym LBA.

Jeden smér je opét piimocary (zjistite, ktery?), konstrukce ve druhém je
0 néco technictéjsi.

Zminili jsme jiz, Ze inkluze v Tvrzeni 11.5 jsou vlastni. Vime naptiklad, ze
jazyk {a"b" | n > 0} je typu 2 ale nikoli 3, a také, ze {a"b"c" | n > 0} neni
typu 2 — je ovSem ziejmé, Ze je typu 1. Existenci jazyka v Lo — L1 1ze ukazat
napr. diagonaliza¢ni metodou, o niz pojedname v kapitole 13.

CVICENT 11.16: VSimnéme si, ze u TS si lze pasku vlevo od hlavy a pasku
vpravo od hlavy predstavit jako dva zasobniky. Nadefinujte formalné model
yzasobnikovy automat s dvéma zasobniky® a a ukazte, ze ptfijima tytéz jazyky
jako Turingovy stroje.
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Kapitola 12

Problémy, algoritmy a
vypocetni modely

Cile kapitoly:

Pochopeni pojmu (algoritmicky) problém.

Seznameni se s moznymi zptisoby kédovani vstupi a vystupi.

Pochopeni programovani na vypocetnim modelu RAM.

Hlubsi pochopeni pojmu algoritmus (Churchova-Turingova teze).

V druhé poloviné predmétu se budeme vénovat zakladiim teorie algoritmické
slozitosti. Polozme si nejprve otazku: Co je to vlastné ,algoritmus*?

Pohledy na algoritmy se vyvijeji uz od ddvné minulosti (vzpometime tieba ne-
trivialni Euklidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele dvou
¢isel). Tradiéné byl algoritmus vniman jako posloupnost slovné popsanych
jednoznac¢nych krokti. Teprve s nastupem vypocetnich stroji ve 20. stoleti
prisla potieba presné definovat pojem algoritmu, ktery se na novych strojich
da provadeét.

Ctenaf ma jisté uréitou intuitivni pfedstavu o tom, co to ,algoritmus“. Pokud
bychom ale chtéli tento pojem néjak podrobnéji popsat, asi bychom pouzivali
slova a slovni spojeni jako ,postup“, ,navod“, ,posloupnost elementarnich

197
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krokl“ apod. a asi bychom pozadovali, aby ho bylo mozné provadét mecha-
nicky (at uz to znamend cokoli), a aby jeho jednotlivé kroky byly koneéné
(finitni).

Kdybychom ale chtéli pojem ,algoritmus® definovat matematicky piesné po-
moci néjakych jednodussich zékladnéjSich pojmt, asi se ndm to nepodaii.
Pojem algoritmus je podobné jako pojem mnozina zakladnim pojmem, ktery
neni definovan pomoci jednodussich pojmu.

Misto toho abychom se ptali, co je to algoritmus, zkusime se zeptat trochu
jinak: K ¢emu vlastné algoritmy slouzi? Odpovéd zni: K feseni problémii.

Slovo ,,problém®“ mé vsak v prirozeném jazyce hodné vyznami; jaky kon-
krétni druh problémt mame na mysli? Priklady problém, kterjmi se budeme
dale zabyvat jsou naptiklad problémy typu secist dvé ¢isla, nalézt nejkratsi
cestu v grafu, zjistit, zda je dané ¢islo prvocislem, vynasobit dvé matice
apod., tj. problémy, které se daji presné formulovat pomoci matematickych
pojmi, a u kterych mé rozumny smysl uvazovat o tom, zZe k jejich feseni
pouzijeme pocitac.

Podrobnéjsi definice pojmu ,,problém* je uvedena v nasledujici sekci.

12.1 Definice pojmu ,,problém*

Nyni prejdeme k formalni definici algoritmického problému. Tato definice
je nutna, abychom si sjednotili rtizné mozné praktické pohledy na zptsoby
zadani vstupt a vypisu vysledkt algoritmii.

Jak jiz bylo feCeno, algoritmy chapeme jako navody na feseni urcitych pro-
blémt. Problémy, kterymi se budeme zabyvat, budeme vétsinou zadavat na-
sledujicim schématem:

NAzEV: XY

VSsTUP: Zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zadanim, instanci)
naseho problému.

VYSTUP: Zde je popsano, jaky vystup (vysledek) je ofekavan pro zadany
vstup (je pfifazen zadanému vstupu).

Problém secist dvé prirozena ¢isla zadany timto schématem vypada takto:
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NAzZEV: Soucet
VsTUP: Dvojice ptirozenych ¢isel x a y.

VYSsTUP: Prirozené ¢islo z takové, ze z = x + .

Jinym ptikladem problému je problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu:

NAzEV: Nejkratsi cesta v grafu
VsTup: Orientovany graf G = (V) E) a dvojice vrcholi u,v € V.

VYysTup: Nejkratsi cesta z u do v, tj. nejkratsi sekvence vy, v, ..., v,
kde v; € V, takovd, Ze vg = u, v, = v a (v;_1,v;) € E pro Vi €
{1,..., k}, ptipadné préazdna sekvence, pokud Zadna cesta z u do v
neexistuje.

Pokud chceme napsat formalni definici pojmu problém, mohla by vypadat
takto:

Definice 12.1

Problém je uren trojici (IN, OUT,p), kde IN je mnozina (pfipustnych)
vstuptt, OUT je mnozina vystupt a p : IN — OUT je funkce ptitazujici
kazdému vstupu odpovidajici vystup.

Takto definovany problém se nékdy téz nazyva ,vypocetni problém* (com-
putational problem). Algoritmus 7esi dany problém (IN, OUT,p), jestlize
pro libovolny vstup x z mnoziny IN vyprodukuje po konec¢ném poctu krokt
vystup y (z mnoziny OUT) takovy, ze y = p(x).

Poznamka: Nékdy méa dobry smysl uvazovat i problémy, kde pro jeden vstup
muze existovat vice spravnych vystupt a po algoritmu, ktery by tento pro-
blém fesil, chceme, aby nasel (alespori) jeden z nich. Piikladem takového
problému je tfeba vySe uvedeny problém hledani nejkratsi cesty v grafu (je
zfejmé, ze mezi dvojici vrcholi miize existovat vice nez jedna nejkratsi cesta).
Alternativné jsem mohli pojem ,problém“ definovat definovat ponékud obec-
néji jako trojici (IN, OUT, P), kde vyznam IN a OUT je stejny jako v pred-
chozim pripadé a P C IN x OUT je relace, kterd musi spliovat, ze ke
kazdému x z IN musi existovat alespoii jedno y z OUT takové, ze (z,y) € P.
Intuitivné (z,y) € P znamend, ze y je korektni vystup pro vstup x.
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12.2 Kodovani vstupu a vystupu

V predchozi definici pojmu ,,problém* jsme nedefinovali, co jsou prvky mno-
zin IN a OUT. Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé kroky algoritmu by mély
byt finitni operace a vzhledem k tomu, ze algoritmus by mél pfi praci nad
danym vstupem vykonat pouze koneény pocet takovychto krokt, je ziejmé,
ze 1 vstupy a vystupy by mély byt konecné (finitni) objekty.

Neformalné bychom mohli fict, Ze se musi jednat o objekty, které jsou néjak
reprezentovatelné koneénym zptisobem.

Konkrétni ptiklady toho, co mohou byt prvky mnozin IN a OUT jsou:

e slova v né¢jaké dané abecedé %,

e slova v abecedé {0, 1}, tj. sekvence biti,
e sekvence celych ¢isel,

e prirozena cisla.

Podle potfeby mutzeme zvolit kteroukoliv z téchto moznosti. Ve skutec¢nosti
prilis nezalezi na tom, kterou moznost zvolime, protoze tyto rtizné reprezen-
tace mizeme snadno prevadét jednu na druhou:

e Slova libovolné abecedy ¥ je mozné reprezentovat jako sekvence priro-
zenych cisel:

Staci ocislovat symboly abecedy.

Napf. pro ¥ = {a,b, c¢,d} miZeme znaku a pfifadit ¢islo 0, znaku b
¢islo 1, znaku c ¢islo 2 a znaku d ¢islo 3. Slovo bddaba pak bude repre-
zentovano jako posloupnost 1,3,3,0,1,0.

e Slova libovolné abecedy ¥ je mozné reprezentovat jako slova v abe-
cedé {0,1}:

Slova prevedeme na sekvence ¢isel jako v predchozim pripadé, pricemz
¢isla zapiSeme binarné jako k-bitova ¢isla, pficemz k musi byt zvoleno
dostatecné velké, aby bylo mozné reprezentovat vSechny symboly abe-
cedy.



12.2  Kédovani vstupt a vystupt 201

Napf. pro ¥ = {a, b, ¢, d} mizeme znak a reprezentovat jako 00, znak b
jako 01, znak ¢ jako 10 a znak d jako 11. Slovo bddaba pak zapiSeme
jako 011111000100.

e Prirozena ¢isla je mozno zapisovat jako slova v abecedé {0, 1}:
Staci pouzit binarni zapis ¢isla. Naptiklad ¢islo 22 je mozné zapsat jako
10110.

e Sekvence celych Cisel je mozné reprezentovat jako slova ve vhodné zvo-
lené abecedé X:

Naptiklad mizeme ¢isla zapisovat binarné, pro oznaceni zapornych ¢i-
sel pouzivat znak - a pro oddéleni jednotlivych cisel pouzivat znak #.
V tomto pfipadé je tedy ¥ = {0, 1, -, #}, a napiiklad sekvence

4,-6,3,0,13,-5
je pak reprezentovana slovem

100#-110#11#0#1101#-101

e Slova v abecedé {0, 1} je mozné reprezentovat prirozenymi ¢isly:

Na zacatek slova pridame symbol 1 a vysledné slovo chapeme jako
zapis cisla ve dvojkové soustaveé. Napiiklad slovu 0110 prifadime c¢islo
22 (tj. 10110 binarns).

Pozn.: Pridani symbolu 1 na zacatek je tfeba, abychom byli schopni
rozlisit slova, kterd se lisi jen poc¢tem nul na zacatku, napt. slova 1, 01,
001 atd.

Podotknéme, ze vyse popsané transformace samoziejmé nejsou jediné mozné.

CVICENI 12.1: Pro kazdy z vySe uvedenych prevodii jedné reprezentace na

druhou uvedte néjaky alternativni zptisob, jak by bylo mozné onen prevod
provést.

Dalsi typy objektti pak mizeme reprezentovat pomoci vyse popsanych. Po-
kud je napriklad vstupem matice Cisel, je mozné ji reprezentovat jako slovo
v néjaké abecedé, pricemz jednotlivé fadku budou zapsany za sebou, oddé-
leny néjakym specialni oddélovacim znakem, a kazdy jednotlivy fadek bude



202 Kapitola 12. Problémy, algoritmy a vypocetni modely

reprezentovan podobnym zptisobem, jaky jsme pouzili pro reprezentaci sek-
vence Cisel.

Naptiklad grafy miZzeme reprezentovat jako sekvence tvorené seznamem vr-
choli a seznamem hra, pfipadné pomoci inciden¢ni matice. Logické formule
muzeme reprezentovat jako slova v néjaké vhodné zvolené abecedé apod.

12.3 Dulezité typy problému

Specialnim piipadem problému jsou tzv.
rozhodovaci problémy, neboli ANO/NE problémy.

U takového problému je mnozina OUT dvouprvkovéa; standardné pak ptred-
pokladame, ze OUT = {ANoO,NE} (¢i OUT = {1,0}).

Prikladem takového problému je napiiklad problém prvociselnosti:

NAzZEV: Prvociselnost
VSsTUuP: Prirozené ¢islo z.

VYSTuP: ANO pokud je x prvocislo, NE pokud z neni prvocislo.

U takovych problému je pii jejich definici pohodInéjsi definovat, co je vystu-
pem, pomoci otézky, na kterou je odpovéd bud ANO nebo NE:

NAzZEV: Prvociselnost

VsTup: Prirozené cislo x.

OTAZKA: Je x prvocislo?

Obecné tedy budeme pro rozhodovaci problémy pouzivat nasledujici schéma:

NAzEV: XY

VSTUP: Zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zadanim, instanci)
naseho problému.

OTAZKA: Zde je otazka tykajici se (zadaného) vstupu, na niz je odpovéd
ANO nebo NE.
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Dalsi dtlezitou tridou problémit jsou optimalizacni problémy. U optimalizac-
niho problému je pro kazdy vstup urcena mnozina pripustnych reseni a déle
je definovana urcita kriteridlni funkce, kterda kazdému pripustnému feseni
prifazuje néjaké realné ¢islo. Cilem je mezi vSemi pripustnymi feSenimi pro
dany vstup nelézt to, pro které je hodnota kriterialni funkce nejvétsi, nebo
pripadné nejmensi, v zavislosti na typu feseného problému.

Prikladem optimaliza¢niho problému je jiz dfive uvedeny problém hledani
nejkratsi cesty v grafu. V tomto pripadé je mnozinou pripustnych feseni
mnozina vSech cest mezi dvé danymi vrcholy, kriterialni funkci je délka dané
cesty a cilem je hodnotu kriterialni funkce minimalizovat.

Jinym piikladem je problém nalezeni minimalni kostry v grafu:

NAzEV: Minimdlni kostra

Vstup: Neorientovany souvisly graf G = (Vg, Eg), ohodnoceni hran f :
E — N+.

Vystup: Souvisly graf H = (Vy, Ey), kde Vi = Vg a Ey C Eg, a kde
hodnota » .. f(e) je minimélni.

V tomto pripadé je mnozinou vSech pfipustnych feseni mnozina vsech souvis-
Iych podgrafi H grafu G takovych, ze Vg = V. Hodnota kriteridlni funkce
pro dané piipustné feseni H je déna vyrazem »_ o f(e). Opét je cilem
minimalizovat tuto hodnotu.

Poznamenejme, Ze k nékterym (obecnym) problémiim (napi. optimaliza¢nim)
1ze ptirozené pfifadit tzv. rozhodovaci (ANO/NE) verzi problému: napf. u pro
blému miniméalni kostry se vstup rozsifi o ¢islo ¢ a pozadovany vystup pak
bude ANO, jestlize existuje kostra s ohodnocenim nejvyse rovnym ¢, a NE
v opac¢ném pripadeé:

NAzEvV: Minimdlni kostra (ANO/NE verze)

Vstup: Neorientovany souvisly graf G = (Vi, Eg), ohodnoceni hran f :
E — N, acislo ¢

OTAzZKA: Existuje graf H = (Vy, Eg), kde Vg = Vi a Ey C Eg, ktery je
souvisly a pfitom »_ ., f(e) <c?
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Uvedme si jesté jeden ANO/NE problém, ktery bude hrat dilezitou roli
v dalsim vykladu.

NAzEvV: SAT (problém splnitelnosti booleovskych formul)
VsTuP: Booleovska formule v konjunktivni normalni formé.

OTAZKA: Je dand formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pii kterém je formule pravdiva)?

Pozndmka: Kazdy vypocetni problém lze rozdélit na koneénou (ale neomeze-
nou) posloupnost rozhodovacich problémi: Pfedstavme si pro jednoduchost
abecedu ¥ = {0, 1} a ptejme se rozhodovacim zptisobem na jednotlivé bity
vystupniho slova a na ukonceni vystupu.

V teorii vypocetni slozitosti se povétsinou, pro svou jednodussi formu, uvazuji
rozhodovaci problémy, ale jak vidime z predchozi poznamky, neznamena to
vaznou Ujmu na obecnosti zkoumani.

RESENY PRIKLAD 12.1: Ukazte si, jak problém vipoétu funkce sin z s pies-
nosti na k£ desetinnych mist pro dané k lze rozlozit na posloupnost rozhodo-
vacich problémi.

Resend: Nejprve se zeptdme na odpovéd (rozhodovaciho) problému (sin x >
0). Napiiklad pokud ANO, zeptéme se na (sinz < 1). Reknéme, Ze NE, a ze-
ptame se na (sinx < %) Takto dale postupujeme metodou puleni intervalu,
az jsme spokojeni s pfesnosti dosazeného odhadu vysledku. (Vzdyt vysle-
dek sin x stejné nelze obecné presné vypocitat, jen ptiblizné. Pokud chceme
vysledek na 9 desetinnych mist, sta¢i zhruba 30 dotaz.)

12.4 Vypocetni modely

Pokud chceme néjak presné definovat, co je to algoritmus, je vhodné nejprve
zavést néjaky vypocetni model. Jako vypocetni model bychom mohli zvolit
naptiklad nektery existujici programovaci jazyk, ptipadné si definovat néjaky
dalsi vlastni. Je pomérné piekvapivé, ze prilis nezalezi na tom, ktery progra-
movaci jazyk bychom zvolili, nebot se ukazuje, Ze jakykoliv algoritmus, ktery
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je mozné naprogramovat v jednom programovacim jazyce je mozné napro-
gramovat i v jiném programovacim jazyce (i kdyZ tifeba ne stejné snadno)
— staci si uvédomit, Ze i kdyz je program naprogramovan v néjakém vyssim
programovacim jazyce, stejné se pti jeho béhu provadéji instrukce na trovni
strojového jazyka daného procesoru, takze v principu jsme mohli ptivodni
program misto toho zapsat na Grovni téchto instrukeci.

Programovaci jazyky tedy nepochybné spliuji prvni podminku, avsak po-
psat pfesné syntaxi a sémantiku néjakého programovaciho jazyka neni az tak
trividlni. Proto se v teoretické informatice ¢asto pouzivaji daleko jednodussi
vypocetni modely, které ovsem kupodivu rovnéz umoznuji popsal libovolny
algoritmus.

S jednim takovym vypocetnim modelem uz jsme se setkali. Je to Turingiv
stroj, ktery tradicné pouzivan jako vypocetni model. V této kapitole se sezna-
mime s dalsim casto pouzivanym vypocetnim modelem, tzv. strojem RAM
(Random Access Machine), ktery je svou podobou mnohem blizsi skuteénym
pocitacim. Ukazeme, Ze oba tyto modely jsou vypocetné ekvivalentni.

V souvislosti s tim popiseme tzv. Church—Turingovu tezi, ktera je vseobecné
prijimana jako axiomaticka ,definice“ algoritmu. V nasledujici kapitole si pak
ukazeme, ze ne vSechny problémy lze algoritmicky Tesit.

Turingovy stroje predstavuji vypocetni model, ktery je mozné brat jako ur-
¢itou alternativu k strojim RAM. Jiz jsme se zminili o tom, Ze ackoliv RAM
pracuje s ¢isly a Turingiiv stroj se znaky (symboly abecedy), jedna se v zasadé
o totéz, jelikoz cisla bézné zapisujeme Tetézcem symboli a naopak symboly
abecedy jsou bézné kédovany cisly.

Pozndmka: Alan Turing navrhl ,svij“ model jiz v tFicatych letech 20. stoleti,
dfive nez byly vyvinuty samoc¢inné pocitace. RAM byl navrzen o nékolik
desetileti pozdéji jako realistictéjsi model pocitace.

Definice 12.2

Turingiv stroj M pocitd (¢astecnou) funkci Py : L(M) — I'*, kde Py (w) je
slovo bez mezer, které ztistane na pracovni pasce TS M po jeho zastaveni na
vstupnim slové w.

Definice 12.3
Necht P : ¥* — ¥* je problém. Rikdme, ze Turingtv stroj M 7esi problém
P, jestlize L(M) = X* (vypocet vZdy skonci) a Py = P.
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Dalsi model pocitace, ktery si nyni uvedeme, se jiz velmi blizi skutecné hard-
warové konstrukci dnesnich pocitact. Da se Tici, ze se jedna o jednoduchou
abstrakci realného procesoru s jeho strojovym koédem, pracujiciho nad line-
arni paméti. (JakoZto v teoretickém modelu se zde viibec nezabyvame pe-
riferiemi.) Tento model se nazyva stroj RAM (Random Access Machine),
cesky je nekdy nazyvan ,pocitac s libovolnym pristupem®; nézev neni zcela
vystizny, znamena prosté to, ze v jednom kroku je mozny pristup k libovolné
burice paméti.

Na rozdil od Turingova stroje nepracuje stroj RAM se slovy, ale jeho vstupy a
vystupy jsou posloupnosti celych ¢isel, tj. v pfipadé stroje RAM IN, OUT C
Z* (kde Z oznac¢uje mnozinu vSech celych ¢isel).

RAM (Random Access Machine), neboli pocitac s libovolngm pristupem, se
sklada z téchto ¢asti (viz Obrazek 12.1):

e Programova jednotka, ve které se provadéji jednotlivé instrukce, a ve
které je ulozen program stroje RAM, tvofeny konecnou posloupnosti
instrukei (ptikazt), které budou popsany dale. Déle je v ni programovy
registr ukazujici, kterd instrukce ma byt v daném okamziku provadéna
(programovy registr prosté obsahuje poradové ¢islo piislusné instrukce).

e Neomezend pracovni pamét tvorend bunikami, kde kazd4 bunka muze
obsahovat libovolné celé ¢islo. Bunky jsou ocislovany pfirozenymi ¢isly
0,1,2,...;. Cislo buiiky se nazyva adresa buniky. Do bunék je mozno
zapisovat i z nich ¢ist.

e Vstupni paska tvorena bunkami, kde kazda bunka obsahuje jedno celé
¢islo. Z této pasky je mozno pouze sekvencné Cist. Na aktualni policko
ukazuje hlava. Zakladni krok v ¢innosti hlavy spociva v pfecteni obsahu
snimaného policka a posunuti doprava o jedno policko.

e Vystupni paska, do jejichz bunék se zapisuji cela cisla. Na tuto pasku
je pouze mozné sekvencné zapisovat.

Bunky s adresou 0 a 1 maji zvlastni postaveni a nazyvaji se pracovni registr
(burika 0) a indezovy registr (buiika 1).

V pocatecni konfiguraci (tj. na za¢atku vypoctu) je na urcitém pocatecnim
tseku vstupni pasky uloZen vstup (prvnich n poli¢ek, pro uréité n, obsahuje
(vstupni) ¢isla ¢, ¢, .. ., ¢,; vstupni hlava snimé prvni buiiku s ¢islem ¢).
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programova vstup operacni
jednotka | - | s | 2 | 0 | | | pamét
READ
JZERO 10
STORE *3
ADD 2
STORE 2
LOAD 1
ADD =1 IC
STORE 1
JUMP 1 ALU
LOAD 2
DIV 1
STORE 2
LOAD =0
STORE 1

|l (Nl |lW[N|F

=
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=
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IN

=
IS

vystup

Obrézek 12.1: Stroj RAM

Zbyléa policka vstupni pasky, vSechna policka vystupni pasky a vSechny pa-
métové buriky obsahuji ¢islo 0; programovy registr ukazuje na prvni instrukei
programu (tj. obsahuje ¢islo 1).

Konfigurace (tj. stav vypoc¢tu) se méni krok za krokem provadénim piede-
jednotky, jako napt. aritmetickou jednotku, umoznujici provadéni ptislusnych
operaci).

Nyni uvedeme instrukce stroje RAM, z nichz lze sestavovat program. (Pro né-
zornost se ¢tenaf muze podivat na konkrétni RAM-program na Obrazku 12.2.)

Tvary ,,operandt® instrukci a jejich ptislusné hodnoty jsou patrny z nasledu-
jici tabulky (i je zapis pFirozeného ¢isla). Za touto tabulkou pak jiz nasleduje
ptehled instrukei, logicky rozdélenych do nékolika skupin. (Oznaceni ndvésts
zde predstavuje ptirozené ¢islo, udavajici poradové ¢islo instrukee, ktera bude
provadéna jako nasledujici, dojde-li ke skoku.)

Tvary operandii:
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tvar hodnota operandu

=] primo ¢islo udané zapisem i

1 ¢islo obsazené v bunce s adresou @

*7 ¢islo v bunce s adresou 7 + 7, kde j je aktualni

obsah indexového registru
Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

zZapis vyznam

READ do pracovniho registru se ulozi ¢islo, které je v policku
snimaném vstupni hlavou, a vstupni hlava se posune
o jedno policko doprava

WRITE vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vystupni
pasky obsah pracovniho registru a posune se o jedno
policko doprava

Instrukce presunu v paméti:

zapis vyznam
LOAD op do pracovniho registru se nacte hodnota operandu
STORE op hodnota operandu se prepise obsahem pracovniho regis-

tru (zde se nepfipousti operand tvaru =i)

Instrukce aritmetickyjch operaci:

zZapis vyznam

ADD op ¢islo v pracovnim registru se zvysi o hodnotu operandu
(tedy pfi¢te se k nému hodnota operandu)

SUB op od ¢isla v pracovnim registru se odecte hodnota ope-
randu

MUL op ¢islo v pracovnim registru se vynasobi hodnotou ope-
randu

DIV op ¢islo v pracovnim registru se ,,celociselné” vydéli hodno-

tou operandu (do pracovniho registru se ulozi vysledek
ptislusného celociselného déleni)

Instrukce skoku:
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zZapis vyznam

JUMP ndavesti vypocet bude pokracovat instrukci uréenou naveéstim

JZERO ndvesti  je-li obsahem pracovniho registru ¢islo 0, bude vypo-
¢et pokracovat instrukci urc¢enou navéstim; v opac¢ném
pripadé bude pokracovat nasledujici instrukei

JGTZ ndvésti je-li ¢islo v pracovnim registru kladné, bude vypocet
pokracovat instrukci urc¢enou navéstim; v opacném pii-
padé bude pokracovat nasledujici instrukci

Instrukce zastaveni:

zZapis vyznam
HALT vypocet je ukoncen (,regulérné“ zastaven)

Jak lze ocekavat, provedeni instrukce zpravidla také znamené zvyseni pro-
gramového ¢itace o jednicku (vypocet pokracuje provadénim bezprostiedné
nasledujici instrukce); vyjimkou jsou pripady, kdy dojde ke skoku (a také
ptipad instrukce HALT).

Predpokladame, Ze kdykoli by mélo pti béhu dojit k nedefinované akci (dé-
leni nulou, programovy cita¢ ukazuje ,mimo program‘, adresa pii pouziti
operandu *i vyjde zapornd), vypocet se (,neregulérné*) zastavi.

RAM M tesi problém P = (IN,OUT,p), kde IN, OUT C Z*, jestlize méa
tuto vlastnost:

zacne-li vypocet v pocatecni konfiguraci se vstupem cycs...c, € IN, pak
sviyj vypocet (regulérné) skonéi, pficemz na vystupu je p(cica. .. cy).

Na Obrazku 12.2 je priklad programu pro stroj RAM, ktery fesi néasledujici
problém:

VsTUP: Neprazdna posloupnost kladnych celych ¢isel ukoncena nulou.

V¥sTup: Odchylky jednotlivych ¢isel od aritmetického priméru zadané
posloupnosti zaokrouhleného dolfi.

Dalsi priklad programu pro stroj RAM najdete v kapitole 14.

Pozndmka: Kromé vyrazi ,stroj RAM“ ¢i ,RAM-stroj* budeme uzivat jen
zkratku ,RAM*; budeme napt. mluvit o sestrojeni RAMu apod.
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00 3 O Ul i W N

DO DO DN DN = = = = = = = e e
W OO0 Tk WNhRFE OO

READ
JZERO 10
STORE *3
ADD 2
STORE 2
LOAD 1
ADD =1
STORE 1
JUMP 1
LOAD 2
DIV 1
STORE 2
LOAD =0
STORE 1
LOAD *3
JZERO 23
SUB 2
WRITE
LOAD 1
ADD =1
STORE 1
JUMP 15
HALT

Obrazek 12.2: Priklad programu pro stroj RAM

Pozndamka: Ve skutecnych programovacich tlohach obvykle nebudeme roze-
pisovat programy az do jednotlivych instrukei stroje RAM, ale vystacime si
se strukturovanym popisem algoritmu (jako ve vyssich programovacich jazy-
cich). Musime si vSak umét predstavit, jak by takovéto rozepsani instrukci

mélo vypadat.

Stroj RAM a Turingiv stroj jsou vzajemné ekvivalentni v tom smyslu, ze je
mozné jeden simulovat pomoci druhého.

CVICENI 12.2: Promyslete si, jak je mozné Turingliv stroj simulovat pomoci

stroje RAM, a naopak, jak je mozné stroj RAM simulovat pomoci Turin-
gova stroje. Jak se pri téchto simulacich zméni celkovy pocet provedenych
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instrukei?

12.5 Churchova-Turingova teze

Vidéli jsme, ze Turingovy stroje a stroje RAM jsou ekvivalentni v tom smyslu,
ze pokud je néjaky problém fesitelny jednim z téchto modeli, pak je fesitelny
i druhym.

Podobné se ukazat ekvivalence téchto dvou modelti s celou fadou dalsich
modelt at uz teoretickych (jako jsou napfiklad A-kalkulus nebo tzv. rekur-
zivni funkce, kterymi se zde ovSem nebudeme dale zabyvat) ¢ praktickych
(vSechny obecné programovaci jazyky).

Doposud u kazdého modelu, ktery byl navrzen jako formalizace pojmu ,al-
goritmus®, se vzdy da ukazat, ze je ekvivalentni Turingovym strojim. Toto
ospravedliiuje obecné presvédéeni, ze Turingtv stroj (¢i libovolny model,
ktery je s nim ekvivalentni) je vhodnou formalizaci pojmu algoritmus. Pted-
poklada se, ze ani neni mozné navrhnout zadny model, ktery by odpovidal
intuitivni pfedstavé pojmu algoritmus a pritom by jej nebylo mozno simulo-
vat Turingovym strojem.

Toto presvédceni je formulovano jako tzv. Churchova-Turingova teze:

Ke kaZdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni
Turingiv stroj (pri vhodném vyjadrent vstupt a vystupi jako Te-
tézcu v urcité abecedé); ekvivalenci zde rozumime podminku, Ze
algoritmus i Turingiv stroj se zastavi (tj. jejich béh, vypocet, se
zastavi) pravé pro tytéz vstupy, pricemz pro tytéZ vstupy budou
prislusné vystupy totozne.

Neni to véta v matematickém slova smyslu, kterou by bylo mozno dokézat ¢i
vyvratit. K tomu by bylo tfeba nejprve pojem ,algoritmus® néjak definovat.
Misto toho je Churchova-Turingova teze prijimana jako definice pojmu ,algo-
ritmus“, jako axiom. Pojem ,algoritmus® bereme tedy jako pojem zakladni
(podobné jako napf. pojem ,mnozina“) a nikoli odvozeny (tj. definovany
pomoci zdkladnich a z nich odvozenych pojmi).

vvvvv

jsou uz spise logicko-filozofické povahy a zde je nebudeme déle rozebirat.
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12.6 Cviceni

Otazky:

OTAzZKA 12.3: Jak byste na stroji RAM implementovali jednorozmérné pole
o délce k?

OTAZKA 12.4: Jak byste na stroji RAM implementovali dvourozmérné pole
kx0?

OTAzZKA 12.5: Jakym zptisobem muze stroj RAM vykonévat rekurzivni pro-
gramy, tj. takové, kde néjaka funkce rekurzivné mnohokrat vola sama sebe?

CVICENI 12.6: Predpokladejme, Ze mame dan néjaky vicepaskovy Turingiv
stroj. Ukazte, jak ¢innost tohoto stroje simulovat pomoci Turingova stroje
s jednou paskou.

CVICENI 12.7: Piedpokladejme, Ze méame dan né&jaky konkrétni stroj RAM.
Popiste podrobné, jak vytvorit (vicepaskovy) Turingtv stroj, ktery by simu-
loval ¢innost tohoto stroje RAM.

Pokud vime, Ze stroj RAM vykona pro néjaky konkrétni vstup ¢ kroki, co
muzeme Tict o poctu kroki, které by pro tento vstup vykonal vami navrzeny
Turingtv stroj?

CVICENT 12.8: Zjistéte, kolik piesné kroki provede nize zakresleny Turingtv
stroj v zavislosti na daném slové w nad abecedou {a,b}. (Slovo w je na
zacatku napsano na pasku a vSe ostatni je vyplnéno O. Hlava stroje zac¢ina
na prvnim znaku w zleva.)

a— b;—

b; +

CVICENT 12.9: Zjistéte, kolik presné krokt provede nize zakresleny Turingtiv
stroj v zavislosti na daném slové w nad abecedou {a, b}.
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Kapitola 13

Rozhodnutelné a
nerozhodnutelné problémy

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu rozhodnutelného, nerozhodnutelného a ¢astecné roz-
hodnutelného problému.

Pro nami dosud uvazované problémy vzdy existoval algoritmus, ktery pti-
slusny problém fesi (rozhoduje). Chceme-li pojem algoritmické FeSitelnosti
(¢ rozhodnutelnosti) problémii uvést presnéji, lze napt. podat tuto definici:

Definice 13.1

Problém P = (IN,OUT,p) (p : IN — OUT) je algoritmicky tesitelny,
jestlize existuje algoritmus, ktery pro libovolny vstup w € IN skonéi a vyda
jako vysledek p(w). Jedna-li se o problém typu ANO/NE, tikame, Ze je al-
goritmicky rozhodnutelny, nebo strucnéji rozhodnutelny.

Vsimnéme si, Ze se implicitné predpoklada, ze vstupy a vystupy jsou ,finitni
objekty“ (¢i jsou takto kédovany); uz jsme hovotili o tom, Ze staci uvazovat
kédovani vstupti a vystupt fetézci symboll z néjaké konecné abecedy.

Pojem algoritmické rozhodnutelnosti ¢ algoritmické vy¢cislitelnosti (Fesitel-
nosti) lze pfirozené definovat napf. pro mnoziny pfirozenych ¢isel, jazyky, ¢i
funkce:

215
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Definice 13.2
e Mnozina M C N je rozhodnutelnd, jestlize problém prislusnosti k M
(Vstup: n € N; Otazka: plati n € M?) je rozhodnutelny.

e Jazyk L v abecedé ¥ (tedy L C X*) je rozhodnutelny, jestlize problém
prislusnosti k L (Vstup: w € ¥*; otazka: plati w € L?) je rozhodnutelny.

e Funkce f : N — N je algoritmicky (ne€kdy téz efektivné) vycislitelnd,
jestlize ,,problém vypoctu jejich hodnot* (Vstup: n € N; vystup f(n))
je algoritmicky TeSitelny.

Pojmy definované v predchozich definicich se odvolavaly k pojmu ,algorit-
mus®“. Nahradime-li v nich pojem ,algoritmus“ pojmem ,Turingtv stroj“,
uvadime u definovanych pojmt vyraz ,rekurzivni®:

Definice 13.3
Problém typu ANO/NE je rekurzivni, jestlize je rozhodovan Turingovym
strojem. Podobné zavadime pojmy rekurzivni jazyk, rekurzivni mnozina, re-
kurzivni funkce.

Poznamka: Pojem ,rekurzivni“ je v této souvislosti ustalen z historickych
divodi, které zde nebudeme rozebirat. Jen poznamenejme, ze napi. pojem
yrekurzivni funkce“ nelze ztotoznovat s tymz pojmem v programovacich ja-
zycich.

Pii pfijeti Church-Turingovy teze lze ztotozniovat pojmy rekurzivni a rozhod-
nutelny (v ptipadé (totélni) funkce pojmy rekurzivni a algoritmicky vycisli-
telnad).

Brzy ukéZeme dikaz algoritmické nerozhodnutelnosti uréitého problému (pro-
blému zastaveni). Ve skute¢nosti ovSem dokadZeme, Ze tento problém neni
turingovsky rozhodnutelny, tj. neni rekurzivni. Ze je v tom piipadé (algo-
ritmicky) nerozhodnutelny, vyplyva z Church-Turingovy teze; to se v takové
souvislosti vétsinou explicitné neuvadi, ale méli bychom to mit na paméti.

Nejprve ale uvedeme definici $irsi t¥idy nez je tfida rozhodnutelnych pro-
blémi:

Definice 13.4
Problém typu ANO/NE je castecné rozhodnutelny, jestlize existuje algorit-
mus, ktery skon¢i pravé pro ty vstupy problému, na néz je odpovéd ANO.
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(Pro vstupy s odpovédi NE je béh algoritmu nekoneény).
Podobné definujeme pojmy cdstecné rozhodnutelny jazyk, cdstecné rozhodnu-
telna mnozina.

Je ziejmé, Ze kazdy rozhodnutelny problém je i ¢asteéné rozhodnutelny (proc?).
Za chvili uvidime, Ze naopak to neplati.

Urcity vztah mezi rozhodnutelnosti a ¢astecnou rozhodnutelnosti uvadi na-
sledujici véta (zformulujte si ji i pro ANO/NE problémy):

Véta 13.5 (Post) B
Mnozina A C ¥* je rozhodnutelna pravé kdyz A i A jsou ¢astecné rozhod-
nutelné.

Diikaz (ndznak): Dtikaz je veelku pfimocary (promyslete jej); hlavni mys-
lenka spociva v tom, ze k dvéma algoritmim (Turingovym strojim) lze zkon-
struovat algoritmus (Turingtv stroj), ktery je provadi ,paralelné“, tj. ,stii-
dave sekvencnée”. 0

13.1 Nerozhodnutelné problémy

Ne vSechny (formélni) problémy jsou algoritmicky FeSitelné, jak lze snadno
nahlédnout z toho, ze algoritmt je jen spocetné mnoho, kdezto vSech pro-
blémt je nespocetné mnoho. Jak vsak algoritmicky nefesitelné problémy vy-
padaji konkrétné?

Komentdr: Vzpomente si na klasickou logickou hadanku, kde v malém més-
tecku piisobi holi¢, ktery holi pravé vSechny ty muze, ktefi se neholi sami.
Holi se nas holi¢ nebo ne?

Misto holice si predstavme stroj, ktery na vstupu dostava popisy algoritmii,
a tento stroj se zastavi prave tehdy, kdyz algoritmus dany na vstupu se nikdy
nezastavi. Co nas stroj udéla se vstupem, ktery algoritmicky popisuje jeho
sama’?

Ukazeme si nerozhodnutelnost néasledujiciho problému:
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NAzev: HP (Halting problem)

Vstup: Turingtiv stroj M (resp. jeho kéd Kod(M)) s abecedou {0,1, 0}
a slovo w € {0, 1}*.

OTAZKA: zastavi se M na w (tj. plati |M(w))?

Véta 13.6
Problém HP je nerozhodnutelny.

Diikaz: Pripomenme nejprve, ze Turingovy stroje lze pfimocatfe kodovat
fetézci nul a jednicek, tedy Kod(M) € {0,1}*.

Dtikaz je vedeny sporem. Predpokladejme, Ze ex. Tur. stroj H, ktery se pro
lib. vstup u € {0,1}* tvaru u = Kod(M)-w (pro n&jaky Tur. stroj M a slovo
w) zastavi a rozhodne, zda M (w) ¢ nikoliv (skonéi napi. bud ve specidlnim
stavu gano nebo v gyg). U stroje H je samoziejmé mozné také predpokladat
pouze abecedu {0, 1, 0}.

Sestrojme nyni stroj D s abecedou {0,1,0}, ktery se chova néasledovné:
vstupni slovo v € {0,1}* nejprve zdvoji (vytvoii slovo vv) a na to ,spusti“
(jako podprogram) stroj H. Jestlize (podprogram) H skonéi ve stavu gano,
stroj D prejde do nekoneéného cyklu (a tedy se nezastavi); jestlize H skonci
ve stavu gy g, stroj D se zastavi (stav qyg bude také jeho koncovym stavem).

Kdyz ovsem nyni prozkoumame, zda se D pfi spusténi na sviij vlastni kéd
Kod(D) zastavi ¢i nezastavi, dospé&jeme pii obou moznostech k logickému
sporu (zastavi se a nezastavi se soucasné). O

Dalsi véta plyne snadno z predchozi véty a z Postovy véty:
Véta 13.7

Problém HP je c¢astecné rozhodnutelny, jeho dopliikovy problém neni (ani)
castecné rozhodnutelny.

CVICENT 13.1: Jsou rekurzivné spocetné jazyky, tj. ty pfijimané zastavenim

néjakého Turingova stroje, uzaviené na doplnék?

CVICENI 13.2: Lze algoritmicky poznat, zda dany program déla presné to,
co by mél? (Problém automatizovaného testovani softwaru.)
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Podrobnéjsi seznameni s dalsimi nerozhodnutelnymi problémy a tzv. uni-
verzalnim algoritmem.

13.2 Univerzalni algoritmus

Uvazujme na chvili pracku. Je to vlastné zarizeni, které realizuje urcity algo-
ritmus. Podobné tfeba automobil atd. A co pocitac¢? Ten také realizuje urcity
algoritmus. Hlavni ¢innost (,,proceduru®) tohoto algoritmu lze ovSem nazvat
Proved zadany algoritmus (neboli program) pro zadany vstup (neboli data).
Proto ten algoritmus realizovany pocitacem je vlastné

univerzalni algoritmus

(schopny realizovat jakykoli zadany algoritmus). Formalné existenci takového
univerzalniho algoritmu potvrzuje nasledujici véta.

Znaceni | M (w) znamend ,stroj M se na vstup w zastavi“ (tzn. jeho vypocet
skondi, je-li v pocéate¢ni konfiguraci na pasce slovo slovo w).

Véta 13.8 (O univerzalnim Turingovu stroji)
Lze sestrojit Turingtv stroj U takovy, ze pro libovolny Turingiv stroj M
s abecedou {0,1,0} a libovolné w € {0,1}* plati:

1. \"M(w) ©'U(Kod(M) -w) a
2. jestlize \M(w), pak M(w) = U(Kod(M) - w).
Diikaz (ndznak): Tento dusledek vyplyva piimo z Church-Turingovy teze

za pouziti simulace ze Cviceni 12.2 (kde ¢islo k kéduje podle zépis k-tého
algoritmu v modelu RAM). O
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13.3 Dalsi nerozhodnutelné problémy

Jestlize prokazeme nerozhodnutelnost jednoho problému, k prokazani neroz-
hodnutelnosti dalsich uz (vétsinou) sta¢i vhodné aplikovat tzv. algoritmickou
preveditelnost.

Vsimnéme si, Ze v diikazu nerozhodnutelnosti problému zastaveni (HP) jsme
vlastné dokézali nerozhodnutelnost specialniho podproblému, ktery oznacime

NAzev: DHP (Diagonal Halting Problem)
Vstup: Stroj M dany svym kédem Kod(M)

OTAZKA: Zastavi se M na sviij kéd (tj. na slovo Kod(M))?

Pozndmka: Metoda dikazu je v principu aplikaci tzv. Cantorovy diagonali-
za¢ni metody, jeZ ma v teorii vy¢islitelnosti ¢asté pouziti (Cantor ji mj. pouzil
na dikaz toho, ze neexistuje bijekce mezi mnozinou prirozenych a mnozinou
realnych cisel).

Mame-li dokazanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mozno ji vyu-
zit k prokazani nerozhodnutelnosti dalsich problémuti. Napt. z nerozhodnutel-
nosti problému P ihned plyne nerozhodnutelnost jeho dopliikového problému
(ANO, NE piehozeny). Uzite¢néjsi je ovSem nésledujici pojem:

Definice 13.9

Problém P; je (algoritmicky) preveditelny na problém P,, ozna¢me P, —
P, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro libovolny vstup w problému P,
sestroji (tzn. skonci svlij vypocet a jako vystup vyda) vstup P, oznafme
jej A(w), pfi¢emz plati, Ze odpovéd na otazku problému P, pro vstup w je
ANO pravé tehdy, kdyz odpovéd na otazku problému P, pro instanci A(w)
je ANoO.

Pozndmka: Ctenéie jisté nepiekvapi, Ze pojem rekurzivni pieveditelnosti se
definuje obdobné s tim, ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turingtv
stroj. Pfipomenme, ze piti pfijeti Church-Turingovy teze jsou pojmy rekur-
zivni a algoritmické preveditelnosti totozné.

Uzitecnost uvedeného pojmu pro nase ucely vyslovuje nésledujici tvrzeni,
jehoz dikaz by mél byt zfejmy.
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Tvrzent 13.10
Je-li P, — P, a problém P, je nerozhodnutelny, je i problém P, nerozhodnu-
telny.

Takto se napi. prokaze nerozhodnutelnost problému

NAzev: UHP (Uniform Halting Problem)
VstUup: Turingtv stroj M.
OTAZKA: Zastavi se M na kazdy vstup? (Tj. plati Vw :IM(w)?)

P1i prokdzani HP — UH P stac¢i navrhnout algoritmus, ktery k zadanému
M, w sestroji stroj M’, jenz nejdiive otestuje vstup a v pripadé, ze jde o w,
»spusti“ (podprogram) M a v opacném piipadé se ihned zastavi.

Uvedeme priklad jiného dilezitého nerozhodnutelného problému:

NAzev: PKP (Postiv korespondencni problém)

VsTup: Dvojice seznamii uy, ug, . .., U, a v1, Vs, ..., v, (pro néaké n > 1).
neprazdnych fetézcu (slov) v néjaké abecedé.

OTAzkA: M4 PKP pro danou instanci FeSeni, tj. existuji indexy
1,09, .oy ipy, T > 0, tak, Ze wjuiy .. u, = ;U ... ;7 (Jestlize
iy = 1, hovofime o inicidlnim FeSeni.)

T

Diikaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést napi. prokazanim pte-
veditelnosti HP — IPKP — PKP, kde problém [ PK P je zadan obdobné
jako PK P, jen otazka se pta, zda existuje inicidlni Feseni pro dany vstup.
Hlavni myslenka pfeveditelnosti H P — I PK P spociva v nasledujicim: k da-
nému M, w se sestroji prvni ¢leny seznamt u; = $, v; = $gow$ (kde ¢ je
pocatecni stav M). Dalsi dvojice se voli tak, aby jedind mozna cesta k ziskani
inicialniho feSeni spocivala v urcité simulaci vypoctu M na w s tim, Ze feseni
existuje prave tehdy, kdyz M se zastavi na w.

PKP se da uzit k dikazu nerozhodnutelnosti nékterych problémt v teorii
formélnich jazykt. Napt. 1ze PKP snadno pfevést na nasledujici problém:

VsTup: Dvé bezkontextové gramatiky G a Gs.

OTAZKA: Plati L(G1) N L(Gs) # 07
(Tzn. ,Lze néjaké slovo vygenerovat obéma gramatikami?“)
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Myslenka prevodu je jednoduché:

K instanci uy, us, ..., Uy, v1, 02, ..., v, problému PKP sestrojime gramatiky
G1: S — uiSay |ugSas | ... |upSay, | uray |usaz | ... |uyan,
Go: S — wviSay |veSag | ... |vpSan | viar | vaas| ... | vpay

kde aq, as, ..., a, jsou nové pridané symboly.

Podobné se d& dokazat, ze pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelnym
problémem otazka ,,L(G) = ¥* 7, tedy i otazka ,,L(G1) = L(G3) 7* apod.

Pozndmka: (Ne)rozhodnutelnost je také dulezitou zkoumanou vlastnosti
u logickych teorii. V kapitole 19 uvidime pfiklad rozhodnutelné Presbur-
gerovy aritmetiky (ThAdd). Zde jen poznamenejme, ze pfidame-li vedle re-
la¢niho symbolu PLUS jesté symbol MULT (s analogickou interpretaci pro
nasobeni), problém zjistovani pravdivosti formuli v mnoziné ptirozenych ¢i-
sel je pak nerozhodnutelny (coz byl velmi vyznamny a piekvapivy vysledek
dosazeny Godelem a Churchem ve tficatych létech dvacatého stoleti).

13.4 Riceova véta

Na zaveér této casti uvedeme dilezitou vétu, jez ukazuje nerozhodnutelnost
celé tridy problémt. Vyslovime ji nejdfive v ponekud neformdalnim znéni;
slovo algoritmus zde ,,pro praktic¢téjsi vyznéni“ nahrazujeme slovem program
(coz je algoritmus zapsany v néjakém programovacim jazyku).

Jakdkoli netrivialni vlastnost programi tykajici se vyhradné je-
jich vstupné/vystupniho chovdni je nerozhodnutelnd (tj. mnoZina
vSech programi s danou vlastnosti je nerozhodnutelna).

Rozumi se, Ze vlastnost V' je vstupné/vystupni pravé tehdy, kdyz kazdé dva
programy, které realizuji totéz vstupné/vystupni zobrazeni (pfevadéji stejné
vstupy na stejné vystupy) bud oba vlastnost V' maji nebo ji oba nemaj.
Vlastnost V' je trividlni, kdyZ ji maji bud vSechny programy nebo ji nemé
zadny program; jinak (tedy kdyz existuje program, jenz V ma4, a existuje
program, jenZz V nemd) se V' nazyva netrivialni.
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Vyslovime uvedenou vétu v presnéjsi formé (a pro Turingovy stroje). Ome-
zime se pritom (jak vime, bez velké (jmy) na Turingovy stroje realizujici
(C4stecnd) zobrazeni typu {0,1}* — {0,1}* (vstupem je fetézec nul a jed-
ni¢ek, pri ukonéeni je neprazdny tsek péasky také fetézcem nul a jednicek).
Ozna¢me mnozinu vSech takovych Turingovych stroji jako ALL.

Véta 13.11
(Rice) Necht A je néjakd mnozina algoritmicky vycislitelnych (¢astecnych)
zobrazeni typu {0, 1}* — {0, 1}*. Pokud pro mnozinu

Ma={M | M je kéd Tur. stroje realizujictho zobrazeni patfici do A)}
plati M4 # 0 a M 4 #ALL, pak M 4 je nerozhodnutelna.

Dikaz: Vezméme néjakou takovou mnozinu A, kterd neni prazdna ani ne-
zahrnuje vSechny algoritmicky vy¢islitelné funkce. Necht nikde nedefinované
zobrazeni 1 : {0,1}* — {0,1}* nepatii do A (opacny piipad se fesi po-
dobné). Necht M; realizuje L, tedy M; & My, a necht M, realizuje néjaké
zobrazeni z A (nutné takovy existuje); tedy My € M 4.

Ukézeme, ze problém DH P je preveditelny na M 4 (tj. na problém pfislus-
nosti k M), ¢imz prokézeme nerozhodnutelnost M 4.

Algoritmus pfevodu DHP — M 4 k danému stroji (kédu stroje) M (tj. ke
vstupu problému D H P) sestavi stroj M’, ktery je ,naprogramovan® tak, ze
jeho ¢innost je nasledovna:

M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili nezalezi) zapise
slovo Kod(M) a na néj spusti (podprogram) M; pokud tento (pod)vypocet
skond¢i, smaze M’ pripadny zbytek po tomto vypoc¢tu, najede na puvodné
dany vstup a spusti na néj M.

Je ziejmé: kdyz M se zastavi na Kod(M) (tj. odpovéd na dany vstup pro-
blému DHP je ANO), realizuje M’ totéZ zobrazeni jako M, a tedy patii do
M 4; kdyz M se nezastavi na Kod(M) (odpovéd v DHP je NE), realizuje
M’ zobrazeni 1, tedy totéz jako M, a tedy do M 4 nepatii. O
CVICENI 13.3: Zjistéte (a zdtvodnéte), pro které z nasledujicich problému
plyne jejich nerozhodnutelnost z Riceovy véty.

Instanci (tj. vstupem problému) je vzdy Turingiv stroj M, proto uvadime
jen otazky:
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a/ Zastavi se M na fetézec 001 ?

b/ M& M vice nez sto stavi?

¢/ M4 v néjakém ptipadé vypocet stroje M vice krokt nez tisicindsobek délky
vstupu?

d/ Plati, Ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat zastavi
nez nezastavi?

e/ Je pravda, Ze pro libovolné vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni?

13.5 Dalsi vypocetni modely

Jen struéné zminime jesté jeden pouzivany vypocetni model — stroje s ¢itaci
(,,counter machines; podobné jsou ,register machines“).

Stroj s ¢itaci C ma fixni pocet (celociselnych nezapornych) ¢itact i, ca, ..., cm
a jeho ,program“ je posloupnost ptikazt

1: COMMy; 2: COMMs;...; n: COMM,,

kde COMM,, je instrukce HALT a COMM,; (i = 1,2,...,n — 1) jsou piikazy
nésledujicich dvou typt (pfedpokldadame 1 < k, k1, ko <n, 1 < j <m)

1. ¢j < ¢j +1; goto k,

2. if ¢; = 0 then goto k; else (¢; < ¢; — 1; goto ky).

Lze si predstavit, ze jeden ¢ita¢ je vyclenén jako vstupni (vstupem je tedy
jedno celé nezaporné ¢islo) a jeden je vyclenén jako vystupni. Vic asi neni
k popisu modelu tieba dodavat.

Takto definovany model neni polynomialné ekvivalentni Turingovym stro-
jum; problém je v tom, Ze aritmetické operace s ¢isly (obsahy ¢itaci), jsou
umérné velikosti téchto ¢isel, nikoli velikosti jejich zapisu (coz je, jak vime,
~exponencialni rozdil“). Sta¢l ovSem pridat napfiklad instrukce typu c; «—
lc;/2] a ¢j < ¢j *2; tyto modifikované stroje s ¢itaci pak uz jsou polynomi-
alné ekvivalentni Turingovym strojim. (K pojmu polynomialni ekvivalence
se dostaneme v néasledujicich kapitolach.)



Kapitola 14

Vypocetni slozitost, analyza
algoritmu

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu slozitosti algoritmu vcetné role referen¢niho modelu
pocitace.

e Porozuméni analyze sloZitosti (jednoduchych) programi pro RAM.

e Seznameni se s asymptotickou notaci pouzivanou pro odhady rychlosti
ristu funkei.

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali tim, co je to algoritmus, co je
to problém, co to znamena, ze algoritmus fesi dany problém apod. Jeden a
tentyz problém miize byt FeSen fadou rtznych algoritmii. Pokud by pocitace
pracovaly nekonecné rychle, prilis by nezalezelo na tom, jaky konkrétni al-
goritmus pouzijeme, stacilo by, ze by korektné fesil dany problém. Tak tomu
ovsem neni. Pocitace sice pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle, provedeni
kazdé instrukce trva n&jakou (i kdyz velmi kratkou) dobu. (Pozn.: Soucasné
bézné pocitace provadéji fadové miliardy operaci za sekundu.) Mezi moznymi
algoritmy, které fesi dany problém tedy chceme vybrat takovy, ktery ho fesi
nejrychleji. Piirozenou otazkou je, jak tedy mame algoritmy porovnavat a
jak urcit, jak ,rychly“ je dany algoritmus.

225



226 Kapitola 14. Vypocetni slozitost, analyza algoritmi

Tak jako v predchozi teorii byl historicky danym zakladnim modelem vypoctu
Turingtiv stroj, pro modelovani slozitosti algoritmu se pouziva stroj RAM,
ktery je velmi blizky skuteénym pocita¢tim (procesortim).

Hodlame zde ukazat, jak se teoreticky méfi ¢asova slozitost jednotlivych al-
goritmu (tj. kolik nas vypocet trva) a také slozitost problému (tj. jak dlouho
feSeni problému musi trvat). Nas zptusob méfeni slozitosti algoritmii je posta-
veny na asymptotickych odhadech funkce ¢asu vypoctu, a je tudiz nezavisly
na konkrétni implementaci algoritmu a rychlosti nasich pocitact. Koneénym
vysledkem je pak zavedeni tzv. tfidy PTIME vsech efektivné teSitelnych pro-
blém.

Ctenaf uz jisté ma urcitou predstavu o tom, Ze napiiklad pro jeden a tentyz
problém existuji rizné algoritmy, které ho tesi; takové algoritmy (a konec-
koncti nejen ty Fesici stejny problém) je mozné vzdjemné srovnavat z riznych
hledisek. Pro konkrétnost si pfipometime problém tfidéni (sorting; v cestiné
by zde byl vhodnéjsi termin ,sefazovani):

NAzEV: Tridénd cisel
VsTUuP: Konec¢na posloupnost pfirozenych cisel.

VY¥sTUP: Posloupnost tychz ¢isel usporadané podle velikosti ve vzestup-
ném poradi.

V ucebnicich se ¢asto mezi prvnimi algoritmy fesicimi dany problém uvadi
tzv. bubblesort, jehoz zakladni myslenka se da vyjadrit takto:

e Projdi posloupnost zleva doprava, piicemz prohazujes sousedni dvojice
¢isel, pokud v nich vétsi cislo predchazi mensimu.

e Tento postup prochéazeni posloupnosti opakuj, dokud nedostanes kom-
pletné usporadanou posloupnost.

Poznamka: Poznamenejme, ze bubblesort se v ucebnicich vyskytuje spise jako
odstrasujici pfiklad (jelikoZ lze snadno navrhnout podstatné lepsi algoritmy,
jak o tom také budeme hovofit dale). My zde tento algoritmus také uvadime
jen pro jeho jednoduchost a ilustraci dale zkoumanych pojmi, nikoliv snad
pro jeho ,hodnotu‘.
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Zptesnéné vyjadreni algoritmu programatorskym pseudokédem by mohlo vy-
padat takto (pole A obsahuje ¢leny vstupni posloupnosti, které oznacujeme

A[L], A[2],...., Aln]):

BUBBLESORT(A, n)

while Nesetridéno
dofori—1lton—1
do if A[i] > Afi + 1]
then prohod Afi] a Ali + 1]

(V této chvili se na$ navrh nezabyva tim, jak se pfifazuje do booleovské
proménné Nesetridéno.)

Po presvédceni se, ze algoritmus je korektni — tj. vzdy skon¢i a vysledna
posloupnost je usporadand (jak byste to dokazali?), je mozné vyuzit vétsiho
porozuméni predepsaného procesu t¥idéni a upravit (a zpfesnit) algoritmus
nasledovné:

BUBBLESORT — progr. verze

> ¢leny vstupni posloupnosti nejprve nac¢teme do pole A
> predp., ze ¢leny jsou nenulové a hodnota 0 oznacuje konec vstupu

n«—0
repeat
n < n+ 1; READ(A[n])
until Ajn] =0
ne—n-—1

> v n je ulozen pocet ¢lenti vstupni posloupnosti
for j«—1ton—1

dofori«—1ton—j

do if A[i] > Ali + 1]
then pom — Ali]; Ali] — A[i +1]; Afi + 1] < pom

> vysledna sefazena posloupnost se vypise
fori«— 1ton

do WRITE(A[i])

Ze tento algoritmus (to je vypocetni proces jim piedepsany) pro kazdou (ko-
ne¢nou) vstupni posloupnost skonéi, je zde zfejmé (pro¢ 7); presvédéte se,
proc¢ je vysledna posloupnost urcité usporadana.
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Jak jsme uz zminili, bubblesort zdaleka neni nejlepsim algoritmem pro dany
problém tiidéni. Pfipomerime si ted metodu (¢ili algoritmus) heapsort. K tomu
je potfebné si pripomenout datovou strukturu halda (heap), tj. (specidlni)
bindrni strom: kazdy vrchol v je ohodnocen ¢islem n(v) (prvkem t¥idéné po-
sloupnosti), pfi¢emz je-li v' naslednikem v, pak n(v) < n(v'). Zafazeni dalgiho
prvku do haldy i vybér nejmensiho prvku z haldy se daji snadno realizovat x
kroky, kde x je hloubkou haldy (stromu); pfi po¢tu vrcholii n je tedy pfiblizné
x = logn.

Pozndmka: V informatice pii neuvedeni zékladu log n vétsinou myslime dvoj-
kovy logaritmus log, n. Pozdéji vysvétlime, proc je zaklad logaritmu pro tcely
analyzy algoritmt v zasadé nepodstatny.

Dilezitou myslenkou algoritmu heapsort je rovnéz efektivni zptisob reprezen-
tace haldy jednorozmérnym polem.

Vse se d4 vycist z dale uvedeného pseudokddu; je ovSem velmi zadouci, at
si ¢tenal béh algoritmu ilustruje (pfipomene) na rozumné zvoleném malém
prikladu.

HEAPSORT — progr. verze

> pole H predstavuje haldu
D> kon udava aktualni koncovy index haldy
kon «<— 0 > halda je prazdna
READ(clen)
while clen # 0
do ZARAD-DO-HALDY (clen)
READ(clen)
while kon > 0 > halda neni prazdna
do clen < VYDEJ-MIN-Z-HALDY()
WRITE(clen)

ZARAD-DO-HALDY (k)
kon «— kon +1; H[kon| <« k; p < kon
while p > 1 and H[|p/2]] > H|[p]
do prohod H{|p/2]] a H|[p];
p—lp/2]
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VYDEJ-MIN-Z-HALDY ()
min «— HI[1]
if kon > 1
then H[1] «— H|[kon]
kon «— kon —1
p1
while 2« p+ 1 < kon and (H[p| > H[2xp| or H[p] > H[2*p+ 1])
doif H[2xp| < H[2x*p+ 1]
then prohod H[p| a H[2*p|; p < 2x*p
else prohod H[pla H2*p+1];p«— 2*xp+1
if 2% p = kon and H[p] > H[2 x p|
then prohod H[p| a H|2 * p]
return min

Oba algoritmy (bubblesort a heapsort) Fesi nas problém tiidéni, pficemz he-

spravnosti). V ¢em je tedy heapsort lepsi?

Zkuseny ctenaf asi odpovi, ze heapsort ma mensi ¢asovou slozitost (naroc-
nost) nez bubblesort. Oznacujeme takto fakt, ze (hodné neformalné feceno)
heapsort ,béha rychleji“ nez bubblesort. Urcitym zptisobem se o tom miizeme
presveédcit, naprogramujeme-li obé metody v ndmi oblibeném programovacim
jazyku a srovndme béh obou programt na pocitaci na sadé instanci (tj. po-
volenych vstupi) problému t¥idéni — pro kazdou instanci méfime cas, ktery
na jeji zpracovani jednotlivé programy spotiebuji.

Doufejme, 7Ze ¢tenai neni natolik ,,prakticky orientovany“, Ze mu vyse zmi-
nény test staci, ale ze by rad vice porozumél, pro¢ tomu tak je, a své poznani
optel o solidnéjsi zéklad. (Nemél by stacit argument , ProtoZe jsem bubblesort
a heapsort naprogramoval v Cécku a na mnou zvolenych deseti prikladech
bézel heapsort na PC-¢ku vzdycky rychleji, je heapsort lepsi*).

Chtélo by to definovat pro kazdy algoritmus néjakou kvantitativni charakte-
ristiku, nazvéme ji ¢asova slozitost (¢i jen slozitost, kdyz se ,Casova‘ rozumi
samo sebou), podle které pak bude mozné rizné algoritmy srovnavat. Slozi-
tost ovSsem musi zachycovat ,,dobu béhu“ globalné — tj. pro vSechny pfipustné
vstupy, nejen pro vybranou sadu testovacich ptripad.

Nabizi se zminénou casovou slozitost algoritmu prosté definovat jako funkci
(zobrazeni), kterd kazdému (pfipustnému) vstupu pfifazuje ,dobu béhu“ al-
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goritmu na onen vstup. To ma ovSem nékolik ,vad na krase“ (napf. pak neni
jasné, jak srovnavat rychlost algoritmi pracujicich s riznymi vstupy). Jako
vhodnéjsi (jednodussi a pfitom postacujici) se ukazuje definovat

slozitost jako funkci velikosti vstupu.

Pozndamka: Slozitost (jakozto funkce) ma vétsSinou nekoneény defini¢ni obor
(napf. i v nasem problému t¥idéni délku vstupni posloupnosti nijak neomezu-
jeme); nelze ji tedy zadat vyctem hodnot, ale je nutno hledat né&jaky konecény
popis (napf. algebraické vyjadieni jako 3n* — 4n + 3 apod.).

Vstupil se stejnou velikosti n ovSem mize byt hodné a vypocty pro tyto
jednotlivé vstupy mohou trvat rtiznou ,dobu“. Co je pak hodnotou slozitosti
(tj. zminéné funkce) pro n? Pro praktické ucely Casto stac¢i pristup

podle nejhorsiho mozného pripadu (worst-case),

kdy dané velikosti n prifazuje ona funkce maximum z ,,dob béhu“ algoritmu
na vSech vstupech velikosti n.

Musi se samoziejmé vyjasnit nékolik véci — napf. co je to wvelikost vstupu.
Pozdé&ji se k tomu jesté vratime, ted poznamenejme, Ze u naseho problému
tfidéni je vétsinou postacujici velikost vstupu definovat jako pocet Clent za-
dané posloupnosti (pozdéji dodame: pokud je velikost ¢isel=¢lentt omezend).

Co vlastné mame na mysli, pokud mluvime o funkci ¢asu vypoctu? Je priro-
zené, ze u obvyklych algoritmiti doba vypoctu silné zavisi na zadaném vstupu.
Avsak informace o vSech dobach vypoctu pro vsechny mozné vstupy by byla
tak obsahla, ze by vlastné na nic nebyla. Proto se pfi analyze rychlosti al-
goritmu obvykle soustfedujeme na to, jak zavisi doba vypoctu jen na délce
vstupu (misto vSech vstupt téze délky).

Poznamka: Obecné pouzitelné feseni je chapat velikost daného vstupu jako
pocet bitll, které vstup zabird (pii ,pfirozeném* zakédovani). Casto lze vSak
dostatecné vysledky analyzy slozitosti dosdhnout bez nutnosti uvazovat tuto
yhizkou® troven (kterd muze pridavat zbytecné technické komplikace).

Jisté jste si povsimli jiného velmi slabého mista v uvedenych definicich: uzi-
vani pojmu ,doba béhu“. Vzdytf napf. pfi riznych implementacich (v riz-
nych programovacich jazycich, na rtznych pocitac¢ich apod.) budou ,doby
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béhu“ jednoho a téhoz algoritmu pro jeden a tentyz vstup rizné! Jako nej-
vhodnéjsi exaktni definovani pojmu ,doba béhu“ se ukazuje volba néjakého
(abstraktniho) modelu pocitace, ke kterému se pak budeme odkazovat jako
k jakémusi referencénimu modelu; dobu béhu, tj. ,dobu trvani vypoctu® (ne-
boli délku vypoctu), pak budeme méfit po¢tem provedenych (elementarnich)
instrukeci.

Modeli slouzicich témto acelim byla navrzena celd fada (pozdéji se k tomu
jesté dostaneme). V kapitole 12 jsem se seznamili se strojem RAM.

Nyni miizeme pro RAMy (RAM-programy, chcete-1i) exaktné definovat ¢aso-
vou a pamétovou slozitost (jakozto funkce velikosti vstupu). Pfitom se ome-
zujeme jen na RAMy, které se pro kazdy vstup zastavi (provedou HALT, pii-
padné skonéi ,neregulérné“); nekonecnou ¢asovou ani pamétovou slozitost
neuvazujeme.

Definice 14.1

Velikosti vstupu stroje RAM rozumime pocet bunék (vstupni pasky), které
dany vstup zabira.

Délka vypoctu RAM-stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet
provedeni instrukci, které M pro dany vstup vykona, nez se zastavi.
Casovou sloZitosti RAM-stroje M rozumime funkci Ty : N — N, kde Th;(n)
znamend délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim pripadé;
tedy Ty (n) = max{k | k je délka vypoctu M nad (n&jakym) vstupem
velikosti n }.

Definice 14.2
Délkou vgpoctu (neboli dobou) algoritmu A4 na vstupu z rozumime podet
kroku stroje RAM implementujicitho algoritmus A, které vykona na vstupu
x az do svého zastaveni. Pokud se vypocet nezastavi, délka vypoc¢tu neni
definovana (co).

Definice 14.3

Casovd sloZitost algoritmu A je funkce t4 : N — N, kde ¢ 4(n) uddvd maxi-
malni délku vypoctu A mezi vSemi vstupy = délky n. Predpoklada se pritom,
ze A vzdy sviij vypocet skonéi a ze vstupy = se berou nad kone¢nou abece-
dou x € ¥*, tedy délkou vstupu rozumime pocet znakd nutnych k zapsani
vstupu.

Takto definované casové slozitosti se také rika slozitost nejhorsiho pripadu,
nebot funkéni hodnota ¢4(n) je ddna délkou nejhorsiho mozného vypoctu
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mezi vSemi vstupy délky n, pfestoze bézny vypocet mize byt mnohem rych-
lejsi. Tento pristup vyjadiuje nasi snahu zarucit ukonceni vypoc¢tu v rozumné

dobé.

Poznamka: Pro zapis Casové slozitosti obvykle pouzivame diive definované
asymptotické znaceni O(-) nebo ©(-), nebof nas pfili§ nezajimaji aditivni a
multiplikativni konstanty zavislé na hardwarové a softwarové implementaci.
Navic nejc¢astéji pouzivame jen horni odhad O(-) a dolnim odhadem se pro
jednoduchost nezabyvame.

(KdyZz nas program bude pocitat jesté rychleji, nez tvrdime, asi to nikomu
nebude vadit. .. )

Definice 14.4

Velikosti paméti RAM-stroje M (potiebné pii vypoctu) pro konkrétni vstup
rozumime ¢islo p + 1, kde p je maximum z adres bun€k, jez jsou béhem vy-
poctu (nad danym vstupem) navstiveny.

Pamétovou sloZitosti (nebo téz prostorovou sloZitosti) RAM-stroje M ro-
zumime funkci Sy : N — N, kde Sj/(n) znamend velikost potfebné pa-
méti pri vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim ptipadé; tedy
Sy (n) = max{k |k je velikost paméti potfebné pfi vypoctu M nad (néja-
kym) vstupem velikosti n }.

Pozorny ¢tenar si uz mozné vsiml podezielého mista v uvedenych definicich:
nijak neomezujeme velikost ¢isla, které je mozno ulozit do jednotlivé bunky
paméti! Pfitom velikost paméti zabrané danou buikou (a ¢as elementarni
operace pracujici s danou buiitkou) chapeme jako jednotku, jinymi slovy uva-
Zujeme tzv.

jednotkovou (¢i uniformni) miru.
Takto vSak lze . Sikovné Setfit pamét” kddovanim celé série ¢isel (napf. matice
b

Cisel) ¢islem jedinym. Podobnymi ,triky“ se da Setfit i ¢as vypoctu (pocet
provedenych instrukei) a ziskané vysledky pak neodpovidaji realité.

Pokud podobny efekt hrozi, uvazuje se misto jednotkové miry
mira logaritmickad:

je-li v burice uloZeno ¢islo z, pocita se, Ze je takto zabrana pamét velikosti
[log,(]z] +1) + 1] (pocet biti potfebnych k zapsani z). Podobné i cena (Cas)
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provedeni jedné instrukce neni 1, ale je timérna velikosti ¢isel, se kterymi se
pri provadéni instrukce operuje.

V nésledujici analyze algoritmt pro problém tfidéni budeme uzivat jednotko-
vou miru. V tom pripadé ovSem nase analyza miize davat realistické vysledky
jen tehdy, kdyz je velikost t¥idénych ¢isel (pfedem) omezend (Cisla maji ome-
zeny pocet cifer); presnéji feceno, kdyz je rozumné predpokladat, Ze operace
jako nacteni ¢isla, porovnani dvou ¢isel apod. trvaji konstantni cas.

Zkusme nyni naprogramovat algoritmus bubblesort pro RAM a analyzovat
jeho ¢asovou slozitost. Vysledkem vcelku pfimocarého ,,prelozeni diive uve-
deného pseudokédu (Bubblesort — progr. verze) do ,,jazyka“ RAM muze byt
nize uvedeny program (predpoklddame v ném, ze vstupni posloupnost neni
prazdnd).

Vlastni RAM-program, tvoreny posloupnosti 69 instrukei je uveden v prvnim
ysloupci®“. V druhém sloupci je tentyz program v ponékud srozumitelnéjsi
podobé — uziva symbolickych navésti a symbolického adresovani (N = 2,
J =3 HM = 4,1 =5,IPJ =6, POM =7, X =8, A =8; clen A[l]
bude ulozen v butice 9, A[2] v buiice 10, A[3] v butice 11 atd.). Tteti sloupec
obsahuje komentafe, ze kterych by mélo byt patrno, ze se skutecné jedna
o ,preklad“ uvedené verze bubblesortu. (P¥ipomenme, Ze vSechny pamétové
buriky maji na za¢atku hodnotu 0.)

Bubblesort, RAM-verze:

01 LOAD =1 LOAD =1 ; do indexreg. se vlozi 1,
02 STORE 1 STORE 1 ; tj. prvni volny index pole A
03 READ Cykl-vst: READ ; nacteni dalsiho vstupu
04 JZERO 10 JZERO Kon-vst ; 0 znamena konec vstupu
05 STORE #8 STORE  *A ; Alindexreg| — vstup

06 LOAD 1 LOAD 1 :

07 ADD =1 ADD = ; indexreg. se zvysi o 1

08 STORE 1 STORE 1 ;

09 JuMp 3 JUMP  Cykl-vst ;

10 LOAD 1 Kon-vst: LOAD 1 ;

11 suB =1 SUB =1 :

12 STORE 2 STORE N ; N obsah. pocet vst. ¢isel
13 LOAD 3 Cykl-1: LOAD J ;

14 ADD =1 ADD =1 ;JJ—J+1

15 STORE 3 STORE J ;

16 LOAD 2 LOAD N :

17 SUB 3 SUB J ;
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18 JZERO 58 JZERO Vystup ; skok pfi J = N
19 ADD =1 ADD = ;

20 STORE 4 STORE HM ; HM (hor. mez) «+ N — J +1
21 LOAD =0 LOAD =0 ;

22 STORE 5 STORE I ;10

23 LOAD 5 Cykl-2: LOAD I ;

24 ADD =1 ADD =1 s I —T+1

25 STORE 5 STORE I :

26 ADD =1 ADD =1 :

27 STORE 6 STORE 1IPJ s IPJ — T+ 1

28 LOAD 4 LOAD HM ;

29 SUB 5 SUB I ;

30 JZERO 13 JZERO Cykl-1 ; skok pti I = HM
31 LOAD 5 LOAD I :

32 STORE 1 STORE 1 :

33 LOAD *8 LOAD *A ;

34 STORE 8 STORE X X — A[l]

35 LOAD 6 LOAD IPJ ;

36 STORE 1 STORE 1 :

37 LOAD 8 LOAD X :

38 SUB  «8 SUB  *A :

39 JGTZ 41 JGTZ  Prohod ; skok pii X > A[I + 1]
40 JUMP 23 JUMP Cykl-2 ;

41 LOAD 5 Prohod: LOAD I ;

42 STORE 1 STORE 1 :

43 LOAD  *8 LOAD %A :

44 STORE 7 STORE POM ; POM «— Al

45 LOAD 6 LOAD IPJ ;

46 STORE 1 STORE 1 ;

47 LOAD  *8 LOAD %A :

48 STORE 8 STORE X X — A[T+1)
49 LOAD 5 LOAD I ;

50 STORE 1 STORE 1 ;

51 LOAD 8 LOAD X ;

52 STORE *8 STORE  *A DAl — X

53 LOAD 6 LOAD  IPJ :

54 STORE 1 STORE 1 :

55 LOAD 7 LOAD POM ;

56 STORE *8 STORE  *A ; A[I + 1] — POM
57 JUMP 23 JUMP  Cykl-2

58 LOAD =2 Vystup: LOAD = ;

59 STORE 1 STORE 1 ; indexreg. «— 1

60 LOAD *8 Cykl-vys: LOAD *A ;

61 WRITE WRITE ; write(A[indexreg.])
62 LOAD 2 LOAD N ;



235

63 SUB 1 SUB 1 ;

64 JZERO 69 JZERO Konec ; skok pfi indexreg. = N
65 LOAD 1 LOAD 1 :

66 ADD =1 ADD =1 :

67 STORE 1 STORE 1 ; indexreg. se zvysio 1
68 JUMP 60 JUMP Cykl-vys ;

69 HALT Konec: HALT ;

Spoc¢téme nyni, kolik instrukci bude provedeno pfi zpracovani vstupu veli-
kosti n (v nejhorsim mozném piipadg).

Prvni (vstupni) faze vypoctu, od zac¢atku po prvni pfichod na instrukci s na-
véstim Cykl-1, zfejmé zabere ,¢as“ (tj. pocet provedeni instrukei)

T'=2+mMm+2+3=Tn+7

Podobné tteti (vystupni) faze, od skoku na Vystup po Konec, zabere ziejmé
cas

T3=24+9n—-1)+5+1=9n—-1
SloZit&jsi je analyzovat zbylou (prostfedni) fazi, od prvniho skoku na Cykl-1
po skok na Vystup. Také s ptihlédnutim k nasi progr. verzi bubblesortu neni
ovSem zase tak obtizné odvodit, Ze ona prostiedni faze trva

n—1 n—j
T = (Z (10+(D_34) +8)) +6
i— i=1
Poznamenejme, Ze vzdy predpoklddame ten horsi (tj. delsi k zpracovani) pii-
pad, kdy skutecné dojde k prohazovani prvki (tj. provadi se ,podprogram*
Prohod).

Vyraz pro T, miiZzeme upravovat standardni manipulaci se sumami napiiklad
takto:

n—1 n—1n—j n—1
Tg:6+218+Zi34:6+18(n—1)+234(n—j) =
j=1 j=1 i=1 J=1

n—1 n—1
=18n—12+34) n—34) j
j=1 j=1
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Dosadime-li za prvni sumu n(n — 1) a za druhou sumu (142+...+n—1) =
(n/2)(n — 1), odvodime pak jiz pfimoc¢arymi Gpravami vztah

Ty =1Tn% +n — 12

Celkovy cCas potfebny pro zpracovani vstupu velikosti n je tedy T +To+T5 =
17n% + 17n — 6. Ozna&ime-li n4§ RAM-stroj M a jeho ¢asovou sloZitost Ty,
ukazali jsme tak, ze pro kazdé n > 1 je

Ty (n) = 1Tn* +17n — 6

14.1 Turingovy stroje

Casovou a prostorovou slozitost konkrétniho Turingova stroje definujeme sa-
moziejmé obdobné jako u RAMu:

Definice 14.5

Velikosti vstupu Turingova stroje M rozumime pocet bunék pasky, které dany
vstup zabira (tedy délku vstupniho fetézce).

Délka vypoctu Turingova stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako po-
et provedeni (elementérnich) kroki, které M pro dany vstup vykona, nez se
zastavi.

Casovou sloZitosti Turingova stroje M rozumime funkci Ty : N — N, kde
Ty(n) znamend délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim pii-
padé; tedy Ths(n) = max {k | k je délka vypoctu M nad (néjakym) vstupem
velikosti n }.

Definice 14.6

Velikosti paméti Turingova stroje M (potiebné pii vypoctu) pro konkrétni
vstup rozumime pocet bunék pasky, které jsou béhem vypoctu nad danym
vstupem navstiveny.

Pamétovou sloZitosti (nebo téz prostorovou sloZitosti) Turingova stroje M
rozumime funkci Sy : N — N kde Sys(n) znamena velikost pot¥ebné pa-
méti pii vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim ptipadeé; tedy
Sy (n) = max{k |k je velikost paméti potfebné pfi vypoctu M nad (néja-
kym) vstupem velikosti n }.

Poznamka: Intuitivné snadno vidime, ze Turingtv stroj je ,,pomalejsi“ nez
RAM uz z dtvodi jeho sekven¢niho pristupu k jednotlivym bunkdm pasky
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(na rozdil od ,libovolného“, tj. pfimého piistupu v pripadé RAMu). Exis-
tuji tedy napt. problémy, které lze fesit RAMem s ¢asovou sloZitosti O(n)
(a které tedy patii do 7 (n) definované vzhledem k RAMu), ale nelze je Fesit
Turingovym strojem s ¢asovou slozitosti O(n) (a nepatfily by tedy do 7 (n),
vzali-li bychom Turingovy stroje jako referenéni model).

Cilem nésledujicich ivah bude ovsem ilustrace faktu, ze
Turingovy stroje a RAMy jsou polynomialné ekvivalentni.
Rozumime tim, ze

Ke kazdému RAMu M existuje (da se zkonstruovat) Turingiv
stroj M’, ktery realizuje tutéz vstupné-vystupni funkci jako M
(tj. Fesi tentyZz problém) a navic pro piislusné ¢asové a prostorové
slozitosti plati Ty (n) < (Tar(n)), Sy (n) < (Sp(n))® pro né-
jaké (malé) konstanty ¢y, cs.

Totéz pritom plati i v opaéném sméru: ke kazdému Turingovu
stroji M existuje RAM M’ s ptislusnymi vlastnostmi.

Abychom to nahlédli, staci si promyslet, ze ke kazdému RAMu je mozné
(algoritmicky) zkonstruovat Turingtv stroj, ktery jej simuluje; pfitom do-
chazi jen k ,malé ztraté“ z hlediska slozitosti (odpovidajici polynomu ma-
lého stupné) — zde znovu pfipomindme tmluvu o uvazovani logaritmické
miry u RAMt. Naopak ke kazdému Turingovu stroji je mozné (algoritmicky)
zkonstruovat RAM, ktery jej simuluje s malou ztratou z hlediska slozitosti.

Uvedenym tvrzenim jesté vénujeme nekolik odstavel; nicméné neptijdeme do
detailii — o nich predpokladame, ze by si je ¢tenar pti svych programatorskych
zkusenostech snadno doplnil.

Predevsim se zastavme u pojmu ,simulace“. Ten je jisté Ctenaii intuitivné
ziejmy. Podrobnéji vysvétlit by se dal napi. nasledovné.

Predpokladame, Ze vypocet stroje nad zadanym vstupem lze chapat jako po-
sloupnost konfiguraci, kterymi stroj (krok po kroku) prochézi; za¢ina v po-
¢atecni konfiguraci urcené zadanym vstupem a eventualné skonci v jisté kon-
cové konfiguraci s urc¢itym vystupem — pokud jeho vypocet neni nekonecny.
Con(M) necht oznacuje mnozinu vSech konfiguraci stroje M.

Nyni lze vyjadieni ,stroj M; je simulovan strojem Ms“ vysvétlit takto:
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Existuje prosta funkce cod : Con(M;) — Con(M;) takova, ze
cod i cod™' jsou (jednoduse) algoritmicky vydcislitelné. P¥itom
pro libovolny vypocet Ky, K1, ..., K,, stroje M; prochazi vypocet
stroje M, zacinajici v cod(Ky) postupné konfiguracemi

cod(Ky), cod(K1),. .., cod(K,,)

— s pripadnymi ,mezikonfiguracemi®.

Napf. lze snadno ukézat, jak lze (standardni) Turingtv stroj simulovat Tu-
ringovym strojem s jen jednostranné nekonecnou paskou, jak lze vicepaskovy
Turingiiv stroj simulovat standardnim Turingovym strojem, jak se lze omezit
na pripad, kde paskové symboly jsou pouze 0,1, 0 apod.

14.2 Asymptoticka sloZitost

P¥i analyze Casové slozitosti bubblesortu jsme vidéli, ze pfesné (algebraické)
vyjadieni funkce T, neni technicky tplné trivialni kol jiz u velmi jedno-
duchého programu. U vétsich a komplikovanéjsich programiti by uz takovy
postup byl nesmirné naroc¢ny.

Zajima-li nas rychlost ristu funkce f(n) v zavislosti na n, zaméfujeme se
predevsim na tzv. asymptotické chovdani f pii velkych hodnotach n. V popisu
f nas tedy nezajimaji ani rtizné prictené ,,drobné ¢leny“, které se vyznamnéji
projevuji jen pro mald n, ani konstanty, kterymi je f nasobena a které jen
ovliviiuji ¢iselnou hodnotu f(n), ale ne rychlost rtstu.

Priklad: Tak napiiklad funkce f(n) = n? roste (zhruba) stejné rychle jako
f'(n) = 100000000n2 i jako f”(n) = 0.00000001n% — 1000000001 — 1000000.
Naopak h(n) = 0.000000000017> roste mnohem rychleji nez f’(n) = 100000000n>.

Pro naSe tcely (srovnévani algoritmil) nastésti presné vyjadieni casové slo-
zitosti neni nutné; vétsinou postaci ,,rozumny“ odhad prislusné funkce T},;.
Napi. v nasem piipadé jsme Ty, vyjadiili ve tvaru Ty (n) = an®+bn +c, kde
a, b, ¢ jsou konstanty (a = 17, b = 17, ¢ = —6). KdyZ ndm nezalezi na pfesné
hodnoté onéch konstant, mohli jsme analjzu urychlit (misto pfesného podi-
tani jsme konstanty mohli odhadovat shora — s uréitou rozumnou rezervou)
a dospét tak k (hornimu) odhadu napi. Th;(n) < 20n? + 50n + 100.
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Vsimnéme si, ze pro ziskani podobného odhadu jsme bubblesort ani nemuseli
fyzicky programovat pro RAM — pokud jiz mame urc¢itou programatorskou
zkusenost, dokazeme casovou slozitost odhadnout napf. jiz z pseudokdédu
(promyslete si to!).

Uvédomme si dale, Ze v nasem vyjadfeni Tys(n) = an® + bn + ¢ ma ,nejvétsi
vahu* ¢len an?. Byt by byla konstanta a ,,hodné mensf nez“ b (ale samoziejmé
kladna), vZdy od jistého n vyse je hodnota an?® (&im dal vyrazngji) vétsi ne
hodnota ,zbytku“ bn + c; exaktnéji feceno

b
n+c:O

lim

14.3 Znaceni O, O, o, (), w

Ono soustiedéni se na ,rozhodujici ¢len“ a zanedbavani pfesnych hodnot
konstant nas vede k tzv. znaceni velké-O. O nami zjisténé funkci Tys(n) =
17n? + 17n — 6 pak prosté fekneme Ty (n) € O(n?).

Pfesnéji uvedeme znaceni velké-O takto:

Definice 14.7
Pro libovolné funkce f,g : N — N fekneme, Ze f € O(g), oznacujeme téz
f(n) € O(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati

(Fk € N)(3no € N)(Vn > ng) : f(n) <k-g(n).

Je-li f(n) € O(g(n)), fikdme také, ze f(n) roste fadové nejvyse jako g(n).
O(g(n)) tedy slouzi jako ur¢ity horni odhad funkce f(n).

Kdy# tedy fekneme, Ze ,bubblesort je v O(n?)“ (coz rozumime jako zkratku
pro ,¢asova slozitost algoritmu bubblesort je v O(n?)*), pak neni vylouceno,
ze jej lze (shora) odhadnout lépe. Ve skutecnosti je oviem funkce n? pro
bubblesort nejen hornim, ale i spodnim (fadovym) odhadem (pro¢ 7). K vy-
jadfeni podobnych fakt se vedle O hodi i dalsi znaceni (f, g jsou libovolné
funkce f,g: N — N; pro piehlednost zde opakujeme i definici O):

e f € O(g), oznacujeme téz f(n) € O(g(n)), pravé kdyz plati
(Fk € N)(Ing € N)(Yn > ng) : f(n) < k-g(n)
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f € 6(g), nebo f(n) € ©(g(n)), znamena, ze f € O(g) a g € O(f).

f € o(g), oznacujeme téz f(n) € o(g(n)), pravé kdyz plati
(Vk € N)(Ing € N)(Yn > ng) : k- f(n) < g(n)

f € Q(g), oznacujeme téz f(n) € Q2(g(n)), pravé kdyz plati g € O(f),
£,
(Fk € N)(Ing € N)(Yn >ng) : k- f(n) > g(n)

[ € w(g), oznacujeme téz f(n) € w(g(n)), pravé kdyz plati g € o(f),
.
(Vk € N)(Ing € N)(Yn > ng) : f(n) > k- g(n)

Zmnaceni O, o hraji roli neostrého resp. ostrého horniho odhadu, znaceni €2, w
roli neostrého resp. ostrého dolniho odhadu.

Kontrolni otdzka: Jakou roli hraje znaceni ©7

Jak uz jsme se zminili, uvedena znaceni se vyuzivaji napf. pro moznost struc-
ného vyjadieni pfi analyze ¢asové slozitosti (podobné samoziejmé i u prosto-
rové slozitosti) konkrétniho algoritmu, resp. piislusného (tfeba ani fyzicky
nesestrojeného) RAM-stroje M, kdy nam vétsinou postaci jen urcity odhad
(rastu) funkce Ty, odhad, v némz se zanedbavaji konstantni faktory.

Pozndmka: Misto f(n) € O(g(n)) (podobné pro dalsi znaceni) se nékdy
(s védomim zamérné nepfesnosti) pise f(n) = O(g(n)); tato notace je pak
vyhodnéjsi napt. v rovnicich, v nichz se znaceni O a dalsi vyskytuji.
Rikdme pak také napf. ,casova slozitost algoritmu XY je O(n?)* misto pres-
néjstho ,,...je v O(n?)“.

K bubblesortu miizeme dodat, ze je v ©(n?). Potom fakt (ktery se d4 pii-
mocafe ukazat), ze heapsort je v O(nlogn) (je i v ©(nlogn)), skuteéné
prokazuje, ze heapsort je lepsi nez bubblesort (pro dostatecné velké vstupy).

Pozndmka: Ctenaf je vyzyvan, af si provede srovnani riistu funkei n, nlogn,
n?, n3, 2", n!, n® apod.

Je potieba si také ujasnit, Ze napt. (jenom) fakt, ze algoritmus A ma slozitost
O(n?) a algoritmus B m4 slozitost O(nlogn), znamena, ze A je zarucend
rychlejsi nez B jen asymptoticky, tj. pro ,dostateéné velké“ hodnoty. (Zalezi
totiz na konstantéch skrytych v znaceni ©, O atd.)
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Pozndmka: VySe uvedené definice nejsou jediné mozné. Naptiklad O(:) je
mozné definovat tak, ze f € O(g) pravé tehdy, jestlize existuji konstanty
A, B > 0 takové, ze

VneN: f(n)<A-g(n)+ B.

Rozmyslete si, ze obé definice jsou ekvivalentni.

V praxi se obvykle (i kdyZ matematicky méné presné) piSe misto f € O(g)
vyraz

f(n) = 0(g(n)).

Znamena to, slovné feceno, ze funkce f neroste rychleji nez funkce g. (I kdyz
pro mala n tieba mtize byt f(n) mnohem vétsi nez g(n).)

Pozndmka: Kromé vlastnosti f € O(g) se nékdy setkate i s vlastnosti f €
o(g), kterd znamena lim,, % = 0 (funkce f roste strikiné pomaleji nez g).
Definice 14.8
Pigeme f € Q(g), neboli f(n) = Q(g(n)), pokud g € O(f). Déle piseme
f € ©(g), neboli f(n) = BO(g(n)), pokud f € O(g) a zaroven f € Q(g),
neboli g € O(f).

Vyraz f(n) = ©(g(n)) pak ¢teme jako ,funkce f roste stejné rychle jako
funkce g“.

Znaceni: O funkci f(n) fikdme:

f(n) = O(n) je linedrni funkce,
e f(n) = O(n?) je kvadratickd funkce,
e f(n) =0O(logn) je logaritmickd funkce,
e f(n) = O(n°) pro néjaké ¢ > 0 je polynomidlni funkce,
o f(n) =0O(c") pro néjaké ¢ > 1 je exponencialni funkce.

Priklad: Ptiklady rist riznych funkei.

Funkce f(n) = ©(n): pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota f(n)
taktéz vzroste (zhruba) na dvojnasobek. To plati jak pro funkci f(n) = n,
tak i pro 1000000000n nebo n + y/n, atd.
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Funkce f(n) = ©(n?): pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota f(n)
vzroste (zhruba) na &tyinasobek. To plati jak pro funkci f(n) = n?, tak i pro
1000n? + 1000n nebo n? — 9999999971 — 99999999, atd.

Naopak pro funkci f(n) = ©(2"): pokud n vzroste byt jen o 1, tak hodnota
f(n) uz vzroste (zhruba) na dvojnéasobek. To je obrovsky rozdil exponencial-
nich proti polynomialnim funkcim.

Pokud vam tieba funkce 999999n? pripada velka, jak stoji ve srovnani s 277
Zvolme tieba n = 1000, kdy 99999912 = 999999000000 je jesté rozumné
zapsatelné &islo, ale 2190 ~ 1039 byste uZ na fadek nenapsali. Pro n = 10000
je rozdil jesté mnohem vyraznéjsi!

Otazky:

OTAzkA 14.1: Co znamend vztah f(n) = O(g(n)) pro porovnani hodnot
f(10) a g(10)?

CVICENT 14.2: Ktera z téchto funkci roste nejrychleji?

a) 1000n  b)n-logn c¢)n-yn

CVICENI 14.3: Udejte spravny asymptoticky vztah mezi funkcemi /n a
logn.

CVICEN{ 14.4*: Roste rychleji funkce n® nebo (logn)°sn?

CVICENI 14.5%: Ktera z téchto funkci roste nejrychleji?

a)nl  b) (logn)”  c) (vVn)"

CVICENI 14.6*: Dokazte, Ze pro vSechna ¢ > 0 a prirozena k plati

log"n € O(n°)
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14.4 Délka vypoctu

Komentdar: Nékdy je vhodné kromé c¢asové slozitosti nejhorsiho pripadu také
uvazovat o prumeérné sloZitosti algoritmu, coz je definovano jako stfedni hod-
nota délky vypoctu na daném pravdépodobnostnim prostoru vsech vstupi.
Péknym piikladem je tfeba algoritmus quicksort, ktery v nejhorsim ptipadé
trva az ©(n?), ale v priméru jen O(n - logn).

Jesté markantnéjsi rozdil mezi nejhorsi a primeérnou slozitosti predstavuje
algoritmus tzv. simplexoveé metody v linearni optimalizaci, ktery v nejhorsim
ptipadé vykona exponencialné mnoho kroki (v tom nejhorsim ptipadé je tedy
zcela nepouzitelny), ale ve skoro vSech ostatnich pfipadech bézi velice rychle,
a proto se ani jiné, v nejhorsim pripadé mnohem lepsi algoritmy linearni
optimalizace skoro nepouzivaji.

Pozndmka: Kromé c¢asové jsou i jiné miry slozitosti algoritmi, které jen
struéné zminime zde: MuzZeme naptiklad sledovat mnozstvi paméti pouzité
nasim algoritmem (pamétovad sloZitost), nebo mnozstvi dat vyménénych mezi
riznymi pocitac¢i pi distribuovaném vypoctu (komunikacni sloZitost). Déle
muzeme uvazovat tieba paralelni vypocty — jakého urychleni se d4 dosahnout
rozdélenim vypoctu na vice procesortl, a mnoho jinych véci ...

14.5 Cviceni

Otazky:
OTAZKA 14.7: Vezméme néjaky algoritmus pocitajici s permutacemi mno-
ziny {1,2,...,n}. Lze si rozumné predstavit, ze kazdé z ¢isel 1,2, ..., n zabira

jedno pamétové pole?

OTAZKA 14.8: Mé&jme algoritmus pocitajici hodnotu n! v ,dlouhé aritme-
tice® postupnym nasobenim. Bylo by rozumné predpokladat, ze jednotliva
nasobeni lze provést najednou v registru stroje RAM?

CVICENI 14.9: Mame za tlohu seéist dvé (dlouhd) k-mistnd ¢isla. Jaka je

velikost vstupu v tomto problému? (V asymptotické notaci.)
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CVICENTI 14.10: Na vstupu algoritmu je dan obecny jednoduchy graf s n vr-
choly. Jakou ma tento vstup délku?

CVICENT 14.11*: Na vstupu algoritmu je dan rovinny graf s n vrcholy. Jakou
mé tento vstup délku? Je mensi nez u obecného grafu?

CVICENTI 14.12: Priamér z danych n > 1 ¢isel spocitame néasledujici funkei:

PRUMER(X, n)
z+— 0.0
fori<— 1ton
do z — z + X[i]
return z/n

Urcete, kolik tato funkce PRUMER vykona aritmetickych operaci v zavislosti
na n.

CVICENT 14.13: Urdete, kolik priichodii vnitinim cyklem provede pro vstup
n nasledujici jednoduchy program.

ArLcl(n)

fori—1tonxn
do for j — 1to:
do print “jeden prichod”

Je to v asymptotické notaci ©(n?) nebo ©(n?®) nebo O(n*)?

CVICENI 14.14: Rozhodnéte, které z nasledujicich asymptotickych vztahtu
mezi funkcemi proménné n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo
i zadny.)

a) logn € O(y/n)

b) vn € O(n)
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CVICENI 14.15: Rozhodnéte, které z nasledujicich asymptotickych vztaht
mezi funkcemi proménné n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo
i zadny.)

a) 2" € O(n")

b) 2" € O(n'%2)

CVICENI 14.16: Rozhodnéte, které z néasledujicich asymptotickych vztaht
mezi funkcemi proménné n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo
i zadny.)

a) n! € O(2")

b) nlogn c O(n1024)
CVICENI 14.17: Sefadte néasledujici t¥i funkce podle asymptotické rychlosti
jejich ristu od nejpomalejsiho ristu.

a) n++/n-logn

b) n-logn
c) vn-log’n

CVICENI 14.18: Sefadte néasledujici t¥i funkce podle asymptotické rychlosti
jejich ristu od nejpomalejsiho riistu.

c) n!

CVICENI 14.19: Sefadte néasledujici t¥i funkce podle asymptotické rychlosti
jejich ristu od nejpomalejsiho ristu.
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a) 1/2005
b) /n-3n

c) n+mn-logn

CVICENI 14.20: Sefadte nésledujici t¥i funkce podle asymptotické rychlosti
jejich ristu od nejpomalejsiho ristu.

a) (logn)"



Kapitola 15

Efektivni algoritmy

Cile kapitoly:

e Pochopeni rozdilu mezi slozitosti v nejhorsim a primérném pripadeé.

e Pochopeni zptisobti feseni rekurentnich vztaht vznikajicich pfi analyze
slozitosti algoritm.

15.1 Dalsi poznamky k slozZitosti algoritmnii

Vratime se k nékterym vécem tykajicim se (Casové ¢i pamétové) sloZitosti
algoritmii, o kterych jsme zatim explicitné moc nemluvili, ale kterych bychom
si méli byt velmi dobie védomi.

Zatim jsme presné definovali pojem ¢asové (a prostorové) slozitosti RAMu.
Vétsinou jsme ale uvedli algoritmus zapsany pseudokédem a hovorili jsme
o slozitosti tohoto algoritmu. Striktné vzato bychom ale vzdy misto o slozi-
tosti algoritmu A méli hovotit o slozitosti RAMu M4, ktery je mozné k al-
goritmu A v podstaté mechanicky sestrojit (tj. ktery by byl z A vytvofen
uréitym , prekladacem*).

Nedefinovali jsme ovsem, jaké pfikazy se mohou objevovat v pseudokodu,
ani jsme samoziejmé nedefinovali prislusny prekladac. Mlcky jsme vlastné
udélali urcitou amluvu: provedli jsme konstrukci prislusného RAMu jen pro
nékolik malo algoritmt zapsanych pseudokédem a spoléhdme se na to, ze

247
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algoritmy popisujeme vzdy dostatecné podrobné k tomu, abychom v pripadé
potfeby mohli prislusny RAM piimocate zkonstruovat. Pritom samoziejmé
predpokladame, Ze zminénou pfimocarou konstrukci bychom vsichni dospéli
v podstaté k jednomu a témuz RAMu. To ,jednomu a témuz“ nelze brat
uplné doslova, sta¢i samoziejmé, ze prislusné RAMy by mély v podstaté
stejnou slozitost — to jest, mohly by se lisit v konkrétnich poctech instrukci
realizujicich ten ¢i onen ptikaz pseudokdédu, coz ovsem nevadi, nebazirujeme-
li na pfesnych hodnotéach ptislusnych konstant.

Pravé to, ze presné hodnoty konstant pro nas nejsou podstatné a slozitost
vzdy jen ur¢itym zptsobem odhadujeme (aproximujeme), ndim umoziuje po-
uzivat zptisob analyzy slozitosti algoritmti, pfi némz se pfimo nezminujeme
o RAMu v pozadi, natoz abychom ho konstruovali.

Poznamenejme jesté dalsi véc. Vstupem pro RAM je vlastné posloupnost
c¢isel. Takze chceme-li mluvit o slozitosti algoritmu, mél by vlastné jeho vstup
(i vystup) byt posloupnosti ¢isel — nebo by mélo byt jasné, jaké kédovani
vstupu pomoci posloupnosti ¢isel mame na mysli. U nami dosud zkoumanych
problému to bylo v podstaté zrejmé: napt. graf 1ze pfirozené zadat incidenc¢ni
matici, matici je mozné piimocare ,linearizovat® (napiiklad zapsat po fadcich
— s dohodnutymi oddélovaci) apod.

e e vy v

¢lentt vstupni posloupnosti ¢éisel (to je v pfipadé uvazovani jednotkové miry;
v pripadé pouziti logaritmické miry je velikost vstupu v podstaté rovna poctu
bitt, do kterych lze vstup zapsat). Toto je obecnd definice, kterd je aplikova-
telna vzdy, v pripadé konkrétnich problémi vsak miize byt nékdy vhodnéjsi
popisovat velikost vstupu jinak. Vezméme si néasledujici problém:

NAzEV: Nasobeni (ctvercovych) matic

Vstup: Ctvercové Matice A a B.
VYsTup: Matice C' takova, ze C' = A - B.

Jestlize jsou matice A a B velikosti n X n, je prirozené brat jako velikost
vstupu hodnotu n; pfitom (linearizované) zadéani ¢tvercové matice typu nxn
zabere n? vstupnich bunék RAMu (ptipadné dalsi buiiky jako oddélovace
radk).

Kdyz tedy hovorime o slozitosti algoritmu v takovém pripadé, vztahujeme ji
porad k prislusnému RAMu, ale ménime standardni definici velikosti vstupu
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— to musime vzdy jasné Tici. Jak jsme vidéli, délame to tehdy, kdyz pro dany
problém je pozménéna definice velikosti vstupu vhodnéjsi pfi vyjadfovani a
umoznuje ,prithlednéjsi podani vysledkt analyzy slozitosti.

Neékdy je také vhodné popisovat velikost vstupu vice Cisly a slozitost je pak
funkci vice parametri. Typickym prikladem jsou grafové problémy. Jestlize
je vstupem problému graf, ktery ma n vrchold a m hran, mize byt velikost
vstupu popséna dvojici ¢isel n a m. Velikost vstupu RAMu (tj. pocet ¢lent
vstupni posloupnosti, resp. pocet bit nutny k jejich zépisu) pak samoziejmé
zavisi na tom, jakym konkrétnim zptsobem bude graf ve vstupu kédovan.
CVICENI 15.1: Jaka bude velikost vstupni posloupnosti u problému, kde

vstupem je graf, ktery ma n vrchol a m hran, ktery je ve vstupu reprezen-
tovan:

a) seznamem vrcholli a seznamem hran,

b) inciden¢ni matici (resp. linearizovanym zapisem této matice).

VSechny uvedené poznamky je vhodné si diikladné promyslet a u kazdého
konkrétniho pfipadu je nutné si uvédomovat, co je (tfeba mleky) predpoklé-
dano.

Nekteré aspekty si jesté osvétlime na ptikladu problému, ktery hraje dilezi-
tou roli napt. v kryptografii.

NAzEV: Prvodiselnost
VSTUP: prirozené cislo k

VY¥sTup: ANO, kdyzZ k je prvocislo, NE, kdyz k je ¢islo sloZené.
Pravdépodobné nas rychle napadne nasledujici algoritmus:

TEST-PRIME(k)
> predp. vstup k > 2

hm — [VE|
for i — 2 to hm
doif kmodi=0
then return NE
return ANO
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Kdyz chceme odhadnout slozitost algoritmu, musi byt samoziejmé jasné,
co se rozumi velikosti vstupu. Jelikoz vstupem je jedno ¢islo, ma byt ve-
likost vzdy 1?7 U predchozich problému (jako tfeba nasobeni matic) jsme
predpokladali omezenou velikost zadavanych ¢isel (a tedy konstantni ¢as pri
aritmetickych operacich s nimi) — neomezovali jsme ovSem délku zadavané
posloupnosti. Nyni ovSem neomezujeme velikost (jednoho) zadévaného ¢isla.
Takovy vstup si ,,primo 1ika“ o pouziti logaritmické miry, kde tedy velikost
vstupu pro vstupni ¢islo k je rovna log, k (pfesnéji [log,(k + 1) + 1], coz ale
neni podstatné).

Uvedeny algoritmus mé takto exponencialni ¢asovou slozitost; vSimnéte si, ze
v piipadé, Ze k je prvocislo, provede se télo cyklu zhruba k%° krat, tj. 20-51082%
tedy 20 krat, kde n je velikost vstupu. Z toho je vidét, Ze algoritmus je
pouzitelny jen na ¢isla s malym po¢tem mist v dekadickém zépisu (a rozhodné
ho nelze pouzit napt. na 100-mistna cisla vyskytujici se v kryptografickych
problémech).

e e vy v

notu ¢isla k (¢islo bychom vlastné zadévali v unérni soustavé — jako posloup-
nost k jednicek), byla by sloZitost algoritmu uréité v O(n?); ,najednou“ by
to bylo v praxi zvladnutelné pro vstupy délky 100 (problém je samoziejmé
v tom, Ze napft. vstup délky 100 v tomto pripadé odpovida vstupu délky 3
v pfipadé predchozim).

15.2 Nejhorsi vs. pramérny pripad

Zamysleme se na chvili nad zvolenym pfistupem tzv. nejhorsiho mozného
pripadu. Méli bychom si byt alespon védomi, ze tento pristup nemusi vzdy
poskytovat smérodatné vysledky pro praxi.

Bézné se tento fakt ilustruje na prikladu dalsiho algoritmu t¥idéni, tzv. quick-
sortu. Jeho ¢asova sloZitost z hlediska nejhorsiho mozného piipadu je ©(n?),
pfitom v praxi je ale rychlejsi nez napt. heapsort (ktery ma slozitost ©(nlogn)).
D4 se totiz ukazat, ze slozitost quicksortu z hlediska prumérného pripadu je
také O(nlogn), pri¢emz prislusna konstanta je mensi nez u heapsortu.

Pozndmka: Jak ¢tenal ocekava, u pramérného piipadu vyjadiuje T'(n) pra-
mér z délek vypoctt pro vSechny vstupy velikosti n. Predpoklada se tedy
rovnomeérné rozloZeni pravdépodobnosti na mnoziné vstupti. (Ve specifickych
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ptipadech miize mit samoziejmé smysl uvazovat i jiné rozloZeni.)

Obvykle je ovSem analyza primérného pripadu tézsi nez analyza nejhorsiho
mozného pripadu. U nami diive uvedené verze bubblesortu je sice vcelku
ziejmé, Ze algoritmus mé sloZitost ©(n?) i v primérném piipadé (proc?),

u déle pfipomenutého quicksortu uz analyza tak zfejmé neni. Algoritmus
quicksort (ktery pro parametry A, p, ¢ setadi v poli A prvky Alpl|, Alp+1],..., A[r]
vzestupné) zde pfipomeneme jen pseudokédem.

QUICKSORT(A, p, 1)
if p<r
then ¢ «— PARTITION(A, p, 1)
QUICKSORT(A, p, q)
QUICKSORT (A, ¢+1,7)

PARTITION(A, p, 1)
e Alplyi—p—1;j—r+1
while TRUE
dorepeat j«— j—1
until Ajj] <=z
repeat i «— 1+ 1
until Afi] > x
ifi>jg
then return j

prohod A[i] a Alj]

15.3 Neékteré ,rychlé“ algoritmy

V této sekci si uvedeme piehled (hornich odhadi) ¢asovych slozitosti né-
kterych béznych problémii. Predpokladame, zZe ty jednoduché algoritmy jiz
teratute. Jinymi slovy, tato sekce uvadi stru¢ny piehled o tom, jak rychle se
umi nékteré bézné algoritmické problémy fesit, ale nezabyva se konkrétnim
popisem algoritmu.

Méjme déno pole A s n prvky (napiiklad s ¢isly nebo Fetézci):
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e Nalezeni konkrétniho prvku v A linedrnim prohledévanim trva ¢as O(n).
e Casovd sloZitost setiidéni A algoritmem bubblesort je O(n?).

e Mnohem rychleji 1ze pole A settidit algoritmy heapsort nebo mergesort
v ¢ase O(n -logn).

e V setfidéném poli A lze nalézt prvek binarnim vyhledédvanim v ¢ase O(logn).

Uvazujme datovou strukturu D s n zaznamy, ve které chceme vyhledavat,
vkladat nebo odebirat zaznamy.

e Pokud je D implementovana jen polem, kazda operace trva az O(n).

e Pokud je D implementovana nékterym vhodnym druhem usporadanéeho
stromu (AVL, 2-3 nebo R-B strom), tyto operace trvaji jen O(logn).

e Pokud redukujeme nase pozadavky tak, Ze vybirat nam stac¢i pouze
ynejmensi® zaznam, lze D implementovat tzv. linou haldou, ve které
vétSina operaci (v pruméru) trva jen konstantni ¢as O(1).

e Dalsi moznosti implementace datové struktury je tzv. hashovaci ta-
bulka, ktera v praktickych aplikacich také dava velice kratké (az kon-
stantni) primérné ¢asy operaci, prestoZe v nejhorsi piipadé sloZitost
byva az O(n).

Vezméme aritmetiku dlouhych n-mistnych cisel:

e Secist dvé takovd ¢isla lze v ¢ase O(n) a vyndsobit v dase O(n?) b&Znymi
,Skolnimi®“ postupy.

e Sofistikovany Strassentiv algoritmus vynasobi dvé n-mistna ¢isla v case
O(nlognloglogn).

Pozndmka: U c¢iselnych problémt je tieba davat velky pozor na to, jaka je
velikost vstupu (tj. pocet ¢islic) problémul!

Mé&jme dany graf G s n vrcholy a m hranami (m = O(n?)):

e Komponenty souvislosti G najdeme v ¢ase O(n + m).

e Nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy vypocteme v ¢ase O(n + mlogn).
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e Minimalni kostru nalezneme hladové v ¢ase O(n + mlogn).
e Rovinné nakresleni grafu lze nalézt (pokud existuje) v ¢ase O(n).

e Maximélni parovani v bipartitnim grafu G nalezneme v O(n?y/n).

Poznamka: Vyse zavedend konvence, ze n znaci délku vstupu v odhadech
casové slozitosti se ne vzdy plné dodrzuje, jak vidime v téchto prikladech
grafovych problému. I zde vSak n — pocet vrchold, tizce souvisi se skute¢nou
velikosti vstupu n + m.

Podivejme se znovu z druhé strany na problém tiidéni cisel a jeho ¢asovou
slozitost. Ukazeme, Ze pokud vyloucime ,,podvodné*“ zpiisoby tiidéni jako
tfeba prihrddkové trident, kde se t¥idénymi ¢isly indexuji pole paméti, nelze
ziskat lepsi algoritmus nez vyse uvedené heapsort ¢i mergesort.

Véta 15.1
Necht' je dano n disel. Pokud algoritmus A spravné setridi dana cisla za
pouziti porovnavani dvojic ¢isel, pak ¢asova slozitost A je nejméné 2(n-logn).

Diikaz: Pro jednoduchost si stac¢i predstavit dand cisla jako mnozinu M =
{1,2,...,n}. Na vstupu tak mtizeme dostat jednu z n! permutaci mnoziny
M. Uvédomme si dobfte, ze pro dvé rizné permutace M na vstupu musi
byt rtzné i prubéhy algoritmu A, aby byl vystup v obou piipadech dobie
setfidény. Pokud A provede nejvyse t kroku, miiZe se ,rozvétvit® do nejvyse
200 vétvi vipodtu — riznych pribéht. Mame tedy nerovnost

20() > p|

O(t) > log(n!)=0O(n -logn),
neboli nejhorsi vypocet A musi mit aspoii ¢t > ©(n - logn) kroku. O

Jesté pro zajimavost dodame, zZe tato véta je jednim z velmi mala tvrzeni uda-
vajicich absolutni dolni odhady na slozitost algoritmti. Problematika dolnich
odhad slozitosti je prosté velmi obtizna.

Otazky:

OTAZKA 15.2: Jaka je vlastné délka vstupu u problému nasobeni dvou matic
velikosti n x n?
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CVICENI 15.3: Jak rychle byste dokdzali vybrat medidn z n rtiznych éisel?
(Medién je takové ¢islo, ze mezi danymi je stejné mnoho vétsich jako mensich
nez on sam.)

CVICENI 15.4: Jak rychle byste dokézali zjistit, zda dany graf na n vrcholech
ma néjakou nezavislou mnozinu velikosti &7

CvICENI 15.5*: Jak rychle byste dokézali nalézt konvexni obal z n bodt
v roviné?

CVICENI 15.6*: Je mozné navrhnout usporfadanou datovou strukturu, do
které by se daly nové prvky ptidavat i staré odebirat v (primérném) kon-
stantnim cCase?

15.4 Rekurentni vztahy

V tomto oddile si uvedeme kratky prehled nékterych rekurentnich vzorct, se
kterymi se miZete setkat pii FeSeni ¢asové slozitosti (pFevazné rekurzivnich)
algoritmii.

Lemma 15.2

Necht aq, ..., a,, ¢ > 0 jsou kladné konstanty takové, ze a; + ...+ a, < 1, a
funkce T : N — N spliiuje nerovnost

T(n) <T([ain]) +T([aan]) + ...+ T(Jaxn]) + cn.
Pak T'(n) = O(n).

Dikaz: Zvolme € > 0 takové, ze a; + ...+ ar < 1 — 2¢. Pak pro dostatecné
velka n plati (i se zaokrouhlenim nahoru) [a;n] + ...+ [agn] < (1 — e)n,
feknéme pro vSechna n > ngy. Dale zvolme dostatecné velké d > 0 tak, Ze
ed > c a zéroveni d > max {+T(n) :n=1,...,ng}.

Déle uz snadno indukei podle n dokdzeme T'(n) < dn pro vsechna n > 1:

e Pron < ny je T(n) < dn podle nasi volby d.
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e Predpokladejme, Ze T'(n) < dn plati pro vSechna n < ny, kde ny > ny
je libovolné. Nyni dokazeme i pro n;

T(ny) <T([aini]) + ...+ T([agni]) + cenqg <

<d-Tayni|+...+d- Jagny] +cng <

<d-(1—=¢e)ny+cny <dng— (ed —c)ny < dny .

O

Lemma 15.3
Nechtk > 2 aay,...,a,c > 0 jsou kladné konstanty takové, ze a;+. . .+ay =
1, a funkce T : N — N spliiuje nerovnost

T(n) <T([an]) +T([agn]) + ... +T(Jarn]) + cn. (1)
Pak T'(n) = O(n - logn).

Diikaz (ndznak): Bylo by mozno postupovat obdobné jako v predchozim

vvvvvv

logn).

Pfedstavme si, Ze upravujeme pravou stranu vyrazu (1) v nésledujicich kro-
cich: V kazdém kroku rozepiSeme kazdy ¢len T'(m) s dostatecné velkym ar-
gumentem m rekurzivni aplikaci vyrazu (1) (s 7'(m) na levé strané). Jelikoz
a; + ...+ a; = 1, soucet hodnot argumentt vSech 7T'(-) ve zpracovavaném
vyrazu bude stéle zhruba n. Navic po zhruba t = ©(logn) krocich uz budou
hodnoty argumentt vSech T'(-) ,malé“ (nebude déle co rozepisovat), nebot
0 < a < 1atudiz af-n < 1 pro viechna i. P¥i kazdém z krokti naseho
rozpisu se ve vyrazu (1) pfi¢te hodnota cn = O(n), takze po ¢ krocich bude
vysledna hodnota

T(n)=1t-0(n)+0(n)=0(n-logn).

Vyzkousejte si tento postup sami na konkrétnim piikladé 7" (n) < 27" (%) +n.
O

V obecnosti je znamo:
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Lemma 15.4
Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T(n)<a-T (%) + f(n).

Pak plati:
e Je-li f(n) =0(n°) ac < log,a, pak T'(n) = O(n'°%®).
o Je-li f(n)=0O(n"#), pak T(n) = O(n'°&2 -logn).
o Je-li f(n) =0O(n°) ac>log,a, pak T(n) = O(n°).

Diikaz tohoto obecného tvrzeni presahuje rozsah naseho predmétu. Vsimnéte
si, ze nikde ve vySe uvedenych feSenich nevystupuji pocateéni podminky,
tj. hodnoty 7°(0),7'(1),7(2),... — ty jsou ,skryté* v nasi O()-notaci. Dale
v zapise pro zjednoduseni zanedbavame i necelé ¢asti argumentti, které mo-
hou byt zaokrouhlené.

RESENY PRIKLAD 15.1:  Algoritmus mergesort pro tiidéni ¢isel pracuje

zhruba néasledovné:

e Danou posloupnost n ¢isel rozdéli na dvé (skoro) poloviny.
e KaZzdou polovinu set¥idi zvlast za pouziti rekurentni aplikace mergesort.
e Tyto dvé uz setfidéné poloviny ,slije* (anglicky merge) do jedné setii-
déné vysledné posloupnosti.
Jaky je celkovy pocet jeho kroka?

Reseni: Nechf na vstupu je n éisel. Pii rozdéleni na poloviny ndm vzniknou
podproblémy o velikostech [n/2] a [n/2] (pozor na necelé poloviny). Pokud
pocet krokti vypoctu oznacime T'(n), pak rekurzivni volani trvaji celkem

T([n/21) +T([n/2]) .

Dale potiebujeme ¢ - n kroku (kde ¢ je vhodné konstanta) na sliti obou ¢asti
do vysledného setiidéného pole. Celkem tedy vyjde

T(n) =T([n/2]) + T([n/2]) + en < T([n/2]) + T([n/2]) + cn
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a to uz je tvar reSseny v Lemmatu 15.3 pro a; = as = % Vysledek tedy je
T(n) =0O(n-logn).

(Stejny vysledek by bylo mozno ziskat i z Lemmatu 15.4 pro a = b = 2.)

15.5 Cviceni

Otazky:

OTAZKA 15.7: Pro¢ nam predchozi tvrzeni dévaji jen asymptotické odhady
na funkci T'(n) a ne pfesné vzorce?

OTAZKA 15.8: Proé¢ pozadujeme b > 1 v Lemmatu 15.47

CvICEN] 15.9: Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence 7'(n) < T'(n/2)+
T(n/5) + 2n.

CVICENI 15.10: Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T'(n) < T'(n/2)+
T(n/3)+T(n/6)+ 2n.

CvICEN] 15.11: Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T'(n) < 47'(n/3)+
2n2.

CvICEN] 15.12: Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T'(n) < 47'(n/2)+
2n?.

CVICENTI 15.13: Jednoduchéd implementace Euklidova algoritmu nejvétsiho
spolecného délitele dvou prirozenych cisel a, b pocita vysledek néasledovneé:

EucLiD(a, b)
ifb=0
then return a
else if a > b
then return EucLID(b,a — b)
else return EucLiD(a,b — a)
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Necht k oznacuje pocet bitti v bindrnim zapise ¢isel a,b. Jaka je nejhorsi
mozné ¢asova slozitost zadaného algoritmu vzhledem ke k7 (UvaZzujte jed-
notkovy ¢as na kazdou aritmetickou operaci.)

CVICENI 15.14: Kolik kroki (elementarnich vypocetnich operaci) provede
nasledujici efektivni implementace Euklidova algoritmu pro nejvétsiho spo-
le¢ného délitele na vstupech — cislech a, b, kterda maji v binarnim zapise nej-
vyse ¢ bitu? (Pfedpokladejte, Ze aritmetické operace trvaji jednotkovy ¢as.)

EucLip(a, b)

while b # 0
do ¢+ amodb
a<b
b+ c
return a

CVICENI 15.15: Predstavme si, ze z danych n ¢isel mame vybrat k-té v uspo-
radani podle velikosti. (Nejpfirozenéjsim postupem by bylo ¢isla setfidit a
pak k-té z nich vybrat, ale to je spousta zbyteénych vypoctu navic, ze?)

Pro rychly vypocet pouzijeme nasledujici rekurzivni algoritmus, svym zpt-
sobem podobny algoritmu quicksort.

Rekurzivni procedura VYBER(A, p, 1, k) vracejici k-t nejmensi prvek z tiseku
pole A[p..r] (kde p < k < r) pracuje nasledovné:

e 7 tiseku A[p..r] zvolime libovolny prvek z a tento usek preusporadame
tak, ze bude rozdélen na tii ¢asti:

— Alp..q— 1] — obsahujici prvky, které jsou mensi nez z,

— Alg. . q'] — obsahujici prvky, které jsou rovny z,

— Al¢’ + 1..7] — obsahujici prvky, které jsou vétsi nez z
e Pokud je ¢ < k < ¢, je vysledkem z.

e Pokud k < ¢, vysledek spoc¢itame rekurzivnim vypoctem jako VYBER(A, p, ¢—
1, k).
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e Pokud k > ¢/, vysledek spocitame rekurzivnim vypoétem jako VYBER(A, ¢'+
1,r k).

Jaka je casova slozitost popsaného algoritmu?

CVICENI 15.16: Urcete, kolik priichodi vnitinim cyklem provede pro vstup
n nasledujici jednoduchy program.

ALG2(n)

fori—1ton
do for j «— 1toix1
do print “jeden prichod”

Je to v asymptotické notaci ©(n?) nebo ©(n?®) nebo O(n?)?

CVICENT 15.17: Urcete, kolik priichodt cyklem provede nasledujici program
pro vstup n. Zapiste vysledek v asymptotické notaci O(-).

ALac3(n)
11
while i <n
do print “jeden prichod”
L1+

CVICENT 15.18*: Urcete, kolik prichodt cyklem provede nésledujici program
pro vstup n. Zapiste vysledek v asymptotické notaci O(-).

Arc4(n)
11,751
while i <n
do print “jeden prichod”
1—1+]
Jje—Jj+1
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CVICENT 15.19*: Jak byste upravili algoritmus v Pt¥ikladé 15.15, aby pocital
v (nejhor§im) linedrnim case?

Ndvod: Je potieba najit vhodny zptsob vybéru prvku x tak, aby bylo zaru-
¢eno, ze rozdéleni nebude velmi nevyvazené.

CVICENI 15.20: Rozeberte a zdivodnéte, jakou ¢asovou slozitost (v asympto-
tické notaci) ma néasledujici problém: Dand je posloupnost z ¢isel 1,2,...,n
(s moznym opakovanim i chybéjicimi ¢isly). Ukolem je zjistit, zda tato po-
sloupnost je permutaci.

CVICENI 15.21: Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence

T(n) =T(n/2) +T(n/3) + T(n/4) + 5n>.

CVICENI 15.22: Nezaporna funkce 7'(n) spliiuje pro vSechna pfirozena n
nasledujici rekurentni vztah

T(n) <3-T(n/5) +n.

Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad rustu funkce 7'(n) v zavislosti na n?

CVICENI 15.23: Nezaporna funkce 7'(n) spliiuje pro vSechna pfirozena n
nasledujici rekurentni vztah

T(n) <4-T(n/2)+n.

Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad rustu funkce T'(n) v zavislosti na n?

CVICENI 15.24: Nezépornd funkce T'(n) spliiuje pro vSechna pfirozend n
nasledujici rekurentni vztah

T(n) < T(n/3)+T(n/4)+T(n/5) +n.

Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad rustu funkce T'(n) v zavislosti na n?



15.5 Cviceni 261

CVICENI 15.25: Nezéporna funkce T'(n) spliiuje pro vSechna pfirozena n
nasledujici rekurentni vztah

T(n) < T(n/2)+T(n/3)+T(n/6)+n.

Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad ruastu funkce 7'(n) v zavislosti na n?

CVICENT 15.26: Uvazujme nésledujici problém, kde vstupem je néjakd mno-
zina booleovskych proménnych V = {x, 29, 2,} a vystupem booleovska for-
mule ¢ (vytvofena z proménnych z mnoziny V' a booleovskych operdtori A,
V a —) takova, ze ¢ nabyva hodnoty TRUE pravé tehdy, kdyz pravé jedna
z proménnych z mnoziny V' nabyvd hodnoty TRUE.

Jednim z moznych feseni je nasledujici rekurzivni algoritmus:

e Necht n = |V|. Pokud n = 1, vrat (jedinou) proménnou z V.
e Pokud n > 1:
— Rozdél V na mnoziny L a R takové, ze LUR =V, LN R =0,
L] = [n/2] a |R| = |n/2].
— Rekurzivné vytvor formule ¢ a ¢ pro mnoziny L a R.
— Vrat formuli

(er A /\ ~z;) V (R A /\ —T;)

T, €ER T, €L

Co nejptesnéji odhadnéte velikost vysledné formule. Pro jednoduchost poci-
tejte, ze velikost ndzvu proménné je v ©(1).

Poznamka: Zapis /\xiex x; oznacuje formuli x1 A o A --- A xp, kde X =
{z1,29,..., 2k}

CVICENI 15.27: Jak jisté vite, vyndsobit dvé n-mistné ¢isla Skolnim postu-
pem (kazdou ¢islici s kazdou) trva ¢as ©(n?). My si slovné popiseme rychlejsi
rekurzivni algoritmus. Pfedpokladejme, ze n = 2k je velmi velké éislo (pokud
je n liché, doplnime nulu). Souéin a - b dvou n-mistnych ¢isel a, b vypocitame
nasledovné:
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Rozdélime obé ¢isla na poloviéni tiseky jejich dekadickych zapisi, tj. a =
10% - a; + as a b = 10¥ - by + by. Jednoduse upravime soucin a - b =
(10% - a1 + ag)(10% - by + by) = 10™(ay - by) + 10%(a1by + aghy) + (ag - by).
Takze pro vypocet a - b nam staci spocitat kazdy ze trech vyraz v po-
slednich zavorkach.

Rekurzivni aplikaci téhoz algoritmu nésobeni spoéitame z; = (ay - by) i
23 = (ag - by).

Déle jednoduchym sectenim a néaslednou rekurzivni aplikaci algoritmu
nasobeni spocitame (a; + ag) - (by + bs). Z toho uz jednoduchym ode-
¢tenim vypocitame hodnotu posledni pozadované zavorky zo = (a1by +
azby) = (a1 + az) - (by +b2) — 21 — z3.

Mezivysledky séitanim slozime do vysledného a-b = 10"z, + 10% 25 + 3.

Jaka je casova slozitost popsaného algoritmu?

CVICENI 15.28*: Chytry Strassentiv algoritmus pro nésobeni dvou matic
velikosti n x n pracuje zhruba nasledovné: Kazda matice A, B se rozdéli
do ¢tyf podmatic polovi¢nich velikosti a soudin A X B se rozepise pomoci
znamych pravidel nasobeni a chytrého triku do sedmi soucini a nékolika
souctli mezi zminénymi poloviénimi podmaticemi. Jaka je casova slozitost
takového algoritmu?

CVICENI 15.29*: Jak byste v Piikladé 15.27 odvodili vysledny asymptoticky
odhad na T'(n) bez zanedbani “+1” v T'(k + 1)?
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Pokrocilé partie

Cile kapitoly:

e Pochopeni obecnych metod névrhu (rychlych) algoritmu.

15.6 Navrh a analyza konkrétnich (rychlych)
algoritmii

V této casti si pripomeneme zakladni obecné metody navrhu algoritmi. Bu-
deme je ilustrovat na prikladech, které budeme analyzovat z hlediska casové
slozitosti.

15.6.1 Prohledavani

Soucéasti feSeni mnohych problémii je nutnost prohledani jakéhosi prostoru
(ktery obsahuje napt. vSechna ,pfipustna Feseni“, z nichz je potfeba vybrat
optimalni).

Prikladem je hledani zadaného prvku v wutrideném seznamu, napi. jména
v telefonnim seznamu

,Naivni“ algoritmus zalozeny na myslence

projdi sekvenéné vSechny prvky seznamu, pricemz kazdy z nich
porovnas se zadanym

mé ofividné slozitost ©(n) (jako velikost vstupu bereme pocet prvki v se-
znamu). Ctenaf ale zajisté fesi tento problém v praxi jinak a je schopen na-
vrhnout algoritmus se slozitosti ©(logn). (Zde je ovSem predpokladan pfimy
pristup k prvkim seznamu — u stroje RAM je tedy ©(log n) relevantni, pokud
je jiz seznam uloZen v paméti).

Uvedme dal$i problém:
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NAzZEV: Maz. vzddlenost v polygonu

Vstup: Konvexni polygon v dvourozmérném prostoru — zadany posloup-
nosti vrcholu (x1,y1), (22, ¥2), - .. (Tn, yn) (,dokola“, napt. ve sméru
hodinovych rucicek).

VYSTUP: Dvojice vrcholti s max. vzdalenosti.

Je prirozené povazovat n, tj. pocet vrcholl, za velikost vstupu.

Velmi jednoduse 1ze navrhnout algoritmus, ktery pfi hledani maxima pro-
bira viechny dvojice vrcholi. Ten pak mé celkem ocividné slozitost ©(n?).
Ovsem pri urc¢itém vétsim vhledu a zamysleni se nad problémem neni tézké
navrhnout algoritmus se slozitosti ©(n). Kli¢em je idea prohledavani jen ,per-
spektivnich“ (konkrétnéji: ,protilehlych“) dvojic. (Zkuste domyslet potiebné
detaily!)

15.6.2 Metoda ,,rozdé€l a panuj“

Casto pouzitelnou metodou pii feseni ,velkého“ tikolu (tj. nalezeni vystupu
pro ,velky“ vstup urc¢itého problému) je rozdéleni na podikoly, jejich vyfe-
Seni a nalezeni hledaného vystupu zkombinovanim mezivysledkt ziskanych
z podukoli.

Jestlize zminéné podukoly spocivaji v feseni téhoz problému pro mensi vstupy,
nabizi se rekurzivni algoritmus.

Péknym piikladem je utfidéni (velké) posloupnosti ¢isel. Tu je mozné roz-
délit na dvé ¢asti, utFidit kazdou zvlast a vysledky pak ,slit“ dohromady.
Rekurzivni algoritmus zalozeny na této myslence se nazyva mergesort.

Oznacime-li T'(n) ¢as, ktery mergesort spotiebuje pii setfidéni posloupnosti
délky n, je zfejmé, ze plati

e 7'(1) =O(1) (©(1) znamena prosté néjakou konstantu)

e pron >2:T(n)=T(|n/2])+T([n/2]) + f(n)
Zde f(n) znamena ¢as potfebny k slévani a ziejmé je f(n) = O(n).

Pomineme-li zde nepodstatné komplikace se zaokrouhlovanim (napf. vSechny
zlomky si miizeme predstavovat zaokrouhlené nahoru), mizeme psat

T(n)=2T(n/2)+0O(n).
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D4 se ukézat (napf. dosazenim) Ze FeSeni uvedené rekurentni rovnice splituje
podminku 7'(n) = ©(nlogn) (stejné jako tomu bylo u heapsortu).

Daéle uvedeme obecné tvrzeni, které je uzitecnym nastrojem pro feseni po-
dobnych rekurentnich rovnic.

Tvrzent 15.5
Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N) a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T(n) =aT(n/b) + f(n).

Pak plati:

1. Je-li f(n) = O(n°) a c < log, a, pak T((n) = ©(n'°&2).

2. Je-li f(n) = O(n'&?), pak T'(n) = O(n'°%* . logn).

3. Je-li f(n) =0©(n°) ac>log,a, pak T'(n) = ©(n°).

Diikaz alespori nastinime, a sice pro pripad T'(n) = aT'(n/b) 4+ n°. (Problémy
se zaokrouhlovanim ignorujeme.)

Pfedstava rekurzivniho vypoctu hodnoty T'(n) vede pfirozené k a-arnimu
stromu, jehoz hloubka je log, n; pocet listl je tedy al°&™ peboli nlogs e (je
totiz log, al®™ = (log,n) - (log, a) = log, n'*&®).

Predpokladdme-li rovnou, ze T(1) = 1, pak se T'(n) rovna nésledujicimu
souctu:

n+a (%)Cﬂﬂ (%)—l— 4 domn <blo%) _
—nf+nf (g) +n (bﬁf +o e (%)bg"n -

(1) () ()™)

Pfipomenme si soucet (zac¢atku) geometrické rady
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qk-i-l -1
l+g+¢+...+¢"="——
q—1
V pifpadé 0 < ¢ < 1 mame Y > ¢' = flq,
v ptipadé ¢ = 1 mame >F ¢’ =k+1a
v piipadé ¢ > 1 mame Y5 ¢' = ‘g:l — q—% = O(q").
Tedy v pripadé
o & <1 (tj. log,a < c) mame
C 1 (4
T(n)§n1 — = 0O(n)

o =& =1 (tj. log,a = c¢) mame
T(n) = n°(1 4+ log, n) = ©(n'*® *log, n)

o & >1(tj. log,a > c) mame

a )logb n+1 1 1

T(n):nc-<ﬁ

Tedy T'(n) = ©(n°-n' ). JelikoZ log, e = log, a—log, b¢ = log, a—c,
dostavame T'(n) = O(n'°s ).

Vsimnéme si, ze u naSeho piikladu mergesort nastéval 2. piipad (a = 2,
b=2, f(n) = O(n) = O(n!°22)), coz dava onen vysledek T'(n) = O(nlogn).

Podivejme se ted na problém ndsobeni matic:

NAzZEV: Ndsobeni dvou matic

VsTup: Dvé ¢tvercové matice A, B rozméria n X n.
Vystup: Matice C tz. C'= AB.

Predpokladdme, Ze prvky matice jsou celd ¢isla (omezené velikosti). Z hle-
diska naseho vniméni je zde vhodné jako velikost vstupu povazovat ¢islo n,
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ackoliv podet zadavanych ¢isel je ©(n?) (je pro nas totiz ptirozendjsi tvrzeni
,program za 1 minutu zvladne nésobeni matic 800 x 800“ nez ... matic
s 640000 prvky“).

Presvédcte se, ze bézny algoritmus (podle definice nasobeni) méa slozitost
©(n?), da-li se omezit konstantou ¢as pro provedeni jedné aritmetické ope-
race. (Tento odhad se samoziejmé vztahuje k uvedenému chapéni velikosti
vstupu. Kdybychom jako velikost vstupu brali pocet vstupnich cisel, dostali
bychom odhad ©(n'?) !)

Podivejme se, jestli pristup ,,rozd€l a panuj“ prinese zlepseni. Omezime se na
zkoumani piipadi, kdy n je mocninou dvojky (jinak bychom toho mohli do-
cilit prislusnym doplnénim matic nulami, ¢imz by se velikost vstupu zvétsila
méné nez dvakrat).

Matice A vznikne ,pfirozenym poskladanim“ ze ¢tyt ¢tvercovych matic roz-
méra n/2 x n/2, ozna¢me tyto matice Ay, Aj2, As1, Ag. Podobné oznacme
prislusné podmatice pro B a C. Snadno ovéfime, ze

Ci = AnBii + A1p By
Cio = A1 By + A12Boy
Co1 = Ag1 Byi + Ay By
Ch = A1 By + A2 Bao

Pro ¢asovou slozitost 7'(n) odvodime z tohoto postupu rekurentni vztah

T(n) = 8T (n/2) + O(n?),

A

coz da rovnéz feseni T'(n) = O(n?).
Strassen ovSem vymyslel postup, pii kterém se jedno nasobeni d& usetfit (za
cenu zvySeni poctu séiténi), a kde pak pfislusna rovnice je ve tvaru

T(n) =7T(n/2) + O(n?).
Vysledn4 slozitost T'(n) = ©(n'°827) (pozn.: log, 7 je zhruba 2.81) je asympto-
ticky lepsi nez u standardniho algoritmu.

(Postup ve Strassenové algoritmu a dalsi jeho aspekty budou diskutovany na
cviceni.)
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15.6.3 ,,Greedy* algoritmy

Slovo ,greedy“ zde budeme piekladat jako ,hltavy“ (autor si neni védom
zauzivaného ¢eského terminu).

Hltavy pristup se osvéd¢uje u nékterych optimaliza¢nich problémi. Jsou to
problémy, u nichz je tfeba udélat fadu rozhodnuti — lokalnich kroki. Hltavy

vvvvvv

vvvvvv

nuti skutecné vede ke globalné optimalnimu feseni. Tuto péknou vlastnost
samoziejmé nemaji vSechny optimalizacni problémy a dikaz toho, ze dany
problém (resp. dany hltavy pristup) tuto vlastnost ma, je ¢asto obtizny (ob-

vvvvvv

Uvedeme priklad tspésného pouziti hltavého algoritmu:

NAzEV: Vybeér aktivit

VsSTUP: Mnozina koneéné mnoha aktivit {1,2,...,n} s pevné urenymi
Casovymi intervaly (s, f1), (S2, f2), -+, (Sn, fn), kde (Vi,1 < i <
n) 18 < fz

VsTUP: Mnozina obsahujici nejvétsi mozny pocet vzajemné kompatibilnich
aktivit (tj. aktivit s vzadjemné se neptfekryvajicimi intervaly)

Je mozné si napr. predstavit, ze mame dan seznam, kde kazdy prvek seznamu
je néjakéa prednaska, cviceni, skoleni, ¢i jina aktivita s pevné ptridélenou do-
bou konani (tj. s pfidélenym pocatkem s a koncem f). Jde o to, umistit
maximum z téchto aktivit do jedné poslucharny. Poznamenejme nejdiive, ze
pristup hrubou silou, spoc¢ivajici v provéreni vsech moznych vybéri aktivit,
je exponencilni sloZitosti (¢asové slozitost pifslusného algoritmu je 2°™) a
jiz pti ,,malém® n nepouzitelny.

Hltavym zptisobem mtizeme fesit problém napiiklad takto:

Dokud to jde, opakuj nasledujici krok:

vyber aktivitu, kterd je kompatibilni s dosud vybranymi (na za-
¢atku nejsou vybrany zadné) a skonéi co nejdiive (kdyz je tako-
vych vic, tak kteroukoli z nich).
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Hltavost, ¢i maximéalni ,lokalni nadéjnost“ spociva v tom, ze po kazdém
takovém vybéru zbyde maximum casu pro dalsi aktivity.

Pozndamka: Vsimnéme si jisté ,nedeterministicnosti“ naseho problému —
k danému vstupu mtize uvedené podmince odpovidat vice vystupt. I uvedeny
postup neni plné deterministicky. Resime-li takovy problém (deterministic-
kym) algoritmem, upfednostiiujeme vlastné vzdy jeden vystup mezi vSemi
moznymi. Tak je tomu i v dale uvedeném pseudokddu.

Kontrolni otdzka: Pro¢ neni uvedeny postup plné deterministicky?

Je zfejmé, Ze je uziteCné aktivity nejdiive settidit podle koncovych Casii; to je
mozné udélat néjakym zndmym algoritmem v ¢ase O(nlogn) (pocet aktivit
budeme povaZovat za velikost vstupu).

VYBER-AKTIVIT(n, s, f)
> predp., Ze pocC. ¢asy jsou jiz v poli s a konc. ¢asy v poli f
> déle predp. f[1] < f[2] < ... f[n], kde n pfedstavuje pocet aktivit
A—A{l}; 7«1
fori«—2ton
do if s[i] > f[j]
then A — AU{i}; j 1
return A

V uvedeném piipadé je dikaz faktu, ze hltavy pristup skutec¢né vede k opti-
malnimu FeSeni, celkem snadny. (Indukei podle poctu aktivit n.)

Jak jsme jiz uvedli, pocet aktivit n je zde pfirozenou mirou velikosti vstupu
a snadno odvodime, Ze uvedeny algoritmus ma slozitost ©(n), kdyz predpo-
kladame, ze aktivity jsou jiz utfidény podle koncovych casii.

Typickym ptikladem tispésného pouziti hltavého pristupu je problém mini-
malni kostry v grafu (N oznacuje mnozinu vsech kladnych celych ¢isel):

NAzZEV: Minimdlni kostra

Vstup: Neorientovany souvisly graf G = (Vi, Eg), ohodnoceni hran f :
EG — N+

Vystup: Graf H = (Vg, Eg), kde Vi = Vi; a By C Eg, ktery je souvisly
a pfitom ) . f(e) je minimalni.
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Jednou moznou interpretaci je problém stavitele Zeleznic. M4 danu mnozinu
mést (vrcholi grafu) a déle vSechna moZna spojeni mezi dvojicemi mést,
kudy je mozné vést zeleznici. Kazdému takovému moznému spojeni (hrané
grafu) odpovidaji urc¢ité naklady na postaveni zeleznice (ohodnoceni pfislusné
hrany). Ukolem stavitele je postavit Zeleznici tak, aby kazdé mésto bylo spo-
jeno s kazdym (pfipadné pres dalsi mésta) a aby néklady stavby byly co
nejmensi.

Opét poznamenejme, Ze pristup hrubou silou (probrani vSech moznosti po-
staveni zeleznice) vede k exponencidlnimu algoritmu a nepfipadd pro vétsi
vstupy v uvahu.

Vsimnéme si nyni, Ze feSeni (tj. graf H) je urcité stromem; kdyby ne, obsa-
hoval by cyklus a mohli bychom pak pfi zachovani souvislosti jednu hranu
odstranit a dostat tak lepsi feseni. Jednou z ,hltavych® moznosti je nasledu-
jici pristup ,liného* stavitele:

Postav nadrazi v libovolném mésté.

Dokud to jde, opakuj:

k dosud postavené Zeleznici pfipoj co nejlevnéjsi tsek (hranu),
ovsem tak, aby nevznikl cyklus.

Tento postup je zachycen pseudokédem na Obrazku 15.1. (Zde nechavame
urc¢ity nedeterminismus i v pseudokodu; samoziejmeé jakykoli deterministicky
vybér z prislusnych moznosti vede k cili — tj. k jedné z minimalnich koster
grafu).

Neni samoziejmé, Ze tento pristup vede k optimalnimu Feseni, a je to potieba
dokazat.

Ukazme sporem. Uvazujme prvni situaci, kdy nas algoritmus k dosud vy-
tvofenému stromu 7', ktery je (dosud) podgrafem néjaké minimélni kostry
K, ptid4 hranu (u,v) zptusobici, Ze takto vznikly strom (jiz) neni podgrafem
zéddné minimalni kostry. V K ovSem vede cesta z u do v pfes néjakou hranu
(z,y),kde z € T ay ¢ T. Odejmu-li ovSem z K hranu (z,y) a pfidam (u,v),
dostanu opét minimélni kostru (promyslete si to!), coz je spor.

Pokud za velikost vstupu povazujeme pocet vrcholi n (kolik hran pak graf
miize mit?), je slozitost uvedeného algoritmu ©(n?). Poznamenejme, Ze exis-
tujiijiné algoritmy; pro jejich srovnani je pak vhodné uvazovat slozitost jako
funkci dvou parametrii: poc¢tu vrcholt n a poétu hran m (jeden z nich ma
napiiklad slozitost O(mlogn)).
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MiN-KoSTRA(Vg, Eg, f)

zvol lib. u € Vg
VH — {u}, EH — @
M — Vg —{u}
for each v € M
do if (u,v) € Eg
then otec[v] — u; d[v] — f(u,v)
else d[v] — oo
while M # ()
do najdi v € M tz. d[v] = min{d[w] | w € M}
Vg — Vg U{v}; Eg «— Ex U{(v, oteclv])}
M — M — {v}
for each w € M
do if (v,w) € Eg and f(v,w) < d[w]
then otec[w| — v; d[w] — f(v,w)
return H = (Vy, Ey)

Obrazek 15.1: Algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu
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15.6.4 Dynamické programovani

Pojem ,,dynamické programovani“ pochézi z teorie fizeni a nemé nic spolec-
ného s béznym vyznamem tohoto souslovi v oblasti programovani pocitaci.
Zde se jedna o nazev metody, pfi které se problém fesi pomoci postupného
(vyplilovéani ,tabulky*) feSeni podproblémi (od nejmensich po nejvétsi). (Né-
ktefi autofi hledaji jiné nazvy, napt. dynamické planovani).

Metoda dynamického programovani je jakymsi limitnim piipadem metody
,rozdél a panuj“. Reseni (velké) instance (tj. vstupu) problému také spociva
v kombinaci vysledkt podukolt; jelikoz ovsem pii feseni riiznych podikold by
mnohokrat dochéazelo k feSeni spole¢nych podpodikoli (atd.), je lepsi rekur-
zivni TeSeni (pfistup shora-doli) nahradit pfistupem zdola-nahoru: nejdiive
se vyfesi v8echny potiebné elementarni (nejmensi) tkoly, z jejich FeSeni pak
odvodime Teseni vétsich tikoll, z nich pak feSeni jesté vétsich atd. az ziskame
feSeni naseho (velkého) tkolu.

Tento pristup se nékdy uplatni u optimalizac¢nich tloh, u kterych selhavaji
hltavé algoritmy. My jej budeme ilustrovat na dvou ptikladech.

Nasobeni retézce matic

NAzZEV: Ndsobeni tetézce matic
VsTUP: Posloupnost matic Ay, As, ..., A,.

VYSTUP: Plné uzévorkovany soucin A;A, ... A, tz. pfi pouziti standard-
niho algoritmu néasobeni matic se vykona minimélni pocet skalar-
nich nasobeni.

Pripomenme, Ze souc¢in matic AB, kde A méa rozméry k x £ a B ma rozméry
m xn, je definovan jen v pfipadé ¢ = m (vyslednad matice ma rozméry k x n);
pocet potfebnych skalarnich nasobeni je zde kén.

Budeme tedy predpokladat, ze pro kazdé 7,1 < ¢ < n ma matice A; rozméry
Pi—1 X p;, kde po, p1, ..., pn jsou prislusna cela kladna ¢isla. VSimnéme si, ze
vlastné tato cisla jsou podstatna v nasem problému, nikoli hodnoty prvka
jednotlivych matic.

Navic pripomenme, ze nasobeni matic je asociativni, takze nezalezi na potadi
nasobeni dvojic matic, které zvolime pii vypoctu souéinu A; A, ... A, (potadi
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nasobeni dvojic matic jednozna¢né uréime pfislusnym vloZenim zavorek).

Ctenai se snadno presvédéi (konstrukei jednoduchého piikladu), Ze pocty po-
tfebnych skalarnich nasobeni se pfi rtiznych uzavorkovanich mohou vyrazné
lisit.

Da se také ukazat, ze pocet moznych uzavorkovani roste s rostoucim n ex-
ponenciélné, takze probrani vSech moznosti nepfipada v uvahu (s vyjimkou
malych hodnot n).

Vsimnéme si, Ze optiméalni vynéasobeni fetézce A A, ... A, lze popsat tak, Ze

nejdiive se optimalné vynasobi fetézec A1 A, ... Ay, potom fetézec Ay 1 Ays ..

a na zaver se vynasobi ziskané dva mezivysledky; & je ovSem (neznamy) ,op-

zévorek®).

Zminény optimalni index oznacime s[1,n]; obecné s[i,j] (1 < i < j < n)
oznacuje optimalni index pfi nasobeni fetézce A;A;4; ... A;. Oznacme déle
jako mli, j| pocet skaldrnich nasobeni pfi optimélnim vynésobeni Fetézce
A;Aitr ... A; (zde pfipoustime i rovnost i = j; pochopitelné m[i,:] = 0).
Vsimnéme si, ze je-li s[i, j] = k, pak m[¢, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi—1pkDp;.

Nésledujici procedura, parametrizovana vektorem ¢isel (rozmérii matic) p =
(po, P1, - - -, Pn) POstupné vyplni ,tabulky” m a s:

MATRIX—CHAIN—ORDER(p)

n < length(p) — 1
fori—1ton
do mli,i] < 0
for / —2ton
dofori—1lton—/(+1
doj—i+/(-1
mli, j] « oo
for k—itoj—1
do g «— m[i, k] + m[k + 1, j] + pi-1prp;

if ¢ < mli, ]
then mli, j| < ¢
sli, j] — k

return m, s

Je snadné vyvodit, Ze slozitost Matrix-chain-order je O(n?®) (a také Q(n?),

A
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tedy ©(n?)). Vlastni program ndsobeni fetézce A;A; ... A,, oznaéme tento
fetézec A, pak spociva ve vytvoreni tabulky s pomoci procedury Matrix-
chain-order (volané pro pfislusny vektor rozméri) a v nasledném vyvolani
Matrix-chain-multiply(A, s, 1, n), kde procedura Matrix-chain-multiply je re-
kurzivné definovana takto:

MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s,1, j)
if 7 >

then
X < MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s, 4, s[i, ])
Y < MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s, s[i, j] + 1, j)
return X - Y

else
return A;

Problém nejdelsi spoleéné podposloupnosti

Slovem posloupnost zde minime kone¢nou posloupnost prvkia néjaké mno-
ziny (abecedy), oznacené tieba 3; je to tedy slovo (neboli fetézec) v abecedé
Y, tedy prvek ¥X*. Abeceda muze byt napf. mnozina standardnich velkych
pismen a piikladem posloupnosti (slova) je pak tfeba (A, B,C, B, D, A, B).
(Nemiize-li dojit k nejednoznacnostem, lze ¢arky vynechavat a psat ABCBDAB.)

Rekneme, Ze posloupnost u je podposloupnosti posloupnosti v, 1ze-li u dostat
vynechdnim (vymazanim) nékterych élentt posloupnosti v. Napi. ACA je
podposloupnosti ABCBDAB, ale napt. DC'A podposloupnosti ABCBDAB

neni.

CvVICENI 15.30: Podejte formélni definici pojmu podposloupnost posloup-

nosti. Vsimnéte si, ze podposloupnost neznamena totéz co podslovo. V c¢em
je rozdil?

Jak ocekavame, fekneme, Ze u je spolecnou podposloupnosti posloupnosti
v, w, je-li u podposloupnosti jak v, tak w. Problém, ktery nas zde zajima, je
specifikovan nésledovné (LCS je z ‘Longest Common Subsequence’)
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NAzEv: LCS (problém nejdelsi spolecné podposloupnosti)
VsTuP: Dvé posloupnosti v, w v néjaké abecedé X.

VY¥sTuP: Nejdelsi spoleéné podposloupnost posloupnosti v, w.

Uvédomte si, Ze vystup obecné nemusi byt vstupem uréen jednozna¢né (nicméné
jeho délka ano); uvedte néjaky jednoduchy ptiklad, ktery to ilustruje.

Kontrolni otdzka: Jaky je pozadovany vystup, jsou-li vstupem ABCBDAB
a BDCABA?

U takto malého vstupu ,,neni co resit“. Kdyz se ale alespon na chvili zamyslite
nad tim, jak byste problém (v rozumném case) Tesili (a pak t¥eba postup
feSeni naprogramovali) pro posloupnosti, jejichz délky jsou fadové tieba ve
stovkach, ziejmé zjistite, ze to viibec neni trivialni.

Jak v daném kontextu ocekavate, nasadime metodu dynamického progra-
movani, tedy budeme vyplinovat tabulku — nejdiive fesenimi téch nejmensich
podinstanci problému, pak téch vétsich atd. atd. Samoziejmé to chce nejprve
dikladnéjsi porozumeéni problému, nez bychom (doufejme) pfisli na to, jakou
tabulku a jak vyplnovat.

Bude se nam hodit znaceni PREFIX;(u) (i > 0); bude oznacovat posloup-
nost, kterd je prefixem (pocatkem) posloupnosti v a mé délku i (klademe
PREFIX;(u) = u, jestlize i > |ul; |u| oznacuje délku posloupnosti u).

Klicové pozorovani je jednoduché:

Nechf v = 129 ... Ty, W = Y1Y2...Yn @ U = 2122 ...2; je LCS posloupnosti
v, w. Pak

e jestlize z,,

= Yn, pak 2 = T, = Y, @ PREFIX;_1(u) je LCS posloupnosti
PREFIX,,_1(v)

a PREFIX,,_1(w)

e jestlize x,, # y,, pak z, # x, implikuje, Zze u je LCS posloupnosti
PREFIX,,_1(v) a w

e jestlize x,, # Y., pak z; # vy, implikuje, Ze u je LCS posloupnosti v a
PREFIX,,_1(w)

To by nas mélo privést k nasledujicimu:
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Budeme vyplnovat tabulku s fadky ¢ = 0,1,2,...,m, kde m je délka prvni
zadané posloupnosti v, a sloupci j = 0,1,2,...,n, kde n je délka druhé
zadané posloupnosti w. P¥itom do policka (i, j) pfijde délka LCS posloupnosti
PREFIX;(v) a PREFIX;(w); pro 4, j > 0 bude policko (7, j) zaroven obsahovat
odkaz na (i—1,j—1), (i—1,j), nebo (i,7—1) (podle toho, ktery z pfipadi
v nasem vySe uvedeném pozorovani nastava).

CVICENT 15.31: Provedte vyplnéni tabulky pro vySe uvedené posloupnosti

ABCBDAB a BDCABA. Postup zapiSte aspon struénym pseudokddem,
promyslete si spravnost algoritmu a analyzujte jeho ¢asovou slozitost.



Kapitola 16

Slozitost probléemu

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu slozitost problému.
e Seznameni se s tiidami slozitosti a specialné pak se t¥idou PTIME.

e Seznameni se s polynomialnimi prevody mezi problémy.

Cést teorie, ktera se nékdy nazyva konkrétni sloZitost, studuje slozitost kon-
krétnich problémt (a algoritmi), resp. prislusné horni a dolni odhady. Tzv. struk-
turdlni sloZitost méa za ukol zkoumat strukturu t¥id slozitosti problémii. Po-
dotknéme ovSem, Ze obé zminéné partie se samoziejmé prolinaji a ovliviiuji.
Jednim z nejdtlezitéjsich cila teorie (strukturalni) slozitosti je co moZné nej-
lépe charakterizovat tiidu zvlddnutelngjch problémi (tj. t¥idu problémi, pro

které existuji ,dostatecné rychlé®, tj. v praxi pouzitelné, algoritmy).

Neméné dulezitou otazkou je, jak vlastné mame méfit vypocetni obtiznost,
c¢ili ,,slozitost daného problému. Prirozenou mirou je zde cas, které na feseni

vvvvvv

trvd). Pro objektivni posouzeni obtiznosti vS§ak musime eliminovat subjek-
tivni vlivy jako chytrost fesitele ¢i rychlost pocitace.

V tomto ohledu se jako mnohem vhodnéjsi mira obtiznosti problému ukazuje
ne méfeni samotného ¢asu nutného k vyreseni problému, ale sledovani tempa
nartstu casu feseni pri zvétSovani vstupu.

277
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16.1 Casova slozitost problému

Vzpomenme si, ze problém mtzeme formalné definovat jako zobrazeni P :
¥* — ¥* kde w € ¥* je vstup a P(w) je pfislusny vystup. Algoritmus A 7esi
problém P pokud implementace A (na stroji RAM) vzdy skonéi vypocet a
pro kazdy vstup w odpovi na vystupu P(w).

Vsimnéme si ted otazky sloZitosti probléma. Intuitivné citime, Ze rtizné pro-
blémy mohou byt rtzné ,slozité*; co to ale je ona slozitost problému? Zatim
jsme hovorili jen o slozitosti algoritmu, pfesnéji fe¢eno RAM1u ¢i Turingovych
stroji. Vime-li napt. o algoritmu (RAMu, Turingové stroji), ktery dany pro-
blém fesi a ma sloZitost ©(n?), je toto ©(n?) jen urcitym hornim odhadem
,skutecné“ slozitosti problému (mutZeme ¥ici ,slozitost problému je nejvyse
kubicka“). Je napf. mozné, ze nalezneme jiny algoritmus, ktery fesi nas pro-
blém a ktery mé slozitost O(n?); tim jsme nas dosud znamy odhad zlepsili
(vime uz, ze ,slozitost problému je nejvyse kvadraticka).

Na uréeni horntho odhadu f(n) slozitosti problému (tedy ukazani, Ze slo-
zitost je nejvyse f(n) pro kazdé n) sta¢i navrhnout algoritmus s ¢asovou
slozitosti f(n).

Na druhou stranu, pokud jsme schopni dokazat, ze kaZdy algoritmus, ktery
dany problém Fesi, ma slozitost alesponn f(n) (tj. slozitost kazdého takového
algoritmu je v Q(f(n))), hovotime o dolnim odhadu slozitosti problému.

Poznamka: Ideélni je, pokud se pro horni i dolni odhad slozitosti problému
rovnaji. Pak to znamend, ze pokud mame algoritmus, ktery fesi dany pro-
blém a ma stejnou slozitost jako je slozitost tohoto problému, pak je tento
algoritmus optimalni.

V praxi je situace takova, ze mezi hornim a dolnim odhadem mtze byt znacna
,mezera“. Zejména co se tyka dolnich odhadi, u fady problémi zname vét-
Sinou pouze trividlni odhady (napf. odhady typu, ze algoritmus musi vstup
velikosti n alespon nacist, aby mohl ur¢it odpovéd, takze musi vykonat alepori
©(n) kroku).

Néjaky netrivialni dolni odhad jen malokdy umime odvodit. (Pfi odvozo-
vani dolniho odhadu samoziejmé nemtizeme postupovat tak, ze bychom pro-
zkoumali vSechny algoritmy, které dany problém fesi. Vétsinou se postupuje
diikazem sporem. Piedpokldadame, Ze by existoval algoritmus, ktery by meél
slozitost mensi nez f(n) a ukdZeme, Ze by tento predpoklad vedl k logickému
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sporu.)

Jednim z méla netrividlnich dolnich odhadt je vysledek, ze kazdy algoritmus
fesici problém t¥idéni (a zalozeny na porovnavani dvojic prvkd) ma nutné
slozitost Q(nlogn). Vzhledem k tomu, Ze pro tento jsou znamy algoritmy se
slozitosti O(n logn) (napf. Heapsort a Mergesort), slozitost problému t¥idéni
je takto urCena presné (samoziejmé az na zanedbévané konstantni faktory)
— horni odhad se rovna dolnimu.

RESENY PRIKLAD 16.1: Jaky je horni a dolni odhad sloZitosti problému
spocitat soucet prvki pole prirozenych cisel velikosti n?

Reseni: Jelikoz v zadani neni fecen opak, predpokladdme, Ze zadani ¢isla
maji rozumnou velikost, tedy ze kazdé je uloZeno celé v jednom misté pa-
méti. Snadno pak odvodime dolni odhad potfebného ¢asu 2(n), nebot kazdy
spravny algoritmus musi aspon vsech n ¢isel precist. Naopak snadno na-
piSeme (a pfipadné podrobné rozepiSeme) algoritmus, ktery tento vysledek
ziskd v ¢ase O(n):

SOUCET(a,n)
s«—0
fori—1lton
do s «— s+ ali]
return s

Casové sloZitost naseho problému tedy je O(n).

Tyto uvahy nas ptrivedou k zavéru, ze slozitost problému lze ztotoznit se slozi-
tosti ,optimalniho“ algoritmu, ktery dany problém fesi. Pti exaktni definici
onoho pojmu ,optimalni“ ovSem vzniknou jisté komplikace. Ty obejdeme
pouzitim nasledujiciho ptistupu:

Definice 16.1
Pro funkci f : N — N rozumime tridou casové sloZitosti T (f), téz znacenou
7 (f(n)), mnozinu téch problémi, které jsou feseny RAMy s ¢asovou slozitosti

v O(f).

Tridou prostorové sloZitosti S(f), téz S(f(n)), rozumime t¥idu téch pro-
blém, které jsou feseny RAMy s prostorovou slozitosti v O(f).
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Duilezita umluva: V predchozi definici a vSude, kde hovorime o t¥idach slo-
zitosti vztahujicich se k RAMu jako k referenénimu modelu, méame vzdy pii
odkazu na slozitost RAMu na mysli logaritmickou miru, pokud neni uvedeno
jinak. Jde o to, aby takto definované tiidy slozitosti rozumné odpovidaly
realité.

Pozndmka: Podobné bychom mohli zavést definice ttid slozitosti i pro jiné
vypocetni modely (napf. pro Turingovy stroje). V takovém piipadé vsak
dostaneme jin€ tiidy slozitosti, proto je tieba vzdy uvést, k jakému vypocet-
nimu modelu se dané t¥idy slozitosti vztahuji.

Rekneme-li tedy napiiklad, ze problém P patif do 7 (n?) (taky se v této sou-
vislosti k4 ,,Casova slozitost P je v O(n?)* ¢i jesté strucngji ,,P je v O(n?)%),
fikdme tim, ze existuje algoritmus s nejvys kvadratickou ¢asovou slozitosti,
ktery fesi problém P (pfesnéji feceno: existuje RAM s nejvys kvadratickou
¢asovou slozitosti v logaritmické mife, ktery fesi problém P).

Pozndmka: Pripomenme, ze pro prislusnost problému k dané tridé slozitosti
je dilezity i zptisob kédovani vstupu (a ten je tedy nutno chapat jako soucést
definice problému).

Vsimnéme si, ze plati
PeT(f) N feO(g) = PeT(g)
Takze napft.
T(n) C T(n-logn) C T(n?) C T(n*) C T(2")

Jak jsme jiz fekli, algoritmy fesici dany problém poskytuji horni odhady
sloZitosti problému. Horsi je to s dolnimi odhady. Chceme-li naptiklad ukazat,
ze dany problém je v T (n?), staci ukdzat algoritmus se slozitosti O(n?), ktery
jej fesi. Chceme-li ale ukézat, 7e problém neni v 7 (n?), musime ukazat, Ze
7adny algoritmus (RAM), ktery jej fesi, nem4 slozitost v O(n?). Ziskat takovy
dolni odhad je obvykle velmi tézké.

16.2 Tiida P (neboli PTIME)

Jako nejrozumné;jsi (horni) aproximace tfidy zvladnutelnych problém se (za-
tim) ukézala t¥ida oznacovand PTIME, nebo jen P (ze slova ,Polynomial®),
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definovana

PTIME = DT(nk)

k=0

To znamena, ze pojem ,rychly algoritmus® je ztotoznovan s pojmem ,poly-
nomidlni algoritmus“ (tj. algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti). To
nen{ samozfejmé idedlni (napf. algoritmus s Gasovou sloZitosti zhruba 71000000
tézko lze povazovat za rychly), zatim vSak nebyla nalezena lepsi charakteri-
zace. V praxi se ukazuje, ze kdyz je pro néjaky problém nalezen polynomialni
algoritmus, obvykle se podaii nalézt i algoritmus s nizkym stupném polynomu
(feknéme mensim nez 6).

Pozndmka: Brzy se dostaneme k problémtim, pro néz polynomiélni algoritmy
neexistuji ¢i nejsou znamy. Klademe-li si (jen) otazku, zda dany problém patii
do PTIME, pohybujeme se na na trovni (podstatné) ,hrubsi“ analyzy nez
pii pouhém zanedbavani konstant u znaceni O, © apod. Takto naptiklad i
metoda bubblesort prokazuje, Ze pro problém t¥idéni existuje rychly (rozuméj
polynomialni) algoritmus (byt v detailnéjsim pohledu, tj. na jemné&jsi trovni
analyzy, vnimame bubblesort jako ,pomaly*).

Uvédomme si, ze tfidy slozitosti problémi, jak jsme je definovali v defi-
nici 16.1, i pravé definovana t¥ida PTIME jsou zavislé na nasem zvoleném
referenénim modelu — vztahuji se tedy k RAMu (s logaritmickou mirou).
Navrhneme-li jiny vypocetni model (do néjz budeme ,prekladat“ nase algo-
ritmy), mizeme dostat jiné t¥idy slozitosti!

Ovsem tfida PTIME je (diky své ,hrubosti“) robustni: PTIME je nezavisla
na tom, zda zvolime jako referenéni model RAM nebo jiny ,rozumny* vypo-
¢etni model. Ukazalo se totiz, Zze vSechny navrzené rozumné modely pocitace
jsou ,polynomialné ekvivalentni“, tj. jsou schopny se vzajemné simulovat
s ,pouze“ polynomialni ztratou; to znamena, ze pro kazdé dva takové mo-
dely My, M existuje konstanta ¢ tak, ze kdyZ problém P patii do 7 (f;)
pro referenéni model My, tak P patii do 7(f2), kde fa(n) = (fi(n))¢, pro
referenéni model M. VSechny zminéné rozumné modely tedy definuji jednu
a tutéz tiidu PTIME.

Samoziejmeé se naskyta otazka, co to jsou rozumné vypocetni modely. Obecné
feCeno se tim mysli ty, u nichz analjza algoritmt (v nich ,naprogramova-
nych®) dava realistické vysledky pro praxi (alespoii na trovni oné ,hrubé“
analyzy diskutované vyse). Technicky lze definovat jako rozumné ty modely,
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jez jsou polynomialné ekvivalentni modelu RAM (mysli se samoziejmé s loga-
ritmickou mirou, jak bylo dohodnuto v timluvé za definici 16.1). V literatute
se ovSem cCasto v uvedené definici ,rozumnosti“ odkazuje k historicky prv-
nimu modelu pocitace — k Turingtvé stroji.

Poznamenejme jesté, ze uvazujeme sekvencni modely, k otazce paralelnich
modeli se letmo dostaneme pozdéji.

Pozndmka: Problématikou vzajemné simulace stroje RAM a Turingova stroje
jsme se jiz zabyvali diive. Neni tezké si rozmyslet, ze jak pii simulaci Turin-
gova stroje strojem RAM, tak pfi simulaci stroje RAM pomoci Turingova
stroje, vzroste pocet krokti i mnozstvi pouzité paméti nanejvys polynomialné.

Moznéa by si ¢tenar myslel, ze tiida PTIME by méla byt definovana s omeze-
nym exponentem c pii ¢asové slozitosti O(n¢), napiiklad jako vSechny pro-
blémy Fesitelné v ¢ase O(n®) nebo podobné. Vzdyt prece algoritmus pra-
cujici v dase ©(n'%?) uz v zadném piipadé nelze povazovat za ,efektivni“!
Exponent ¢ se vsak v teorii neomezuje, hlavné proto, ze by jinak riizné mo-
dely nebyly polynomialné ekvivalentni — vS§imnéte si napriklad, ze Turingtiv
stroj simulujici vypocet stroje RAM s ¢asovou slozitosti ©(n¢) pracuje v ¢ase
O(n"), kde ¢ > c. (Také by pii pevném omezeni exponentu nebylo mozno
pouzivat polynomiélni prevody, které definujeme nize.)

Presto je vhodné povazovat tifidu PTIME za tfidu rozumné zvladnutelnych
problémii, nebot se ukazuje, Ze pokud je pro néjaky prakticky (rozumné defi-
novany) problém znamo, Ze patii do t¥idy PTIME (tj. je znAm polynomialni
algoritmus ¥$ici tento problém), pak lze tento problém Fesit s ¢asovou slozi-
tosti O(n®) s ,rozumné malym“ exponentem ¢, obvykle t¥eba ¢ < 5.

Poznamka: Da se ovsem ale napiiklad ukazat, Ze pro libovolné ¢ existuje
problém, ktery se nedd fesit v dase O(n°), ale da se fesit v case O(nt?).

V tomto pripadé se ovsem jedné o problémy, které byly uméle zkonstruovany
pro potieby diikazu, nikoliv o praktické rozumné definované problémy.

16.3 Polynomialni prevod

Zajisté se jiz c¢tenaf setkal se situaci, kdy zadany problém misto primého
feseni radéji prevedeme na podobny, jiz vyfeSeny problém. Toto se hojné
vyuziva i v informatice, nebot zdkladni algoritmy obvykle jsou k dispozici
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naprogramované v knihovnach a my casto jen prekladame dané specifické
problémy do tvartt onéch knihovnich algoritmi, které voldme pro samotné
vyreSeni. V teorii se formalizuje pojem polynomialniho prevodu.

Definice 16.2

Méjme dva problémy P, : ¥* — ¥* a P, : ¥* — »* nad stejnou abecedou.
Prevodem P; na P rozumime algoritmus pocitajici zobrazeni R : ¥* — ¥*
takové, ze pro vSechny vstupy w € ¥* plati P;(w) = Pa(R(w)).

Definice 16.3
Polynomidlni prevod (jinak také redukce) problému P; na P, je pievod R
pocitany algoritmem s polynomialni ¢asovou slozitosti.

Definice polynomialniho pfevodu nam tedy fika, ze pokud umime efektivné
fesit problém P, pak problém P; také muzeme efektivné vytesit tim, Ze jej
(rychle) pfevedeme na znamy problém P.

Pozndmka: Tato definice prevodu je silné restriktivni v tom, Zze pozaduje
vystup problému P, pfimo ve tvaru vystupu P;. Proto se uvedena definice
prevodu aplikuje predevsim na rozhodovaci problémy, u kterych je vystup
ANO/NE. Zobecnény prevod pro vypocetni problémy bychom definovali jako
dvojici zobrazeni R, R’ takovou, ze P;(w) = R'(Py(R(w))), kde druha ptevo-
dové zobrazeni R’ prevadi vystup z P, zpét do tvaru vystupu P;.

Definice polynomiélniho pfevodu bude také klicova pro dalsi partie naseho
predmétu v néasledujicim smyslu:

Predstavme si, ze se nam stale nedari pro dany problém P nalézt efektivni
algoritmus (pracujici v polynomialnim case). Uz tusime, Ze néco takového
asi neni ani mozné, ale jak o tom presvédéime kolegu/séfa? (Co kdyby si oni
mysleli, Ze jsme jen lini efektivni algoritmus najit?) Stac¢i ukazat, ze existuje
polynomialni prevod néjakého jiného (znamého) tézkého problému () na nas
problém P!

Jinymi slovy, pokud vime, Ze problém () se uz mnoho chytrych lidi pokouselo
efektivné vyresit a neuspélo, pak nas problém P, na ktery jsme () prevedli,
musi byt alespon tak tézky jako (). Takovym polynomialnim pfevodem @)
na P jsme si sice nepomohli v feseni P, ale usetrili jsme si spoustu marnych
pokusti o nalezeni efektivniho algoritmu.

CVICENT 16.1: Jak zobecnéné prevedeme problém nésobeni dvou ¢isel a - b
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na problém sc¢itani ¢ + d? Pouzival se tento pfevod v minulosti ¢asto?

16.4 Cviceni

Otazky:

OTAZKA 16.2: Proc je Gasova slozitost problémi na vstupech délky n obvykle
nejméné Q(n)?

CVICENT 16.3: Jakou ¢asovou sloZitost mé problém setfidéni n danych éisel?

CVICENI 16.4: Je ddna matice A (tj. dvourozmérné pole) o rozmérech n x n
s hodnotami 0, 1, kterad definuje graf G s vrcholy {1,2,...,n} nasledovné:
Vrcholy 4,7 jsou spojeny hranou v G pravé kdyz Ali, j| == Alj,i] ==
Jaka je Casova slozitost zjisténi nejvétsiho stupné vrcholu grafu G?7

CVICENI 16.5: Co kdyz, na rozdil od predchoziho prikladu, je graf dan se-
znamem sousedti kazdého vrcholu? Jakou casovou slozitost mé pak zjisténi
nejvétsiho stupné vrcholu grafu G?7



Kapitola 17

NP-uplnost

Cile kapitoly:

e Pochopeni pojmu nedeterministického vypoctu a definice tiidy NPTIME
(obsahujici problémy s kladnou polynomiélni napovédou).

e Seznameni se s tzv. NP-tplnymi problémy.

Pozndamka: Definice tfidy NPTIME je pomérné obtizna, proto ¢tenaifum do-
porucujeme si ji precist mnohokrat a pokusit se tak proniknout az k jejimu
myslenkovému jadru.

V minulé kapitole jsme uvedli tfidu PTIME vsech efektivné fesitelnych al-
goritmickych problémii. Bohuzel vsak svét neni tak jednoduchy a na feseni
mnoha praktickych problému zadny efektivni algoritmus neni zndm. (Jinymi
slovy, takové problémy nejspiSe nepatii do t¥idy PTIME.)

Na druhou strany mnoho, da se Tici vétsina, prakticky motivovanych algo-
ritmickych problémil je popsana ve stylu ,naleznéte feseni spliujici dané
podminky“; kde sice nalezeni onoho vyhovujiciho feseni neni lehké, ale ove-
feni, zda nékym navrzené ¢i uhodnuté feSeni podminkam vyhovuje, byva
snadné. To ideoveé vede k nasledujici definici Sirsi t¥idy NPTIME, nazyvané
téz zkracené NP.

Zhruba Feceno, problém patri do tridy NPTIME, pokud kladnou odpovéd na
néj lze prokazat (ve smyslu ,,uhodnout a ovérit“) vypoctem, ktery bézi v po-
lynomialnim c¢ase. Definice tFidy NPTIME se tak tyka vghradné rozhodovacich

285
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problémi. To vSak neni na velkou jmu obecnosti uvazovani, nebot vlastné
kazdy problém lze nahradit nékolika rozhodovacimi verzemi.

Tiida NPTIME je dilezita hlavné proto, zZe zahrnuje rozhodovaci verze rady
béznych praktickych problémi. Navic vlastnost, Zze spravnost i néjakého ma-
gicky uhodnutého feseni umime efektivné ovérit, je zajisté vyznamna v praxi.
Presto vétsinu problémi v tiidé NPTIME nejsme sami schopni efektivné vy-
fesit. Naplni této i pristi prednasky tak bude i stru¢né pochopeni duvodi,
pro¢ jsou ve tiidé NPTIME obtizné fesitelné tlohy a jak je poznat.

17.1 Trida NPTIME

Pro definici t¥idy NPTIME je tieba nejprve zavést pojem nedeterministického
algoritmu. My budeme konkrétné definovat nedeterministicky Turingiiv stroj,
ale podobné bychom mohli pouzit i jiny ,rozumny“ vypocetni model.

Definice 17.1

Nedeterministicky Turingiiv stroj je definovan obdobné jako deterministicky
Turingtiv stroj, jen prechodova funkce dovoluje nedeterminismus, tedy moz-
nost prechodu do vice stavli stroje soucasne.

Definice 17.2

Dany problém P (typu ANO/NE) je rozhodovan nedeterministickym Turin-
govym strojem M, jestlize vSechny vypocty M jsou konec¢né a vydavaji ANO
nebo NE, a navic plati:

e jestlize odpovéd na otézku problému P pro vstup w je ANO, pak exis-
tuje (alespoii jeden) vypocet M nad w vydavajici ANO,

e jestlize odpovéd pro w je NE, pak vSechny vypocty M nad w vydéavaji
NE.

Tiida rozhodovacich problémt fesenych nedeterministickymi Turingovymi
stroji se shoduje s tfidou fesenou deterministickymi Turingovymi stroji, ne-
bof vSechny nedeterministické vypocty jednoho stroje lze simulovat rekur-
zivnim prohledavanim na deterministickém stroji. Pocet krokd vypoctu v ta-
kovéto simulaci vSak vzroste exponencialné, a proto nedeterministicky stroj
ma sviij vyznam pii sledovani casové slozitosti vypoctu.
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Pozndmka: Podobné bychom mohli definovat napt. i nedeterministicky stroj
RAM, napriklad rozsifenim instrukce JUMP o moznost skoku na vice riznych
adres (mezi kterymi by se jedna nedeterministicky vybrala).

Slozitost nedeterministického Turingova stroje a pfislusné t¥idy slozitosti lze
definovat takto:

Definice 17.3
Casovd sloZitost nedeterministického Turingova stroje M je zobrazeni Ty :
N — N, kde T)s(n) znamend maximélni délku vypoctu pro vstup velikosti n.

Tridou ¢asové slozitosti NT (f) pro funkci f : N — N rozumime t¥idu téch
problémti, které jsou feseny nedeterministickymi Turingovymi stroji s ¢aso-
vou slozitosti v O(f).

Ctenéf si jisté snadno doplni definice pro prostorovou sloZitost.

Ttidu NPTIME nyni mtuzeme definovat jako

NPTIME = | J NT(n*)

k=0

NPTIME je tedy ttida téch problémi, které jsou fesitelné nedeterministickymi
Turingovymi stroji v polynomialnim case.

Poznamka: Konzistentnéjsi s predchozim textem by bylo, kdybychom pri
definovani t¥id N7 (f(n)) pouzili jako referenéni model nedeterministické
RAMy. Nam ovsem pujde predevsim o tfidu NPTIME tzv. problému fesi-
telnych v nedeterministickém polynomialnim case. Jeji definice je podobné
jako pro PTIME robustni (nezavisla na zvoleném ,rozumném* referenénim
modelu).

Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otazce, zda PTIME =
NPTIME (dané otézce se ¢asto fikd P-NP problém).

(To, ze PTIME C NPTIME je ovSem zfejmé, nebot deterministické algoritmy
jsou specidlnim pfipadem nedeterministickych.)

Uvedme si priklady nékterych problémi, které patii do t¥idy NPTIME.

Mnoho téchto problémt vypada tak, Ze se ptame na existenci néjakého ob-
jektu (napf. mnozZiny, pfifazeni, ¢isla apod.), ktery spliiuje néjaké dané pod-
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minky. Nedeterministické algoritmy (implementované napfiklad nedetermi-
nistickym Turingovym strojem) fesici tento typ problému v polynomidlnim
¢ase pracuji vétSinou tak, ze nejprve nedeterministicky uhodnou, jak tento
objekt na jehoz existenci se ptame, vypada, a poté (uz deterministicky) ovéfi,
zda se skutecné jednd o tento hledany objekt a podle toho vydaji odpovéd
ANO nebo NE.

NAzEV: Slozenost ¢isla
VSsTuP: Prirozené cislo 4.

OTAZKA: Je &islo ¢ sloZené?

U tohoto problému algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli ¢islo x takové,
ze 1 < x < {,apoté overi, zda ¢ mod z = 0. Tj. algoritmus nedeterministicky
hada netrivialni délitel ¢isla £. (Pro tento problém je zndm i deterministicky
polynomialni algoritmus.)

NAzev: CG (Barveni grafu)
VsTup: Neorientovany graf G a ¢islo k.

OTAZKA: Je mozné graf G obarvit k barvami (tj. existuje pfifazeni ba-
rev vrcholtim tak, aby zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou)?

V tomto piipadé algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli pfifazeni barev
jednotlivym vrcholiim a poté ovéri, ze se jedna o korektni obarveni.

NAzEv: IS (problém nezdvislé mnoZiny)
Vstup: Neorientovany graf G (o n vrcholech); ¢islo k (k < n).

OTAZKA: Existuje v G nezavisla mnozina velikosti & (tj. mnozina k vrchold,
z nichz zadné dva nejsou spojeny hranou)?

Algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli k vrchold z grafu G a poté ovéri,
ze tyto vrcholy tvori nezavislou mnozinu.
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NAzev: HK (problém hamiltonovské kruznice)
VsTUP: Neorientovany graf G.

OTAZKA: Existuje v G hamiltonovskd kruznice (tj. uzaviena cesta, pro-
chazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Algoritmus nedeterministicky uhodne posloupnost hran tvorici tuto kruznici
a overi, ze kazdy vrchol je navstiven pravé jednou.

NAzEV: Isomorfismus grafi
VsTup: Dva neorientované grafy G a H.

OTAZKA: Jsou grafy G a H isomorfni?

Algoritmus nedeterministicky uhodne isomorfismus mezi obéma grafy a ovéri,
ze se skutecné jedna o isomorfimus.

NAzEV: Subset-Sum

VsTup: Multimnozina pfirozenych ¢isel M = {1, xs,...,2,} a pFirozené
¢islo s.

OTAZKA: Existuje podmnozina multimnozZiny M kterd dava soucet s?

Algoritmus nedeterministicky zvoli podmnozinu multimnoziny M a ovéri, ze
soucet Cisel v této mnoziné je s.

VsTup: Nevypoustéjici bezkontextova gramatika GG bez jednoduchych pra-
videl, slovo w.

OTAzKA: Patii slovo w do jazyka L(G)?

Algoritmus nedeterministicky uhodne deterivaci slova w v gramatice G.

Existuje také alternativni definice t¥idy NPTIME, ktera se neodkazuje k ne-
determinismu:

Definice 17.4
Tiida NPTIME, zkracené NP, je tiidou vSech rozhodovacich problémi P :
¥* — {0,1} (NE/ANO) nad kone¢nou abecedou ¥ takovych, Ze existuje
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zobrazeni R : ¥* x ¥* — {0, 1} pocitané algoritmem s polynomiélni ¢asovou
slozitosti v délce prvniho argumentu (|z|), pro které je P(x) =1 (ANO) pro
x € ¥*, pravé kdyz pro néjaké y € ¥* plati R(z,y) = 1. Zkracené, pro néjaké
R € P plati

VeeX: Plz)=1 < (e :R(xy =1).

V této definici je x vstupem problému P a y hraje roli ,napoveédy“ spravného
feSeni pro P(x), jehoZz pfipustnost ovéfime efektivnim algoritmem R, jehoz
polynomialni ¢as vypoctu se méii jen vzhledem k délce z, ne y. (O efektivité
nalezeni spravného y se v této definici nehovoti! Napovédu y je proto tieba
y2uhodnout* a mimo jiné musi byt jen polynomialné velké vzhledem k |z|.)
V rozhodovacim problému P(x) pak je odpovéd ANO, pravé kdyz pro vstup
x existuje pfipustna ,napovéda‘“.

Véta 17.5
Obé definice tiidy NPTIME jsou ekvivalentni.

Dukaz: . Necht problém P € NPTIME, tj. dle definice existuje polynomialni
R, pro které plati

VieX: P)=1 <= (e : R,y =1).

Nedeterministicky Turingiv stroj M implementuje polynomialni vypocet
zobrazeni R(z,y) tak, Ze jednotlivé bity ,napovédy“ y nahrazuje nedeter-
ministickymi rozdvojenimi vypoétu na moznosti 0/1. Pak M odpovi nékdy
ANO, pokud pro nékteré y je R(z,y) = 1, tedy pravé pokud P(z) = 1. (Coz
je presné to, co chceme.)

Naopak pro polynomialni nedeterministicky Turingtv stroj M fesici néjaky
problém P odvodime polynomialni deterministické zobrazeni R(z,y), které
kazdé nedeterministické rozdvojeni béhu M nahrazuje deterministickym vét-
venim béhu programu podle napovédnych bitt y. Takze M nékdy odpovi
ANoO, pravé kdyz R(x,y) = 1 pro nékteré y, tj. kdyz P(z) = 1. O

Nakonec si ukazme, pro¢ predpoklad uvazovani pouze rozhodovacich pro-
blémui neubira nijak na teoretické obecnosti naseho uvazovani.

Komentar: Ptedstavme si napiiklad problém Py, jehoz vysledkem FPy(x) ma
byt c¢islo. Pak lze P, teoreticky nahradit posloupnosti rozhodovacich pro-
blém, které postupné metodou pileni intervali aproximuji vysledek Py(x).



17.1 Trida NPTIME 291

Fakt 17.6

Kazdy problém P : ¥* — Y* Ize nahradit posloupnosti rozhodovacich pro-
blémii Py, Ps, ..., Py, (k zavisi na vstupu x), kde Py;_1(x) odpovidd i-ty bit
vysledku P(x) a P;(x) fika, zda i-ty bit vysledku byl posledni.

Fakt 17.7
Vsechny rozhodovaci verze problémii z P patii do NP.

Otazky:

OTAZKA 17.1: Pro¢ se v definici tfidy NP omezujeme jen na rozhodovaci
problémy?

OTAZKA 17.2: Hraje v definici t¥idy NP roli, zda se ptame na odpovéd ANO
nebo na odpovéd NE?

OTAzKA 17.3: Co tedy dostaneme, pokud se v definici analogické tiidé NP
budeme ptat na niapovédu pro odpovéd NE?

CVICENI 17.4: Problém dominujici mnoziny zjistuje, zda v daném grafu G

existuje podmnozina vybranych k& vrcholt takovych, ze kazdy dalsi vrchol je
s aspon jednim z vybranych spojeny hranou. Pro¢ tento problém patii do
tridy NP?

CVICENI 17.5: Pro¢ patii do t¥idy NP problém, zda dany graf mé vrcholovou
souvislost méné nez k?

CVICENI 17.6*: Pro¢ patii do t¥idy NP problém, zda dany graf méa vrcholovou
souvislost naopak alespon k7

CVICENI 17.7*: Mé&jme nésledujici problém porovnani barevnosti: Dany jsou
dva grafy G, H a otazkou je, zda G ma mensi barevnost nez H. Lze jednoduse
tvrdit, Ze tento problém patii do t¥idy NP, kdyz napovime obarveni grafu G
méné barvami nez obarveni grafu H?
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17.2 NP-uplné problémy

Je ztejmé, ze PTIME C NPTIME. Zda je tato inkluze vlastni, tj. zda PTIME C
NPTIME nebo PTIME = NPTIME je jednim z nejvétsich problémii teoretické
informatiky (i matematiky obecné).

Vétsina odborniki se ptiklani k prvni moznosti, tj. Ze existuji problémy, které
je mozné Tesit v polynomialnim ¢ase nedeterministickym algoritmem, ale ne
deterministickym algoritmem, ale dosud se to nepodarilo nikomu dokazat.

Existuje cela fada dilezitych praktickych problémi, u kterych je ziejmé, ze
patii do t¥idy NPTIME, ale pro které neni znam polynomiélni algoritmus.
Mezi témito problémy hraji zvlasté dilezitou roli tzv. NP-tplné problémy.
Pokud plati PTIME C NPTIME, pak pro zadny z NP-tplnych problémi ne-
muze existovat polynomialni algoritmus.

Definice 17.8

Problém () nazveme NP-tézkym, pokud kazdy problém ve tiidé NP lze na pro-
blém () prevést polynomialnim pfevodem (oddil 16.3). Problém () nazveme
NP-uplngm, pokud je NP-tézky a nalezi do tridy NP.

7 této definice je ziejmé, ze pokud bychom nalezli efektivni feSeni nékterého
(kteréhokoliv) NP-tézkého problému, dostali bychom tim i efektivni FeSeni
vSech problémi ve tiidé NP.

Jak vlastné pozndme NP-tézké problémy? Pokud jiz zname néjaky NP-tézky
problém, tézkost jiného problému zdivodnime snadno:

Lemma 17.9
Necht problém @) je NP-tézky (NP-tplny). Pokud existuje polynomiélni pie-
vod problému () na néjaky problém P, pak také P je NP-tézky.

Diikaz: . Oznacme Rg : X* — X* polynomialni pfevod ) na P. Dle definice
NP-tézkého problému pro kazdy problém S € NP existuje polynomialni pre-
vod Rg : ¥* — ¥* problému S na (). Jelikoz slozeni dvou polynomialnich
pfevodil je opét polynomialnim pfevodem (tranzitivita), je R = Rg o Rg
polynomialnim pfevodem problému S na problém P. (Nejprve pievedeme
vstup w pro S na vstup Rg(w) pro @, pak na vstup Rg(Rs(w)) pro P.)
Proto dle definice i P je NP-tézky problém. 0
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Dévejte si dobry pozor, v jakém sméru prevodu Lemma 17.9 funguje! Prevadi
se z problému (), o kterém je znamo, Ze je tézky, na neznamy problém P.
Zjednodusené teceno, pokud kazdy mozny vstup NP-tézkého problému )
jsme schopni ,,pfelozit na vstup jiného problému P (se zachovanim stejné
odpovédi), pak P také musi byt NP-tézky.

Existence problému, ktery je ,t&z8i“ nez vSechny problémy v NP (NP-tézky)
je pomérné intuitivni, ale pro¢ by mél takovy problém existovat piimo ve
t¥idé NP? To jiz intuitivni neni a objev pruvniho NP-uplného problému v 1971
prinesl velkou revoluci do oblasti slozitosti algoritmd. Prvnim problémem,
pro ktery byla dokézana jeho NP-tiplnost byl problém SAT.

Ptipomenme si jeho definici:

NAzEv: SAT (splnitelnost booleovskych formuli)
VsTuP: Booleovka formule .

OTAZKA: Je formule ¢ splnitelna?

Véta 17.10 (Cook)
Problém SAT je NP-tplny.

Pro pokrocilé:

Diikaz: Problém piislusnosti SAT k NPTIME je zfejmy (pfislusny nede-
terministicky Turingtv stroj prosté ,zvoli“ néjaké pravdivostni ohodnoceni
proménnych v zadané formuli a ovéri, zda pii tomto ohodnoceni je formule
pravdiva; ke kladnému zavéru ma moznost dospét praveé tehdy, kdyz takové
ohodnoceni existuje).

Staci tedy ukézat, ze pro kazdy P € NPTIME plati P < SAT (pfipomerime,
ze se omezujeme na ANO/NE problémy).

Uvazujme tedy libovolny, ale dale pevny, problém P € NPTIME. Ten je nutné
rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem M s casovou slozitosti
T (n) < p(n) pro ur¢ity polynom p. Je potfeba ukazat, ze existuje polynomi-
alni algoritmus (pfesnéji fe¢eno Turingtiv stroj s ¢asovou slozitosti omezenou
polynomidlni funkci), ktery k libovolnému vstupu w problému P zkonstruuje
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booleovskou formuli F,, (v konjunktivni normalni formé), kterd je splnitelna
pravé tehdy, kdyz odpovéd na otazku P pro w je ANO.

Mame-li ovS§em dan vstup w velikosti n, pak k rozhodnuti o odpovédi na
otazku P pro w staci zjistit, zda existuje posloupnost konfiguraci

Co, C1,Cy, ..., Cppn)

kterd predstavuje mozny prijimajici (tj. koncici odpovédi ANO) vypocet stroje
M na vstupu w; vsSimnéme si, ze velikost konfiguraci je rovnéz nutné omezena
hodnotou p(n).

Neni tézké (i kdyz je to technicky pracné) zkonstruovat formuli zachycujici
schéma takového vypoctu, kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz ptislusna
posloupnost konfiguraci existuje. ([l

Komentdr: Obecné feceno, NP-tézké problémy jsou povazovany za ., vypo-
cetné nezvladnutelné“, a proto pokud takovy problém potkate, ani se nepo-
kousejte jej pfesné Fesit (je to jen ztrata casu).

Radéji v takovém pripadé zkousejte hledat pribliznd ¢i cdstecnd Tesent, ktera
uspokojivé odpovi alespon v nékterych (dokonce nékdy v mnoha) praktickych
pripadech.

Vsimnéme si vSak jednoho zajimavého hacku — odkud vime, ze NP-tézké pro-
blémy nelze efektivné fesit? Bohuzel to nikdo matematicky zdtivodnit neumi,
ale vSeobecné se tomu veéri, jelikoz se jiz tolik chytrych lidi pokouselo efek-
tivni FeSeni NP-tplnych problémi najit a neuspélo. (A na spravné rozieSeni
je vypsana odména $1000000.) Pfitom nalezeni polynomidlniho Feseni byt
jen pro jeden NP-tplny problém by znamenalo (dle definice) polynomidlni
feSeni vSech ostatnich problémt ve t¥idé NP.

O nékterych z vyse uvedenych problémii je znamo, ze jsou NP-tuplné. Kon-
krétné se jednd o problémy barveni grafu (CG), nezavislé mnoziny (IS), Ha-
miltonovské kruznice (HK) a Subset-Sum.

Co se tyka problému isomorfismu grafi, je to ptfiklad problému, u kterého
neni znam polynomidlni algoritmus, ale ani neni znamo, jestli se jedna o NP-
uplny problém. Mezi takové problémy dlouho patfil diive uvedeny problem
prvociselnosti (v 1été 2002 byl zvetfejnén dikaz piislusnosti k PTIME).
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Uvedme si ptiklady jesté nékolika dalsich NP-tiplnych problémi:

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujiciho (ANO/NE wverze))

VSTUP: mnozina ,mést* {1,2,...,n}, pfir. ¢isla (,vzdalenosti) d;; (i =
1,2,...,n,j =12 ... n); dale ¢slo ¢ (,limit“).

OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouhé nejvyse ¢, tj. existuje permutace
{il,ig, Ceey Zn} mnoiiny {]_, 2, .. .,n} tz. d(il,ig) + d(ig, 1,3) + ...+
A(ip—1,1n) + d(in,i1) < €7

NAzev: HC (problém hamiltonovského cyklu)
VsTUP: Orientovany graf G.

OTAZKA: Existuje v G hamiltonovsky cyklus (tj. uzaviend orientovana
cesta, prochéazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Prislusnost téchto problémt do t¥idy NPTIME si ¢tenar jisté snadno odvodi.

Véta 17.11
(Cook, 1971) Problém SAT je NP-uplny.

Mame-li dokédzanu NP-tiplnost jednoho problému, je mozné ji vyuzit k ditkazu
NP-tplnosti (¢i NP-obtiznosti) problémt dalsich:

Tvrzent 17.12
Jestlize Py < P a Py je N P-tézky, pak P, je rovnéz N P-tézky; kdyz je navic
P, v NPTIME, je N P-tiplny.

Diikaz: Tvrzeni plyne snadno z faktu, Ze slozeni dvou polynomialnich funkci
je opét polynomidlni funkce—byt vys$siho stupné; jinymi slovy: relace < je
tranzitivni. O

Demonstrovanim piislusnych preveditelnosti ukazeme NP-tiplnost nékolika
jiz uvedenych a dalsich problémii. Napiiklad ukézeme:

e SAT«IS

e IS<HC
e HC «HK



296 Kapitola 17. NP-tuplnost

e HK « TSP
e SAT «3-SAT
e 3-SAT <« 3-CG

kde dosud nezminéné problémy jsou definovany takto:

NAzEV: 3-SAT (problém SAT s omezenim na 3 literdly)

VsTUP: Booleovska formule v konjunktivni normalni formé, kde v kazdé
klauzuli (tj. v kazdém konjunktu) jsou pravé 3 literaly (literal je
bud proménnd nebo jeji negace).

OTAZKA: Je dand formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pii kterém je formule pravdiva)?

NAzeEv: 3-CG (problém barveni grafu tremi barvamsi)
Vstup: Neorientovany graf G = (V, F).

OTAzKA: Lze G obarvit tfemi barvami, tzn. existuje zobrazeni ¢ : V —
{coly, coly, cols} takové, ze V{vy,va} € E : ¢(v1) # c(v2)?

Pozndmka: Problém 3-SAT je specidlnim pfipadem obecnéjsitho problému
SAT a podobné 3-CG je specialnim pfipadem problému CG. Ukazuje se, ze
tyto problémy ziistavaji NP-tplné, i kdyz se omezime jen na instance urci-
tého konkrétniho typu. To mutze byt vyhodné pii hledani vhodnych redukeci
pri dokazovani NP-obtiznosti dalsich problémi. Zejména problém 3-SAT je
k tomuto ucelu casto vyuzivan.

Uvazujme jesté nasledujici problém:

NAzeEv: ILP (problém celociselného linedrniho programovdni)

VsTUP: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz
prvky jsou celd ¢isla.

OTAzZKA: Existuje celociselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b7

Jednd se rovnéz o NP-tiplny problém. Snadno se ukéze, Ze je NP-tézky (napt. pre-

vvvvvv
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Obrazek 17.1: Priklad grafi, kde Hamiltonovska kruznice existuje, a kde
neexistuje

prokazat, ze ILP € NPTIME. Zhruba feceno, da se ukazat, Zze pokud feseni
nerovnosti Ax > b existuje, existuje i feseni ,dostatecné malé“ — jeho zapis
je polynomialni vzhledem k zapisu A a b; feSeni se tedy da v polynomialnim
case ,,uhodnout” a ovérit.

RESENY PRIKLAD 17.1: Hamiltonovské kruznice v grafu G je takovy pod-
graf, ktery je isomorfni kruznici a pfitom obsahuje vSechny vrcholy G. (Jinak
feceno, kruznice prochazejici kazdym vrcholem jednou.) Pro¢ patii do t¥idy
NP problém poznat, zda dany graf G' obsahuje Hamiltonovskou kruznici?

Reseni: Jak jiz bylo feceno vyse u definice, tiida NP je vlastné tiidou
téch problémii, kde odpovéd ANO lze ovérit efektivné s vhodnou napovédou.
Jestlize se ptame na existenci Hamiltonovské kruznice v grafu G, prirozené
se jako napovéda nabizi pravé ona kruznice. Pro ilustraci ukazujeme na Ob-
razku 17.1 piiklady dvou grafli, kde v prvnim je Hamiltonovskd kruznice
vyznacena tlusté, kdezto ve druhém neexistuje.

Jak ale Hamiltonovskou kruznici popiseme a jak ovérime, zZe se skutecné jedna
o Hamiltonovskou kruznici? Oboji musime zvladnout v polynomialnim case!

Jako popis Hamiltonovské kruznice se prirozené nabizi zadat tu permutaci
vrcholt grafu G, v jejimz poradi doty¢éna kruznice vrcholy prochézi. (Tim
nefikame, ze by nebyly jiné zpisoby popisu, jen Ze tento se nam hodi.) Takze
napovédu zadame jednoduse polem k[] délky n, kde n je pocet vrcholi G.
Pro ovéfeni, ze se jednad o Hamiltonovskou kruznici, stac¢i zkontrolovat, ze
k[i] # k[j] pro rtzna i,j a ze vzdy {k[i], k[i + 1]} je hranou v grafu G pro
i=1,2,...,n—1 a také {k[1],k[n]} je hranou. P¥i vhodné implementaci
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matici sousednosti grafu G to zvladneme vSe zkontrolovat v linedrnim case,
ale i pti jinych implementacich ndm stadi ¢as n-O(n) = O(n?), coz je skuteénd
polynomialni. Proto problém existence Hamiltonovské kruznice patti do tiidy
NP.

RESENY PRIKLAD 17.2: Patii do t¥idy NP problém poznat, zda dany graf
G obsahuje nejvyse ¢tyii Hamiltonovské kruznice?

Reseni: Ctenaf opét miize navrhnout, Ze vhodnou napovédou pro piislusnost
do t¥idy NP jsou ony ¢tyfi Hamiltonovské kruznice v grafu. To lze prece
snadno ovérit stejné jako v predchozim prikladé. Skutecné tomu tak je?

Neni! My sice dokaZeme oveérit, Ze napovédéné ¢tyfi kruznice v grafu jsou
Hamiltonovské, ale nijak tim neprokazeme, ze vice Hamiltonovskych kruznic
v grafu neni. Takové ovéfeni by nakonec bylo stejné obtizné, jako nalezeni
Hamiltonovské kruznice samotné.

Proto na zakladé soucasnych znalosti teoretické informatiky nelze turdit, ze
by popsany problém nalezel do t¥idy NP. Avsak pokud bychom otazku nego-
vali, tj. ptali se, zda graf G obsahuje vice nez ¢tyii Hamiltonovské kruznice,
tak by uz problém do t¥idy NP nalezel. (Napovédéli bychom nékterych pét
Hamiltonovskych kruznic.) Proto vidite, jak je dilezité spravné se v zadani
problému ptat.

17.3 Otézka P = NP

Kdyz se hovoii o tzv. P-NP problému (slovo ,problém“ zde neni pouzito
v nasem technickém smyslu!), rozumi se tim otevienda otazka, zda PTIME je
vlastni podtiidou NPTIME ¢i zda jsou si tyto t¥idy rovny.

Obecné se ma za to, ze pro NP-iplné problémy neexistuji polynomialni algo-
ritmy; ovSem nikdo to zatim nedokazal. V§imnéme si, ze kdyby n€kdo objevil
polynomialni algoritmus pro jeden NP-tplny problém, existovaly by polyno-
mialni algoritmy pro vSechny tyto problémy. Naopak kdyz by nékdo prokazal,
ze pro jeden konkrétni NP-tiplny problém neexistuje polynomialni algoritmus,
neexistoval by takovy algoritmus pro zadny z NP-tplnych problémii.

V praxi se tedy bere prokdzani NP-tplnosti (¢i vlastné NP-obtiznosti) jako
diikaz nezvladnutelnosti problému — trvame-li na zaru¢eném nalezeni (nejlep-
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stho moZného) feseni v polynomidlnim ¢ase. V tvahu pak pfichézeji napi. apro-
zimacni algoritmy (u optimalizacni dlohy se napf. mize podafit sestavit
rychly algoritmus, ktery zarucené nalezne feseni, jez je nejvyse dvakrat horsi
nez optimalni) ¢ pravdépodobnostni algoritmy (vyuzivaji ,hazeni kostkou“ a
déavaji rychle odpovédi, které vsak mohou byt s urcitou pravdépodobnosti ne-
spravné; jejich vicenasobnym opakovanim se ale da docilit, ze pravdépodob-
nost nespravného vysledku je miziva) — piiklady takovych algoritmi uvedeme
v zavéru kursu.

17.4 Cviceni

Otazky:

OTAZKA 17.8: Véta 17.10 dokazuje existenci NP-tiplného problému za pou-
ziti modelu RAM. Znamené to, Ze pri pouziti jiného modelu algoritmu pro
zobrazeni R, tfeba Turingova stroje, by nam vysly jiné NP-tplné problémy?

CVICENI 17.9: Problémem 3-obarveni grafu je rozhodnuti, zda existuje ko-

rektni obarveni grafu pomoci tii barev. Najdéte polynomialni pfevod pro-
blému 3-obarveni na analogicky problém 4-obarveni grafu.

CVICENI 17.10: Povazujme za znamé, Ze problém 3-obarveni grafu je NP-
uplny. Proc je pak NP-tplny problém 4-obarveni?

CVICENI 17.11*: Pro¢ nelze stejné tvrdit, Ze i problém 2-obarveni je NP-
uplny, kdyz prece existuje stejny prevod problému 2-obarveni na problém
3-obarveni grafu?

CVICENI 17.12: Rozhodnéte, které z nasledujicich problémi patii do tiidy
P vSech efektivné Tesitelnych problémii.

a) Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezavislou mnozinu (tj. pod-
mnozinu vrchold nespojenych hranami) velikosti 7.

b) Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezévislou mnozinu (tj. pod-
mnozinu vrchold nespojenych hranami) velikosti nejméné 2005.
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¢) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné tii.

€

)

d) Problém rozhodnout, zda dany graf mé barevnost nejvyse tii.
) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost pfesné tii.
)

f) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné dva.

CVICENT 17.13: Parovanim v grafu rozumime podmnozinu hran, které ne-
sdileji zadny sviij koncovy vrchol. Jak byste polynomialné ptrevedli problém
nalezeni parovani velikosti p v grafu GG na problém nezavislé mnoziny?

CVICENT 17.14*: Dokazete najit pievod problému dominujici mnoZiny na
vrcholové pokryti?

CVICENI 17.15: Patii do t¥idy NP problém zjistit, zda graf G obsahuje dvé
Hamiltonovské kruznice, které nesdili Zadnou hranu?

CVICENTI 17.16: Patfi do t¥idy NP problém zjistit, jakd je barevnost grafu?

CVICENI 17.17: Patii do t¥idy NP problém zjistit, zda graf G je rovinny?
A co tfeba negace tohoto problému?

CVICENI 17.18*: Je znamo, Ze do t¥idy NP patii problém k-obarveni (zda
graf 1ze obarvit korektné k barvami, tj. zda barevnost je < k) pro vSechna k.
Patii ale do tfidy NP problém zjistit, zda graf G ma barevnost pravé k? Pro
ktera k7

CVICENT 17.19: Rozhodnéte, které z nésledujicich problému patii do tiidy
NP:

a) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejvyse ¢tyfi.
b) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost pfesné Gtyfi.

c¢) Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné Gtyfi.
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d) Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nejméné t¥i Hamiltonovské
kruznice.

e) Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje ptfesné t¥i Hamiltonovské
kruznice.
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Kapitola 18

Dalsi NP-uplné problémy

(Cela kapitola patfi do pokrodilé ¢asti)

Cile kapitoly:

e Dikladnéjsi zvladnuti dikazi pfislusnosti k NPTIME a NP-obtiZznosti
konkrétnich problémii.

Jak uz bylo fedeno, problém patii do t¥idy NP, pokud jeho odpovéd ANO
lze prokézat (ve smyslu ,uhodnout a ovéfit“) vypoctem, ktery béz v poly-
nomialnim case. Jiz jsme si také neformalné ukazali, ze ve t¥idé NP existuje

vvvvvv

vvvvvv

se dalo Tici vétsina. To ostatné ukazuje, pro¢ jsme zatim v praxi tak malo
uspésni pii pocitacovém feSeni mnohych praktickych problémil — presné a
efektivni feSeni NP-tuplnych tloh se totiz vSeobecné povazuje za nemozné.
Nejsme zatim schopni ani naopak matematicky zdivodnit, pro¢ by efektivni
vsichni odbornici véri.

Néaplni této kapitoly bude ukézka zékladnich abstraktnich NP-tuplnych pro-
blémi, s jejichz variacemi se pti feseni praktickych problému setkate. Prak-
ticka rada pak zni: Vidime-li NP-uplny problém, nebudeme marnit cas sna-
hami o jeho rychlé a presné obecné Tesent, ale radeji se soustredime na resent

303
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priblizna ¢i cdstecnd. (Tj. ta, kterda uspokojivé odpovi alespori v nékterych,
dokonce nékdy v mnoha, praktickych pfipadech.)

Nasim cilem je jednak ukazat ¢tenafi, kolik je vsude kolem snadno popsanych
NP-tplnych tloh, za druhé jej nauc¢it odvozovat polynomidlni pfevody, kte-
rymi se NP-tézkost tloh zdtvodnuje. Tim by se mél ¢tenar naucit i spravné
odhadovat, zda nové tlohy, se kterymi se v programéatorské praxi setka, jsou
efektivné fesitelné nebo beznadéjné tézké.

18.1 Splnitelnost booleovskych formuli

Mimo problému SAT je NP-tplnda i jeho nasledujici omezena verze, ktera se
nam bude mnohem lépe hodit k dalsim prevodim.

NAzEv: 3-SAT (splnitelnost logickych formuli ve spec. verzi)

Vstup: Logickd formule ¢ v konjunktivnim norméalnim tvaru takova, ze
kazda klauzule obsahuje nejvyse 3 literaly.

OTAzKA: Existuje logické ohodnoceni proménnych ¢ tak, aby vysledna
hodnota ¢ byla T (pravda)?

Véta 18.1
Problém 3-SAT je NP-tiplny.

Diikaz: UkaZeme polynomidlni pfevod problému SAT na problém 3-SAT.
Predpokladejme formuli ¢ v KNF, kterd je vstupem problému SAT. Kazdou
klauzuli C; = (0;1 V lia V ...V yyy,) 8 m; Vice neZ tfemi literaly nahradime
novou proménnou y; a dvojici klauzuli

Yi = (611 \/&2 V yz) A (&3 V... \/&mi V —|yi) .

Je zfejmé, Ze nové vytvorena formule je splnitelna pravé tehdy, kdyz ptvodni
formule je splnitelnd. Navic maji nové klauzule jen 3 a m; — 1 literalt.

Popsanou nahradu ve ¢’ provadime opakované, dokud nemaji vsechny klau-
zule nejvyse 3 literdly. Vstup ¢’ problému SAT takto prevedeme v linedrnim
poctu krokt na ekvivalentni vstup ¢ problému 3-SAT. Podle Lemmatu 17.9
je proto i problém 3-SAT NP-uplny. U
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CVICEN] 18.1: Vratme se k poznamce, jak dtlezitou roli v popisu problému

splnitelnosti SAT hraje pfedpoklad, ze formule ¢ je v konjunktivnim nor-
malnim tvaru. Vezméme si, Ze by ¢’ byla zapsana tak, Ze konjunkce by byly
uvnitt zavorek a disjunkce vné zavorek (naopak nez zde). S jakou ¢asovou
slozitosti vzhledem k délce formule byste pak rozhodli, zda ¢’ je splnitelna?

CVICENI 18.2*: Jisté vite, Ze mezi konjunkci a disjunkci lze ,roznasobit®
jako u béznych ¢isel: a A (bV ¢) = (a A b) V (a A ¢). Podivejte se na FeSeni
Cviceni 18.1 — pokud ve formuli ¢ takto ,roznasobime“ vSechny disjunkce
v zévorkach, dostaneme formuli ¢’ = ¢ pravé ve tvaru Ulohy 18.1. Pro¢ tedy
nelze takto efektivné resit SAT ,roznasobenim*?

18.2 Grafové problémy

Teorie graft nam dava nepfeberné mnozstvi snadno popsatelnych, ale ob-
tizné Fesitelnych problému. (Vzpominate na nékteré z vyuky diskrétni mate-
matiky?) Mnohé z nich pfimo jsou NP-tiplné a my si jich nékolik ukézeme.

Véta 18.2
Problém 3-CG je NP-tplny.

Diikaz (ndznak): UkéZeme si polynomidlni pfevod z problému 3-SAT. Sestro-
jime graf GG pro danou formuli . Je konstrukce je naznacena na Obrazku 18.1
Zakladem grafu je trojuhelnik, jehoz vrcholy ozna¢ime X, T, F' (pfitom barvy
ptitazené vrcholim 7', F' budou reprezentovat logické hodnoty). Kazdé pro-
ménné x; ve @ priradime dvojici vrcholt spojenych s X. Kazdé klauzuli ve
¢ pritadime podgraf na 6 vrcholech (z nichz tii jsou spojené s T), jako na
obrazku. Nakonec volné ,pilhrany“ z obrazku pospojujeme dle toho, jaké
literaly vystupuji v klauzulich.

Naptiklad prvni ptlhrana naznacené klauzule na obrazku je napojena na
ptlhranu znacenou z; vlevo, druha pilhrana na pulhranu znacenou —x;
vlevo, atd. Pokud v klauzuli chybi tteti literal, je jeho piilhrana napojena
primo na F' vpravo.

Pak G mé 3-obarveni pravé kdyz je ¢ splnitelna, jak si lze ovétit na obrazku.
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Obrazek 18.1: Konstrukce v ditkazu NP-obtiznosti problému 3-CG

Tim jsme sestrojili polynomialni pievod formule ¢ z problému 3-SAT na graf
G v problému 3-obarveni. NP-tiplnost nyni vyplyva z Lemmat 17.9 a 18.1.
O

Véta 18.3
Problém barveni grafu k-barvami (k-CG) je NP-tuiplny pro libovolné fixni
k> 3.

Dikaz: Nejprve musime zdtvodnit, Ze problém patii do t¥idy NP. To je
snadné, nebot napovédou nam je ono obarveni grafu G pomoci k barev.
Napoveédéné obarveni snadno zkontrolujeme v poc¢tu kroktt imérném poctu
hran grafu G, tedy polynomialné v poc¢tu vrcholt bez ohledu na hodnotu k.

Na druhou stranu uz vime z Véty 18.2, ze 3-obarveni grafu je NP-tuplné. Staci
nam tedy nalézt polynomidlni pfevod z problému 3-obarveni na problém k-
obarveni grafu. Predpokladejme tedy, ze k > 3 a Ze je dan graf GG, o kterém
se ptame, zda jej lze obarvit 3 barvami. My sestrojime graf G’ pfidanim k — 3
novych vrcholid ke grafu GG spojenych kazdy se vSemi ostatnimi vrcholy. Pro¢
to délame?

To je zfejmé, v grafu G’ v8echny nové pridané vrcholy musi mit riznych barvu
od v8ech ostatnich, takze pokud ptivodni graf G Sel obarvit 3 barvami, ptjde
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tak i graf G’ obarvit k& barvami. Naopak pokud G’ je obarven k barvami,
vSechny barvy novych k£ — 3 vrchold jsou jiné a rtizné od barev vsech pivod-
nich vrchold, takZze na puvodni vrcholy G ndm zbudou jen k — (k — 3) = 3
rizné barvy, coz je pfesné problém 3-obarveni na G. (Neboli 3-obarveni G
jednoznacné odpovidaji k-obarvenim G’.) Konstrukce je schématicky znazor-
néna na Obrazku 18.2.

Obrazek 18.2: Konstrukce pro barveni k-barvami

Vidime tedy, ze jsme nasli polynomialni pfevod ze 3-obarveni grafu G na
k-obarveni grafu G’, a proto je problém k-obarveni NP-tézky. Celkem dostéa-
vame, ze k-obarveni je NP-uplné. O

Kromé barevnosti grafu je NP-tiplnych mnoho problému ptajicich se na vy-
béry vrcholt v grafu s jistymi vlastnostmi.

Nezavisla mnozina je takova podmnozina vrcholu grafu, kde zadné dva vr-
choly patrici do této mnoziny nejsou spojeny hranou.

Problém nezavislé mnoziny (IS) je definovan takto:

NAzEv: IS (problém nezdvislé mnoZiny)
Vstup: Graf G a pfirozené ¢islo k.

OTAZKA: Lze v G najit nezavislou podmnozinu velikosti (aspon) k7

Véta 18.4
Problém IS je NP-iplny.
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Diukaz: UkédZeme polynomidlni pfevod z problému 3-CG. Necht H je graf
na n vrcholech, ktery mame za tikol obarvit tfemi barvami. Polozime k = n
a graf G sestrojime ze tii disjunktnich kopii grafu H tak, ze vzdy tfi kopie
kazdého jednoho vrcholu v € V(H) spojime hranami do trojihelniku 7;, v G,
viz Obrazek 18.3.

Obrazek 18.3: Konstrukce v ditkaze NP-obtiznosti problému IS

Pokud ¢ : V(H) — {1,2,3} je obarveni H tfemi barvami, v grafu G lze
vybrat k = n nezavislych vrcholi tak, ze pro kazdy v € V(H) vezmeme c¢(v)-
tou kopii vrcholu v v grafu G. (Nakreslete si v obrazku!) Naopak pokud I je
nezavisla mnozina v grafu G o velikosti £ = n, pak z kazdého trojihelniku
T,, v € V(H) néalezi do I pravé jeden vrchol. Podle toho jiz ur¢ime jednu ze
tfi barev pro vrchol v v H. O

Vrcholové pokryti grafu je podmnozina vrchold grafu takova, ze pro kazdou
hranu v daném grafu plati, ze alespon jeden jeji koncovy vrchol patii do této
podmnoziny. Problém vrcholového pokryti (vertex-cover — VC) je definovan
nasledovné:

NAzev: VC (problém vrcholového pokryti)
Vstup: Neorientovany graf GG a ¢islo k.
OTAzZKA: Existuje vrcholové pokryti grafu G velikosti k



18.2  Grafové problémy 309

Véta 18.5
Problém VC' je NP-iiplny.

Diikaz: Ukazte podrobné, jak problém nezavislé mnoziny (IS) polynomialné
pfevede na problém vrcholového pokryti (VC).

Nejprve si ujasnéme, co je vstupem a vystupem kterého problému. Pro ne-
zavislou mnozinu je vstupem dvojice G, k, kde GG je graf a k prirozené ¢islo.
Pro vrcholové pokryti je obdobné vstupem dvojice G, m. (V pfipadé nezavislé
mnoziny se prirozené snazime dostat co nejvétsi vyhovujici k, kdezto u vr-
cholového pokryti co nejmensi m.) V obou pfipadech se jedné o rozhodovaci
problémy, takze odpovédi je ANO/NE.

Vsimnéme si nasledujictho jednoduchého faktu: Pokud I C V(G) je nezavisla
mnozina v grafu GG, pak zddna hrana G nema oba konce v I. To ale znamen4,
ze doplnék mnoziny J = V(G) — I se dotyka vSech hran grafu G, a tudiz J
je vrcholovym pokrytim. Pokud |I| = k, pak |J| = |V(G)| — k = m. Naopak
doplitkkem vrcholového pokryti J je ze stejného divodu nezavisla mnozina
I =V(G) — J. Piiklad je na nasledujicim obrazku. (Zakreslete si to také do
nékterého vlastniho grafu.)

® ®

C ®

Nazavisla mnozina Vrcholové pokryti

Obrazek 18.4: Vztah mezi nezavislou mnozinou a vrcholovym pokrytim

Takze staci vstup G, k problému nezavislé mnoziny prevést na vstup G, m,
m = |V(G)| — k problému vrcholového pokryti, ze kterého uz ziskame spréav-
nou odpovéd i na ptvodni problém. Tento prevod dokonce spocitame v kon-

.....

mavosti — pii nasem pievodu se viibec nezménil graf GG, jen ¢islo k na m, ale to
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vvvvvv

ptipadech v8ak dochdzi ke zméné celého vstupu, véetné grafu.) 0

Podmnozina vrcholi grafu je dominujici mnoZinou, jestlize kazdy vrchol
grafu, ktery do ni nepatii, je spojen hranou s alespon jednim vrcholem, ktery
do ni patfi.

Problém dominujici mnoziny (DOM) je definovan nasledovné:

NAzEvV: DOM (problém dominujici mnoziny)
VsTup: Neorientovany graf G a ¢islo k.

OTAzKA: Existuje dominujici mnozina grafu G obsahujici pravé k vrcholu?

Véta 18.6
Problém DOM je NP-tuplny.

Diikaz: Ukazeme pifevod problému vrcholového pokryti (VC) na problém
dominujici mnoziny (DOM).

Vsimnéte si, ze definice dominujici mnoziny a vrcholovému pokryti jsou velmi
podobné. Vpodstaté staci ke kazdé hrané daného grafu G (ve kterém hle-
ddme vrcholové pokryti) pfifadit né&jaky novy vrchol, ktery bude tfeba po
prevodu dominovat. Abychom se vyhnuli patologickym ptipadiim, predpo-
kladame souvislé grafy s vice nez jednim vrcholem.

Zacneme jednoduchou ukazkou, jak tfeba dominujici mnozina miize vypadat,

viz Obrézek 18.5.

C

Obrazek 18.5: Piiklad dominujici mnoziny
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(Dokézete odpovédét, pro¢ graf z obrazku nema dominujici mnozinu veli-
kosti 27)

Nyni pfejdeme k popisu naznaceného prevodu ze vstupu G, m problému vr-
cholového pokryti na vstup H,m’' problému dominujici mnoZiny.

® ® — —=(1

C — -

Obrazek 18.6: Prevod problému VC na problém DOM

Graf H vytvofime z grafu G pfidanim, pro kazdou hranu e € E(G), nového
vrcholu v, spojeného hranami do obou koncovych vrcholi hrany e. (Tak
se vlastné z kazdé hrany stane trojuhelnik s tfetim novym vrcholem, viz
Obrézek 18.6.) Ciselny parametr m’ = m zfistane tentokrat nezménén.

Abychom zdtvodnili, Ze se skutecné jedna o prevod problémi, musime do-
kazat implikace v obou smérech: Ze vrcholové pokryti C' C V(G) je zéroveii
dominujici mnozinou v novém grafu H a Ze dominujici mnozina D C V(H)
vytvari i stejné velké vrcholové pokryti v ptivodnim grafu G. Prvni ¢ast je
snadné, podle definice vrcholového pokryti kazda hrana e grafu G mé néktery
konec u v mnoziné C, takze jak druhy konec hrany e, tak i nové pridany vr-
chol v, v grafu H jsou dominovany z vrcholu v € C. Navic z predpokladu
souvislosti G plyne, Zze zadné dalsi izolované vrcholy v H nejsou, takze C' je
zaroven dominujici mnozinou v H.

Naopak vezméme dominujici mnozinu D C V(H) v novém grafu H. (Pozor,
nelze hned f¥ici, ze by D byla vrcholovym pokrytim v G, nebot D muze
obsahovat pfidané vrcholy, které v G nebyly.) Definujeme novou mnozinu
D" C V(G) takto: Pokud w € D N V(G), pak w € D'. Jinak pro w € D,
kde w = v, byl pfidan pro hranu e € E(G), ddme do D’ libovolny z konci
hrany e. Potom |D’| < |D|a D’ je vrcholovym pokrytim v piivodnim grafu G,
nebot pro kazdou hrany e € E(G) je pfidany vrchol v, € V(H) dominovan
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v grafu H mnoZinou D, a tudiZ hrana e bude mit néktery konec v D’.

Dokazali jsme tedy, Ze se jedna o prevod problému, a zbyva zdtvodnit, ze
tento prevod je spocitan v polynomialnim c¢ase. Pokud G méa n vrcholl, méa
nejvyse O(n?) hran, a proto novy graf H ma velikost O(n?) a v takovém Case
jsme snadno schopni jej sestrojit. Je to polynom v n. U

Dalsi pfedvedené problémy se tykaji prochazeni grafem (pokud mozno) bez
opakovani vrchol.

Hamiltonovsky cyklus je orientovany cyklus prochéazeji kazdym vrcholem
grafu pravé jednou. Hamiltonovska kruznice je neorientovany cyklus pro-
chéazeji kazdym vrcholem préavé jednou.

NAzev: HC (Hamiltonovsky cyklus)
VsTuP: Orientovany graf G.

OTAZKA: Lze v G najit orientovanou kruznici (cyklus) prochazejici vSemi
vrcholy?

Véta 18.7
Problém HC je NP-uplny.

Diikaz (ndznak): Tento pievod je docela obtizny. Pfevadi se problém vr-
cholového pokryti grafu G tak, ze vrcholy i hrany v G se nahrazuji speci-
alnimi malymi orientovanymi podgrafy, které zaruc¢i nasledovné: Je pridano
k dodatecnych vrchold umoznujicich ,,preskocit® do libovolného vrcholového
podgrafu (to budou ony vrcholy v pokryti v GG), z kazdého vSak 1ze skocit jen
jednou podle definice Hamiltonovského cyklu. Pokud pfeskoci kruznice do vr-
cholového podgrafu, mtze dale projit i vSechny pripojené hranové podgrafy
(tim se vSechny pfipojené hrany G ,,pokryji“) a ,,pfesko¢it zase jinam. Takto
Hamiltonovsky cyklus v novém grafu presné odpovida vrcholovému pokryti
velikosti < k v ptuvodnim grafu G. OJ

NAzev: HK (Hamiltonovskd kruznice)
Vstup: Graf G.

OTAZKA: Lze v GG najit kruznici prochézejici vSemi vrcholy?
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Obrazek 18.7: Pfevod problému HC na problém HK

Véta 18.8
Problém HK je NP-tiplny.

Diikaz: Pouzijeme snadny prevod z predchoziho problému HC. Kazdy vrchol
v orientovaného grafu H nahradime tfemi vrcholy tvoricimi cestu P, délky 2
v grafu G, jak je naznaceno na Obrazku 18.7. Orientované hrany grafu H pfi-
chazejici do v pak ptrivedeme do prvniho vrcholu cesty P,, hrany odchéazejici
z v naopak vedeme z posledniho vrcholu cesty P,. O

Hamiltonovska cesta v grafu je cesta prochazejici kazdym vrcholem grafu
pravé jednou.

Véta 18.9
Problém zjisténi existence Hamiltonovské cesty v daném grafu je NP-tiplny.

Dikaz: Jiz vime z Véty 18.8, zjisténi existence Hamiltonovské kruznice je
NP-tplné. Problém Hamiltonovské cesty taktéz nalezi do NP, snadnou napo-
védou existence je ukazat onu Hamiltonovskou cestu. Pro diitkaz NP-tiplnosti
vyuzijeme polynomialni prevod Hamiltonovské kruznice na Hamiltonovskou
cestu.

Néazorné feceno, potiebujeme pievést dany graf G na jiny graf H tak, ze Ha-
miltonovska kruznice v GG se stane Hamiltonovskou cestou v H a naopak. Na
prvni pohled by se toto zdélo jako snadny cil — piece z kazdé Hamiltonovské
kruznice udélame cestu odebranim hrany ¢i vrcholu. Velky problém je vsak
v onom slivku ,naopak®, my také musime zajistit, ze kazd4d Hamiltonovska
cesta v H vytvoii Hamiltonovskou kruznici v G'! Proto néjakym zptisobem
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musime fixovat pocatek a konec Hamiltonovské cesty v H tak, aby se daly
spojit do kruznice v G.

Jednou z moznosti je vybrat jakykoliv vrchol v v G, ,zdvojit* jej (tj. pridat
dalsi vrchol se stejnymi sousedy jako v) a navic ke kazdé v’ ze zdvojenych
kopii v pfidat novou hranu vedouci do nového vrcholu w' stupné 1. Tyto
ptidané vrcholy w!, w? pak nutné musi byt konci Hamiltonovské cesty, pokud
ona existuje (jinak se do vrcholt stupné 1 ptece dostat ned4).

Obrazek 18.8: Konstrukce v ditkazu NP-obtiznosti problém Hamiltonovské
cesty

Konstrukce je naznacena na Obrazku 18.8. 0

NAzeEv: TSP (problém obchodniho cestujiciho)

VsTup: Souvisly graf G s nezdpornym ohodnocenim hran (,,délkou”) a
¢islo r.

OTAZKA: Lze v G najit uzavieny sled prochézejici vSemi vrcholy a majici
soucet délek hran (véetné opakovanych) nejvyse roven r?

Véta 18.10
Problém TSP je NP-iiplny.

Diikaz: Pouzijeme snadny prevod z predchoziho problému HK. Kazdou hranu
ohodnotime délkou 1 a polozime r = n, kde n je pocet vrcholi naseho grafu.
Pak uzavieny sled délky n se nesmi opakovat v zadném vrcholu ani hrane,
aby prosel vSemi vrcholy, a proto musi byt kruznici. 0
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18.3 Aritmetické problémy

Také mnohé aritmetické problémy se daji jen velmi obtizné feSit. (Vzpo-
menme si, ze délka vstupu obvyklych ciselnjch problémt se méfi poctem
bitt potiebnych k zapisu vstupnich ¢isel, kterd tak mohou byt obrovska.)

NAzeEv: PART (problém loupeznika ¢i batohu)
VSTUP: Mnozina M pfirozenych cisel.

OTAZKA: Lze rozlozit M na dvé podmnoziny M = M; UMy, M; N M, = ()
tak, aby soucet ¢isel v M; byl rovny souctu v My?

Véta 18.11
Problém PART je NP-iplny.

Diikaz (ndznak): Problém ziejmé patii do t¥idy NP, vhodnou napovédou je
hledané rozlozeni na dvé podmnoziny, piicemz jejich soucty lze snadno porov-
nat. Naopak existuje polynomialni prevod z problému 3-SAT, ktery modeluje
jednotlivé proménné a klauzule pomoci oddélenych tisekti bit v zapise dlou-
hych binarnich ¢isel.

Kazda proménna formule ¢ ma dvé ¢isla, ktera musi patfit do riiznych c¢asti,
jejich prehozeni méni logickou hodnotu proménné. Klauzulim pak odpovidaji
jen spolecné useky v bitovych zapisech cisel, kde bity 1 indikuji vyskyty
proménnych jako literald.

1 C2
T 1000 ... 0001 0000
-y 1000 ... 0000 0001
Ty : 0100 ... 0000 0001
Ly 0100 ... 0001 0000
F 0000 0000 0001 0001 0001

* X 2 adj : 0000 0000 0001 = *

Navic je pfidano jedno specialni ¢islo F' s bity 1 na mistech vSech klauzuli
nasi formule, které pak v rozdéleni na dvé podmnoziny oznacuje tu ¢ast odpo-
vidajici logické hodnoté False proménnych (tj. literali1). Pro kazdou klauzuli
jsou nakonec pfidéna dvé ,upravova“ ¢isla schematicky zaznadend adj (jen
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jedno adj pro klauzule se dvéma literaly), kterd maji obé hodnotu bitu 1
jediné na misté jeho klauzule.

Promyslete si sami, pro¢ rozdéleni na dveé ¢asti se stejnym souctem nutné zna-
mend rozdéleni hodnot proménnych dané formule, pii kterém kazda klauzule
ma alespon jeden pravdivy literal. O

NAzeEv: ILP (celociselné linedrni programovdni)
VsTup: Matice A a vektor b urcujici soustavu linearnich nerovnic s pro-

ménnymi z; (ve vektorovém zapise)

A-z2<b.

OTAzZKA: Existuje vektor z € {0,1}*, tj. ohodnoceni proménnych z; €
{0, 1} takové, Ze soustava nerovnic A -z < b je splnéna?

Véta 18.12
Problém ILP je NP-tuiplny.

Diikaz: Problém opét patii do NP. Vezméme mnozinu M = {mq, ms, ..., my}
prirozenych ¢isel, kterd je vstupem problému ,loupeznika“. Necht m = m; +
mo + ...+ my je celkovy soucet. Sestavime soustavu dvou nerovnic:

miz1 + Mmezo + ...+ mpzp < m/2

m1(1—21)+m2(1—Z2)+...+mk(1—zk) §m/2

Hodnota z; = 1 nam tika, zZe ¢islo m; ddme do prvni mnoziny hledaného
rozkladu, kdezto 1 — z; = 1 znamend, ze m; ddme do druhé mnoziny. Proto
platné feseni vySe uvedené soustavy poskytne rozdéleni ¢isel z M na dvé
podmnoziny tak, ze v zadné neni vice nez polovina celkového souctu. To
znamena, ze Cisla z M jsou rozdélena ,presné napil“. Problém loupeznika
jsme timto prevedli na problém IP. O

18.4 Cviceni

Otazky:



18.4 Cviceni 317

OTAZKA 18.3: Vsimnéte si, jak podobny a zaroven odli$ny od problému Ha-
miltonovské kruznice je problém uzavieného Eulerovského tahu. (Eulerovsky
tah prochézi kazdou hranou grafu pravé jednou, Hamiltonovska kruznice kaz-
dym vrcholem.) Tak jak slozité je zjistit existenci Eulerovského tahu?

OTAZKA 18.4: Hamiltonovskéd kruznice v grafu muze a nemusi existovat.
Kde ale lezi problém u obchodniho cestujiciho (T'SP)? Ten se podle zadani
muze preci vracet do vrchold i hran, takze v souvislém grafu vzdy projde
vSechny vrcholy.

OTAzKA 18.5: Jak je dtlezity predpoklad celociselnosti vektoru z v Pro-
blému 18.127

CVICENI 18.6: Zdtvodnéte, pro¢ je nasledujici problém (,orientovana do-
minujici mnozina“) NP-tplny: Vstupem je orientovany graf G a pfirozené
Cislo k. Lze v grafu G najit podmnozinu D C V(G) s nejvyse k vrcholy ta-
kovou, ze kazdy vrchol w grafu G néalezi do D nebo do w vede orientovana
hrana (Sipka) z nékterého vrcholu v D?

Ndvod: Pouzijte tfeba polynomidlni pfevod z problému vrcholového pokryti.

CvVICENT 18.7: Pro jaké k je NP-tplny problém zjistit, zda v daném grafu
existuje nezavisld mnozina velikosti £? (Nezavisld mnozina je takova pod-
mnozina vrchola grafu, z niz zadné dva jeji vrcholy nejsou spojené hranou.)
Je tento problém NP-tplny pro fixni k£ nebo pro proménné hodnoty k7

CVICENI 18.8: Ukazte, ze také nésledujici problém tzv. ,kubické kostry“ je
NP-tplny: Vstupem je jednoduchy souvisly neorientovany graf G. Otazkou
je, zde lze v grafu G najit takovou kostru, jejiz vsechny vrcholy jsou stupné
nejvyse 37 (Stupné se samoziejmé mysli v té kostie, ne v G.)

Jedné se vlastné o obdobu Hamiltonovské cesty, ktera je kostrou, jejiz vSechny
vrcholy jsou stupné nejvyse 2.

Ndvod: Pouzijte (tfeba) pfevod z problému Hamiltonovské cesty.

CVICENI 18.9*: Ukazte, pro¢ je nasledujici problém NP-tplny: Vstupem je
jednoduchy neorientovany graf GG. Ptame se, zda lze v grafu G najit uzavieny
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tah prochézejici vSemi vrcholy takovy, Ze nejvysSe jednou projdeme znovu
vrcholem, kterym jsme jiz prosli diive?

Pro osvétleni — u Hamiltonovské kruznice jde o uzavieny tah, ktery zadny
vrchol nezopakuje, kdezto v nasem pfipadé je dovoleno tahem zopakovat
nejvyse jednou jeden vrchol.

Ndvod: Pouzijte (tfeba) pfevod z problému Hamiltonovské kruznice.

CvVICENT 18.10: Sice uz vime, ze jak Hamiltonovska kruznice, tak i Hamil-
tonovska cesta jsou NP-uplné, ale zkuste cviéné najit polynomialni pievod
Hamiltonovské cesty na Hamiltonovskou kruznici (naopak nez ve Vété 18.9).

CVICENT 18.11: Pro¢ je NP-uplny problém MIP — smiSené celociselné op-
timalizace, ktery je definovany obdobné jako IP 18.12; ale nékteré vybrané
proménné mohou nabyvat libovolnych realnych hodnot?



Kapitola 19

Dalsi tridy slozitosti
(Cela kapitola patfi do pokrodilé ¢asti)

Cile kapitoly:

e Seznameni se s tfidou PSPACE a PSPACE-uplnymi problémy.

e Pochopeni pojmu dokazatelné nezvladnutelny problém.

19.1 Trida PSPACE

Pfedmétem naseho prvoradého zajmu je Casova slozitost algoritmi a pro-
blémt. Uz v pripadé konkrétnich algoritmt a problémt ovSem mtze mit
dobry smysl zkoumat také prostorovou (tj. pamétovou) slozitost a specialné
vztah ¢asové a prostorové slozitosti (dany algoritmus muze jit napi. zrychlit
jen za cenu zvySeni pamétové naro¢nosti a naopak).

Strukturalni slozitost samoziejmé zkouma i tiidy problémi vymezené pro-
storovou slozitosti. Ctenaf si jisté snadno doplni definice t¥id PSPACE a
NPSPACE a vsimne si zfejmé inkluze PSPACE C NPSPACE. Pro tyto tfidy
se ovSem vi, Ze plati i inkluze obracend (a je tedy PSPACE = NPSPACE); to
ihned plyne z nésledujici véty (jen poznamenejme, Ze véta plati obecnéji—pro
nase ucely vSak postacuje uvedené znéni):

319
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Véta 19.1 (Savitch, 1970)

Je-1i problém P rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem s pro-
storovou slozitosti O(n*), pak je také rozhodovan deterministickym Turingo-
vym strojem s prostorovou sloZitosti O(n?*).

Diikaz (ndznak): Necht problém P je rozhodovan nedeterministickym Turin-
govym strojem M, s prostorovou sloZitosti nejvyse ¢;n”* (pro ngjaké konstanty
1, k). VSimnéme si, Ze pro vstup w velikosti n mize stroj M; vydat odpovéd
ANO prave tehdy, kdyz existuje posloupnost konfiguraci Cy, Cy, Csy, ..., C,,
popisujici piislusny vypocet; velikost kazdé konfigurace je nejvyse rovna c;n*.
Takovych konfiguraci je ovSem nejvyse cen® pro vhodné zvolené ¢ (jako ¢ lze
zvolit soucet poctu symbolit abecedy a poctu stavi stroje M;). JelikoZ je
zbytecné, aby se v uvedené posloupnosti konfiguraci néjaka konfigurace opa-

N v . k
kovala, staci uvazovat jen m < c“™.

Mélo by ted byt jasné, jak lze M; simulovat deterministickym Turingovym
strojem M, s prostorem cyn” - cen® (ten prosté zkousi systematicky vSechny
moznosti a pro kazdou z nich zjistuje, zda se jedna o zéapis hledané posloup-

nosti C(), Cl, Cg, ceey Cm)

Toto ovSem nestaci, nebot prostor pouzivany strojem M, je exponencialni.
Zakladni idea uSetfeni prostoru spociva v tom, ze kol ovétreni, zda z konfi-
gurace C' lze dosdhnout konfiguraci C’ za 2¢ kroki se d4 fesit systematickym
generovanim (,,prostfednich“) konfiguraci C” a ovéfovanim, zda z C' lze do-
sahnout C” za 27! krokti a z C” lze dosdhnout €’ za 27! krokti. K ovéfeni
zminénych dvou podukoli je ovSem mozné pouzit tentyz prostor! Uplatnime-
li tuto myslenku rekurzivné, neni tézké vyvodit, ze celkovy potfebny prostor
bude u upraveného M, nejvyse c;n* - con® pro vhodnou konstantu c, a tedy
prostorova sloZitost M, je pak O(n?). O

Pf¥ipomenme, ze pro libovolnou funkci f je 7(f(n)) € S(f(n)) (napt. Tu-
ringiiv stroj ocividné navstivi pfi vypoctu nejvyse tolik policek, kolik udéla
krokt). Mél by ted uz byt ziejmy vztah

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

Pres velké usili védecké komunity, nemiizeme dosud vyloucit nejen moznost
PTIME = NPTIME, ale dokonce ani PTIME = PSPACE, byt se tyto moznosti

jevi velmi ,nepravdépodobnymi®.

Podobné jako u NP-tiplnosti, lze definovat tzv. PSPACE-tplné problémy; de-
finici napiseme obecnéji:
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Definice 19.2
O problému P fekneme, ze je C-tézky, kde C je néjaka trida problémd, jestlize
pro kazdy P’ € C plati P’ < P. Je-li navic P € C, fikadme, ze P je C-uplny.

Znamym piikladem PSPACE-uplného problému je problém

NAzEv: QBF (problém pravdivosti kvantifikovangch booleovskijch formul)

Vstup: formule (3z1)(Vra)(3xs) (Vey) . . . (3ran—1) (Von) F (21, T2, . . ., Ton),
kde F(z1,xa,...,22,) je booleovskd formule v konjunktivni nor-
mélni formeé.

OTAZKA: je dand formule pravdiva?

Pozndmka: Problém QBF je nékdy oznacCovan i zkratkou Q-SAT pro zdu-
raznéni vztahu k problému SAT.

Kontrolni otdzka: Proc¢ neni prirozené mluvit o splnitelnosti u plné kvanti-
fikovanych formuli?

Vime, ze SAT je pouzivan jako ,,vychozi“ NP-tuplny problém (Cookova véta);
podobné QBF slouzi obvykle jako ,vychozi“ PSPACE-uplny problém.

CVICENI 19.1**: Nadrtnéte algoritmus, ktery fesi problém QBF a ma pro-
storovou slozitost omezenou polynomem.
Ndvod. Rekneme, ze formule F(zy1, s, ..., Zs,) je OK pro posloupnost boo-
leovskych hodnot by, by, ..., b;, kde 0 <17 < 2n, jestlize

bud i = 2n a F(by, by, ..., bay,) = true,

nebo i < 2n, i je liché a F je OK jak pro by, b, ..., b;, true, tak pro
bi,ba, ..., b;, false,

nebo i < 2n, ¢ je sudé a F je OK pro aspon jednu z posloupnosti
bl,bg, .. .,bi,true a bl,bg, .. .,bi,false.

Ovérte nejprve, ze formule

(Fzq) (Vo) (Fzs) (Vay) . .. (Fxan—1) (Ve F (21, 22, . . ., Top)

je pravdiva pravé tehdy, kdyz F je OK pro prazdnou posloupnost.
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Uvedeny névod tedy ukazuje rekurzivni postup, ktery pifimocare vede ke
kyzenému algoritmu.

Polynomem jakého stupné jste schopni omezit prostorovou slozitost vaseho
algoritmu?

CVICENT 19.2**: Pro prokazani PSPACE-tuplnosti problému QBF je rovnéz
nutno ukazat, ze kazdy problém z PSPACE je polynomialné pfeveditelny na
QBF. My to podrobné délat nebudeme, vsimneme si jen jednoho dilezitého
obratu v dikazu.

Pfipomenme si z dikazu Cookovy véty, ze je vcelku snadné k Turingovu
stroji M s polynomidalni prostorovou slozitosti (v Cookové vété slo primarné
o Casovou slozZitost, ale to v této chvili nehraje roli) zavést pro dany vstup,
resp. danou délku vstupu n, systém C' (booleovskych) proménnych, jejichz
hodnoty popisuji konkrétni konfiguraci stroje M; proménnych je v systému C'
polynomialné mnoho vzhledem k n a jsou schopny popsat jakoukoli konfigu-
raci dosazitelnou pii vypoctu nad vstupem délky n.

Rovnéz je snadné sestrojit formuli go(C,C"), kterd je splnéna pravé tehdy,
kdyz systémy C, C’ popisuji dvé konfigurace, u nichz lze z prvni nejvys jednim
krokem vypoctu (stroje M) piejit do druhé.

Vsimnéme si nyni, ze obecnéjsi formuli gi(C,C"), kterd je splnéna pravé
tehdy, kdyz systémy C', C"’ popisuji dvé konfigurace, u nichz lze z prvni nej-
vyse po 2F krocich vypoctu (stroje M) piejit do druhé, miiZeme sestrojit
rekurzivné takto:

gk11(C,C") <= 3D : gx(C, D) A gx(D, ")

(D a E, E" déle jsou pomocné sytémy proménnych popisujicich konfigurace.)
Zdtvodnéte, pro¢ pro nase ucely bude (vyrazné) uZite¢néjsi nasledujici re-
kurzivni definice:

gk11(C,C") <= IDVEVE' : ((E=CAE' =D)V(E=DAE =(C")) =
gk(E ) ) /)

(Népovéda. Jde o velikost formuli gy.)

Po promysleni diikazu Savitchovy véty zkuste domyslet zbylé kroky dikazu
PSPACE-tplnosti problému QBF.
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PSPACE-uplné problémy se ¢asto daji preformulovat tak, ze se de facto ptaji
na existenci vitézné strategie pti hie s oponentem.

Napf. u instance (3zy) (Vo) (Fxs) (Vay) . . . (Fren—1) (Vo) F (21, 22, . . ., Tay,) Pro-
blému Q-SAT si lze predstavit, Ze prvni hra¢ (H1) zvoli hodnotu proménné
x1, H2 (oponent) pak voli hodnotu x5, H1 voli 3, H2 x4, atd.; kdyZ po volbé
hodnot pro vSechny proménné plati F(xy,xa,...,xe,) = true, vyhral H1,
jinak vyhral H2.

Je ziejmé, ze formule (1) (V) (3xs) (Vey) . . . (Fran—1)(Vae, ) F (21, T2, . . ., Top)
je pravdiva pravé tehdy, ma-li v uvedené hie H1 vitéznou strategii.

CVICENTI 19.3*: Prokazte, Ze existence vitézné strategie pro H1 v nasledujici
hie je PSPACE-tuplny problém.

,Hraci deskou” je orientovany graf GG; na jistém vychozim vrcholu lezi ,hraci
kamen“. H1 a H2 se stfidaji v tazich; tahem je zde posun kamene po nékteré
(orientované) hrané do vrcholu, na némz jesté kdmen nelezel. Hrac, ktery
nemuze provést takovy tah, prohrava.

Ndavod. Prislusnost k PSPACE se ukaze podobné jako u Q-SAT. PSPACE-
obtiznost lze prokazat prevodem Q-SAT na zkoumany problém. Napt. lze
postupovat takto: K formuli (3xq)(Vae)(3xs)(Vay) ... (3xen—1)(Vra,) : C1 A
Co N ...\ Cp, kde kazdd C; (i = 1,2,...,m) je disjunkce nékolika lite-

rala, tedy prvkt mnoziny {zy, -xq, o, "Ta, ..., Toy, "oy, ; sestrojime graf
s vrcholy x1, 29, ..., Xon, 2%, X2, ..., XTop, UL, U, ..., Up, V1, V2, ..., Uy,
C1,Cy, ..., Cy a hranami (ug, z;), (u;,—x;), (z5,v;), (—x,v;) pro v8. i =

1,2,...,2n, déle (v;,u;4+1) pro vs. i = 1,2,...,2n—1, a dale (vq,, C;) pro
vs. 7 = 1,2,...,m. Vysvétlete, jaké dalsi hrany je nutno doplnit, aby kon-
strukce plnila zadany tcel.

Vyse uvedeny problém slouzi mimo jiné k urc¢itému prokazani obtiznosti des-
kovych her jako GO, Sachy apod. (na n-rozmérnych ,Sachovnicich®). Ale to
zde nebudeme rozebirat.

Ne vsechny PSPACE-uplné problémy maji onu pfirozenou interpretaci ve hie
dvou hrac¢u. Dulezitym PSPACE-tplnym problémem je napi. ekvivalence ne-
deterministickych automati (¢ regularnich vyrazt). Jing PSPACE-tplny pro-
blém je popsén v dalsim piikladu (jeho PSPACE-obtiZnost zde ale nedokazu-
jeme).
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CVICENI 19.4*: Uvazujme problém, jehoZ instanci je orientovany graf s vy-

branym vrcholem v a dale £ ,,oblazki“. Mtzeme v jakémkoli pofadi provadét
nasledujici elementarni kroky:

e na vrchol z miizeme polozit oblazek, pokud v dany okamzik lezi oblazky
na vsech vrcholech, z nichz vede hrana do =,

e oblazek polozeny na vrchol muzeme odebrat (a znovu pouzit pozdéji).

Otéazkou je, zda existuje posloupnost krokt, pii niz polozime oblazek na za-
dany vrchol v.

Prokazte, ze problém je v PSPACE.

Dale vysvétlete, jak je mozné uvedenou hrou modelovat situaci ptridélovani
paméti pii vypoctu (staci dany pocet registrii k provedeni daného vypoctu ?

).

19.2 Dokazatelné nezvladnutelné problémy

Jestlize prokazeme NP-obtiznost ¢i PSPACE-obtiZznost néjakého problému, fi-
kame, Ze je prakticky nezvlddnutelny (intractable). Je totiz jasné, ze navrhneme-
li algoritmus, ktery fesi (pfesné ten) dany problém, a neobjevime-li pfitom
genialni ,trik“, na ktery dosud nikdo nepfisel, bude mit algoritmus zfejmé
exponencialni (¢ jesté horsi) slozitost. Obecné pouzivat algoritmus (resp. od-
povidajici program) budeme moci jen na velmi mald vstupni data. Teoreticky
ovSem pofad jesté moznost rychlého algoritmu (zaloZzeného na ,genidlnim
triku“) existuje.

Pozndmka: Samoziejme je mozné, ze exponencialni algoritmus ve skutecnosti
chceme pouzit jen na maléd data, anebo ho tfeba pouzivame na data, pti nichz
se neprojevi ona (worst case) exponencialni slozitost. V tomto smyslu prak-
tickd nezvladnutelnost (obecného) problému jesté neznamena, Ze ho v praxi
nemuze pocitacovy program uspésné resit v pro nas zajimavych pfipadech.
(Existuji i jiné moZnosti, jak v praxi uspésné fesit i ,nezvladnutelny* pro-
blém. Zminime se o tom v partiich o aproximacnich a pravdépodobnostnich
algoritmech.)
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Zname ovsem i tzv. dokazatelné nezvlddnutelné problémy (provably intractable
problems), tj. ty, u nichz mame dokdzdno, Ze pro né neexistuji polynomialni
algoritmy. Definujeme-li napt. t¥idy

EXPTIME = | J7(2"),  EXPSPACE = [ JS(2")
k=0

k=0

pak EXPTIME-tézky ¢i EXPSPACE-tézky problém je takovym dokazatelné
nezvladnutelnym problémem.

D4 se totiz ukazat, ze inkluze PTIME C EXPTIME, PSPACE C EXPSPACE
jsou skutecné vlastni (tzn., Ze neplati rovnost). (My to zde ale dokazovat
nebudeme.)

Napf. nasledujici problém je EXPSPACE-tplny:

NAzEV: RE? (ekvivalence reguldrnich vyrazi s mocnénim)

VsTup: dva regularni vyrazy, v nichz je mozné pouzit mocnéni (tzn. je
mozno psat a? misto - ).

OTAZKA: reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk?

Poznamenejme, Ze stejny problém pro standardni regulérni vyrazy (bez moc-
néni) je PSPACE-uplny. (Piipomenime si, zZe slozitost je funkei velikosti vstupu;
mocnéni v regularnich vyrazech umoznuje exponencialné zkratit nékteré vy-
razy bez mocnéni.) Ctenai by si mél byt schopen vyvodit, ze problém ekviva-
lence dvou nedeterministickych konecnych automatt je tedy také PSPACE-
uplny. (Pro deterministické koneéné automaty ovSem samoziejmé zndme po-
lynomialni algoritmus; pripomenime si, ze prechodem od nedeterministického
automatu k deterministickému se obecné nemiizeme vyhnout exponencial-
nimu naristu poctu stavii.)

Existuji samoziejmeé i dokazatelné tézsi (superexponencialni) problémy. Ilu-
strujme je piikladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani prav-
divosti formuli teorie s¢itani).
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NAzev: ThAdd (problém pravdivosti teorie scitdni)

VsTUP: formule jazyka 1. faddu uzivajici jediny ,nelogicky* symbol — ter-
narni (tj. 3-arni) predikdtovy symbol PLUS (PLUS(z,y,z) <
r+y=2z).

OTAZKA: je dand formule pravdivd pro mnozinu N = {0,1,2,...}, kde
PLUS(a,b,c) je interpretovano jako a + b = ¢?

Zde vibec neni zfejmé, Ze existuje algoritmus, ktery dany problém fesi.
Presburger ukézal takovy algoritmus ve 20. létech 20. stoleti (jednim z cili
tzv. Hilbertova programu bylo ukazat podobny algoritmus i s pripusténim
predikatu pro nasobeni — nemoznost feSeni tohoto tkolu ukazal pozdéji Go-
del). Mnohem pozdé&ji bylo ukdzano, Ze kazdy algoritmus, Fesici problém
ThAdd m4 sloZitost minimalné 22",

Presburger ukazal algoritmus vyuzitim tzv. metody eliminace kvantifikatorii.
Vysledky teorie konec¢nych automatti umoznuji podat diikaz nasledujici véty
velice elegantné:

Véta 19.3
Existuje algoritmus rozhodujici problém ThAdd.

Diikaz: (Idea.) Predstavme si t¥istopou pasku, kde v kazdé stopé je fetézec
nul a jednicek, tj. binarni zapis ¢isla. Na pasku samoziejmé mizeme hledét
jako na jednostopou s tim, Ze povolené symboly abecedy jsou usporadané
trojice nul a jednicek. Snadno nahlédneme, ze existuje konecny automat,
ktery prijima pravé ta slova v ,abecedé trojic“, kterd maji tu vlastnost, ze
soucet Cisla v prvni stopé s ¢islem v druhé stopé je roven cislu ve tieti stopé.
Ihned je to jasné pii Cteni odzadu; pak si staci pfipomenout, zZe regularni
jazyky jsou uzavieny na zrcadlovy obraz.

7 dalsich uzavérovych vlastnosti snadno vyvodime, Ze pro libovolnou formuli
F(z1, 9, ...,2,) jazyka ThAdd kterd neobsahuje kvantifikatory, 1ze zkon-
struovat kon. automat Ar prijimajici pravé binarni zapisy téch n-tic ¢isel

(na n-stopé pasce), pro které je F(x1,xs,...,2,) pravdiva.

Pro formuli (3z,,)F (21, xa, . . ., x,) je mozné zkonstruovat automat, ktery pti-
jima pravé binarni zapisy téch (n—1)-tic ¢isel (dosazenych za x1, za, ..., x,—1),
pro které je (3z,,) F (21, 29, . . ., x,) pravdiva: automat pracuje na (n—1)-stopé

pésce, ale simuluje Ar tak, Ze obsah n-té stopy nedeterministicky had4! (Pak
ho samoziejmé lze prevést na ekvivalentni deterministicky automat.)
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Jelikoz (Vx,,)F(z1,22,...,2,) je ekvivalentni —(3z,)—~F (21, z2, ..., z,), na-
¢rtli jsme takto postup, ktery k formuli jazyka ThAdd v prenexni formé
postupnou aplikaci zminénych konstrukeci sestroji konecny automat, ktery
prijme prazdné slovo pravé tehdy, kdyz vychozi formule je pravdiva. O
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Kapitola 20

Dalsi partie teorie a praxe
algoritmu

(Cela kapitola patfi do pokrodilé ¢asti)

Cile kapitoly:

e Seznameni se s problematikou aproximacnich, pravdépodobnostnich,
paralelnich a distribuovanych algoritmt, mj. téz s podstatou Sifrovani
s vefejnym klicem (metoda RSA).

20.1 Aproximacni algoritmy

Setkali jsme se s fadou optimaliza¢nich tloh — v takové tloze je hledano op-
timum v jisté mnoziné pfipustnych feseni (napf. se jednd o minimalni kostru
ohodnoceného grafu, maximalni nezavislou mnozinu vrcholt grafu, nejkratsi
okruzni jizdu obchodniho cestujictho apod.). Pro nékteré tlohy jsou znamy
rychlé (tj. polynomiélni) algoritmy (napf. pro zminénou minimalni kostru);
pro mnohé ovSem polynomidlni algoritmy (pFesnéji feceno, algoritmy s po-
lynomidlni ¢asovou slozitosti), které by vzdy nalezly optimum, nemame — a
podle mnoha indicii tyto algoritmy ani neexistuji (je tomu tak u problému
maximalni nezavislé mnoziny i u problému nejkratsi okruzni cesty; pfipo-
meiite si otazku P = NP).

329
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Co lze délat, nemame-li pro feseni tlohy pouzitelny algoritmus a presto ji po-
tfebujeme Fesit v praxi? Jednou z moznosti je pouzit aprozimacni algoritmus,
¢imz rozumime rychly (polynomidlni) algoritmus, ktery alespon aproximuje
optimum - tj. vypo¢te néjaké pfipustné Feseni (napf. okruzni cestu), které
neni pokud mozno moc horsi nez optimum (tedy napf. vypoctena okruzni
jizda neni ,0 moc del$i“ nez ta nejkrat$i mozna).

Pro sestaveni aproximac¢niho algoritmu mtizeme napt. pouzit nékterou obec-
nou metodu vedouci k rychlym algoritmim; napf. okruzni jizdu je mozné
sestavit ,hltavym“ (greedy) pristupem — jeho podstatu lze vyjadfit slovy
ydosel-li jsi uz do mésta A, pokracuj dale do jemu nejblizs§tho mésta, které jsi
dosud nenavstivil, atd.“. Nebo lze napt. pouzit néjakou heuristiku specifickou
pro dany problém (tj. blize nezdtvodnény postup, ktery dava v praxi uspo-
kojivé vysledky nebo o kterém se alesponn domnivame, ze takové vysledky
mtze davat).

Jak ale hodnotit kvalitu aproximacniho algoritmu, tj. kvalitu jeho vystupi ?
Urcitou orientaci ndm samoziejmé vzdy muze poskytnout experiment; napf. srov-
nanim vystupi dvou ruznych aproximadnich algoritmi pro vybrané (pro nas
zajimavé) instance problému miizeme piipadné usoudit, ktery z algoritmii

se pro nase ucely jevi jako vhodnéjsi. Byly a jsou ovSsem vypracovavany i
teoretické postupy, které umoznuji vyjadiovat kvalitu aproximacnich algo-
ritmil na exaktnéjsi bazi a navic umoznuji klasifikovat problémy podle miry
jejich aproximovatelnosti. Zde si to budeme jen struc¢né ilustrovat na zminé-
ném problému obchodniho cestujiciho (Travelling SalesPerson); uvazujme jej

v této forme:

NAzEv: TSP (problém obchodniho cestujiciho)

Vstup: Uplny neorientovany graf s n vrcholy (,,mésty“) (iplny znamena,
ze mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy je hrana); kazdé hrané
(1,7) je pfitazeno celé kladné ¢islo d(i, j) (vzdalenost mezi mésty ¢
a j)

VYsTuP: Permutace m = {iy, g, ...,i,} mnoziny {1,2,...,n} (tj. ,okruzni
cesta“) tz. D(m) = d(iy,i2) + d(i2,43) + ... + d(in—1,0n) + d(in,i1)
(tj. délka okruzni cesty) je minimalni mozna.

Bude uziteéné zvlast uvazovat i podproblém problému TSP, ktery oznacime
A-TSP — pro jeho vstupy je vyzadovano splnéni trojuhelnikové nerovnosti
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(tj. pro lib. vrcholy i, j, k je d(i,5) < d(i, k) + d(k, 7)).

Poznamka: Pripomenme si standardni prevod instance problému hamilto-
novské kruznice (HK) na instanci (rozhodovaciho problému pfislusného k)
TSP (pii prokazovani HK<TSP); jestlize (u,v) je hrana ve vychozim grafu,
polozime d(u,v) = 1, jinak polozime d(u,v) = 2. (Ve vychozim grafu G; s n
vrcholy existuje hamiltonovskd kruznice praveé tehdy, kdyz ve vytvoreném
(aplném) grafu G, existuje okruzni cesta délky n.) Jedna se vlastné o prevod
HK< A-TSP, coz ukazuje, Ze uz podproblém A-TSP je NP-tézky.

CVICENI 20.1: Zapiste (pseudokédem) algoritmus Al, ktery k vstupu pro-

blému TSP sestroji okruzni cestu (tj. permutaci) hltavym pfistupem, jak
jsme se o tom zminili vysSe.

Abychom se mohli vyjadiit o kvalité algoritmu Al (a dalsich aproximad¢nich
algoritmi), zavedeme nékolik pojmi a oznaceni. Pro vstup G problému TSP
ozna¢me m(G) délku nejkratsi (tj. optimalni) okruzni cesty. Pro aproximaéni
algoritmus A (pro problém TSP) oznac¢me m 4(G) délku okruzni cesty vydané
algoritmem A pro vstup G. Je zfejmé, Ze absolutni chyba m(G) — m(G) je
nezapornd; idealni by bylo, aby byla co nejmensi. VS§imnéme si nejprve, ze
nemuzeme doufat, Ze by tato chyba byla omezené, a to ani v pfipadé A-TSP:

Tvrzeni 20.1
Kdyby pro A-TSP existoval (polynomiélni) aproximacni algoritmus A s ome-

zenou absolutni chybou (tj. existovalo by k € N tak, ze pro vs. instance G je
ma(G) —m(G) < k), pak P = NP.

Dikaz: Predpokladejme, ze takovy algoritmus A a prislusné cislo k existuji.
Pak by nasledujici polynomialni algoritmus vydaval optimalni feseni A-TSP
(tj. nejkratsi okruzni cestu):

- v dané instanci G problému A-TSP vynésob kazdé d(i, j) ¢islem
k+ 1; dostanes$ tak instanci G’ (trojtihelnikova nerovnost zistane
zachovana)

- na G’ spust algoritmus A; ten nutné vyda optimalni feseni (per-
mutaci vrchold, odpovidajici nejkratsi cesté) (pro¢ ?7), které je
ovSem i optimalnim FeSenim pro G (pro¢ ?)



332 Kapitola 20. Dalsi partie teorie a praxe algoritmi

Kdyz uz nemtzeme zajistit omezeni absolutni chyby m4(G) —m(G), mtzeme
alespori omezit (n&jakou konstantou) aprozimacni pomeér ma(G)/m(G) ?
Algoritmus Al nespliuje ani to:

CvVICENT 20.2: Ukazte, Ze pro kazdé ¢ > 1 a kazdé n > 3 existuje instance

e/

je pak ukazat, ze pro kazdé ¢ > 1 existuje pro nekonecné mnoho n instance
G s n vrcholy problému A-TSP tak, ze may(G)/m(G) > c.

Aproximac¢ni pomeér se u algoritmu Al da alespon omezit pomalu rostouci
funkci velikosti vstupu - v pfipadé problému A-TSP; konkrétné se da ukazat
(n oznacuje pocet vrcholi grafu G)

mal (G) <

nats < 5 (Togn] +1)

To ale neznamend, Ze problém A-TSP neni aproximovatelny s omezenym

N 24

goritmus A2 (formulujeme ho obecné pro TSP):

ALGORITMUS A2
Pro dany vstup TSP, tj. ohodnoceny graf s n vrcholy:
- sestroj minimélni kostru grafu (podalgoritmem sloZitosti O(n?))

- zvol lib. vrchol a z néj realizuj prohledani sestrojené kostry
(ktera je stromem) do hloubky (depth-first search)

- potradi navstiveni jednotlivych vrchold pfi onom prohledavani
udava permutaci, ktera je vystupem algoritmu

Pro A2 snadno ukazeme, ze v ptipadé problému A-TSP je aproximacni pomér
omezeny konstantou, konkrétné

mAg(G)
m(G)

Cuicend. Dokazte predchozi vztah; specialné dokazte ¢ < m(G) a maa(G) <
2¢, kde ¢ je soucet ohodnoceni hran v minimalni kostte.
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Algoritmus A2 je tedy lepsi nez Al; v pripadé problému A-TSP nam vzdy
zarucuje nalezeni okruzni cesty, kterda je nejvyse dvakrat tak dlouha jako
nejkratsi cesta (optimum).

Poznamka: Christofides (1976) ukazal jesté lepsi algoritmus A3 pro A-
TSP, pro néjz maz(G)/m(G) < 3/2. (Sestaveni algoritmu a jeho ovéfeni je
ovSem naro¢néjsi.) Aproximadni algoritmus s lep§im aproximaénim pomérem
neni znam, ani neni znamo, zda by existence takového algoritmu implikovala
P=NP.

U obecného problému TSP nelze ovSem zadny r-aproximacni algoritmus,
tj. algoritmus s aproximac¢nim pomérem omezenym konstantou r, o¢ekavat:

Tvrzent 20.2
Jestlize pro TSP existuje r-aproximacni algoritmus (pro néjaké r € N), pak
P=NP.

Dikaz: Predpokladejme, ze existuje r-aproximacni algoritmus A pro TSP.

Nyni v pfevodu instance problému hamiltonovské kruznice (HK) na instanci
TSP zminéném vyse polozme d(u,v) = 1, je-li (u,v) hrana vychoziho grafu,
a jinak polozme d(u,v) = 14 nr, kde n je pocet vrcholt vychoziho grafu.
Algoritmus A spustény na vytvofené instanci problému TSP by de facto
rozhodl, zda ve vychozim grafu je hamiltonovska kruznice (pro¢ 7). O

K dalsimu studiu problematiky aproximacnich algoritmii lze doporudit pie-
devsim ptehledovou monografii [AT99]; nékteré aspekty jsou také rozebirany
napi. v [Hro99).

20.2 Pravdépodobnostni algoritmy

Existuji rozhodovaci (tedy ANO/E) problémy, pro které neznédme rychlé
(tj. polynomidlni) algoritmy, a pfesto je lze v praxi spolehlivé FeSit nejen
pro malé vstupy. Staci slevit z absolutniho naroku na fesici algoritmus, totiz
z toho, aby algoritmus vzdy vydal zarucené (tedy stoprocentné) spravnou
odpoveéd. Presnéji Feceno, prestaneme vyzadovat, aby algoritmus nutné pfe-
depisoval deterministicky proces, a pfipustime nahodny prvek (hézeni kost-
kou). Opakované béhy algoritmu na tentyZ vstup pak mohou vydavat rizné
vystupy — kazdy z nich s ur¢itou pravdépodobnosti.
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K formalizaci pojmu pravdépodobnostniho algoritmu mizeme pouzit jed-
noduchou verzi pravdépodobnostniho Turingova stroje (probabilistic Turing
machine, PTM); takovy stroj PM = (Q,%,T,0, qo, ) si mizeme predstavit
jako standardni Turingtv stroj s tim, ze d(g, @) mize byt nyni dvouprvkova
mnozina — v tom pfipadé se pri vypoctu v konfiguraci ugav voli jedna ze dvou
moznych bezprostfedné néasledujicich konfiguraci ndhodné — tak, ze kazda méa
pravdépodobnost zvoleni 1/2 (miizeme si predstavit, ze se zde hézi minci).

Podobné jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovida jednomu
vstupu PTM strom vypocti. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi;
koren je ohodnocen pocatecni konfiguraci a naslednici vrcholu ohodnoceného
konfiguraci ¢ jsou ohodnoceni pravé bezprostiedné nasledujicimi konfigura-
cemi konfigurace c.

Kazdéa hrana je pfritom ohodnocena prislusnou pravdépodobnosti — hrané
vychéazejici z vrcholu s jednim naslednikem je pritazena 1, kazdé ze dvou
hran vychéazejicich z vrcholu s dvéma nésledniky je pfifazena 1/2. Kazdému
vrcholu v je prifazena pravdépodobnost jeho dosazeni — tj. sou¢in ohodnoceni
hran na cesté od kofene k vrcholu v.

Pak lze napt. presné definovat pravdépodobnost jevu, ze dany PTM vyda na
dany vstup x odpovéd ANO- tato pravdépodobnost je ddna souctem pravdé-
podobnosti vrcholtt ve stromu vypoctu pro vstup x, které jsou ohodnoceny
koncovymi konfiguracemi, znamenajicimi odpovéd ANO (tedy pfijimajicimi
konfiguracemi).

Nepiijdeme zde do dalsich forméalnich detailti, ale budeme si pravdépodob-
nostni algoritmy ilustrovat na problému prvociselnosti:

NAzZEV: Prvociselnost
VsTuP: Pfirozené ¢islo k (v dekadickém zapise).

VYSTUP: ANO, kdyz k je prvocislo, NE, kdyZ k je ¢islo sloZené.

Zminovali jsme uz diive, ze pfimocaré testovani prvociselnosti podle definice
vede k algoritmu s exponencialni slozitosti. Zadny polynomidlni determinis-
ticky algoritmus nebyl az do léta 2002 znam. (Ted uz je znam, ale pfesto ma
smysl kvuli vétsi rychlosti nadale uvazovat pravdépodobnostni algoritmus.)

Poznamka: Vsimnéme si, ze je zfejmé, ze doplikovy problém — tj. problém
slozenosti ¢isla — je v NP (pro¢?). Vyuzitim jistych vysledki teorie ¢isel se da
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ukazat, ze i problém prvociselnosti je v NP. Tento problém byl dlouho jednim
z méala ,pfirozenych problémt v NP (resp. v.NP NcoNP), u kterych neni
znam polynomidlni algoritmus a ani se neumi prokazat NP-tplnost. (Méli
bychom upfesnit, ze jiz dfive byla znama existence polynomialniho algoritmu,
ktery by prvociselnost rozhodoval za predpokladu, ze plati tzv. Riemannova
hypotéza — to se ovSem nevi.)

S vyuzitim poznatki teorie Cisel lze sestavit rychly pravdépodobnostni algo-
ritmus A (existuje polynom p tak, ze délka kazdé vétve stromu vypoctu pro
k je omezena p(logk); délka vypoctu je tedy omezena polynomidlni funkci
velikosti vstupu), ktery mé tyto vlastnosti

- jestlize n je prvocislo, vyda A odpovéd ANO s pravdépodob-
nosti 1 (NE viibec nemuze vydat)

- jestlize n neni prvocislo, vyda A odpovéd NE s pravdépodob-
nosti alespon 1/2.

Ptedstavme si nyni, Ze A zopakujeme pro dané n napt. 50-krat. Kdyz (aspon)
jednou vyda NE, vime, Ze n jisté neni prvocislo (a dale uz A opakovat ne-
musime). Kdyz ve vSech ptipadech vyda ANO, tak n je prvocislo s pravdé-
podobnosti vétsi nez 1 — 27° — tedy ,prakticky stoprocentng® (pro¢ ?).

Naznacime, jak algoritmus A vypada. Mj. se opird o tzv. malou Fermatovu
vetu:

Véta 20.3 (Mala Fermatova véta)
Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati

a?'=1 (mod p)

Diikaz (ndznak): Rozvineme-li (a+b)? podle binomické véty, ovéfime snadno,
ze vysledek modulo p je roven a? + b?, je-li p prvocislo (ovéite !). Tedy (po-
¢itdno modulo p) méme 17 =1, 2 = (1+1)? = 1P+ 17 = 1+ 1 = 2 a obecné
aP = a, z ¢ehoz plyne a?~! = 1. O

Jako dikaz sloZenosti (tj. neprvociselnosti) daného ¢isla m nejlépe slouzi
néjaky netrividlni délitel a ¢isla m (vSichni zname rychly algoritmus, kterym
se pfesvédcime, ze dané a skuteéné déli m). Z Fermatovy véty ovSem plyne
dilezité pozorovani: kdyz nalezneme pro dané m ¢islo a,0 < a < m tak, ze
a™ 1 #1 (mod m), tak jsme nasli svédka sloZenosti ¢isla m (tedy svédka
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toho, Ze m neni prvocislo), byt tim neziskdme netriviadlniho délitele m (jen
jsme tak dokézali jeho existenci).

Poznamka: Je dilezité si uvédomit, ze pocitani mocnin modulo m umime
rovnéz velmi rychle, a sice tzv. metodou ,,opakovaného umocnovani“: poci-
tanim zo = a, 1 = (29)> mod m, x5 = (x1)? mod m, x3 = (r2)*> mod m,

oy ¥, = (z;_1)> mod m, ... dostavdme postupné a, a* mod m, a* mod m,
a® mod m, ..., a® mod m, .... Chceme-li pak naptiklad znat a®®, vynaso-
bime a2 - a3? - a6 (tj. xg - 14 - T5; Ve pocitdno samoziejmé modulo m).

Predstavme si nyni hypoteticky, ze by platilo:

Hypotéza:
jestlize m neni prvocislo, tak alespon jedna polovina z ¢isel 1,2, ..., m—1
jsou svédkové slozenosti ¢isla m

Pak by kyzeny pravdépodobnostni algoritmus A pro testovani prvociselnosti
(ktery se pro zadané slozené ¢islo mohl splést s pravdépodobnosti nejvys 1/2)
byl nabiledni. (Jak by vypadal ?7)

Jak ukazuji dalsi vysledky teorie ¢isel, situace neni takto jednoducha — uve-
dena hypotéza neplati pro vSechna slozena ¢isla; definice svédka sloZenosti se
ale d& upravit tak, aby hypotéza (pro nové definovaného svédka) platila!

Poznamenejme, Ze a¢ problém testovani prvociselnosti je takto uspokojivé
vyfeSen, nejsou znamy zadné rychlé algoritmy pro nalezeni prvociselného
rozkladu slozeného ¢isla. Tedy a¢ napf. umime rychle zjistit, ze dané 200-
mistné ¢islo je sloZzené, nezarucuje nam to rychlé nalezeni netrividlniho dé-
litele. Specialné, kdyz ndm nékdo da 200-mistné cislo, které vytvoril jako
soucin dvou 100-mistnych prvoéisel, nemame (zatim?) praktickou Sanci tato
prvodisla najit. (To, Ze tato ,praktickd Sance“ skutené neexistuje, neumime
dokazat. V této souvislosti si vS§imnéte zminky o Shorové algoritmu v ka-
pitolce o kvantovych vypoctech!). V nésledujici podkapitolce si ukdZeme,
k ¢emu se to pouziva.



20.3 Sifrovaci systém s vefejnym kli¢em; RSA-kryptosystém 337

20.3 Sifrovaci systém s vefejnym klicem; RSA-
kryptosystém

Strucné nastinime podstatu jednoho pouzivaného zptsobu elektronické ko-
munikace, pfi kterém se zprava sifruje vefejné znamym klicem adresata a
ktery rovnéz umoznuje tzv. ,elektronické podpisy“. P¥itom bude zfejméa sou-
vislost bezpecnosti popsaného zptisobu s otazkami teorie slozitosti.

Mgjme doménu D (pfipustnych) zprav; napt. si pfedstavme mnozinu vSech
(zapist) 200-mistnych dekadickych ¢isel. (Ctenaf si snadno predstavi kédo-
vani textu pomoci fetézce dekadickych cislic; delsi zpravy pak sestavaji z vice
blokti.)

Dvéma permutacim (vzdjemné jednoznaénym zobrazenim) enc : D — D
a dec : D — D ftekneme oboustranné komutativni Sifrovaci par, déale jen
Sifrovact par, jestlize

Vm € D : dec(enc(m)) = enc(dec(m))

m

Pfitom enc a dec jsou efektivné vy¢islitelné (to zde znamend, ze pro né exis-
tuji rychlé algoritmy) a nemame zptisob, jak z algoritmu pro enc odvodit
algoritmus pro dec.

Princip sifrovaciho systému s vefejnym klicem, v némz spolu uzivatelé ko-
munikuji, spo¢iva v tom, ze kazdy uzivatel X si vyrobi sviij Sifrovaci par
(encx, decy), zvefejni algoritmus pro encx a drzi v tajnosti algoritmus pro
decx.

Kdyz chce uzivatel A zaslat zpravu m uzivateli B, vyhleda ve vefejném se-
znamu (algoritmus pro) encp a zasle mu encg(m). B po obdrzeni aplikuje
decp a ziska decg(encg(m)) = m.

Oboustranna komutativnost u Sifrovacitho paru umoznuje elektronicke pod-
pisy: A zasle dvojici encg(m), encg(deca(m)); B po precteni decg(encg(m)) =
m zjisti, Ze zprava méa byt od A (A uvede v m své jméno), druhd Cast
decg(encg(deca(m))) = deca(m) je pro néj nesrozumitelnd — ovsem po vyhle-
déani a aplikaci ency musi dostat m, ¢imz ovéii pravost (kdyz se napf. jedna
o podepsany Sek, miize ho B ptedlozit bance k proplaceni; vSimnéte si, ze B
neni schopen podpis A zfalSovat).

V RSA-systému si uzivatel X vyrobi sifrovaci par podle nasledujiciho algo-
ritmu:
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1. Zvol dvé ndhodnéa 100-mistna prvocisla p, q.
2. Spocitej sou¢iny n =pg a ®(n) = (p —1)(q — 1).

3. Urdi (malé) e tz. ged(e, ®(n)) = 1 (ged oznacuje nejvétsi spoleény dé-
litel).

4. Vypocti d tz. de =1 (mod ®(n)).
5. Zvefejni dvojici (e, n); Sifrovaci funkce je encx(m) = m® mod n.

6. Drz v tajnosti (d,n); desifrovaci funkce je decx(m) = m? mod n.

Bod 1 1ze provést takto: Nahodné zvolime 100-mistné liché ¢islo, a otestujeme
jeho prvociselnost pravdépodobnostnim algoritmem zminénym vyse. Kdyz
prvocislem neni, pric¢teme 2, znovu otestujeme, v negativnim pripadé znovu
pricteme 2 atd., dokud test prvociselnosti neskonci pozitivné. D& se ukazat,
ze prvocislo bude ,takika jisté“ nalezeno mezi prvnimi 200 testovanymi ¢isly.
(To 1ze odvodit z faktu, ze funkce 7(n) udavajici pocet prvocisel mezi prvnimi
n prirozenymi ¢isly, je velmi dobfe aproximovana funkei n/Inn.)

Body 3. a 4. se daji Tesit takto: postupné probirdme (kandidaty na ¢islo)
e a Eukleidovym algoritmem ovéfujeme zda, ged(e, ®(n)) = 1; v kladném
ptipadé dostaneme (pfi urcité varianté Eukleidova algoritmu) p¥imo linedrni
kombinaci a- e+ b - ®(n) =1 a tedy lze vzit d = a.

Z elementarnich faktfi teorie ¢isel se da ukézat korektnost, tj. Vm : m® = m

(mod n).

Pfipomeneme-li si metodu ,,opakovaného umoctiovani®, je ziejmé, ze (de)sifrovat
se d& velmi rychle.

Bezpecnost systému spociva v tom, ze se nevi, jak d zjistit jinak, nez pro
n nalézt rozklad n = p - ¢; jak jsme uz zminili, nejsou ale znamy zadné
algoritmy, které by byly v rozumné dobé schopné nalézt prvociselny rozklad
200-mistnych cisel.

Dalsi informace o problematice pravdépodobnostnich algoritmil, Sifrovani
apod. najde ¢tenaf napt. v [CLR90] ¢ v [Sip97].
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20.4 Paralelni algoritmy

V této Casti se jen letmo dotkneme oblasti paralelnich algoritmi a paralelni
vypoctové slozitosti.

S rozvojem paralelnich architektur, specialné pocitact s vice procesory, se pri-
rozené vynorila otdzka, zda a které problémy lze TeSit rychleji, pouzijeme-li
k jejich feSeni paralelni piistup, tedy algoritmus, ktery (na rozdil od stan-
dardniho sekvenéniho algoritmu) pocitd s vice vykonavateli (procesory).

Uvazujme napiiklad nasledujici problém:

NAzEV: Vzorek v textu

Vstup: Vzorek p (,kratka“ posloupnost symboli) a text ¢ (,,dlouha* po-
sloupnost symbolu)

V¥sTup: Mista vSech vyskytt p v t.

U tohoto problému miizeme néjaky standardni algoritmus A nahradit nasle-
dujicim paralelnim algoritmem:

- rozdél vstup ¢ na dvé (pfiblizné stejné dlouhé) ¢asti ¢y, to
- spust paralelné A na p,t; a A na p,t,

- zpracyj (,slej*) vysledky obou paralelné bézicich ,,(pod)procesi*
(pFitom oSetfi rozhrani t1,t5) a vydej na vystup

Méame-li skutetné moznost paralelni béh implementovat (mame dva vyko-
navatele), doba vypoctu se v zasadé dvakrat zmensi oproti algoritmu A —
za predpokladu, ze pfidana c¢innost spojenad s rozdélenim préace a zkombi-
novanim vysledkt préace jednotlivych (pod)procest je v celkovém kontextu
zanedbatelna.

Ctenai snadno navrhne tpravu algoritmu pro pfipad tif, éty¥, ¢i obecné k
procesorii. Na druhé strané asi tusi, ze chceme-li néjak postihnout a studo-
vat paralelni vypocty obecné, nestac¢i se omezit na model s fixnim poctem
procesort. Proto budeme pocitat s (potencidlné) neomezenym paralelismem,
konkrétné s modely umoziiujicimi nasadit na vstup velikosti n az f(n) pro-
cesort, kde f je néjakd (napf. i exponencidlni) funkce.
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V pripadé hledani vyskytt vzorku p v textu ¢t délky m si mizeme predstavit
nasazeni m procesori 1,2, ..., m, pfi¢emz procesor i zjistuje, zda se vzorek p
nachézi na pozici ¢ (v kladném pfipadé vyda ¢ na vystup). Pomineme-li etapu
rozdé€leni prace mezi procesory a feSeni pripadnych konflikti na vystupu, je
délka ,jadra“ vypoctu celého systému umeérna délce ¢ vzorku p.

Mizeme ovSem také paralelizovat ¢innost ovéreni, zda p se vyskytuje na
pozici i: na tento kol nasadime tym — ¢-tici procesori (i, 1), (¢,2),. .., (i,£),
kde procesor (i,7) zjistuje, zda p(j) = t(i + j — 1) (zde p(j) oznacuje j-ty
znak v p); v zaporném piipadé napf. zapise 1 do jisté pamétové buriky b;
vyhrazené i-tému tymu (jeji hodnota byla na za¢atku 0). Po ukonéeni prace
v8ech ¢lentt tymu ,manazer tymu® (napf. (i, 1)) vyda na vystup ¢ v piipadé,
ze b; = 0. Takto je délka trvani , jadra“ vypoctu nezavisla na velikosti vstupu
a lze ji omezit néjakou konstantou.

Abychom mohli Gvahy o paralelnich algoritmech a jejich vypoctové slozitosti
zpresnit, potfebujeme néjaky konkrétni ,paralelni pocitac”, resp. jeho abs-
traktni model. Podobné jako nam v pripadé sekvencnich algoritmi poslouzil
model RAM, mize nadm zde poslouzit PRAM (parallel RAM), definovany
nize. Na rozdil od ,sekvenc¢niho pripadu“, kde RAM je skute¢né obecné pri-
jimanym referenénim modelem, v , paralelnim pripadé“ je otazka ,toho pra-
vého“ modelu daleko komplikovanéjsi. Nejdiive se ale soustiedime na PRAM
a pak se ke zminéné otazce vratime.

Stroj PRAM sestava z potencidlné nekone¢ného pole stroji (procesorii) RAM
o¢islovanych 0,1,2,... a ze (sdilené) globalni paméti; pfitom

e kazdému procesoru je jeho jedinecné identifikac¢ni cislo pristupné jako
hodnota specidlniho registru PID (processor identifier)

e kazdy procesor muze kromé své lokalni paméti pristupovat také ke spo-
le¢né globalni paméti (kterd je organizovana stejné jako paméti lokalni)

Pfitom (je mozné si predstavit centralni Fidici pocitac, ktery zajistuje, ze)
e vSechny procesory se fidi tymz algoritmem

e procesory pracuji paralelné a synchronizované, tj. v kazdém kroku PRAMu
se provede jedna instrukce na kazdém RAMu
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Dilezitou technickou otazkou jsou pripadné konflikty pii paralelnim ¢teni ze
/ zapisovani do stejné buriky (globalni) paméti. Zde pfedpokladame

e ze stejné bunky sdilené paméti miize v ramci kazdé instrukce libovolny
pocet procesort ¢ist (CR = Concurrent Read)

e do stejné bunky sdilené paméti miize v ramci kazdé instrukce libovolny
pocet procesori zapisovat za predpokladu, Ze vSechny zucastnéné pro-
cesory zapisuji tutéz hodnotu (CW-C Concurrent Write Common).

Poznamenejme jen, Ze pouzivanych variant PRAMu je vice; napt. typ CREW
umoziiuje soubézné ¢teni, ale zakazuje soubézné zapisovani (Exclusive Write).

Jinak jesté dodejme, ze vstupni data jsou ukladana v pocate¢nim tseku glo-
bélni paméti (kam se také ulozi vystup).

Ctenaf si ted miiZze rozmyslet naprogramovani vyse uvedeného algoritmu pro
hledani vzorku v textu pro PRAM. Diilezitym bodem k promysleni je vyuziti
PID procesort k rozdéleni prace (kazdy procesor na zakladé svého PID zjisti,
v jakém tymu a na jakém tikolu ma pracovat). My to zde provadét nebudeme,
ale ilustrujeme na ptikladu nasobeni (booleovskych) matic.

Uvazujme nejdiive standardni nasobeni dvou matic n X n; provadime pritom
O(n3) ¢iselnych operaci (coz odpovida sloZitosti standardniho sekvenéniho
algoritmu). MZeme-li nasadit n? procesort, z nichZ kazdy (nezavisle) spo-
¢itd jeden prvek vysledné matice, potiebny ¢as se snizi na O(n). Nebudeme
ted zkoumat, jak se d& postup vylepsit nasazenim tymu na soucet n ¢isel,
ale zjednodusime si situaci uvazovanim nasobeni booleovskych matic: mame
spocitat C' «— A x B, kde prvky jsou 0 a 1, pficemz 1 + 1 = 1. Nasadme
n? tyml o n ¢lenech, tedy celkové n® procesorit — ozna¢me je (i,7,p) pro
1 <14,7,p < n. Pokud kazdy procesor (i, j,p) vykona (paralelné s ostatnimi)
prikaz

if A(i,p) and B(p,j) then C(i,j) < TRUE

je tkol hotov!

Pseudokdd celého programu, jimz se kazdy procesor fidi, je zachycen nize
(C¢tenafr samoziejmé vidi, jak by Sel tento pseudokdd piimocaie prepsat jako
posloupnost skuteénych instrukci RAMu). VSimnéte si, Ze pro konkrétni ¢, j
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provede piikaz C(i,j) < TRUE nula aZ n procesort — jelikoz vSechny pro-
cesory ovSem piifazuji C'(i,j) tutéz hodnotu, jedné se o povolené soubézné
zapisovani (CW-C). Také je vyuzito pfedpokladu, Ze matice C' je na zacatku
vynulovana (vSechny prvky jsou false).

VSTUP: Ve sdilené paméti je ulozeno ¢islo n a dvourozmérna
pole A, B,C' : array [1...n,1...n] of boolean; vSechny prvky C
jsou pfitom 0 (tj. false).

VYSTUP: Pole C obsahuje booleovsky sou¢in matic A, B
POSTUP:

begin
> kazdy procesor za¢ind vypoctem (i, j,p) ze svého PID
i« 1+ |PID/ n?|
j < 1+ |(PID modn?)/n|
p < 1+ PID modn
if A(i,p) and B(p,7)
then C(i, j) < TRUE
> pise 0 az n procesoru, ale vzdy stejnou hodnotu
end

Takto mame tedy (paralelni) algoritmus, ktery vynésobi booleovské matice
A, B typu n x n v konstantnim éase pii pouZiti n® procesorti.

Zminili jsme jiz, Zze v paralelnim pripadé je otdzka vSeobecné pfijimaného
ted diskutovat nakolik je PRAM blizky ¢i vzdaleny redlnym paralelnim ar-
chitekturam, jen zminime, ze patii do tzv. druhé tiidy vypocetnich modeld
(viz napt. [VEBI0]). Proni pocitacovou tridu zde tvoii vSechny tzv. rozumné
sekvencéni modely, urcené tezi

Rozumné sekvencni modely dokdzou simulovat a byt simulovany
Turingovymi stroji s nejvys polynomialni casovou ztratou a s nej-
vy$ linedrni prostorovou ztratou.

Pozn.: Nebudeme se zde zabyvat nuanci, zda se vyzaduje, aby obé podminky
platily u pfislusné simulace zaroven.
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Druhou pocitacovou tridu pak tvori tzv. rozumné paralelni modely, urcené
tzv. paralelni tezi (struéné: sekvenéni prostor = paralelni ¢as):

Problémy fesitelné na rozumnych sekvencnich modelech v poly-
nomialné omezeném prostoru se daji fesit na rozumngych paralel-
nich modelech v polynomialné omezeném case.

Pozn.: Nékdy se teze formuluje obecnéji: M je rozumny paralelni model,
jestlize pro libovolnou funkci F' je

| M-TIME(F"(n)) = ) SPACE(F*(n))

(Ptipomenime, ze F*(n) oznacuje (F(n))k.)

Poznamenejme, ze ma rozumny smysl uvazovat i jiné tiidy pocitacl, napft. jisté
slabsi ale ,fyzikalné realizovatelnéjsi“ paralelni modely (viz napf. [Wie92]).

Praxi nejblizsi je zfejmé navrhovani efektivnich paralelnich algoritmi pro
konkrétni problémy. U pojmu efektivniho (a prakticky realizovatelného) pa-
ralelniho algoritmu doglo k urcité shodeé: efektivnim paralelnim algoritmem se
rozumi paralelni algoritmus (je mozno dosadit PRAM), ktery pracuje v po-
lylogaritmickém prostoru (tj. s celkovou prostorovou sloZitosti (logn)* pro
néj. k) a s nasazenim polynomialniho poc¢tu procesort. (Nasazeni vétsiho nez
polynomialniho po¢tu procesorti 1ze tézko povazovat za zvladnutelné.) Ttida
problémii, které jsou feSitelné takovymito efektivnimi paralelnimi algoritmy,
se oznacuje NC (Nick’s Class; nazev je podle Nicka Pippengera); pozname-
nejme, ze definice tiidy NC je robustni vzhledem k mnoha variantdm modelt
paralelnich algoritm.

Je snadné vyvodit NC C PTIME; opét se ale neumi dokazat, zda inkluze
je vlastni (mé se zato, ze ano). Zhruba feceno, NC obsahuje ty (sekvencné
zvladnutelné) problémy, které lze efektivné paralelizovat. Napt. kniha [GR8S|
ukazuje fadu takovych ptikladi; problémy na grafech, tfidéni, analyza bez-
kontextovych jazykt apod.

Pozndmka: Vsimnéme si, ze nutnou podminkou k existenci efektivniho para-
lelniho algoritmu pro dany problém je moznost jeho feseni v polylogaritmic-
kém prostoru na sekvencnim stroji (viz paralelni tezi pro F' = log). Napf. pro
rozpoznavani bezkontextovych jazykt bylo znamo, ze prostorova slozitost je
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v O(log® n); netrivialni efektivni paralelni algoritmus pro tento problém ro-
zebira také napt. [CM90].

Jak jsme fekli, neumi se dokazat, Ze existuji problémy v PTIME—NC, tzv. vnitiné
sekvencni (inherently sequential) problémy. Nejpravdépodobnéjsimi kandi-
déty na takové problémy jsou tzv. PTIME-tplné (struéné P-tplné) problémy;
problém je P-uplny jestlize je v P a kazdy jiny problém v P je na néj preve-
ditelny (sekvencénim) algoritmem pracujicim v logaritmickém prostoru (kon-
krétnéji: Turingovym strojem s jednou vstupni paskou, jez je ,read-only“ a
je na ni napsan vstup velikosti n, jednou ,read-write“ pracovni paskou, na
niz je mozno navstivit logn policek, a jednou ,write-only“ vystupni paskou).

Pozndamka: Neni tézké ukazat, ze takovato LOGSPACE redukce je realizova-
telnd v polylogaritmickém case s pouzitim polynomialniho poctu procesort;
je to tedy instance tzv. NC-redukce. Nékdy se P-uiplnost definuje v Sir§im
smyslu — pomoci NC-redukci.

Prikladem P-uiplného (a tedy pravdépodobné ,vnitiné sekvenéniho“) pro-
blému je problém vyhodnoceni booleovského obvodu, a to i v monoténni
verzi (bez negace), kterou uvedeme:

NAzEv: (mono) CVP (monotone Circuit Value Problem)

Vstup: Koneény acyklicky orientovany graf (obvod), ktery ma jediny vy-
stupni vrchol (nevychézi z néj hrana), vSechny jeho vstupni vrcholy
(nevchéazi hrana) jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a vSechny nevstupni
vrcholy jsou oznaceny A (and) ¢ V (or).

V¥stup: Hodnota na vystupnim vrcholu (hradle)

(Z kontextu je snad zfejmé, Ze hodnota hradla A je 1 pravé kdyz hodnota
vsech jeho predchtidci je 1 a hodnota hradla V je 1 pravé kdyz hodnota aspon
jednoho jeho ptedchiidce je 1.)

Poznamenejme, Ze podobné jako u NP-uplnych problémi a v jinych ana-
problému. P-tplnost (resp. P-obtiznost) dalsich problému lze pak ukazovat
LOGSPACE redukcemi (resp. NC-redukcemi) z uz znadmych P-tplnych pro-
blémi. (D4 se totiz ukazat, Ze sloZzeni dvou LOGSPACE-redukci je také rea-
lizovatelné jako LOGSPACE-redukce, byt to neni tak trivialni jako v ptipadé
PTIME-redukci; zkuste si rozmyslet proc.)
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20.5 Distribuované algoritmy

Distribuované algoritmy také predstavuji jisty druh paralelismu. Typické
ovSem je, ze bézi zaroven na tieba i hodné vzdalenych samostatnych po-
¢itacich, které nejsou svazany s néjakym centralnim pocitacem, a pracuji
asynchronné (nikoli ,v taktu“). Vzajemné komunikuji zasilinim zprév po
siti, kterou jsou vzadjemné propojeny.

Stru¢né jen nacrtneme jeden problém z dané oblasti a feSeni nechdme na
¢tenari. Podrobné informace o distribuovanych algoritmech lze nalézt napt
v [Lyn96].

Volba koordinatora

Zadani je pfevzato z [CP91]. Pfedstavme si procesory spojené v kruhové siti.
Predpokladame:

1. Kazdy procesor je pfipojen na dva obousmérné komunikacni kanaly,
jejichz prostfednictvim si vymeénuje zpravy se svymi dvéma sousedy.

2. Komunikace je asynchronni; kazdy procesor mutze v libovolném oka-
mziku vyslat zpravu jednomu ze svych sousedt. Zpravy jsou doruco-
vany bezpecné (neztraceji se ani nekomoli) a v poradi, ve kterém byly
odeslany (pfedpoklada se, Ze kanaly jsou vybaveny na piijmu i vysilani
vyrovnévaci paméti, organizovanou jako fronta).

3. Vsechny procesory se fidi tymz algoritmem. Kazdy procesor je opatien
svym (zarucené jedineénym) identifika¢nim ¢islem PID (jehoZ hodnota
je mu dostupnd). Zadny z procesorii nevi, jak je kruh dlouhy ani jaka
maji ¢isla jini Gcastnici.

4. Vsechny procesory jsou trvale pfipraveny pfijimat a zpracovavat zpravy.
Zadani ulohy:

Prostfednictvim vymény zprav zjistit maximalni identifikac¢ni ¢islo
na kruhu. Proces zjisfovani maxima, zvany téz ,,volba koordiné-
tora®, muze zaroven spustit libovolny pocet procesori. Proces
skon¢i v okamziku, kdy vSechny procesory znaji maximum a je
dorucena posledni zprava, kterd byla s timto procesem spojena.
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Mirou velikosti zadani je pocet n procesori na kruhu. Pfirozenou mirou
slozitosti algoritmu je celkovy pocet M (n) vyslanych zprav (komunikaéni
slozitost). Zkuste navrhnout (distribuovany) algoritmus s pokud mozno co
nejmensim M (n).

20.6 Nové vypocetni modely

Zde v podstaté jen poznamename, Ze provadéni vypoctl (computation) neni
nutné omezeno jen na elektronické pocitace, jak je zname.

20.6.1 Kvantové vypocty (Quantum computing)

Zhruba v 80. 1étech 20. stoleti se zacala diskutovat moznost realizace vypocti
(pocita¢t) na bazi kvantové mechaniky. Z téchto (fyzikalnich) Gvah vznikl
jisty teoreticky model pocitace, pro ktery byly v 90. létech navrzeny zajimavé
algoritmy. Patrné nejznaméjsi je existence Shorova algoritmu pro prvociselny
rozklad ¢isel, ktery pracuje (na kvantovém pocitaci) v polynomidlnim case
— v pripadé praktické realizace by tak umoznil rozbiti Sifrovacich algoritmu
uzivanych pro bezpefnou vyménu zprav, elektronické podpisy apod. (viz ka-
pitolku o pravdépodobnostnich algoritmech a Sifrovani).

Kvantovy pocitac, resp. jeho model, je v né¢em podobny pravdépodobnostni
verzi Turingova stroje (jednotlivé moznosti nemaji ovSem piifazeny prav-
dépodobnosti (redlna ¢isla), ale komplexni ,amplitudy“). Zdroj moznych
efektivnich algoritmt je v tom, ze kvantovy stroj dokaze de facto najednou
(a deterministicky) ovéfovat exponencidlné mnoho moznosti, z nichz ovsem
dostaneme k dispozici jen jednu v okamziku ,,pozorovani“ vypoctu; pointa je
v tom, jak navrhnout algoritmus (a dobu pozorovani), aby se pravdépodob-
nost pozorovani ,,dobrych“ reseni blizila k jednicce, zatimco pravdépodobnost
pozorovani ,Spatnych® feseni sla k nule.

Zde téma nebudeme dale rozebirat a ¢tenafe odkazujeme napt. na [Gru99].

20.6.2 DNA-vypocéty (DNA-computing)

Experimentalni vysledky (napf. pfi feSeni instanci nékterych NP-uplnych
problémi) byly dosaZeny pfi vypoctech na ,biologické bazi; ¢tenafe mizeme
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odkézat napf. na [PRS98].
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Priloha A

Vyhledavani z pohledu
programatora

Komentar: Vyhledavani zadanych fetézct v textu (¢asto v rozsadhlém, t¥eba
v baliku celych zdrojovych kédi systému) je ¢astou a oblibenou ¢innosti v
programatorské praxi. Jak je ale takové vyhledavani implementovano, aby
bylo rychlé i na velmi rozsahlych textech?

Neni ideélni za¢inat na kazdé pozici souboru zvIlast hledat celé slovo, protoze
casto tak budeme ¢ist stejné znaky vicekrat po sobé. To by znamenalo velky
problém pro datova média s fyzicky sekvenénim pfistupem. (ZkuSeny Cte-
nar jisté hned namitne, ze vétsina takovym problému se automaticky vyresi
keSovanim vstupu, ale stle to znamend zbyteéné pamétové operace navic,
pfitom pii rozsdhlém hledani je kazda sekunda drahé.) Pomoci konecného
automatu, jak jsme popsali v predchozi ¢asti, vSak lze vyhledavani imple-
mentovat se striktné sekvencnim piistupem ke vstupnim znakim (jeden po
druhém, kazdy jen jednou).

Jinou véci je, ze ¢asto chceme vyhledat ne jeden fixni fetézec textu, ale né-
jaky obecnéjsi vzorek, ktery mtze nabyvat ,rtznych podob®. Jak lze takovy
promeénny vzorek viibec symbolicky zadat? Toho se obvykle dosahuje pouzi-
tim tzv. requldrnich vyrazu, které maji na riznych vypocetnich platformach
a v riznych programech riznou podobu a syntaxi, ale jejich obecny smysl je
(témét) jednotny.

V této casti si misto suché teorie prakticky ukdzeme dva velmi mocné na-
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stroje na vyhledavani a zpracovavani v textu, znamé predevsim z unixovych
systémi.

RESENY PRIKLAD 1.1: Vyhledejme ze zdrojovych kédi v jazyce C viechny

rfadky obsahujici pfifazeni celych cisel do proménné i.

Reseni: Pro vyhled4avani tohoto typu je pifmo stvoieny pitkaz grep. Jedno-
duché feseni piikladu je tieba toto:

grep ’\<i x= *[0-9]\+;’ *.c
Co vsak tento prikaz znamena?

— Zjednodusena syntaxe piikazu je ‘grep regexp files’, kde regexp je
zkratka oznacujici regularni vyraz, zde
‘A<i *= *[0-9]\+; .

— Cést
“\<qi?
fika, ze pozadujeme vyhledani znaku i, ktery je zacatkem svého slova
(tj. vylouc¢ime napiiklad proménné bi=6).

— Poté ¢ x=’ iika, Ze mize nasledovat libovolné opakovani mezer, tieba i
zadna, nasledované znakem ‘=’.

— Po dalsim volitelném opakovani mezer vidime
“[0-91\+,
coz je vycet zde povolenych znakt — dislic, opakovanych jednou nebo

vicekrat.

— Na konci ; ukoncuje prikaz prifazeni v C.

Pozorny ¢tendf nyni mtize namitnout nékolik nedostatkii. Tieba jak najdeme
¢isla se znaménkem? Co kdyz na konci pfitazeni jesté budou dalsi mezery?
A co kdyz prifazeni bude ukonceno ¢arkou misto stfednikem? Pro takové
pripady mtzeme nas vyhledavaci prikaz jesté zobecnit o volitelné znaménko
a volitelné zakonceni:

grep ’\<i *= x[-+]\7[0-9]\+ x[;,]’> *.c
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Poznamka: Pokud bychom takto vybrané fadky z textu nejen radi vidéli,
ale i chtéli zpracovavat, moznym a vhodnym nastrojem by byl tieba klasicky
skriptovy jazyk awk.

Jesté obecnéji si miizeme predstavit program filtrujici a upravujici vstupni
text podle zadanych (i sloZitych) pravidel- zde jiz nejde o jednoduchy piikaz,
ale o komplexni programatorsky tkol. Pro jeho tvorbu je volné k dispozici me-
taprogramovaci jazyk flex. (Slovem ,metaprogramovaci myslime, ze flex
preklada dand pravidla do zdrojového kédu C programu, ktery poté mizeme
zafadit do svych projekti.) Zhruba feceno, flex pracuje jako velmi zobec-
nény automat, ktery podle vstupniho textu prechézi mezi svymi vnitinimi
stavy a v nich tento text déle zpracovava.

RESENY PRIKLAD 1.2: Simulujte na pocitac¢i nasledujici automat:
0 1

) (J 0
(@@ @)

Reseni: Bez dlouhjch fedi ukidZeme, jak jsou pfechody tohoto automatu
zapsany prechodovymi pravidly jazyka flex:

<INITTIAL>O ;
<INITIAL>1 BEGIN(Q2) ;
<Q2>1 ;
<Q2>0 BEGIN(Q3) ;
<Q3>0]1 BEGIN(Q2);
<Q2><<E0F>> printf("slovo pfijato!"); return;
. \n printf ("neznamy znak %s na vstupu",yytext);

(Pocatecéni stav ¢ je zde nazyvan initial“. Plny text tohoto programu,

tj. véetné nezbytnych hlavicek a startovniho kodu, je uveden ve cviceni —
Priklad.)

Pozndmka: V obecnosti flex umi ze vstupu nacitat kromé jednotlivych
znak i celé Tetézce popsané regularnimi vyrazy najednou. Pti kazdém z nich
kromé prechodu vnitiniho stavu umozni nacteny retézec zpracovat libovol-
nym kédem v C. Pro pfipadné dalsi (vyssi) zpracovani textu ¢teného flexem
poslouzi tfeba nastroj yacc.
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RESENY PRIKLAD 1.3: Najdéte v platném zdrojovém kédu jazyka C viechny
for cykly pouzivajici fidici proménnou i, tj. i je v hlavicce cyklu inkremento-
vano. (Pozor, nestaci hledat vyskyty ‘for (i=0’, nebot cyklus muize vypadat
tieba takto ‘for (i=0,j=1;j<5;j++)".)

Reseni: Pouzijeme zékladni regularni vyrazy knihovny regexp (ty se ligi od
rozsffenych v zasadé jen syntaxi — pouzitim backslashu). Ridici proménnou
cyklu pozname nejlépe podle toho, Ze je inkrementovana ve tfeti stfednikem
oddélené sekci hlavicky piikazu for(;;). (Pro jednoduchost uvazujeme, Ze
program je slusné napsan a celd hlavicka cyklu je na jednom fadku.)

Zacneme vyhledanim zacatku tteti sekce v hlavicce for, tj.:
"N<for *([7;)]1%;[7;)]*;°

Zde [3)] znamend vyctovy typ vSech znaki, které nejsou ; ani ). VSimnéme
si, ze pfed for musime kontrolovat, Ze je to zacéatek slova \< a ne néjaky
identifikator jako tfeba xxxfor. Pak néasleduje vyhledani fetézce i++ nebo
++i. Opét si musime dat pozor, ze identifikator i neni zacatkem nebo koncem
delsiho jména. Navic jesté méjme na paméti, ze pred i++ muize byt jiny vyraz
oddéleny c¢arkou. (Znéte Gplny vyznam Carky v syntaxi jazyka C?) Takze
celkem feseni vyjde:

grep ’\<for *([7;)1*;[7;)1*; [T IR\ (++i\>\|\<i++\)’ *.c

Zde \ (. .\) neznamena vyskyt skutecnych zavorek v textu, ale zavorkuje pti-
slusny regularni podvyraz uvnit¥. Tam je pomoci znaku \| (nebo) feceno, ze
nalézt se mé ++i nebo i++. To je vSe (aZ na extrémné degenerované piipady).

RESENY PRIKLAD 1.4: Najdéte v daném textu vSechny vyskyty tuplngch
(a pokud mozno platnych) e-mailovych adres, oddélenych mezerami ¢ konci
radkd.

Reseni: Jak jisté vite, e-mailové adresy se typicky vyznacuji znakem @ nékde
uvnitt. Co mize byt pred nim a za nim? Bézné se tam vyskytuji pismena, ¢is-
lice a tecka. Pro vétsi obecnost jesté zahrneme znaky -_. Takze nas regularni
vyraz bude nésledovny:

’[a-zA-Z0-9-_.]\+@[a-zA-Z0-9-_.]\+’
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Je to ale presné, co po nas uloha chtéla? Na jednu stranu tento regularni
vyraz rozezna vSechny normalni platné e-mail adresy, ale na druhou stranu
vezme tieba i slovo x@@y@z.t. (To proto, Ze se rozpozna sufix y@z.t, ale
nezkontroluje se, ze pfed nim je vice neoddélenych znaki.)

Proto musime pfed i za vyraz rozpoznavajici adresu dat mezery nebo spe-
ciadlni symboly = $ rozpoznavajici zacatek a konec tfadku. Cely vyraz pak
vypada:

N \I~\) [a-zA-Z0-9-_.]1\+@[a-zA-Z0-9-_.I1\+\( \I$\)’

Vyzkousejte si to na pocitaci sami!

RESENY PRIKLAD 1.5: Navrhnéte regularni vyraz, ktery zkontroluje, jestli
vstupni text (cely od zacatku do konce fadku) vypada jako platnd e-mail
adresa.

Reseni: PouZijeme obdobné tivahy jako v pfedchozim piikladé, ale navic se
zamyslime, jak by méla vypadat iplna a platnd doména — mit alespon dveé
slozky a posledni by mél byt dvoupismenny kéd narodni domény nebo nékteré
specidlni vrchni domény jako tieba ,.edu“. Vysledek nyni bude (spojte si oba
fadky dohromady):

>~ [a-zA-Z0-9-_.]1\+@[a-zA-Z0-9-_.1\+[.]
\ ([a-zA-Z] [a-zA-Z]\ | com\ | edu\|gov\|mil\|info\)$’
(Jiz neuvazujeme mezery pred nebo za adresou, viz. zadani.)
CVICENI 1.1*:ZapiSte regularni vyraz pro grep hledajici vSechny ty radky

zdrojového kédu C, na kterych je proménna xyz, ale ne uvnitt fadkového
komentare //. . ..
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Priloha B
Reseni priklad

OTAZKA 1.1: Ano, pfestozZe se jim fika ,redlna“ ¢isla, maji omezeny rozsah
i presnost, proto mohou nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot.

OTAzKA 1.2: Nenli, je jich nekoneéné mnoho, jak byste méli znat z mate-
matiky.

OTAzZKA 1.3: Je, lze je piece seradit podle velikosti do jedné posloupnosti.
OTAZKA 1.4: Tteba 0,1,—1,2,—-2,3,-3,....

OTAzKA 1.5*: Cisla tvaru p sefadime nejprve do skupin podle souctu |p|+|q|
a pak uvnitt jednotlivych skupln podle hodnot q.

CVICENI 1.6:

a) Licha prirozena cisla

b) Sudé celd disla

d

)
)

c¢) Sudé pfirozena ¢isla
) Pfirozena ¢isla délitelna 6
)

e) Neobsahuje zadné prvky, jedna se o prazdnou mnozinu
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CVICENT 1.7:

a) {1,10,100}

b) {ne€Z|n>5}
¢) {neN|n<5)
d) 0

e) {Y |V CX}

CVICENT 1.8:

a) Ne.
b) Ano.
c¢) {z,y, z} neboli mnoZina A.

d) {z,y} neboli mnozina B.

e) {(z,2),(2,y), (v, ), (W, ), (2,7), (2,9)}

£) {0, {«}, {y} . {=,v}}

CVICENT 2.1:

a) aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb
b) abababbabbabba

¢) 00,01,10

d) e,1,00,001,0010

e) ¢,0,10,010,0010
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OTAzZKA 2.2: Ne, neni totiz konecnd, coz je dulezita podminka.

OTAZKA 2.3: Ano, pfenesené, tieba jako jazyk vSech slov nad abecedou
{0,1,...,9}, kterd nezacinaji nulami.

OTAZKA 2.4: Nelze.

OTAZKA 2.5: Velky — prazdny jazyk nemé v sobé zadné slovo, je to prazdna
mnozina, kdezto prazdné slovo je slovem jako kazdé jiné, jen ma nulovou
délku.

OTAzKA 2.6*: Skoro nikdy, jen pokud je L prazdny nebo obsahuje jen
prazdné slovo. Jinak vzdy vytvoiime opakovanim nekoneéné mnoho slov
v L*.

OTAZKA 2.7*: ...
CVICENI 2.8: Slova ¢, 10 a celé slovo 101110110.
CvICENI 2.9: {11001, 110000,011101,0111000}

CVICENT 2.10:

e L1 ULy =1{¢,a,b,aa,bb,aaa}

e [N Ly ={e,b,aa,aba,abba, baab}

o [ — Ly = {aab, baa, aabb, abab, baba, bbaa }
o L = {a,ab,ba,bb,aaa,abb}

CVICENI 2.11: Tteba Ly = {e} a Ly = {1}.
CVICENT 2.12*: Ne, jen vSechna ta slova, co nekonéi lichym poctem 0.

CviCENT 2.20: {0,001,00101,0010101,111,11101, 1110101}



358 Kapitola B. Regeni ptikladt

CVICENT 2.21: Je to jazyk vSech téch slov, kterd maji tseky nul sudé délky
a useky jednicek délky délitelné tiemi.

CVICENT 2.22: Slova ze samych nul nebo ta slova, kterd maji jediny znak 1
praveé uprostied, tj. £, 0, 00, 000, ..., 1, 010, 00100, ...

CVICENI 2.23: Tteba pro Ly = {1}, Ly = {11} a Ly = {1,11} vyjde
le[@:@, ale 1116[/1[/311116[/2[/3

CVICENT 2.25*: Je to jazyk vSech téch slov w, ve kterych rozdil poctu
vyskytt a a b pocitany na prefixech w dosdhne svého maxima uvniti w,
tj. ne na zacatku ani ne na konci slova w.

CVICENT 2.26*: Nejméné 12, zdivodnéte si, pro¢ ne méné! Pro které dva
jednoduché jazyky se minima dosahuje?

CVICENI 2.27: Protoze 3 dvoupolohové prepinace se mohou nachéazet jen
v 23 = 8 celkem kombinacich poloh.

CVICENT 3.4:

(5, bbaab) = (4, baad) = (4, aab) & (7,ab) F (7,b) F (4,¢)

Ptijima a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb

Jedna se o slova, kterd zacinaji a kon¢i stejnym symbolem.

OTAzZKA 3.7: Mize, potom bude pfijato i prazdné slovo, pro néjz vypocet
skondi jiz v pocatku.

OTAzZKA 3.8: Ano, automat nemusi mit zadny p¥ijimajici stav nebo priji-
majici stav nemusi byt dosazitelny.

OTAZKA 3.9: Ano, je.
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al|b

—1121|3

. —21214
CvVICENI 3.10: 3513
41214

51513

CvICENT 3.12: Cteni znaku b neméni stav:
b

b
()
@

CVICENT 3.13: Pocitani na cyklu délky 3:

CVICENT 3.14: Préaveé takova, ve kterych pocet vyskyti znaku a minus pocet
b dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENI 3.15: Vsechna takové, ve kterych po prvnim vyskytu znaku a
nésleduje sufix ,a“, ,aa* nebo ,b* (a nic vic).

CVICENT 3.16: Prostfedni a ten vpravo. Automat vlevo se dostava do priji-
majiciho stavu jen kdyz délka dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENT 3.17:
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CVICENT 3.18:

CVICENT 3.19: Velmi jednodus$e — vyménime pfijimajici stavy F' za jejich
doplnék ) — F'.

OTAZKA 3.27: Ano, staci jen vhodné pozménit definici piijimajicich stavii F.

OTAzKA 3.28*: Napiiklad vSechna slova z a,b, kterd maji stejné mnoho
a jako b. (Kone¢ény automat si je nemize ,spocitat kvili omezenosti své
,paméti“ ve stavech.)

CvICENT 3.30: Ano, pocitdme paritu vyskytd pro a i b zvlast podle Pii-
kladu 3.1 a udélame sjednoceni téchto dvou jazykii.

CvVICENT 3.31: Ano, obdobné jako v predchozi tiloze, jen pozménime piiji-
majici stavy. Nakreslete si to a ovérte!

CVICENI 3.32: Ano, ale uz se nam tento automat bude obtizné kreslit,
protoze méa 101 stavi ,,pocitajicich® prvnich 100 znakti, pak jsou jiz vSechna
delsi slova pfijata.

CviICENT 3.33:
a,b

@ b
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CVICENI 3.34: Neni, snadno je vidét, Zze pocatecni stav 1 lze sloudit se
stavem 12. (Pozdéji si uvedeme vice o tzv. minimalizaci automatu.)

CVICENT 3.35:

CVICENT 3.36:

anOBL

CVICEN] 3.37: Nejmensi takovy KA ma a) 8, b) 7 stavt.
CVICENT 3.38: Nejmensi takovy KA méa 5 stavi.

OTAZKA 4.7: Nemusi byt — definice ndm povoluje se neustdle presouvat
po e-prechodech a necist vstup. Takovy vypocet vSak nikdy k pfijeti slova
nevede, takze pro nas nema prakticky vyznam.

OTAZKA 4.8: V podstaté nic — v8echny vzniklé stavy budou reprezentované
jednoprvkovymi podmnozinami ptivodnich stavii, takze jim budou pfimo od-
povidat, bude to stejny automat.
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OTAZKA 4.9: Pravé tehdy, pokud nékterd posloupnost vstupnich znaku
nema definovany vsechny své prechody v nedeterministickém automatu.

OTAZKA 4.10: Pochopitelné nemize, vypocty s nedefinovanymi prechody
maji dle definice prijimaného jazyka selhat, tj. nepfijmout.

CVICENT 4.11: Nikdy, jiz prvni pfechod znakem a neni definovan.

CVICENT 4.12: Zde:
a,b

CVICENI 4.13: Vzdy kromé ¢ a ,,bb*, viz sestrojeny deterministicky automat.

CVICENTI 4.14*: Neni lehké, ze? V prvé fadé ta slova zac¢inaji vidy b. Pak
zbytek (po prvnim znaku) téch pfijimanych slov lze rozdélit na tseky, kde
kazdy tsek je bud ab, nebo ba, nebo bb, nebo se za jistych okolnosti muze b
vyskytnout samotné. Kratky slovni popis asi neni mozny.

CVICENT 4.15: Pfirozené vyuzijeme nedeterminismu:

CVICENT 4.21: T¥eba bab.
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CVICENI 4.22: Tteba abb.

CVICENI 4.23: 5 stavi

CVICENI 4.24: 6 stavi

CVICENI 4.25*: Slova zac¢inaji b, konéi ba, opakuji se < 2x a za sebou.

CVICENI 5.1: V podstaté ano, jen pocatecni stav u formalné sestrojeného
automatu je navic.

CVICENT 5.2: Toto:

CVICENI 5.3: Je to jazyk vSech slov se sufixy ,ba“, ,ab“, ,baa“ nebo ,abb*
(ten prvni znak musime explicitné uvést, aby bylo jasné, Ze vice opakovani
predtim nebylo!), plus navic kratka slova a, b, aa, bb.

OTAZKA 5.4: Nejednoznaény, tieba (0+ 1)* a (04 00+ 1)* oznacuji stejny
jazyk.

CVICGENI 5.5: Tfeba takto a*(c + €)b*.
CVICEN] 5.6: Tteba takto aa*(c + €)b*b.
CVICEN] 5.7: Tteba takto aa*(cc + ¢ + €)b*b.

CVICENI 5.8: Nejsou, tieba prvni jazyk obsahuje prazdné slovo, kdezto
druhy ne.
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CVICENT 5.9: Nejsou, tieba slova v prvnim jazyku mohou kon¢it znakem 1,
kdezto v druhém jazyku ne.

CVICENI 5.10*: Napt. (00 + 100 4+ 010 + 1010)*
OTAZKA 5.13: Neni to jednoduché, ale je to aspont mozné. Z regularnich vy-
razl sestrojime automaty, pro né udélame prinik a z vysledku zpét odvodime

regularni vyraz.

CVICENT 5.14: Zde:

CVICENT 5.15: Jen pfiddme smycku s 0 nad stav 3.
CVICEN] 5.16: Tfeba 0*1(1 + 00 4 01)*.

CVIGENT 5.17: Tieba (a+b)(a+b)(((a+b)(a+b) +b)(a+b))". Uz to neni
tak jednoduché, ze?

CVIGENT 5.20: (£ + 1+ 11)(01 4 011 + 001 + 0011)* (e + 0 + 00)

CvICENT 5.21: (((b+¢)* + (a + ¢)*)c)"(b* + a*)

CVICENT 5.22: ((b+c+a(b+¢)) (e + a)

CVICEN] 5.23: ¢

CVICEN] 5.24: ¢*(abb* + b*)*

CVICENT 5.25%: ((c+¢)(a+0b)(a+b)*) (c+e) aa ((c+e)(a+b)(a+b)*) (c+e)

CVICENT 5.26*:
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a) Nejkratsi je £ a nejdelsi 01100110, nebot jazyk L nedovoluje opakovat
stejny znak za sebou vice nez dvakrat.

b) Protoze 1 € K — L a 010101 € L — K.

c) 10101 jednoznacné.

CVICEN] 5.27: (e + aa + ba)a*(abaa™)*

OTAZKA 6.2: Protoze ii vznikl sloucenim stavii 4,5 a mezi nimi vedly pre-
chody znakem 1. Nyni se tyto dva prechody slouci do jedné smycky.

OTAzZKA 6.3: Neukaze, naopak bude postup obvykle dosti dlouhy, protoze
bude muset rozlozit mnozinu stavi az na jednotlivé jednoprvkové podmno-
zZiny.

OTAZKA 6.4*: Protoze bychom v prvé fadé do symbolické prechodové ta-
bulky nemohli zapsat jednoznacéné stavy. (Sice by se mohlo zobectiovat na
mnoziny stavi . .. )

CVICENT 6.7: Sloudi se stavy 1,3 do jednoho.

CVICEN] 6.8: Ano, postupem minimalizace za¢neme s rozkladem {{1, 3}, {2}}
a hned v prvni iteraci rozlisime stavy 1,3 pfechodem znakem 0.

CVICENTI 6.9: Ano, jiz po dvou iteracich dojde k rozliSeni vSech stavii.
CVICENT 6.11: 4 stavy, je nutno podcitat paritu poc¢ti jak a, tak b.

CVICENI 6.12: Samoziejmé ne, ten prvni nepfijima prazdné slovo, kdezto
druhy ano.

CVICENTI 6.13: Ano, ten druhy se minimalizuje na stejny jako prvni.

CVICENT 6.14: Jiz po dvou iteracich postupu minimalizace dojde k rozlozeni
na jednotlivé stavy zvIast.
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CVICENT 6.15: Spojit 12; 348; 567.
CVICENI 6.16: Spojit 12; 348; 5; 67.

CVICENI 6.17: 5 stavil, 2 x 2 jsou nutné k rozpoznavani parity po¢ti a a b
jeden dalsi pro odliseni prazdného slova.

CVICENT 6.18: Vyjdeme ze zakladniho automatu na 3 x 3 = 9 stavech, ktery
pocité vyskyty a a b do dvou (tj. jako 0, 1, mnoho) a na vhodnych mistech ma
prijimajici stavy. Tento automat pak minimalizujeme. Vysledek ma 7 stavi.

CVICENT 6.19: Obdobné predchozimu 5 stavti.

CVICENT 6.20: Obdobné predchozimu 9 stavti.

CVICENI 7.1: Neni, staci se podle Pumping lemmatu podivat na slovo ,,a™b"™“
jako zietézeni uvw, kde v miize byt sloZeno jen ze samych a, a proto uz wv?w
nepatii do naseho jazyka.

OTAZKA 7.6: Znak a miZe mit libovolny pocet vyskyti, a pokud by vSechny
pocty a méla prava kongruence naseho jazyka rozliSovat, méla by nekonecné
mnoho trid.

CVICENT 7.7: Neni, nebot prefixy a* pro riizna i patii jasné do riznych tiid
pravé kongruence jazyka, takZe téch je nekoneéné mnoho (Véta 7.3).

CVICENI 7.8: Neni, nebot pokud by byl, byl by regularni i jazyk téch slov,
kde je rozdil po¢tl b a a nezaporny. Tudiz by byl regularni i prinik téchto
jazyku (Véta 3.19), coz je jazyk se stejné a jako b, ktery neni regularni podle
predchozi tlohy.

CVICENI 7.9: Neni, odpovéd je obdobné zdivodnénd jako v predchozich
prikladech.

CVICENT 7.10: Je, sta¢i automatem pocitat prvnich 100 znaku slova a po
nich uz je vSechno pfijato.
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CVICENI 7.11: Opét je, ale automat uz vyjde dosti veliky.
CVICENI 7.12*: Neni, opét pouzijeme verzi argumentu s ,,poc¢itanim® znakd.

CVICENI 7.13*: Neni, zde je nejlepsi pumping lemma: slovo a? € L pro
p prvoéislo rozepiSeme jako a? = a*a™a™ a potom mé byt aFalFtMmgr =
alktn)(m+1) ¢ [, ale ten exponent neni prvodislo.

CVICENI 8.1: Pfidame symbol G pro nejvyssi prioritu £ — E+ E | F |
F—FxF|G, G— (E)|G*|a

CVICENI 8.2: Jako prvni odvozeni piiddme P — E | E = E, coZ zna-
mena, ze vyraz muze byt bud bez porovnani nebo s jednim porovnanim dvou
aritmetickych podvyrazu.

CVICENT 8.3:

e S = AaB = AAaB = aSbAaB = abAaB = abaB = abaSA =
abaAaBA = abaaBA = abaaacA = abaaacSB = abaaacB = abaaacac

o S = AaB = AaSA = AaSSB = AaSSac = AaSac = AaAaBac =
AaAaacac = Aaaacac = AAaaacac = Aaaacac = aSbaaacac =
abaaacac

e Napi. w; = ¢, wy = ab, w3 = aaacac

S — AaB e
A — AA| AaB|e|aSb|SB
B — SA]ac

OTAzZKA 8.5: Neni, tfeba pravidlo S — SS' | € generuje jen prazdné slovo,
ale 1ze jej odvozovat pie libovolné mnoho krokt prvniho pravidla a naslednym
dosazenim prazdnych slov vSude.

OTAZKA 8.6: Prazdny, protoZe neterminalu S se nijak nezbavime a genero-
vana slova musi byt slozena jen z termindli.
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OTAZKA 8.7: Prohlasime stavy automatu za neterminély. Pro kazdy stav @
a stav Q' = (Q, x) pfidame pravidlo Q — z@Q'.

CVICENT 8.8: Chybi v ném slova liché délky, takze obecnéji vSechna S —
e|la]|bl|aSa| bSh.

CVICENI 8.9: S — ¢ 0S0| T, T — ¢ | 1T.

CVICENI 8.10: Prazdny, protoZe se nikdy nezbavime vyskytu neterminédlu
S nebo C.

CVICENT 8.11: Ne, druhd generuje tieba slovo ,,abba“, které v prvni nelze.
CVICENT 8.14: Regularni A i B, bezkontextovy C.

CVICENTI 8.15*: Regularni A, bezkontextovy B, ani jedno pro C.
CVICENI 8.16: Snadno S — aSbh | Sb | b.

CVICENI 8.17: S — aaSaa | abSba | baSab | bbSbb | €

CVICENI 8.18%: S — aTa|bTble, T — aUal|bUblalb, U — aSalbSb
CVICENI 8.19: Negeneruje, nebot z druhé gramatiky neziskdme slovo e.

CVICENT 8.20: Negeneruje, nebot z druhé gramatiky neziskame slovo aaaabb.

CVICENI 8.21: b)
CVICEN] 8.22: D)

CVICEN] 8.23: a),b)
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CVICENT 8.25*: Tteba

S — bS|cS|TFS|T|e
T — aTbb | abb
F — ¢|T

CVICENI 8.28: Po prvnim kroku se gramatika nezméni, protoze kazdy ne-
termindl je mozné piepsat na néjaké terminélni slovo.

Nedosazitelny je jen neterminal C, takze vysledna gramatika je:

S — aSb | aAbb|aDaS | e
A — aAB|bB

B — aAb|BB|E

D — aSb|cD |aEE

E — EB|bD

CVICENT 8.31:
S — aSB|aB

B — b

OTAZKA 9.2: Napriiklad tak, ze pfechodova funkce obsahuje pravidlo 6(qo, Z, €)
(g, ) pro pocéatecni stav qg, poc¢ateéni zasobnikovy symbol Z, a néjaky stav

0.

OTAzZKA 9.3: JednoduSe, vSechny piechody obycejného automatu prevez-
meme beze zmény, jenom pridame pravidla, ze pii vstupu do prijimajiciho
stavu se nedeterministicky mitize (jediny!) zasobnikovy symbol odstranit.

CVICENTI 9.4: Vezméme regularni jazyk Ly dany vyrazem a*b*c* a utvoime
prinik L = LyN Ls. Pokud by byl L3 bezkontextovy, byl by takovy i L podle
Véty 9.4, ale L je prece jazyk z Prikladu 9.1.

CVICENT 9.5: @ = {p,q},%X = {a,b,c},T' = {A, B, D}, pocéate¢ni zasobni-
kovy symbol je D,
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6(p,a, D) = {(p,A)}
§(p,b, D) = {(p, B)}
o(p,a, A) = {(p, AA)}
o(p,b, A) = {(p, BA)}
6(p,a, B) = {(p, AB)}
6(p,b, B) = {(p, BB)}
6(p,c, A) ={(q,A)}
é(p,c, B) ={(q, B)}
6(p,c, D) ={(g,¢)}
6(q,a,4) = {(q,¢)}
6(¢q,b, B) = {(q,¢)}
5(q,a,B) =1
6(q,b,A) =10

CVICENI 9.6: Slova w € {a,b,c}* takova, ze po vynechani vSech vyskytu
symbolu ¢ z w dostaneme slovo ve tvaru v(v)f.

CVICENI 9.7: Stejny jazyk jako v predchozim piikladé, tedy slova w €
{a, b, c}* takovd, Ze po vynechani vSech vyskytt symbolu ¢ z w dostaneme

slovo ve tvaru v(v)f.

CvICENT 9.8: Q = {¢}, 2 = {+,%,(,),a}, T ={A,B,C,q,(,),+, *}, poca-
tecni zasobnikovy symbol je A,
8(q,e,A) ={(q,A+ B), (¢, B)}

(
6(q,e,C) ={(q,(A)),(q,a)}
6(q,a,a) ={(q,¢)}
3(q, () ={(g,9)}
6(¢,),)) ={(q,e)}
6(q, + +) ={(q,¢)}
6(q, %, *) = {(q,e)}

OTAzZKA 11.2: Libovolné velky, muize se presunout, jak daleko chce.

CVIGENI 11.3: Vyuzije se podobna implementace jako v ReSeném pfi-
kladu 11.2. Pokud slovo neni palindrom, stroj se nezastavi, nybrz skonci
v nekonec¢né smycce na jednom pomocném stavu.
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CVICEN] 11.4: Zastavi na vSech slovech kromé e. Posledni znak pocéatecniho
tseku samych a (pokud tam je) je zménén na b.

CVICENT 11.5%: ...7
CVICENI 11.6*: Zastavi jen na (a + b)a*, pfepisuje na ab*.

CvVICENT 11.9:

CVICENT 11.10: Pfiddme jako pocatecni novy stav, ktery se po znacich 0, 1
posouvéa doprava (bez pfepisovani) a na prvnim préazdném vpravo se vrati
o jeden znak doleva, a pak uz pokracujeme jako v Prikladé 11.1.

OTAzZKA 12.3: Vyhradime volny tisek paméti délky k& a pocatku p a potom
budeme k prvku a[j] pFistupovat jako k pamétovému mistu na adrese p + j.

OTAZKA 12.4: Vyhradime volny tsek paméti délky k¢ a pocatku p. Pristu-
povat budeme k ali, j] na adrese p + il + j.

OTAZKA 12.5: Musi si ve vymezeném tseku paméti implementovat zasobnik
pro lokalni proménné a navraty. (Vsak stejné tak to déla bézny CPU.)

CVICENT 12.7: TS nejvice casu ztraci na pristupu do paméti — pro piistup
k proménné na adrese ¢ musi vykonat az ¢ posunt hlavy, nez se na toto misto
dostane, kdezto RAM pristoupi na adresu ¢ piimo.

CVICENI 12.8: 2 kroky pro w zaé. a, jinak pocet b plus 3x pocet a plus 1.

CVICENT 12.9: Délka plus 1 pro w bez b, jinak pocet a na zacatku krat 2
plus 2.
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CVICENT 13.1: Nejsou, protoze doplnék takového jazyka znamené, Ze by ten
dopliikovy Turingtiv stroj musel rozpoznat, kdy se ten prvni stroj (ne)zastavi,
coz vime, Ze je nemozné.

CVICENI 13.2: Nelze, nebot by to znamenalo pFfinejmensim vyfesit i problém
zastaveni daného programu. Proto lze spravnost programu jen odhadovat.

OTAZKA 14.1: Vibec nic, znacka O() se tyka rychlosti ristu, ne srovnani
konkrétnich malych hodnot.

CVICEN] 14.2: (c)

CVICENI 14.3: /n = Q(logn), pfesnéji roste striktné rychleji.
CVICENT 14.4*: Druh4, nebot (logn)'e" = nloslosn > ns
CVICEN] 14.5*: (a)

OTAZKA 14.7: Ano, ¢islo n potfebuje ke svému zapisu zhruba logn bitt,
coz je zanedbatelné malo vzhledem k rozsahu problému. Proto (i v souladu
s praxi) lze rozsah ¢isla n zanedbat.

OTAZKA 14.8: To uz by rozumné nebylo, nebot vysledek n! méa zhruba
©(nlogn) bittd, coz uz je velmi (skuteéné velmil!) dlouhé ¢islo vzhledem k logn
bittim ptivodniho ¢isla n. Proto musime poctivé dlouhou aritmetiku rozepsat
na jednotliva elementarni nasobeni.

CVICENI 14.9: Pozor, kazdé ¢islo potfebuje k znakt. Pak mohou byt néjaké
dalsi znaky pro oddéleni ¢isel atd., ale ty se asymptoticky zanedbaji. Velikost
vstupu tak je O(k).

CVICENT 14.10: Je potieba nejen zadat n vrcholii, ale také az n? hran, takze
délka vstupu je O(n?). (NepouZivame ©, nebot nakonec téch hran mutize byt
méné nez n?.)

CVICENI 14.11*: Vzpomeite si, Ze rovinny graf ma nejvyse 3n — 6 hran,
takze délka vstupu staci vzdy O(n).
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CVICENT 14.12: Cyklus for se vykond praveé n-krét, takze n-krat se i pficte
hodnota do z a n-krat se inkrementuje i. Déale mezi aritmetické operace
pocitame n+ 1 porovnani i < n a jedno zavérecné déleni. Celkem tedy mame
3n + 2 aritmetickych operaci. Asymptoticky to je O(n).

CVICENT 14.13: Vngjsi cyklus se jasné iteruje n?-krat. Podet iteraci vniti-
niho cyklu vSak zavisi na proménné ¢ vnéjsiho cyklu. Vnitinich iteraci proto
probéhne souc¢tem Zil i=1+2+3+...4+n%—1+n% Nékteii z vis moZna
vi, ze soucet této rady je %n2(n2 +1), ale my si vysledek umime asymptoticky
odvodit sami

14243+ +n2<n®4+n’+.. . +n2=n*>-n*=n*,
ale na druhou stranu

1
n2+§n2+1+...+n22

DN |

1+2+...+%n2—|—...+n2 >
Podet priichodt vnitinim cyklem tedy je ©(n?).
CVICEN] 14.14: a)ib).

CVICEN] 14.15: Jen a).

CVICENT 14.16: Ani jeden.

CVICENI 14.17: C <A< B

CVICENI 14.18: B<A<C

CVICENT 14.19: A<C < B

CVICENI 14.20: C <A< B

CVICENT 15.1: a) O(n+ m), b) O(n?)

OTAZKA 15.2: ©(n?)
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CvICEN] 15.3: Napiiklad v ¢ase O(nlogn) — setfidime ¢isla a vezmeme to
prostfedni, nebo primeér prostiednich dvou. Existuji vsak i algoritmy pracu-
jici v ¢ase O(n), nasli byste je?

CVICENT 15.4: Tieba O(nf™1) — probereme vsechny k-tice z vrcholt a
u kazdé se podivame, zda je nezavisla. Predpokladd se, ze vyrazné lepsi
obecny algoritmus neexistuje.

CVICENI 15.5*: Snadno v ¢ase O(nlogn) — vSechny body sefadime podle
soutfadnice x a pak po fadé zleva doprava vybirame ty, co jsou ,nejnize“ a
,nejvyse“. Chytfejsi algoritmus by to vSak zvladl i v ¢ase O(n).

CVICENI 15.6*: Ne, protoze potom bychom dokézali t¥idit v ¢ase O(n):
Cisla jedno po druhém do struktury piidame a pak je od nejmensiho zase
odebirame. To nelze podle Véty 15.1.

OTAZKA 15.7: Protoze pro presné vzorce bychom se museli zabyvat i po-
¢ate¢nimi hodnotami 7°(0),7°(1), . .. a bylo by to pfilis slozité. Asymptotické
odhady budou pro klasifikaci rychlosti algoritmi stacit.

OTAzZKA 15.8: Jednak log, a je definovany jen pro b > 1, za druhé pro b=1
by vztah znél T'(n) = aT'(n) + f(n), coz je nesmyslné.

CVICEN] 15.9: Podle Lemmatu 15.2 je T'(n) = O(n).
CVICEN] 15.10: Podle Lemmatu 15.3 je T'(n) = O(nlogn).
CvICENf 15.11: Podle Lemmatu 15.4 je T'(n) = O(n?).
CVICENT 15.12: Podle Lemmatu 15.4 je T'(n) = O(n*logn).

CVICENI 15.13: S kazdym rekurzivnim volanim se jedno z ¢isel a, b zmensi
aspoit o 1. Nemiize tedy nastat vice nez 2 - 28 = 28! rekurzivnich volani.
Kazdé volani trva konstantni ¢as. Na druhou stranu si 1ze snadno predstavit
zadani, pii kterém bude 2% iteraci skutecné nutnych: a = 1, b = 2%. Zkuste
si to projit sami! Celkem tedy je sloZitost naseho algoritmu ©(2%).
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CVICENI 15.14: Pokud a > b, tak ¢islo (zbytek) ¢ = a mod b je vzdy méné
nez polovinou hodnoty b. Proto se v kazdé iteraci naseho algoritmu (mozna
mimo prvni) jedno z ¢isel a,b zmensi na méné nez polovinu, neboli z jeho
binarniho zapisu ubude aspon jedna ¢islice. Pokud na zacatku méli a, b jen
¢ bit1, algoritmus musi skon¢it po méné nez 2/ iteracich. Kazda tato iterace

trva konstantni cas, takze celkem mame horni odhad O(¢), coz je mnohem
lepsi nez v Piikladé 15.13.

Pro dolni odhad bychom méli najit dvojici ¢isel a, b, pro které trva béh al-
goritmu co nejdéle. (Sice mizeme zjednoduSené Fici, Ze potiebujeme aspor
precist ¢ bitl vstupu, ale to neni iplné dostacujici k rigoréznimu argumentu,
nebot v zadani zanedbavame délku zapisu vzhledem k aritmetickym opera-
cim.) Neni to nyni zase tak jednoduché, ale po par pokusech asi ptijdete
na to, ze nejlepsi je volit dva po sobé jdouci ¢leny Fibonaciho posloupnosti
(ap = a1 =1, aps1 = a, + a,_1, znate tlohu o mnozeni krélik na ostrove?).
Naptiklad a = 13 a b = 8 da 6 iteraci cyklu. Celkem v tomto pfipadé pocet
iteraci vyjde O(¥), takze to je i nejhorsi slozitost naseho algoritmu.

CvVICENT 15.15: Vidime, Ze v algoritmu dochézi jen k jednomu rekurzivnimu
volani, ale bohuzel, pokud zvolime za Spatného pivota A[i] to nejvétsi z ¢isel,
bude rekurzivni volani zpracovavat pole velikosti n — 1. Takovy piipad zadny
ze vzorcd z kapitoly 15.4 nefesi.

Musime si tedy pomoci prostou tvahou — v kazdém vypocetnim kroku se
velikost zpracovavaného pole zmensi asponi o 1 (o pivota), takze bude jen
O(n) vnofeni rekurze a v kazdém provedeme O(n) kroki, celkem O(n?).
Na druhou stranu ve zminéném nejhorsim pripadé budeme v druhé trovni
rekurze zpracovavat pole velikosti n — 1, ve tfeti Grovni pole o velikosti n — 2,
atd....Celkovy cas na zpracovani pak skutecné bude

On)+O(n—1)+...+6(1) = 0(n?).
Na zavér dodavame, ze sice tento algoritmus ma pomaly béh v nejhorsim

pripadé, ale v prumérném piipadé bude velmi rychly, nebot obvykle pivot
rozdéli pole témér ,napil“. (Je to stejny pripad jako s algoritmem quicksort.)

CVICENT 15.16: 12 +22+ 3%+ ...+ n? =0O(n?)

CVICGENI 15.17: O(logn)
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CVICENI 15.18*: O(y/n)

CVICENI 15.19*: Rozdé¢lime pole A na pétice ¢isel, z kazdé z nich vybereme
prostfedni pfimym porovnévanim, a pak z vybranych n/5 ¢isel vybereme
to prostiedni rekurzivni aplikaci algoritmu VYBER(). Jej pak vezmeme za
pivota, coz zarudi, ze kazdé z poli B, C bude obsahovat aspon 30% z ¢isel.
Vzorec pro dvé rekurzivni voldni pak bude znit T'(n) < T(0.7n) + T(0.2n) +
O(n), coz je O(n) podle Lemmatu 15.2.

CVICENT 15.20: Sikovné to lze linedrné O(n).

CVICENI 15.21: Tento vztah sice na prvni pohled nepatii do zaddného z uve-
denych lemat, ale lze jej velice snadno upravit:

T(n) <T(n/2) +T(n/3)+T(n/4) + 5n* < 3T(n/2) + 5n’

Posledni vztah jiz podle Lemmatu 15.4mé feSeni T'(n) = O(n?) nebot log, 3 <
2. Na druhou stranu hned ze zadaného vztahu vidime, ze T'(n) > 5n?, takze
vysledné Feseni skutecné je T'(n) = O(n?).

CVICENT 15.22: O(n)
CvICENT 15.23: O(n?)
CvVICENI 15.24: O(n)
CVICENI 15.25: O(nlogn)
CVICENI 15.26: ©(nlogn)

CVICENT 15.27: Na rozdil od predchozich piikladi se zde zaméiime na
aspekt rekurze v algoritmu. Necht 7'(n) je ¢asova slozitost naseho algoritmu.
V prvni fadé si zjistime, kolikrat a pro jak dlouha ¢isla se vola rekurze.
Dvakrét se nasobi ¢isla délky k = % pro vypocty 21 = (ai-b1) a 23 = (az-by).
Pak se jednou nasobi ¢isla délky (az) k + 1 pro vypocet (a1 + az) - (by + b2).
Takze mame zacatek rekurentniho vzorce T'(n) < 2T(k)+T(k+1)+....
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V druhé tadé se podivame, kolik ¢asu zaberou zbylé vypocty v algoritmu.
Jedné se o rozdéleni cisel a,b na poloviny jejich dekadickych zapisi a o né-
kolik s¢itani a odecitani n-mistnych cisel. Zde si jiz musime presné ujasnit,
jaké pouzijeme datové struktury. Jako nejvhodnéjsi se jevi pouzit pole pro
ulozeni jednotlivych ¢islic dekadického zapisu ¢isel a, b. Potom jak rozdéleni,
tak 1 s¢itani a odecitani lze snadno implementovat v ¢ase O(n). Celkem tak
dostaneme odhad

T(n) < 20(k) + T(k + 1) + O(n) = 2T (g) +T (g +1) +O(n)

a po zanedbani “+1” v T'(k + 1) vyjde
T(n) < 3T (g) +0(n).
Podle Lemmatu 15.4 je feSenim tohoto rekurentniho vztahu asymptoticky
T(n) = O(n'°&3)= O (n'%).
CVICENI 15.28*: Zde vyuzijeme Lemma 15.4, kde je b = 2 (polovi¢ni
velikost rozdélenych matic), @ = 7 (7 nésobeni mezi nimi) a f(n) = n?

(Cas potfebny na manipulaci a s¢itani matic). Vysledek pak podle vzorce je
T(n) = nlos27=0(n2?).

CVICENI 15.29*: Rekurentni vzorec pfepiSeme pro ndhradni funkci 7"(n) =
T(n+2):
T'(n) <2T(k) +T(k+1)+O(n) <3T(k+1)+ O(n) =

n+2
2

n

2

= 37 +1)+ O(n) :3T(g +2)+ 0(n) = 3T(%) + O(n)

CVICENT 16.1: PouZijeme vzorec x - y = @Y takje vstup (z,y) preve-
deme na vstup (Inx,Iny), seCteme logaritmy a pro zpétny prevod vysledku
umocnime e*. Takto se nasobilo pred objevenim kalkulacek, pomoci logarit-
mickych pravitek ¢i tabulek.

OTAZKA 16.2: Protoze obvykle kazdy algoritmus pro spravnou odpovéd
musi nejprve cely vstup délky n precist.
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CVICENT 16.3: Primitivni algoritmy ti{déni pracuji sice va éase O(n?), ale
ty chytiejsi, jako tFeba mergesort nebo heapsort uz bézi v ¢ase O(nlogn),
takze to je hledana casova slozitost problému t¥idéni.

CVICENT 16.4: ©O(n?), bez ohledu na podet hran, nebot musime projit
vSechna policka matice.

CVICENI 16.5: Ted jiz jen ©(n), nebot sta¢i projit n vrcholt a porovnat
jejich stupné, tj. délky seznamii sousedi.

OTAzZKA 17.1: Kdyby bylo vice moznych vysledki nez jen ANO/NE, mohly
by byt i faleSné napovédy pro rtzna feseni a jak bychom mezi nimi v defi-
nici NP vybrali? Je to prosté technicky problém dany nasim pohledem na
t¥idu NP.

OTAZKA 17.2: Hraje, a velkou. Podivejte se napiiklad na problém, zda dva
grafy jsou isomorfni, kde napovédou odpovédi ANO je vyznaceni ptislusného
isomorfismu, kdezto pro odpovéd NE zadna obecné efektivni ndpovéda znama
neni.

OTAZKA 17.3: PopiSeme tak ,dudlni* tiidu, kterd se casto znaci coNP a
patii do ni pravé negace problémi z NP.

CVICENI 17.4: Protoze jednoduse napovime (uhodneme) onu podmnozinu
k vybranych vrcholt a efektivné ji zkontrolujeme.

CVICENI 17.5: ProtoZze napovime, kterych < k vrcholit vypustit, aby graf
zbyl nesouvisly. Nesouvislost zbytku uz pak snadno ovérime.

CVICENI 17.6*: To je obtiznéjsi, nebot nelze kontrolovat vSechny k-tice
vrcholtt k vypusténi (exponencidlni ¢as pro velkd k). VyuZzijeme vSak Men-
gerovu vétu a pro kazdou dvojici vrcholt v grafu napovime (uhodneme) k
disjunktnich cest mezi nimi. To je hodné velkd napovéda, ale stale polyno-
mialni.

CVICENI 17.7*: Nelze, nebot takovou napovédou sice ukdzeme dobré obar-
veni grafu (G, ale nijak neprokazeme, ze H prece jenom nelze obarvit 1épe
(méné barvami, nez v napoveéds).
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OTAZKA 17.8:

CVICENT 17.9: K danému grafu G ptidame jeden novy vrchol w spojeny se
vsemi vrcholy. Pak G lze obarvit 3 barvami pravé kdyz G & w lze obarvit 4
barvami (¢tvrtou barvu vyhradné na w).

CVICENT 17.10: Podle Lemmatu 17.9 a pfevodu z predchozi tlohy vime, Ze

4-obarveni je NP-tézké. Zaroven existence 4-obarveni snadno patii do t¥idy
NP.

CVICENT 17.12: a, b, ¢, f

CVICENI 17.13: Definujeme pro graf G novy graf H, jehoz vrcholy budou
odpovidat hrandm grafu G, a hranami H budou spojeny dvojice hran z G
sdilejici vrchol. Potom prosté stac¢i v grafu H hledat nezavislou mnozinu
velikosti p, coz da parovani v G.

CVICENT 17.14*: ...7
CVICENT 17.15: Ano, patii, tyto kruznice napovime a snadno ovéfime.

CVICENI 17.16: Ani nemuze patfit, nebot se nejedna o rozhodovaci pro-
blém!

CVICENI 17.17: Oboji patfi: Pro ovéfeni toho, Ze graf je rovinny, staci
zkontrolovat napovédéné rovinné nakresleni. (Vzpomente si, Ze rovinny graf
lze nakreslit tak, aby hrany byly tsecky.) Naopak pro ovéfeni nerovinnosti
staci napovédét, kde je v G podrozdéleni grafu K 3 nebo K.

CVICENT 17.18*: Pro k = 0,1, 2 lze barevnost efektivné urcit, takze tam
otazka patti ptimo do tiidy P. Také pro k£ = 3 patii problém barevnosti £
do NP, nebot napovédéné obarveni 3 barvami jsme schopni snadno ovéfit,
a zarovenl dokazeme urcit, ze barevnost neni 2 (kruznice liché délky). Ale
pro k > 3 jiz problém (dle souc¢asnych znalosti teoretické informatiky) do
tfidy NP nepatii, protoze neumime nijak efektivné prokazat, ze graf G nelze
obarvit méné nez k barvami.
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CVICENT 17.19: a, d

CVICENI 18.1: S linearni slozitosti — stacilo by najit zavorku, ve které kon-
junkce neobsahuje zaroven z; i —x;, tou by pak v celé disjunkci byla splnéna
cela formule ¢’. Napiiklad (z; Axe)V (mz1 Azs) V(21 Azg A—x2) je splnitelna,
kdezto (z1 A —x1) V (mz2 A 2) neni.

CVICENI 18.2*: Zkuste si n&jakou SAT formuli ¢ skutecné roznésobit —
vyjde vam exponencialné mnoho ¢leni ve vysledku, takze ten Cas vypoctu
nakonec stejné vyjde exponencialni!

OTAzZKA 18.3: Velice snadné — prece ovéiime, zda vSechny stupné jsou sudé.
Dokonce Eulerovsky tah je i snadné pfimo najit.

OTAZKA 18.4: Problém je podle zadani v celkové délce toho tahu — mé byt
co nejkratsi.

OTAzZKA 18.5: Velmi dilezity, bez néj (tedy pro redlné hodnoty z) by se
takova tloha fesila pomérné rychle Gaussovou eliminaci.

CVICENI 18.6: Je to kupodivu jesté jednodussi nez ve Vété 18.6. Prosté
v prevodu z vrcholového pokryti na grafu G vytvoiime orientovany graf,
jehoz vrcholy jsou vrcholy G a také stiedy hran G. Sipky vedou vzdy od
vrcholl do stfedt prilehlych hran.

CVICENI 18.7: Tento piiklad uvadime proto, aby si ¢tendf dobfe uvédomil
roli parametri problému, které jsou fixn, a téch, které jsou proménlive, neboli
dané na vstupu.

Problém existence nezavislé mnoziny velikosti k totiz snadno roziesime v Case
O(n**1) — prosté projdeme hrubou silou vSechny k-tice vrcholtt grafu a po-
kazdé se podivame, zda ndhodou netvoii nezavislou mnozinu. Cas O(n**1) je
pochopitelné polynomialni pro kazdé fixni k, takze pak tento problém tézko
muze byt NP-tuplny. Naopak pro k£ na vstupu problému se jednd o NP-tplny
problém podle naseho Tvrzeni 18.4.

CVICENT 18.8: V prevodu pfipojte ke kazdému vrcholu novy vrchol stupné 1.
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CVICENI 18.9*: Staci G vytvorit tak, ze k danému grafu pfipojime jednim
vrcholem w jeden novy trojuhelnik. Pravé vrchol w se pak v tahu bude muset
zopakovat.

CVICENI 18.10: Pridejte do grafu novy vrchol z spojeny se vSim — pak
H. kruznice v novém musi prochazet x a po odebrani x z ni zbude H. cesta.

CvICENT 18.11: Jelikoz IP je specialni verzi MIP, bude MIP aspon tak
tézké, tj. NP-tézké. Naopak MIP nélezi do NP, nebot lze napovédét a zkont-
rolovat pfipustné feseni. (Je ale tfeba zduvodiiovat, pro¢ sta¢i redlné hodnoty
proménnych napovédét s rozumnou piesnosti.)
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