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@ Konjunktivni normalni forma (KNF) umoziiuje snadny test
syntaktické spravnosti formule, v obecnosti je obtizné urcit
splnitelnost (NP-aplny problém)

@ V disjunktivni normalni formé (DNF) je snadné urcit splnitelnost

@ Stadi, aby byl splnitelny alespon jeden disjunkt

@ Disjunkt (konjunkce literdld) je splnitelny, pokud se v ném Z3dnd
proménnd nevyskytuje v pozitivni (nenegované) i negativni (negované)
formé

o Kazdou formuli je mozné prevést do DNF

o Pfi prevodu do DNF formule mize narist exponencidlnég, tedy
polynomialni feSeni formule v DNF je exponencidlni vici pavodni
formuli

@ | nékteré specialni tvary formuli v KNF je mozné Fesit v
polynomialnim case, napf.

@ Horn SAT
o 2-SAT
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Horn SAT

@ Formule je Hornova, pokud mize byt generovana gramatikou (s
pocate¢nim symbolem H)
e Pu=11]T]|p
s Au=P|PAA
o C:=A—=P
e H:=C|CAH

o Priklad: (pAgAs— L)A(gAr—=p)A(pAs—s)

@ Po prevodu Hornovy formule do KNF je v kazdé klauzuli pravé jeden
pozitivni literdl (je mozno prostfednictvim tohoto faktu Hornovy
formule alternativné definovat)
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Regeni Horn SAT

&
)

Vstup: Hornova formule ® (ve tvaru konjunkce implikaci)
Algoritmus:
@ oznac vsechny vyskyty T v &
@ dokud exisuje konjunkt P; A P, A ... Py — P’, kde vechny P; jsou
oznaleny ale P’ ne, ozna¢ P’ (vSechny jeho vyskyty ve formuli)
@ pokud je oznacen néjaky vyskyt |, vrat nesplnitelnd, jinak vrat
splnitelna
Pocet prichodi cyklem je linearni viici po¢tu proménnych ve formuli,
¢as jednoho prichodu cyklem je také linearni viici velikosti formule,
algoritmus je tedy kvadraticky

Korektnost algoritmu - indukci je mozno ukazat, Ze plati: " VSechna

oznacend P jsou true pro vSechny valuace, ve kterych se ® vyhodnoti
na T"
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2-SAT

@ Formule v KNF se 2 literdly v kazdé klauzuli

@ KaZdou formuli je moZné polynomialné prevést do KNF se 3 literaly v
klauzuli, ale jiz neexistuje obecny polynomialni algoritmus prevodu do
KNF se 2 literdly

@ Kazda klauzule instance 2-SAT vlastné odpovida jednoduché
implikaci: xp V —x3 = (—xp — —x3) = (X3 = x0)

@ Je proto mozné zadavat formule v implikacni normalni formé
(konjunkce implikaci)

@ Implikacni graf - vrchol pro kazdy literdl a orientované hrany podle
implikace v implikaéni normalni formé

@ Existuje mnoho algoritm0 pro feseni 2-SAT, nejefektivnéjsi z nich jsou
linedrni
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Kromiyv algoritmus

e © © 6 ¢ ¢ ¢

Je polynomialni

Navrzen jiz v roce 1967

Predpokladejme, ze ve ® jsou dvé klauzule, jedna s x a druhd —x
Takové klauzule zkombinujeme a vytvofime novou (rezoluéni pravidlo)
Z (aV b) A (—bV —c) vznikne a VvV —¢c

V implikaéni formé rezolu¢ni pravidlo odpovida tranzitivité
Konzistentni formule je takova, kde nemiZeme soucasné vytvorit
(xVx)a(—xV-x)

Kdyz je formule konzistentni, je mozné postupné pridat pro kazdou

proménnou pravé jednu z hodnot (x V x) (resp. (—x — x)) nebo
(=x V =x) (resp. (x — —x))tak, aby konzistentni zistala

Valuace splnujici formuli dava true véem proménnym z klauzuli
(x V x) a false véem z klauzuli (—x V —x)
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Kromiyv algoritmus

@ Pri navrhu se Krom soustredil na tplnost a spravnost, nerozebiral
sloZitost

@ D3 se ukazat, ze pracuje v polynomiadlnim case

@ Vezmou se vSechny klauzule obsahujici stejnou proménnou a aplikuji
se vechny mozné rezoluce v O(n%), kde n je pocet proménnych (pro
kazdou proménnou muze byt O(n?) klauzuli, které ji obsahuji a se
kterymi lze potencidlné délat rezoluci)

@ O(n) testli konzistentnosti, maximalné O(n?) kazdy, tedy O(n*)
celkem

o P¥i diikladng&j$im zamysleni se da odvodit O(n?)
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Omezeny backtracking

@ Even, Itai, Shamir - 1976
@ Obecny algoritmus pro CSP s bindrnimi proménnymi a bindrnimi
omezenimi
@ Idea - prifazovat hodnoty proménnym postupné, pfi tzv. choice point
vybere hodnotu, pfi backtrackingu se nikdy nevrati pres posledni
choice point
@ Na zacdatku neni zadny choice point (CP) a vSechny proménné jsou
bez pfirazené hodnoty
@ Pak ndsleduji kroky
@ Pokud existuje klauzule s obéma proménnymi nastavenymi tak, Ze je
klauzule false, vratit se zpét na nejblizsi CP, odebere pfifazeni od
tohoto CP a zméni hodnotu v tomto CP
@ Pokud existuje klauzule, kde je jedna z proménnych nastavena a
klauzule maze byt true i false, tak druha klauzule je nastavena tak, aby
klauzule byla true
@ Pokud vsechny klauzule maji garantovano true nebo maji obé
proménné nepfifazené, vytvori se CP a nékterad neprfifazend proménnd
se nastavi na true nebo false
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Omezeny backtracking

@ Na nékterych vstupech miZze byt casto backtracking a dlouhy fretézec

pritazeni mezi navraty, takZze nemusi byt linedrni

@ Vylepseni - od CP se délaji paralelné obé vétve (pro sekvenéni
algoritmus prolindnim) a kdyz prvni vétev narazi na novy CP, druha
vétev konci

@ Po vylepseni je mozné dokazat linearni slozitost
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Silné souvislé komponenty

@ Aspvale, Plass, Tarjan - 1979

@ Jednodussi procedura v linearnim case zalozend na silné€ souvislych
komponentéach (SCC - strongly connected components)

@ SCC - v orientovaném grafu jde o rozklad (mnozina podmnozin,
vzajemné maji prazdny priinik a jejich sjednocenim je plvodni
mnozina) mnoziny vrchold tz. kazdy vrchol v komponenté je
dosazitelny z kazdého dalSiho vrcholu stejné komponenty
orientovanou cestou

@ Existuje nékolik efektivnich algoritm( na hledani SCC v grafu v
linedrnim case, vétSinou jsou zaloZené na hledani do hloubky
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Silné souvislé komponenty

Provede se rozklad na SCC na implikaénim grafu (kde pro xp V —x3 je
(—\X() — ﬂX3) i (X3 — Xo))

Pokud do stejné komponenty patfi x i —x, tak je formule nesplnitelnd
Autofi ukazali, Ze toto je nutnd, ale také postacujici podminka

Formule 2-SAT je tedy splnitelna pravé tehdy, kdyz neexistuje
proménna patfici do stejné komponenty jako jeji negace

Linearni algoritmus rozhodujici splnitelnost - v linedrnim Case provede
rozklad na SCC a poté pro kazdou proménnou zkontroluje, ve které
komponenté se nachazi jeji negace
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Silné souvislé komponenty

@ Pro nalezeni spliujiciho ohodnoceni

o Vytvorit implikacni graf, udélat SCC

o Ovérit splnitelnost, pro nesplnitelné formule skoncit

@ Vytvorit kondenzovany graf - za kazdou klauzuli se d4 jeden vrchol a
hrana mezi vrcholy je tam, kde mezi komponentami vedla alespon
jedna hrana. Z vlastnosti SCC je vysledny kondenzovany graf acyklicky

o Komponenty se usporddaji topologicky (nékteré algoritmy pro hledédni
SCC je rovnou nachazi podle tohoto uspofadant)

@ Berou se komponenty podle poradi, komponenté bez prifazeni je
pfifazeno false. Dopliikovd komponenta (obsahujici opaéné literaly
stejnych proménnych) tak bude true. VSechny pfedchazejici
komponenty uz museji mit pfifazeno také false. Pokud je néco true,
vSem nasledujicim komponentam se priradi také true.
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Aplikace 2-SAT

@ Bezkonfliktni umisténi objektd - popisky grafu nebo mapy, nédvrh VLSI

(very large scale integration) obvodd

@ Data clustering - hledd se minimalni polomér clusteri v metrickém
prostoru

@ Scheduling - napt. pfifazeni domdcich a hostujicich celkd po
nalosovani rozpisu sportovnich zapasi tak, aby se omezila po sobé
jdouci utkani stejného tymu na domacim h¥isti (resp. na soupefové
hristi)

@ Digitalni tomografie - rozpoznani tvart z jejich priseciki

@ V fesicich SAT jako podprocedura, kdyz po ¢asteCném pfifazeni a
Gpravé zlstane jen instance 2-SAT
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Obecny SAT

@ Rozsifenim algoritmu pro Hornovy formule Ize ziskat algoritmus pro
obecné formule

@ Podformule se oznacuji znackami true, false tak, ze vSechny oznacené
podformule se vyhodnoti na svou znacku pro kazdé ohodnoceni, které
celou formuli vyhodnoti na true.
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Linearni resic¢

@ Formule se pfevedou do fragmentu ® ::=p | (=) | (P A P)

@ Vytvorime k takto prevedené formuli syntakticky graf, kde stejné
podformule reprezentuje jeden podstrom. Jednd se o orientovany
acyklicky graf (directed acyclic graph - DAG)

@ Prevod formule je induktivni: T(p) = p, T(—®) = =T (),

T((Dl AN ¢2) = T(q)l) A T((DQ), T((Dl V ¢2) = —|(—| T(q)l) VAN —\T(q)g)),
T(®1 = P2) = (T(P1) A T(P2))

@ ® je splnitelnd pravé tehdy, kdyz —® je splnitelnd

@ Priklad syntaktického stromu a odpovidajiciho DAG je na obrazku
1.12 v souboru satsolvers.pdf

@ Je definovana sada pravidel pro vynucend nové znacky - viz. obrazek
1.14 v souboru satsolvers.pdf

@ Jen oznaceni grafu vynucenymi znackami nestaci

@ Je nutné zkontrolovat prepocitanim zdola nahoru, kdyz se shoduje,
mame svédka splnitelnosti

@ Priklad dokazani splnitelnosti formule je na obrazku 1.13 v souboru
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Linearni resic¢

@ Tento SAT solver ma linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k velikosti
DAG pro T(®)

@ Transformace ® — T(®) zvétsi formuli také linearné, tedy algoritmus
je linearni vaci ¢

@ Linearita algoritmu je vykoupena tim, Ze selze na formulich typu
—|(¢1 A\ ¢2)
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Kubicky resic

@ V linedrnim reSi¢i jsme uvazovali 2 moznosti:

o Vynuceny spor - soucasné vynucené T i F k jednomu uzlu

@ Uplné ohodnoceni viech uzli
Existuje tfeti moznost - vSechna vynucend omezeni jsou konzistentni,
ale ne vSechny uzly jsou ohodnocené
Priklad: (pV gV r)A(pV—=g)A(gV=r)A(rV=-p)A(—-pV—gV-r)
Tato formule neni splnitelna - prvni a posledni klauzule Fikaji, ze
alespon jedna z proménnych p, g, r musi byt true a alespon jedna
false. Zbylé klauzule Fikaji, ze vSechny tyto 3 proménné maji stejnou
hodnotu.
Linedrni fesi¢ nenajde ani spor ani tplné ohodnoceni (viz. obrazek
1.17 ze souboru satsolver.pdf)
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Kubicky resic

J

Kdyz neni oznaceno vse a neni spor, vybere se uzel a priradi se mu
docasné T.

Zkoumame, zda pfifazenim nevznikl spor, pokud ano, uzel dostane
misto docasného T permanentni F.

Kdyz spor nenastane, zkusi se totéz s docasnou hodnotou F.

Vsechny uzly, které v obou pfipadech dostaly stejnou hodnotu, budou
mit tuto hodnotu jako permanentni.

Stejné se testuji dalsi uzly

Priklad béhu algoritmu je na obrazku 1.18 v souboru satsolver.pdf
Porad se ale miize stat, ze nepriradi vSem uzldm néjakou permanentni
hodnotu - kdyz kazda z voleb T,F vede k riiznym znacenim ostatnich

uzll, ale ne ke sporu.
Kubicka slozitost:
@ Kazdy test je vlastné pouziti linedrniho resice
@ Musime testovat pro kazdy nepfirazeny uzel
@ Kazdé nové permanentni prifazeni zplsobi, Ze ostatni nepfirazené je
potfeba testovat znovu

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované feseni Gloh s omezenimi 24. tijna 2013 18 / 27



Kubicky resic

@ Pokud Fesi¢ vrati, ze je formule nesplnitelnd nebo splnitelna, je to
vzdy spravné

@ MizZe se stat, Ze vrati odpovéd " Nevim”
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Dalsi pristupy reseni SATu

o Konflikty fizené uceni klauzuli (conflict-driven clause learning) -
moderni varianta DPLL algoritmu

@ Stochastické lokalni hledani - WalkSAT

@ DPLL - Systematicky backtracking prochazejici exponencialni prostor,
pochazi z 60. let

@ Moderni fesi¢e SAT:

@ Conflict-driven
@ Look-ahead
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Konflikty rizené reseni SAT

o Davis—Putnam-Logemann—Loveland (DPLL) algoritmus s:

o

¢ & ¢ ¢

efektivni analyzou konflikti

ucenim klauzuli

nechronologickym backtrackingem (backjumpingem)
adaptivnim vétvenim

nahodnymi restarty

@ Tato vylepseni se empiricky ukdzala dilezitad pro zvladani velkych
instanci SAT
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Look-ahead pristup

@ Specidlni posilena redukce a heuristiky

@ Jsou obecné silnéjsi na tézkych instancich
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DPLL

)

Vybere literdl, pfifadi mu hodnotu, zjednodusi formuli a rekurzivné
otestuje splnitelnost

Kdyz je rekurzivni volani nelspésné, zméni hodnotu a znovu
zjednodusi formuli a rekurzivné vola
Zjednoduseni

o Odstrani klauzule, které jsou true

o Odstrani literaly, které jsou false, z ostatnich formuli
Unit propagation - kdyz klauzule obsahuje 1 literal, tak mize byt
spInéna jen jeho nastavenim na true. Tedy neni nutné vétveni. V praxi
to Casto vede ke kaskddé jednotek a z toho plyne velké zmenSeni
prohledavaciho prostoru

Pure literal elimination - kdyz se proménnd vyskytuje ve formuli pouze
v jedné polarité, nazyva se Cista (pure). Tyto proménné mizeme
nastavit vzdy tak, aby vSechny klauzule, kde se vyskytuji, byly true.
Cili tyto klauzule Ize odstranit.
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DPLL

@ Nesplnitelnost vyplyne, kdyz nékterd klauzule bude prazdn3, dili
vsechny proménné byly nastaveny tak, Ze literdly v této klauzuli
nastavovali na false

@ Splnitelnost formule - kdyz pfifadi hodnoty véem proménnym a
nedojde ke sporu, Cili k prazdné klauzuli, nebo také, kdyz vsechny
klauzule jsou splnény

@ Vyzkum pro vylepSeni algoritmu:

@ Politika vybéru literdld pro vétveni
@ Nové datové struktury pro urychleni operaci na formuli (hlavné operace

unit propagation)
@ Varianty zdkladniho backtrackingu (backjumping, clause learning)
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Stochastické algoritmy pro SAT

e © © 6 ¢ ¢

Nejznaméjsi jsou GSAT a WalkSAT

Oba jsou uréeny na formule v KNF

Ptiradi ndhodné ohodnoceni

Kdyz je formule splnéna, konci

Kdyz neni splnéna, prehodi hodnotu jedné proménné a opakuji postup

Stochastické algoritmy jsou neliplné - u splnitelné formule najdou
Casto reseni, ale neumi ukazat, Ze je formule nesplnitelna

Po néjaké dobé hledani se obvykle aplikuje restart - znovu nahodné
priradi hodnotu vSem proménnym a béZi na této nové instanci

Intervaly mezi restarty se Casto postupné zvétsuji
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WalkSAT

@ Vybere nékterou nesplnénou klauzuli a v ni prehodi proménnou
@ Klauzule voli ndhodné

@ Proménnou v klauzuli voli tak, aby minimalni pocet splnénych
klauzuli zménil na nesplnéné

@ S mensi pravdépodobnosti i proménnou voli ndhodné

@ Ukazal se vhodny pfi instancich vzniklych z automatického planovani
(pfistup prevedeni planovani na SAT se nazyva SATplan)
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Nahodné prifadi hodnoty proménnych

Vybere proménnou, kterd maximalné snizi pocet nesplnénych klauzuli
a zméni jeji hodnotu

Problémem jsou lokédlni minima - v jinych problémech mize nalezeni
lokalniho minima stacdit, v SATu ne

"Krok stranou” (zména hodnoty jiné proménné, nez by urdil
algoritmus) znaéné vylepsi ispésnost

Mezi pfistupy k opusténi lokalnich minim se Casto uplatiuje
simulované zihani
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