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Optimalizacni problémy
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V praxi se ¢asto rozliSuji hard a soft omezeni

Analyza vede k siti omezeni rozsirené o globalni cenovou (neboli
kriteridlni) funkci

ReSeni musi spliiovat vsechna hard omezeni a optimalizovat cenovou
funkci

Mnoho problémi z primyslu je tohoto typu

VétSinu CSP problém( miZeme uvazovat i v optimalizaéni verzi -
kdyz neni mozné splnit vSechna omezeni, hledd se reseni spliujici co
nejvice omezeni

Max-CSP - tfida problémi vznikla timto zplisobem

Jednim z nejzndméjsich problému z Max-CSP je MaxSAT (snaha najit
ohodnoceni formule v KNF spliiujici co nejvice klauzuli)

Lze také omezenim dat vahy a misto po¢tu minimalizovat sumu vah
porusenych omezeni
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Optimalizacni problém

@ Optimalizaéni problém s omezenimi (COP - constraint omptimization
problem) je sit omezeni rozsifend o cenovou funkci

o X={x1,...,xn}

Fi,...,Fj jsou redlné funkce definované nad Q1,...,Q), kde Q; € X

@ Necht 2 ={a1,...,a,}, kde a; je z domény x;, necht 3; je pfifazeni
prvnim i proménnym. Globalni cenova funkce F je definovana jako
F(3) = Zjl-zl Fi(a), kde Fj(a) znamena F;(3a) aplikovana na pfitazeni
a omezené na doménu funkce F;

@ Cenova sit (cost network) je C = (X, D, Cp, Cs) kde (X, D, Cp) je sit
omezeni a G = {Fgq,,..., Fg} je mnoZina cenovych komponent nad
doménami Ql, ey Q/, Q,’ = {X,'l, .. ,X,'/}

@ Cenova sit je jednou z moznych reprezentaci optimaliza¢niho
problému s omezenimi

@ Funkce v Cs jsou mékka (soft) omezeni

@ Optimalizaéni Gloha je snaha najit 0 = {a1,...,an} spliujici véechna
omezeni, t7. F(a%) = max;F(3) (popfipadé misto maxima lze hledat i
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Cenovy graf

@ Uzel pro kazdou proménnou

@ Hrany pro jakékoliv omezeni (hard i soft)
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Redeni COP jako série CSP

©

e & 6 ¢

Vzdy se Fesi tloha CSP s hard omezenimi a s limitem cenové funkce,
ktery se postupné zvySuje (tedy omezeni, ze globalni cenové funkce je
vétsi nez limit)

Postupné se tak zvySuje kvalita nalezeného reSeni

Redeni je optimalni v rdmci limitu daného rychlosti zvy$ovani limitu
Promyslenéjsi pristup - pouziti " bindrniho vyhledavani”

Lze tedy pouzit pro optimalizaci jakékoliv techniky, které se pouzivaji
(a byly probrany) pro CSP
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Branch and Bound search

@ Nejjednodussni a nejnaivnéjsi pristup - rozsifeny backtracking

@ Po prvnim nalezeném FeSeni se backtracking nezastavi, ale prohleda i
zbytek prostoru

@ Pamatuje si aktudlné nejlepsi nalezené reseni

@ MuzZe vyuzit jakoukoliv techniku zlepseni backtrackingu na hard
omezenich

@ Je mozné dale omezit prohleddvany prostor analyzou cost funkce

@ Nap¥. kdyZ soucet funkci nad jiz pfifazenymi hodnotami je vyssi nez
dosud nejlepsi (s minimalni cenovou funkci) Feseni, tak ve vétvi neni
potfeba pokracovat
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@ Udrzuje nejlepsi reseni

@ Pocitad horni mez s vyuzitim omezujici funkce 7(3;), ktera
nadhodnocuje nejlepsi feseni, které je rozsirenim 3;

@ Kdyz i tento nadhodnoceny odhad je mensi, nez dosud nejlepsi

nalezené feSeni, neni potfeba 3; dale rozsifovat (pokracovat ve vétvi
vypocCtu, kterd k nému vedla)

@ Omezujici funkce milZe byt pouzita také jako heuristika pro vybér
hodnoty, kterd se priradi aktulné zpracovavané proménné

@ Pri hard omezenich vyuziva techniky zminéné dfive, ale v kazdém uzlu
prohledavaciho stromu pfida kontrolu omezujici funkce

@ Obdobné je mozné fesit minimalizaci

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované Feseni aloh s omezenimi 3. prosince 2013 7/13



Omezujici funkce

@ Zakladnim moznym vylepsenim branch-and-bound je zlepseni
presnosti omezujici funkce

@ Nejprve byly algoritmy vyvijeny a zlepSovany pro tfidu problémil
znamych jako celodiselné programovani

@ Maji linearni tvrda omezeni a globalni cenovou funkci, proménné maji
celodiselné domény

@ Neékteré idee se rozsifuji na obecna omezeni a obecné cenové funkce
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Russian Doll searc
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Idea - n po sobé jdoucich branch-and-bound hledani, kazdé s pridanou
jednou proménnou (a relevantnimi omezenimi)

Prvni podproblém zahrnuje jen ntou proménnou, ity poslednich i
proménnych

Kazdy podproblém se fesi pres branch-and-bound, kde mezni funkce
vyuziva znalosti z predchozich béhi

Navic dfive nalezanad optimalni feSeni jsou vyuzivana jako heuristiky
pro vybér hodnot k pfifazeni a ke zlepSeni pocateéni horni (dolni)
meze reseni

V praxi se ukazuje, ze i n prohledavani je efektivni, protoze jednotliva
hledani jsou rychlejsi diky omezeni prohleddvaného prostoru

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované Feseni aloh s omezenimi 3. prosince 2013 9/13



Bucket elimination
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Vyuziva datovou strukturu bucket

Proménné predpokladame usporadany podle néjakého usporadani
Cenové funkce se déli do kosikl odpovidajicich proménnym
Zacne od kosiku posledni proménné a da do néj vsechny funkce s
touto proménnou v doméné

Do kazdého dalsiho kosiku da funkce, které proménnou onoho kosiku
obsahuji v doméné, ale zatim nebyly nikam pridéleny

Kosiky se zpracovavaji od posledni proménné

Zpracovani kosiku - seCtou se funkce v ném eliminuje se proménna
odpovidajici kosiku maximalizaci

Vzniklou funkci zafadime do odpovidajiciho niz$iho kosiku (patficimu
vétsi proménné) a pokracujeme nasledujici proménnou (o jedna vétsi
v usporadani)

Po skonéeni (maximalizaci funkce v koSiku nejvyssi proménné)
dostane hodnotu cenové funkce optimalniho feseni

Zpétné od nejvyssi proménné k nejnizsi Ize ziskat prifazeni hodnot

S proménnvch pro optimalni reseni
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SlozZitost algoritmu bucket elimination
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SloZitost je ovlivnéna usporadanim proménnych
Cim vice rozmérné funkce eliminaci vznikaji, tim vice prostoru je
potreba pro jejich uloZeni (exponencidlni rist prostoru)

©
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Arita funkci zavisia na po¢tu proménnych v kosiku

©

S pomoci grafovych technik (vypocet grafové Sirky apod.) lze aritu
odhadnout

(]

Slozitost je linedrni viiéi po¢tu omezeni (hard + soft), ale
exponencialni vici indukované grafové Sirce
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Pocitani poctu reseni

@ {P - tfida problémii, které resi nedeterministicky turingiv stroj a
feSeni je pocet akceptujicich vypoctl

@ Obvykle problémy spojené s problémy v NP

@ Neékteré problémy v rozhodovaci verzi jsou polynomialné Fesitelné, ale
pocitani poctu jejich feSeni je fP-Gplné - napf. 2-SAT, splnitelnost
formule v DNF, parovani apod.

o

@ Poditani poctu feseni Ize elegantné Fesit eliminaci kosiki

@ Vstupni relaci reprezentuje 1 pro konzistentni a 0 pro nekonzistentni
prifazeni

@ Misto maximalizace pri eliminaci kosiku se pouziva soucet, misto
s¢itani funkci je nasobeni

@ Lze také resit prohledavanim, které projde cely prostor jakymkoliv
backtrackingem
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Mini-bucket elimination

@ Eliminace kosik( potrebuje pro nékteré vstupy exponencialni prostor

@ Lze se inspirovat z feSeni CSP, kde misto plné konzistentnosti se déla
i-konzistentnost pro néjaké rozumné malé i

@ V kosiku uklddame aproximaci prostfednictvim funkci o mensi arité
(minikosiky v ramci kosiky)

@ Maximalizujeme kazdou tuto funkci s mensi aritou zvlast a maxima
sCitdme. Vznikla funkce je aproximaci plvodni funkce

@ Maximalizovany souet v prvnim kosi je potom horni mez

@ Dolni mez se spoéita pfi druhé fazi algoritmu (dohleddvani hodnot
proménnych)

@ Kuvalita mezi zavisi na stupni rozkladu do mini-kosikil

@ Je mnoho moZnosti, jak rozdélovat proménné do minikosikd, vedou k
rizné presnym mezim a dava proto smysl hledat vhodné heuristiky
pro tento rozklad
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