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Aproximacni algoritmy

@ Jedno z moznych rychlych Feseni optimalizacnich verzi NP-plnych
tloh

@ Nenachazi vzdy optimalni feSeni, ale zarucuji, ze nalezené feSeni neni
o moc horsi nez optimalni

@ Algoritmus nazyvdme a-aproximacni pokud bézi v polynomidlnim case
a vzdy vraci feSeni, které je nejvyse o - O pro minimalizaéni problémy,
resp. nejméné 1/a - O pro maximaliza¢ni problémy, kde O je
optimalni hodnota
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odniho cestujiciho

@ Vstupem problému je Gplny graf ohodnoceny nezdpornymi Cisly

@ V rozhodovaci verzi je souéasti vstupu €islo (limit) a otdzka je, jestli
je mozné uzavienou cestou (zacind a konéi ve stejném vrcholu) projit
vsechny vrcholy pravé jednou tak, ze soucet ohodnoceni na projitych
hranach je mensi nez limit

@ V rozhodovaci verzi je NP-tplny

@ V optimaliza¢ni verzi se hledd uzaviena cesta, kterd mé soucet
ohodnoceni hran minimalni

@ Pouziva se zkratka TSP - z anglického Traveling Salesman Problem
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Problém obchodniho cestujiciho

@ Pro TSP neexistuje zadny a-aproximacni algoritmus, kde by « byla
konstanta, pokud P # NP

@ Dikaz se provede redukci z NP-tplného problému nazyvaného
Hamiltonovskd kruznice (v neorientovaném neohodnoceném grafu se
ptd na existenci uzaviené cesty prochazejici kazdy vrchol pravé
jednom)

@ Pro dikaz sporem predpoklddame, ze a-aproximacni algoritmus pro
TSP existuje

@ Pro danou instanci problému Hamiltonovské kruznice G sestrojime
instanci problému TSP G’ tak, Ze hrany G ohodnotime 1, pfiddme
vSechny chybéjici hrany a ty ohodnotime « - n, kde n je pocet vrcholi
grafu G
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Pokud v G existuje Hamiltonovska kruznice (HK), bude mit optimalni
feSeni TSP na grafu G’ hodnotu n

Pokud v G neexistuje Hamiltonovska kruznice, bude optimalni feseni
TSP na grafu G’ obsahovat alespon jednu hranu ohodnocenou
hodnotu « - n a tedy hodnota feseni bude vétsi nez o - n

Protoze se optimalni cesta lisi vice nez a nasobné v pripadé, kdy graf
G neobsahuje HK od pfipadu, kdy G obsahuje HK, a-aproximacni
algoritmus vzdy dokaZze tyto pripady odlisit a tim rozhodnout existenci
HK

Protoze a-aproximacni algoritmus bézi v polynomialnim ¢ase a mél by
rozhodovat problém Hamiltonovského cyklu, znamenalo by to, Ze

P = NP

Protoze se obecné predpokladd P # NP, a-aproximacni algoritmus
pro TSP nemize existovat
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2-aproximacni algoritmus pro trojihelnikovy TSP

@ Aproximacni algoritmy existuji pro instance TSP, kde plati
trojiihelnikovad nerovnost (pro kazdou trojici vrcholl x, y, z plati, ze
ohodnoceni hrany mezi x a y je mensi nebo rovno sou¢tu ohodnoceni
hrany mezi x a z a hrany mezi z a y)

@ Cena minimalni kostry grafu je mensi nebo rovna optimalni cesté
obchodniho cestujiciho (odebranim hrany z optimalni cesty
dostaneme kostru a ta nemiize byt mensi nez minimalni kostra)

@ Uvazujme multigraf (mezi dvéma vrcholy mize byt vice hran) vznikly
z minimalni kostry zdvojenim vSech hran této kostry. Protoze v tomto
multigrafu maji vSechny vrcholy sudy stupen, existuje v ném Eulerlv
tah (uzavieny tah prochazejici kazdou hranu pravé jednou). Cena
tohoto tahu je presné dvojnasobek ceny minimalni kostry, tedy ne vice
nez dvojnasobek ceny optimalni cesty obchodniho cestujiciho

@ Konecnou cestu obchodniho cestujiciho ziskame tak, ze vrcholy, které
bychom méli navstivit podruhé, preskocime. Diky trojihelnikové
nerovnosti tim cestu leda zkratime
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Christofidtv algoritmus

Christofidiiv algoritmus (Christofides’ Algorithm) je 3/2-aproximacdni
algoritmus pro trojihelnikovy TSP
Je podobny 2-aproximacnimu algoritmu predstavenému drive

@ VylepsSeni spociva v tom, ze se jinak konstruuje graf pro hledani

Eulerovského tahu

Nalezneme minimalni kostru T,,i,. V ni neexistuje uzavieny
Eulerovsky tah, protoze jde o strom a (minimalné) listy maji lichy
stupen

Vezmeme Uplny graf na vSech vrcholech s lichym stupném z T,,;, a
najdeme minimalni parovani na tomto grafu

Nalezené minimalni parovani pfiddme k Tp,i,. V parovani ma kazdy
vrchol stupen 1, ze vsech vrcholl lichého stupné v T,,;, se tak stanou
vrcholy sudého stupné

V takto doplnéném grafu existuje Euleriv tah

Pro hledani Eulerova tahu i minimalniho parovani jsou znamy
polynomialni algoritmy

M. Kot (VSB-TUO) 15. prosince 2013 7/ 8



Christofidtv algoritmus

)

Oznaéme Pp,j, minimalni parovani na vrcholech lichého stupné kostry
T min, Opt optimélni cestu obchodniho cestujiciho a funkce v dava
soucet hodnot vSech hran grafu, na ktery se aplikuje

Plati v( Tmin) < v(Opt) (viz dfive)

v(Pmin) < v(Opt) protoze cesta obchodniho cestujici jen na
vrcholech lichého stupné kostry T, je leda mensi nez v(Opt), liché
hrany této cesty tvofi jedno parovani, sudé hrany druhé parovani a
mensi z téchto dvou parovani musi byt mensi nebo rovno v(Opt)/2 a
leda vétsi neZ v(Pmin). Tedy v(Pmin) < v(Opt)/2

Eulerdv tah na grafu vzniklém doplnénim T, 0 Pmin prochazi
véechny hrany tohoto grafu pravé jednou, tedy jeho hodnota je
V(Tmin) + v(Pmin) a to je mené nebo rovno

v(Opt) + v(Opt)/2 = 3/2 - v(Opt)

Konecénou cestu obchodniho cestujiciho ziskdme opét tak, ze vrcholy,
které bychom podle Eulerovského tahu méli navstivit podruhé,
presko¢ime. Diky trojahelnikové nerovnosti tim cestu leda zkratime
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