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WWW stranky

Webové stranky k predmétu naleznete na adrese:

http://www.cs.vsb.cz/kot/aruo

Na téchto strankach najdete:
@ Informace o predmétu
@ Slidy z prednasek

@ Aktudlni informace
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Klasifikovany zapocet (100 bodd):

@ Projekt (60 bodu)
@ Zapoctova pisemka (40 bodi)

Pro ziskani zapocltu je potfeba ziskat alespon 31 bod( z projektu a alespon
20 bod( ze zdpoctové pisemky.
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Vyukové materidly

Hlavnimi vyukovymi texty jsou:
@ Slajdy
@ Rina Dechter

Constraint Processing,
Morgan Kaufmann Publishers, 2003.

@ Slajdy autorky knihy
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Uvod
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Uvod

Ulohy s omezenimi feSime v bézném zivoté
Obvykle je FeSime intuitivné, bez poditade
Napr. hospodareni s penézi, sestavovani jidelnicku, ...

S rostouci slozitosti Gloh se obracime na pocitace

e © 6 ¢ ¢

V obecnosti je vétsina dloh s omezenimi "vypocetné nezvladnutelnad”
(dlohy byvaji NP-tézké)

@ NemiZzeme poditat s efektivnimi algoritmy FeSicimi Glohy v plném
rozsahu

@ MizZeme navrhnout feSeni efektivni pro vétsinu instanci
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Zakladni koncept

Proménné (variables) - mohou nabyvat riizné hodnoty

Doména, defini¢ni obor (domain) - mnozina moznych hodnot pro
danou proménnou

Omezeni (constraints) - pravidla kladouci podminky na mozné
ohodnoceni proménnych a jejich kombinaci

Casto je vice moznych modelii problému (zasedaci porddek hostii na
svatbé - hosté jako proménné nebo Zidle jako proménné)

Sit omezeni (constraint network), problém s omezenimi (constraint
problém) - model zahrnujici proménné, jejich domény a omezeni
Pozn. pojem sit omezeni vychazi z historie, kdy se vyzkum zaméroval
na typy problémd, kde zavislosti byly popsatelné jednoduchymi grafy
Reseni (solution) - pfifazeni jedné hodnoty z domény pro kazdou
proménnou tak, aby nebyla porusena Zadna omezeni

Reseni mize byt jedno nebo vice, ale taky zadné

Splnitelny (satisfiable), konzistentni (consistent) - ma Feseni
Nesplnitelny (unsatisfiable), nekonzistentni (inconsistent) - nema
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Typické ulohy

U problém( s omezenimi nas obvykle zajimaji tyto Glohy:
@ urdit, zda existuje FeSeni (splfiujici véechna omezeni)
@ najit jedno Feseni
@ zjistit jestli prifazeni nékolika hodnot proménnych mdze byt rozsireno
na reseni
@ najit optimalni FeSeni vzhledem k cenové funkci (cost function)

Vsechny tyto Glohy souhrné oznacujeme jako constraint satisfaction
problems (CSP)
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Priklad — n dam na Sachovnici

@ Ukolem je umistit n dam na Sachovnici n X n tak, aby se vzdjemné
neohrozovaly
@ Model napt.:

@ proménné xi, ..., X, pro sloupce
@ doména D; kazdé proménné je D; = {1,..., n} (Cislo fadku)
@ omezeni pro kazdy par sloupcl zakazuji sdileni fadku nebo diagonaly
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Priklad - krizovky

Ukolem je ze slovniku priradit slova bunkdm horziontdlné a vertikdlné
Kazdé obsaditelné policko je proménnd

Doménou kazdé proménné je abeceda

Omezeni jsou dana slovnikem

Slidy Riny Dechter - 1. kapitola, slide 3

e © & ¢ ¢
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Priklad - barveni map

o Ukolem je obarvit vSechny staty politické mapy 4 barvami tak, aby
sousedni staty (s nenulovou délkou hranice) nemély stejnou barvu

@ Od roku 1976 dokdzano, ze to vzdy jde (Appel, Haken)

@ Abstrakce grafem - vrchol pro kazdou zemi, hrana pfi spolecné hranici

@ Vrcholy jsou proménné, domény obsahuji barvy, omezenim je zdkaz
stejné barvy pro sousedni vrcholy

@ Zobecnénim je (vrcholové) barveni grafu k barvami

@ Mnoho praktickych problémi se dd prevést na barveni grafu (napf.
pridélovani radiovych frekvenci)

@ Slidy Riny Dechter - 1. kapitola, slide 4
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Priklad - konfigurace, navrh

@ Celd fada problémi hledajici optimalni ndvrh nebo konfiguraci pfi
spInéni néjakych podminek

@ Napfr. navrh automobild, konfigurace pocitaci, rozlozeni mistnosti na
patre budovy, ...

@ Slidy Riny Dechter - 1. kapitola, slidy 5-7
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Priklad - Huffmanovo-Clowesovo ohodnoceni scény

@ Jeden z prvnich problémi s omezenimi (definovan 1975)

@ Cilem je rozpoznani 3D objekt( ve scéné prostfednictvim interpretace
¢ar v 2D kresbé

@ Useckam prifazujeme ohodnoceni (+ konvexni, — konkavni, <
okrajové) u krajnich bodu

@ Je jen omezeny pocet moznych prifazeni vice Gseckdm se spole¢nym
krajnim bodem

@ Omezeni jsou dana tim, ze Gsecka musi mit stejné ohodnoceni na
obou stranach

@ Slidy Riny Dechter - 1. kapitola, slidy 8-9
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Priklad - planovani

@ Pldnovani (scheduling) zahrnuje mnoho riznych problémd

@ Prikladem je napr. planovani vyroby v dilné - omezeny pocet stroji a
lidi, snaha vyrobit co nejvice, stroje a lidé by neméli zahdlet

@ Patfi sem i tvorba rozvrhii - ulitelé, studenti, mistnosti, predméty, ...

o Casto jsou ulohy voleny jako promé&nné a domény obsahuji &asy
(zadatku vykondvani tkolu)
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Inference

Inference - snaha vytvofit jednodussi problém diky jeho
preformulovani

Nékdy inferenéni metody najdou feSeni nebo zjisti nekonzistentnost
Lokalni konzistentnost (local consistency) - divdme se na podd{asti
problému a pozadujeme, aby tam nebyly sporné casti

Nap¥. pfi x1,...,xn, Di = {1,...,10} a omezeni, ze x; je ostfe vétsi,
nez ostatni, nepotfebujeme v D; nechat 1.

Algoritmy pro lokdIni konzistentnost se také nazyvaji algoritmy Sifeni
omezeni (constraint propagation)

Vétsina algoritmi Sifeni omezeni je polynomialni a prevadéji sit na
jinou, ekvivalentni ale explicitnéjsi, odvozenim novych omezeni a
jejich pridanim k problému
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Inference

v

@ Hranova konzistentnost (arc-consistency) - kazdé mozné pfifazeni
hodnoty proménné (z jeji domény) ma mozné pfifazeni z domény jiné
vybrané proménné

o Konzistentnost cesty (path-consistency) - kazdé prifazeni hodnoty 2
proménnym (z jejich domén) je rozsifitelné na treti proménnou

o i-konzistentnost (i-consistency) - kazdé pfifazeni hodnoty /i — 1
proménnym (z jejich domén) je rozsifitelné na itou proménnou

@ Vynuceni i-konzistentnosti je obvykle vypocetné narocné -
exponencialni ¢asové i prostorové vzhledem k i

@ (Casto muze dojit k dokazani nekonzistentnosti sité vyprazdénim
nékteré z domén pri zajiStovani napr. i-konzistence
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Prohledavani

e © ¢ ¢

Nejcastéji se pouziva backtracking

Prochdzi se prostor reSeni do hloubky

Kazdy krok je pfirazeni hodnoty jedné proménné z jeji domény
Kdyz neni mozné (konzistentné) pfifadit zddnou hodnotu, nastdva
tzv. dead-end

Dead-end se resi backtrackingem - vratime se k predchozi proménné a
nastavime ji jinou hodnotu
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Moznd vylepseni backtrackingu

@ Vylepseni délime na ta pro dopredny pohyb (look-ahead schemes) a
pro zpétny pohyb (look-back schemes)
@ Dopredné:
o Snaha pfifazovat hodnoty proménnym tak, aby byla co nejvétsi Sance
na Gspéch nebo rychlé zjisténi nekonzistentnosti sité
@ Nejprve prifazujeme proménnym, kterych se tykd hodné omezeni
@ P¥i vybéru hodnoty pro proménnou vybereme nejméné omezenou
hodnotu
@ /Zpétné:
o Resi napt. jak daleko se vratit (backjumping)
@ Analyzuji se priciny vzniklého dead-endu
@ Zaznamenavaji se pric¢iny dead-endu ve formé novych omezeni, aby

nenastal ze stejného divodu znovu (constraint learning, no-good
recording)
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Stochastické lokalni hledani

@ Algoritmus vylepsuje instanciaci zménou hodnot proménnych tak, aby
maximalizoval pocet spInénych omezeni

@ Nedplné algoritmy - mlzou se zaseknout na lokdInim minimu cenové
funkce, nedokazi nekonzistentnost sité

@ Spolu s heuristikami se ukazuji uzite¢né v praxi pro velké a tézké
problémy

M. Kot (VSB-TUO)
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Sité omezeni
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Sit omezeni

o Sit omezeni (constraint network) se skladd mnoziny proménnych

X ={x1,...,xn} s vlastnimi doménami D = {Ds,...,D,}
(obsahujicimi mozné hodnoty pro kazdou proménnou
D; = {w1,...,v}) a mnoZiny omezeni C = {(Cy,..., C;}. Formdlné

tedy jde o trojici R = (X, D, C).

@ Omezeni C; je relace R; definovand na podmnoziné proménnych
Si,Si € X.

S; se nazyva rozsah (scope) relace R;

Relace urcuji vzajemné povolené prifazeni hodnot proménnym
Pro S; = {xi,....,xi} je Rk C D, x...x D

Omezeni tedy mizeme chapat jako dvojici C; = (S;, R;)

e © & ¢ ¢

Pozn. - P¥i jasném rozsahu pouzivdme jen R; nebo rozsah uvedeme v
indexu Rs;, Casto taky bez zavorek Ry,

@ Mnozina rozsahi S = {S1,...,5;:} - schéma sité (network scheme)
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Sit omezeni

o Predpoklada se jen jedno omezeni nad kazdym S; € S (pfi relaénich
omezenich)

@ Arita omezeni = kardinalita rozsahu

@ Bindrni sit omezeni (binary constraint network) - ma pouze unarni a
binarni omezeni

o Priklad - formalizace n dam na Sachovnici

o

o
o
CJ

Slidy Riny Dechter, chapter 2, slides 2-3

Sloupce jsou proménné xq, ..., X,

Mozné ¥adky jsou domény D; = {1,...,n}

Omezeni jsou binarni - vyjadfuji, Ze ddamy se nesmi ohroZovat
vyjmenovanim povolenych dvojic fadkl pro dvojice sloupcil

Pro 4 damy: R = (X, D, C), X = {x1,x,x3,x3}, ViD; = {1,2, 3,4},
G =Rz, G=Ri3, G=Ru, G =R, GG=FRos, G6 =Rz
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Instanciace sité

o Instanciace (instantiation) podmnoziny proménnych - celé
podmnoziné proménnych se prifadi hodnoty z prislusSnych domén
@ Formalné je instanciace mnoziny {xj, ..., x; } ntice dvojic
((xiy, ai)s - -+ (i, @i, ), kde (x, a) reprezentuje prifazeni a € Dy
proménné x

@ Pozn. Pouzivd se taky (x3 = a1,...,x; = a;) nebo a = (a1,...,a;)
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Splnéni omezeni

@ Instanciace 2 splituje omezeni (S, R) pravé tehdy, kdyz je definovana
nad vSemi proménnymi z S a prvky 3 asociované s S jsou v relaci R

o Priklad: uvazujme R,,, = {(1,1,1),(1,0,1),(0,0,0)}. Potom

a= ((X7 ]‘)7 (y7 1)7 (27 1)7 (t7 O)) Splﬁuje RX}’Z ale

a=((x,1),(y,0),(z,0),(t,0)) ne, protoze (1,0,0) ¢ R,y..
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4 7

zistentni ¢astec¢na instanciace

@ (astedna instanciace je konzistentni, kdyz splfiuje omezeni, v jejichz
rozsahu neni zddnd neinstanciovand proménnd

@ Projekci 2 na podmnozinu rozsahu S; oznacujeme 3[S;] nebo 7s.(3)
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Reseni

Reseni (solution) sit¢ R = (X, D, C), kde X = {x1,...,x,} je
instanciace vSech proménnych, kterad spliuje vSsechna omezeni
Relace Feseni sol(R) (ozn. také px) je definovana jako

sol(R) ={a=(a1,...,an) | ai € D;,VS; ve schématu R je

5[5,'] S R,'}

Rikame, Ze sit omezeni vyjadfuje (express) nebo reprezentuje
(represents) relaci viech svych feseni.

Pro sit R nad X a A C X je sol(A) nebo pa mnozina konzistentnich
instanciaci nad A

Priklad: 4 ddmy na Sachovnici (slidy Riny Dechter, chapter 2, slide 3)
- Uvazujme Y = {x1, x2, x3}, instanciaci a = ((x1,1), (x2, 4), (x3,2))
na obr. (a). Ta je konzistentni, protoze a[{x1,x2}] = (1,4) a

(1,4) € Ry atd. Ale 2 neni souéasti zddného feseni. 4 ddmy na
Sachovnici reprezentuji p1234 = {(2,4,1,3),(3,1,4,2)}.
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Graf omezeni

@ Jedna z reprezentaci sité omezeni je prostfednictvim grafu omezeni
((primal) constraint graph)

@ Uzly reprezentuji proménné, hrany spojuji proménné které jsou
svazany nékterym z omezeni

@ Pro binarni omezeni - chybéjici hrana znamena Gplnou relaci mezi
prislusnymi proménnymi

@ Dava smysl pro bindrni i jind omezeni

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované feseni Gloh s omezenimi 3. prosince 2013 28 / 136



Hypergraf, dudlni graf

o Hypergraf je struktura H = (V,S), V je mnozina vrcholi,
S ={51,...,5/} mnozina podmnozin mnoziny vrchold (S; C V)
nazyvanych hyperhrany

@ V hypergrafu omezeni opét vrcholy reprezentuji proménné a
hyperhrany (kreslené jako oblasti) reprezentuji omezeni

@ Je presnéjsi reprezentaci nebindrnich omezeni

@ Dualni graf omezeni
@ Hyperhrana piivodniho grafu (tedy rozsah omezeni) je reprezentovana
vrcholem
@ Hrany spojuji vrcholy s neprazdnym priinikem hyperhran (tedy sdilejici
nékterou z proménnych)
@ Hrany jsou ohodnoceny sdilenou proménnou
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Dudlni problém

@ Dualni problém (dual problem) vychazi z dudlniho grafu

@ Omezeni tvofi proménné nazyvané c-proménné (c-variables)

@ Domény proménnych jsou tvofeny moznymi kombinacemi hodnot
vynucenymi odpovidajicimi omezenimi

@ Omezeni mezi c-proménnymi vynucuji, ze jimi sdilenym (pivodnim)
proménnym musi byt pfirazené stejné hodnoty

@ Jakoukoliv sit omezeni takto je mozno prevést na bindrni a Fesit ji
technikami pro binarni
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Numerickd omezeni

@ Numericka omezeni (numeric constraints) vyjadfuji omezeni
aritmetickymi vyrazy

@ Ptiklad: Pro damy na Sachovnici mizeme dat omezeni
Vi xi # X N |xi = xj| # i = ]|

@ Priklad: M{zeme uvazovat proménné s doménami, které jsou
podmnoziny pfirozenych Cisel. Omezeni ve tvaru konjunkce linearnich
nerovnic ax; — bx; = ¢, ax; — bx; < ¢, ax; — bx; < c. Jde o specialni
pripad tzv. celociselného linedrniho programovani.

@ Priklad: SEND + MORE = MONEY z prvniho cviceni
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Booleovska omezeni

©

e © ¢ ¢

Kdyz jsou proménné dvouhodnotové, vyuzivd se Casto jazyk vyrokové
(nebo také booleovské) logiky

Vyrokové proménné nabyvaji hodnot {true, false} nebo {1,0} a
oznacujeme je P, Q, R, ...

Literdly jsou P (P je true) nebo =P (P je false)

Klauzule - disjunkce literala

Operace rezoluce mezi 'V Q@ a SV —Q dava a vV 3

Konjunktivni normalni forma (také oznacovana jako teorie) - mnoZina
klauzuli oznacujici jejich konjunkci

Model nebo reseni teorie ¢ je pritazeni pravdivostnich hodnot
proménnym tak, aby vSechny klauzule byly pravdivé

SAT - ma formule model? (je pfislusny problém konzistentni?)
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Binarni sité omezeni

Zakladnim konceptem prace s omezenimi je vyvozovani novych
omezeni

Nova omezeni mizou byt zpfisnénim plvodnich nebo mohou
omezovat proménné, které dfive omezené nebyly

Priklad: Z x > y, y > z lze vyvodit x > z

Odvozené omezeni je redundantni vzhledem k siti - jeho odstranéni
neovlivni mnozinu resSeni

Skladani (composition): pro dané binarni (popf. unarni) omezeni Ry,
Ry, sloZeni R,, - R,, generuje binarni relaci

R ={(a,b)|a€ Dy,be D,,3c € D, tz. (a,c) € Ry, a

(c,b) € Ry}

Skladani Ize popsat také jako nasobeni booleovskych matic
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Projekéni sit

)

Ne kazda obecnd relace miize byt reprezentovdna sadou bindrnich
omezeni (relaci s n proménnymi a k hodnotami v doménach je 2«”,
binarnich siti omezeni jen 2k2”2)

Ale mizeme takovou relaci aproximovat binarné, napriklad projekéni
siti (projection network)

Projekcni sit relace p je projekce p na kazdou dvojici jejich
proménnych

Formalné, kdyz p je relace nad X = {x1,...,xn}, jeji projekéni sit
P(p) je definovéna jako P = (X,D,P) kde D = {D; |1 < i < n},
Dj = mi(p),P = {Pj [ 1 < i,j < n}, Pj = mx.x(p)

@ Regeni sité¢ P(p) vidy obsahuje p
@ Neexistuje binarni sit R’ takovd, Ze p C sol(R’) C sol(P(p))

KdyzZ relace nemiize byt reprezentovana projekéni siti, nemiize byt
reprezentovana zadnou binarni siti
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Minimalni sit

)

Pro dvé& binarni sit€¢ R, R’ na stejné mnoziné proménnych xi,...,x,
fikame, Zze R’ je alespori tak striktni (tight) jako R pravé tehdy, kdyz
Vi,j: R C R;

Pranik siti R, R’, oznalovany R N'R’ je bindrni sit ziskand
vzajemnym prlinikem vSech vzajemné si odpovidajicich omezeni

Kdyz jsou sité€ R, R’ ekvivalentni, je s nimi ekvivalentni i RNR’ a je
minimalné tak striktni jako obé tyto sité

Existuje castecné usporadani siti podle striktnosti

Minimalni sit je prinikem vsech ekvivalentnich siti

Minimalni sit je ekvivalentni se sitémi, ze kterych prinikem vznikla a
je alespon tak striktni, jako kazda z nich

Formalné: Necht {R1,..., R/} je mnozina vSech siti ekvivalentnich s
Ro a necht p = sol(Rp). Potom minimdlni sit M pro Rg nebo p je
definovana jako M(Ro) = M(p) = N\_, R;
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Minimalni sit

@ Minimalni sit je identicka s projekéni siti mnoziny feseni minimalni
sité. Tedy pro kazdou bindrni sit R tz. p = sol(R) plati M(p) = P(p)

@ Bindrni omezeni v minimalni siti oznacujeme M;;
@ Undarni omezeni jsou redukované domény

@ Kdyz néjaka dvojice hodnot proménnych vyhovuje omezeni v
minimalni siti, potom se vyskytuje v alespon jednom reSeni
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Sifeni omezeni
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Sifeni omezeni (constraint propagation)

@ MuizZeme dokazat nekonzistentnost sité

@ MiuiZeme vyloucit nékteré kombinace pfifazeni hodnot proménnym a
tim urychlit vypocet

@ MiuizZeme i najit feSeni - novd omezeni zpusobi, ze kazdé FeSeni se najde
prostym prohledavanim do hloubky, kde nenastane nikdy dead-end

@ VétSinou ale feseni problému vyvozovanim (inference) je vypocletné
naro¢né, vyzaduje pridani exponencidlniho mnozstvi novych omezeni

@ Obvykle se pfidavaji jen néjakd omezeni, prohledavani pak miize
narazit na dead-end, ale konci relativné rychle

@ Algoritmy priddvajici omezeny pocet omezeni oznacujeme vynuceni
lokdIni konzistentnosti (local consistency-enforcing), omezené
vyvozovani konzistence (bounded consistency inference) nebo Sifeni
omezeni (constraint propagation)
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Hranova konzistentnost

)

V minimalni siti plati, Ze pfirazeni jakékoliv hodnoty z domény
proménné je rozsititelné na jakoukoliv dal$i proménnou

Takovou vlastnost nazyvdme hranova konzistentnost
(arc-consistency)

Mize byt splnéna také v neminimalnich sitich

Muze byt vynucena na kazdé siti efektivnim vypoctem, casto
nazyvanym propagace (propagation)

Definice: Pro danou sit R = {X, D, C} s Rj € C je proménna x;
hranové konzistentni (arc-consistent) vzhledem k x; pravé tehdy,
kdyz pro kazdou hodnotu a; € D; existuje hodnota a; € D; tz.

(a,-, aj) S RU'

Definice: Podsit (nebo hrana) definovana {x;, x;} je hranové
konzistentni, pravé kdyz x; je hranové konzistentni vzhledem k x; a x;
je hranové konzistentni vzhledem k x;

Definice: Sit omezeni je hranové konzistentni, pravé kdyz vsechny jeji
hrany (podsité velikosti 2) jsou hranové konzistentni
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Revidujici procedura

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 7

@ Prevadi sit na hranové konzistentni redukci domén proménnych v
rozsahu omezeni

@ Aplikovdna na x;, x; vraci nejvétsi doménu D; pro kterou x; je
hranové konzistentni vzhledem k x;

@ Slozitost v nejhoréim pripadé je O(k?), kde k je mez velikosti domén
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Algoritmus ARC-CONSISTENCY-1 (AC-1)

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 9
@ Brute-force algoritmus zajistujici hranovou konzistentnost sité

@ Aplikuje revidujici proceduru na vSechny dvojice proménnych, které se
vyskytuji v omezenich dokud se néjakd doména méni

@ Mize zjistit nekonzistentnost sité

@ Slozitost v nejhoréim pripadé je O(enk3), kde n je pocet proménnych,
k je mez velikosti domén, e je pocet omezeni
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Algoritmus ARC-CONSISTENCY-3 (AC-3)

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 10

@ Algoritmus AC-1 je mozné vylepsit

@ Kdyz se zméni jen par domén, neni potfeba prochazet vsechna
omezeni znovu

@ Stadi udrzovat frontu dvojic proménnych, které jesté zpracovany
nebyly nebo v doméné jedné z nich doslo ke zméné

@ Algoritmus ozna¢ujeme ARC-CONSISTENCY-3 (AC-3), AC-2 byl
mezikrok

@ Slozitost je O(ek?)
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Algoritmus ARC-CONSISTENCY-4 (AC-4)

(]

Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 12

Algoritmus AC-3 stale neni optimalni (z hlediska ¢asové sloZitosti)
Pouhé ovéfeni konzistentnosti sité potiebuje ek? operaci, zajiéténi
konzistentnosti asi nemUze jit rychleji

Algoritmus AC-4 dosahuje tuto mez

Nevyuziva revidujici proceduru, zkouma strukturu relace omezeni
Kazdé hodnoté a; z domény x; prifadi pocet konzistentnich hodnot z
Xj

Hodnota a; je odebrdna z domény, pokud nema v nékteré ze
sousednich proménnych odpovidajici protéjsek

Slozitost je O(ek?)
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SloZitost

e © © 6 ¢

Misto k2 vzniklé z univerzalni relace miiZeme uvaZovat t pro
maximalni pocet dvojic v relacich

Revidujici procedura potom ma O(t)

AC-1: O(nket)

AC-3: O(ekt)

AC-4: O(et)

Slozitost v nejlepsim pripadé pro AC-1 a AC-3 je ek, kdyz uz problém
je hranové konzistentni. Pro AC-4 je to ek?, protoze tolik trva uz
inicializace

Pri slabych omezenich v praxi ¢asto AC-1 a AC-3 jsou rychlejsi nez
AC-4
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Konzistentnost cesty

@ Definice: Pro danou sit R = {X, D, C} je mnozina dvou proménnych
{xi,x;} konzistentni po cesté (path-consistent) vzhledem k x pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé prifazeni ((x;, a;), (xj, aj)) existuje hodnota

ax € Dy tz. pritazeni ((x;, a;), (xk, ak)) a ((Xk, a«), (xj, aj)) jsou
konzistentni.

Definice (alternativa): Pro danou sit R = {X, D, C} je binarni
omezeni R;j; je konzistentni cestou vzhledem k xj x; pravé tehdy, kdyz
pro kazdy par (aj, aj;) € Ry, kde aj, aj jsou z pfislusnych domén,
existuje hodnota ay € Dy tz. (aj,ax) € Rix a (ak, aj) € Ryj.

Definice: Podsit nad tfemi proménnymi {x;, x;, xx} je konzistentni po
cestach jestlize pro kazdou permutaci (i, j, k) je Rjj konzistentni po
cesté vzhledem k x;

Definice: Sit omezeni je konzistentni po cestach, pravé kdyz pro
viechny R;; a kazdé k # i,/ je Rj konzistentni po cesté vzhledem k x
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Revidujici procedura REVISE-3

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 17

@ Bere dvojice proménnych (x, y) a jejich omezeni R,, a treti
proménnou z a vraci nejslabsi omezeni R)’(y spliujici konzistentnost po
cesté

@ Testuje se kazda dvojice konzistentnich hodnot R, jestli je mozZné ji
rozsirit na hodnotu z. Kdyz ne, dvojici smaze.

@ Slozitost je O(k3) nebo O(tk)
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Algoritmus PATH-CONSISTENCY-1 (PC-1)

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 18

@ Vynuti konzistentnost po cestach pro vsechny podsité velikosti 3,
vysledkem je sit konzistentni po cestach

@ Je analogii AC-1
@ Slozitost je O(n°k®) nebo O(n®t%k)
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Algoritmus PATH-CONSISTENCY-2 (PC-2)

@ Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 19

@ Vylepsuje PC-1 udrzovanim fronty usporaddnych trojic ke zpracovani

@ Kdyz je omezeni R;j zménéno vymazanim nékteré dvojice hodnot,
vSechny trojice zahrnujici x; a x; a s nimi né&jakou tfeti hodnotu x
jsou znovu zpracovany

@ Je analogii AC-3

@ Slozitost je O(n3k%) nebo O(n3t%k)

@ Také neni optimalni z hlediska Casové slozitosti, existuje optimalni
algoritmus PC-4 se slozitosti O(n3k3) nebo O(n3tk)
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i-konzistentnost

Definice: Pro sit R = (X, D, C) je relace Rs € C, kde |S| =i —1,
i-konzistentni (i-consistent) vzhledem k proménné y ¢ S pravé
tehdy, kdyz pro kazdé t € Rs existuje hodnota a € D, tz. (t,a).
Definice: Sit je i-konzistentni (i-consistent) kdyz pro jakoukoliv
instanciaci i — 1 riznych proménnych existuje instanciace kazdé ité
proménné tz. ziskanych i hodnot dohromady pliiuje vSechna omezeni
na téchto proménnych

Revidujici procedura REVISE-i — slidy R. Dechter, chapter 3, slide 23
Algoritmus I-CONSISTENCY - slidy R. Dechter, chapter 3, slide 23
Algoritmus je exponencidlni vzhledem k 7, tedy pfi zajistovani globalni
konzistentnosti (i je pocet vSech proménnych v siti) exponencialni
vzhledem k velikosti sité

Zavadi do sité omezeni na i — 1 proménnych, z bindrni sité tak mize
udélat nebinarni
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Zobecnéna hranova konzistentnost

@ Jedna ze dvou moZnosti rozsireni hranové konzistentnosi na nebinarni
sité

@ Definice: Pro sit R = (X, D, C) s relaci Rs € C, je proménnd x
hranové konzistentni vzhledem k Rs pravé tehdy, kdyz pro kazdé
a € Dy existuje n-tice t € Rs tz. t[x] = a

@ Definice: Omezeni Rs je hranové konzistentni pravé tehdy, kdyz je
hranové konzistentni vzhledem ke kazdé proménné ve svém rozsahu

@ Zajisténi konzistentnosti redukuje doménu proménné

@ Druhy pristup je relacni hranova konzistentnost, zaznamenava
odvozené omezeni ve formé zménou nékteré z relaci reprezentujicich
omezeni
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Globalni omezeni

@ Modelovani redlnych aplikaci ve formé problému s omezenimi vyzaduje
specializované algoritmy Sifeni omezeni pro Casto vyuzivand omezeni
o alldifferent
@ Pozaduje se, aby vSechny proménné mély pfifrazeny vzajemné riizné
hodnoty
@ Je mozné popsat bindrnimi omezenimi
o Aplikovani hranové konzistentnosti vétsinou nic nepfinese, protoze sit
uz je konzistentni (pokud nejsou jednoprvkové domény)

@ Typicky davaji smysl nad libovolnym rozsahem

o Dalsi priklady: omezeni soué¢tem (jedna proménna je souétem jinych),
kumulativni omezeni (kumulativni spotfeba zdroji v éase neprekracuje
specifikovanou kapacitu)
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Konzistentnost hranic

Na velkych doméndch je "drahé” zajistit hranovou konzistentnost
Levnéjsi je zajistit konzistentnost hranic (bounds-consistency)
Idea je omezit domény intervalem a zajistit, ze krajni body téchto
intervalll spliuji hranovou konzistentnost

Slidy R. Dechter, chapter 3, slide 31

Zajisténi konzistentnosti hranic pfi omezeni typu alldifferent je mozné
v ¢ase O(nlogn)
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Dopredné hledani
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| pri uplatnéni riznych algoritmi pro zajisténi konzistentnosti sité
apod. Casto nakonec nezbyde nic jiného, nez pouzit metodu " pokus —
omyl”

©

@ Jedna se o prohleddvani prostoru moznych reseni
@ Casto se prohledavani kombinuje s riznymi zplsoby dedukce

@ Pojem prohledavani (search) v oblasti CSP zahrnuje mnoho
algoritmil, které resi problémy "hadanim” dalsiho kroku, nékdy v
kombinaci s néjakymi heuristikami

@ V CSP je prohleddvani témérf vyhradné spjato s variantami
backtrackingu
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Backtracking

@ Aktudlni ¢astecné reSeni se vzdy rozsifi prifrazenim néjakych hodnot
dalSim proménnym

@ Zacina se s "néjak zvolenou” prvni proménnou

@ Po jedné se dalsim proménnym prifazuji provizorni hodnoty a
kontroluje se, jestli pravé pfifrazena hodnota je konzistentni vzhledem
k drive pfirazenym

@ Dead-end - stav, kdy zadna hodnota v doméné pravé prifazované
proménné neni konzistentni s dfive pfirazenymi hodnotami

@ Backtracking - po dead-end situaci zménime hodnotu pfirazenou
bezprostfedné pred tou, kterd k dead-end situaci vedla

@ Algoritmus konci nalezenim pozadovaného poctu feseni, nebo
zjiSténim, Ze zadné FeSeni neexistuje nebo Ze jiz byla nalezena v3echna
feseni

@ Vyhodou je polynomialni prostorova sloZitost, nevyhodou
exponencialni ¢asova slozitost
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Backtracking

@ Hodné vyzkumu se zabyvalo backtrackingem

@ Byla snaha zmensit prohledavany prostor sniZzenim vlastniho prostoru
feSeni nebo efektivnéjsimi zplsoby prochazeni

@ Velikost prostoru feseni zavisi hlavné na stupni konzistentnosti sité a
poradi proménnych pfi prirazovani hodnot
@ Vznikly dva druhy procedur
@ spousténé pred prohledavanim - zmenseni prostoru reseni
@ spousténé béhem prohledavani - rozhodnuti, které ¢asti prostoru reseni
algoritmus vynechd
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Stavovy prostor

@ Stavovy prostor (state space) je dan 4 prvky:
@ mnozinou stavil S
@ mnozinou operatorl O, pfifazuji stavy stavim
@ pocatenim stavem sy € S
@ mnozinou cilovych stavit S, € S
@ Zakladni cil je nalezeni feSeni - sekvence operatortl, které prevedou
pocatecni stav do cilového stavu

@ Stavovy prostor Ize efektivné reprezentovat orientovanym grafem

o Prohledavaci graf (search graph)

@ uzly reprezentuji stavy

@ orientovand hrana z s; do s; znamend, Ze existuje operdtor
transformujici s; na s;

@ koncové uzly (listy) miZou byt cilové (reprezentuji feSeni) a necilové
(reprezentuji dead-end)

@ Prohledavaci algoritmy jsou vlastné algoritmy prochazejici timto
grafem
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Prohledavani

J

Véta: Necht R’ je striktn&jsi sit nez R, kde obé reprezentuji stejnou
mnozinu feSeni. Pro jakékoliv usporadani proménnych plati, Zze kazda
cesta vyskytujici se v prohleddvacim grafu vytvoreného z R’ se
vyskytuje také v grafu vytvoreného z R

Nabizi se tedy moznost zvazit uplatnéni vynuceni konzistentnosti pred
prohledavanim

Ne vzdy je Cas vyuzity na zajistovani konzistence vyvazen (sporou
Casu pri prohledavani

PFidani novych omezeni pri zajistovani vyssich stupnd konzistence
také mize znacné spomalit prohledavéani - po prifazeni hodnoty kazdé
proménné je potfeba kontrolovat splnéni téchto omezeni

Pro binarni omezeni nikdy nebude vice nez O(n) operaci ovéfujicich
konzistenci pro kazdy stav

Pti obecnych omezenich miizeme mit az O(n"~!) omezeni, kde r je
mez arity téchto omezeni

Backtrack-free sit pro usporadam proménnych d j je sit jejiz

N 311
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Backtracking

@ Prochéazi prohleddvaci strom do hloubky
o Ma dvé faze:
@ Dopredna - je vybrana dalsi proménna a aktudlni ¢astecné feseni je
rozsifeno prirazenim konzistentni hodnoty vybrané proménné
@ Zpétna - kdyZ neexistuje konzistentni hodnota pro aktudlné
prifazovanou proménnou, vraci se algoritmus k proménné prifazované v
minulém kroku

@ Algoritmus - slidy R. Dechter, chapter 5, slide 12
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SloZitost rozsireni aktualniho éasteéného reseni

Uvazujme omezeni ulozend v tabulkach

e je poCet omezeni, t je maximalni pocet n-tic v omezeni, k maximalni
velikost domény, r je maximalni arita omezeni (tedy t < k"))
Omezeni je mozné ulozit tak, aby bylo mozné nalézt konkrétni n-tici v
logaritmickém case logt < rlog k < nlog k

Protoze proménnad mize byt v rozsahu aZ e omezeni, ¢asova sloZitost
v nejhor$im pfipadé procedury CONSISTENT je O(elogt) (nebo také
O(er log k))

Procedura SELECT-VALUE miuze volat CONSISTENT az kkrat, ¢&ili
slozitost je O(ek logt) (nebo také O(ekrlog k))

V bindrnich sitich se aktualné pfirazend hodnota ovéruje maximalné
vici n dfive pritazenym proménnym, tedy CONSISTENT ma sloZitost
O(n) a SELECT-VALUE ma O(nk)

CONSISTENT déla i jiné operace nez vyhleddvani ntic omezeni v
tabulce. K témto operacim je nutno pfihlédnout, pokud miZou
ovlivnit asymptotickou slozitost
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Vylepseni backtrackingu

@ trashing - opakované objevovani stejnych nekonzistentnosti a
Castecnych feSeni béhem hledani
@ Efektivni feSeni problému trashing je nepravdépodobné — jde o
NP-Gplny problém
@ Je ale mozné snizit mnozstvi trashingu a tim vylepsit vykon
prohledavaci procedury
@ Vylepseni délime na dvé skupiny
s pro dopredny pohyb (look-ahead schemes)
@ Volaji se pri pfipravé na pfifazeni hodnoty dal$i proménné
@ Snazi se zjistit jak prifazeni ovlivni dalsi prohledavani
@ Pouzitd inference mize vést k vybéru proménné k prifazeni nebo k
vybéru hodnoty pro nékterou proménnou
@ pro zpétny pohyb (look-back schemes)
@ Volaji se po dead-endu
@ Rozhoduji, jak daleko se vratit analyzou pfi¢in dead-endu (az k priginé
problému) - backjumping
@ Mudzou zachytit pfi¢inu dead-endu do nového omezeni - ukladani
omezeni (constraint recording), uéeni omezeni (constraint learning)
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Strategie pro dopredny pohyb

)

Zvysuji Cas potrebny pro instanciaci proménné, ale miZou prinést
rychlejsi nalezeni Feseni

Napriklad mizeme zjistit, ze zadna z hodnot aktudlné priraditelnych
by nebyla konzistentni s nasledujicimi a rovnou provést backtrack
Cim vice $iteni omezeni se pouZije pro pohled dopredu, tim mensi
prostor bude potreba prohledavat, ale tim vice ¢asu navic ztratime

Je mozné pri pohledu dopredu proménnym dosud neinstanciovanym
diky testim konzistentnosti zmensit domény a pfi jejich instanciaci jiz
potom nebude potfeba kontrolovat konzistentnost

Malokdy se zlepsi asymptoticka slozitost v nejhorsim pripadé

Klicové je spravné vyvazeni mezi rezii vnesenou pridanymi algoritmy a
jejich efektivnosti

Algoritmus GENERALIZED-LOOK-AHEAD (slidy R. Dechter,
chapter 5, slide 15) - obecny framework pro vSechna vylepseni
dopredného pohybu, zmény strategie se projevi rliznymi procedurami
SELECT-VALUE
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Forward-checking

@ Jedna z metod pro dopredny pohyb pro vybér hodnoty

@ Propaguje se efekt vybéru hodnoty na kazdou nasledujici proménnou

@ Kdyz nékterd z domén nasledujicich proménnych bude prazdna, pravé
zvazovana hodnota se nevybere a zkusi nasledujici

@ Vyuziva proceduru SELECT-VALUE-FORWARD-CHECKING (slidy R.
Dechter, chapter 5, slide 18)

@ Pokud uvazujeme konstantni slozitost ovéreni jednoho omezeni na
jedné dvojici hodnot, ma SELECT-VALUE-FORWARD-CHECKING
slozitost ek? (k je kardinalita nejvétsi domény, e je pocet omezent)
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Arc-Consistency Look-Ahead

@ Zajistuje plnou hranovou konzistentnost vsech dosud
neinstanciovanych proménnych pro kazdou moznou hodnotu aktualné
pritazované proménné

@ Vyuziva proceduru AC-1 pro hranovou konzistentost, kde nékteré
proménné jiz maji prifazenou hodnotu

@ S vyuzitim nejoptimalnéjsich algoritm( pro hranovou konzistentnost je
slozitost pri jedné proménné O(ek3) (k hodnot, pro kazdou O(ek?)
konzistentnost)

@ Oznacdovan také jako real full look-ahead
@ Oblibenou variantou je MAINTAINING-ARC-CONSISTENCY (MAC)
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@ Provadi plnou hranovou konzistentnost kdykoliv je zamitnutd néktera
hodnota z domény

o Priklad: Vybirdme hodnotu pro x z domény {1,2,3,4}. Nejprve ddme
x = 1 a aplikujeme hranovou konzistentnost. Kdyz se nékde objevi
prazdnd doména, x = 1 je zamitnuto a doména se redukuje na
{2,3,4}. Znovu se provede hranové konzistentnost.
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Full Look-Ahead, Partial Look-Ahead

@ Obé délaji vice prace nez forward-checking a méné nez plna hranovd
konzistentnost

@ Partial Look-Ahead - sloZitost je O(ek?), stejna jako Arc-Consistency
Look-Ahead, nevystihuje to ale realitu
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Informaci ziskanou Sifenim omezeni je mozné pouZit i k ohodnoceni
neodmitnutych hodnot podle Sance na to, Ze povedou k feseni
Look-ahead value ordering (LVO)
Miize vyuzit forward-checking nebo jakykoliv vyssi stupen Sifeni
omezeni
Neprifadi se rovnou prvni mozna hodnota, zkousi pro kazdou a
zkouma3 efekt forward-checking (nebo jiné metody) na domény dosud
neprifazenych proménnych
LVO pristupy se lisi nejen metodou Sifeni omezeni, ale také
heuristickymi mirami pouZitymi k ohodnoceni hodnot. Nékteré jsou:
@ Min-conflicts (MC) - vybird hodnotu, kterad odstranuje nejméné hodnot
z domén nasledujicich proménnych
@ Max-domain-size (MD) - vybird hodnutu, kterd bude mit nejvétsi
minimalni velikost domény na nasledujicich proménnych
o Estimate solutions (ES) - pocitd horni mez na pocet feSeni nasobenim
velikosti domén nasledujicich proménnych po odstranénni hodnot
nekompatibilnich s aktualné uvazovanou. Prvni voli tu s nejvétsim
vysledkem.
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Look-ahead pro usporadani proménnych

@ Uspordddni proménnych ma obrovsky vyznam na velikost
prohledavaného prostoru

@ Empirické a teoretické studie ukazuji, ze néktera fixni usporadani jsou
v obecnosti efektivnéjsi a generuji mensi prostory

@ Napf. min-width a max-cardinality jsou docela efektivni
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Dynamické usporadani proménnych

Poradi proménnych se urcuje béhem prohleddvani

BéZna metoda je fail-first - vybrat vzdy proménnou, ktera ma
potencial nejvice omezit search space

Pri stejnych ostatnich faktorech se vybird proménna s nejmensi
doménou - bude nejméné podstrom( s koreny v jednotlivych
hodnotach z domény

DVO - dynamic variable ordering

Napf. pouziti SELECT-VARIABLE (slidy R. Dechter, chapter 5, slide
26) v GENERALIZED-LOOK-AHEAD po iniciazaci i < 1 a po kroku
i+—i+1

DVFC - dynamic variable forward checking - DVO s vyuzitim forward
checking

DVFC se v mnoha studiich ukazalo efektivni v porovnani pfinosu a
dodatec¢né vypocetni zatéze

Algoritmus upravuje domény nasledujicich proménnych, aby
obsahovaly ] Jen hodnoty konzistentni s aktualmm pfifazenim. Vybere

2]
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Backtracking s ndhodnym vybérem

4
)
4
4

Poradi proménnych i hodnot ma velky vyznam

Je tézké najit jednu heuristiku, ktera bude idealni pro vSechny pripady
Je mozné vyuzit ndhodu

Nap¥. pfi min-domain bude pro vybér proménné vice kandidati (se
stejné velkou doménou) - zvoli se ndhodné

@ Nahodné Ize volit i hodnoty, pfipadné nahodu vyuzit pfi " remize” pfi
vyuziti heuristiky pro volbu hodnoty

@ Potom je bézné zkouset po (vhodné zvoleném) limitu zastavit hledani
a spustit jej znovu. Limit je vhodné postupné zvySovat a tim se zajisti
jistota spravného vysledku

@ V praxi se ukdzalo uzite¢né
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Zpétné hledani
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nfliktni mnoziny

)

Backjumping je jeden ze zdkladnich zpisobid omezeni tendence
backtrackingu opakované prohlednavat stejné dead-end situace
Vinna proména (culprit variable) - jeji instanciace je odpovédna za
dead-end (zadna mozna kombinace nasledujicich proménnych nevede
k reseni)

Kdyz dokazeme identifikovat vinnou proménnou, je backjump k nové
instanciaci této proménné lepsi nez postupné prochazeni prostoru
backtrackingem

Identifikace vinnych proménnych je zaloZena na konfliktnich
mnozinach

Definice: Necht 2 = (aj,, ..., a;,) je konzistentni instanciace libovolné
podmnoziny proménnych a x je dosud neinstanciovand proménna.
Pokud v doméné x neexistuje hodnota b takova, aby (3, x = b) bylo
konzistentni, nazveme 2 konfliktni mnoZinou (conflict set) proménné
x. Pokud navic a neobsahuje Zadnou podmnozinu konfliktni s x,
nazveme a minimalni konfliktni mnozinou proménné x.
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Konfliktni mnoziny

Definice: Necht 3; = (a1, ..., a;) je konzistentni itice. Kdyz je 2 v
konfliktu s x;11 nazveme situaci listovy (leaf) dead end a proménnd
Xi+1 je listovd dead-end proménnd

Definice: Pro sit R = (X, D, C) kazdou &asteénou instanciaci 3, ktera
neni soucasti zadného feseni, nazyvdme nedobrou (no-good).

Kazda konfliktni mnozina je nedobra, ale nedobra mnozina nemusi byt
konfliktni pro jednu proménnou

Definice: Necht &; = (a1, ..., a;) je listova dead-end situace.
Rekneme, Ze x;, jde j < i is bezpecna (safe) vzhledem k 3, kdyz
¢asteCna instanciace 4 = (ay,. .., aj) je nedobra.
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Backjumping styly

@ Gaschnig’s backjumping - skace zpét na vinnou proménnou jen pfi
listové dead-end situaci.

@ Graph-based backjumping - vytadhne z grafu omezeni informaci o
zbyteénych krocich zpét a skdce i ve vnitfnich (ne listovych) dead-end
situacich

@ Conflict-directed backjumping - kombinuje skoky v listovych i
vnitfnich dead end situacich a neomezuje se jen na informace z grafu
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Gaschnig's backjumping

@ Definice: Necht &; = (a1, ..., a;) je listovy dead-end. Index viny
(culprit index) vzhledem k &; je definovan jako b = min{j <i| aj jev
konfliktu s x;1;}. Vinnd proménna instanciace 3; je xp.

@ Tvrzeni: Kdyz je 3; listovy dead-end a xp je vinna proménnd, tak g je
bezpecnd destinace pro backjump a aj,j < b neni.

@ Urceni vinné proménné pro 3; je relativné snadné - je potreba
otestovat maximalné / podmnozin na konzistentnost s x;j;1

@ Navic mize byt urcena v pribéhu hledani udrzovanim néjakych
informaci pfi pfifazovani &;
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Graph-Based backjumping

Kdyz algoritmus skace zpét na proménnou Xx; z listového dead-endu a
x; nema daldi hodnoty k vyzkouSeni, oznacujeme ji vnitini dead-end
proménnou a 3;_1 vnitfni dead-end stav

Gaschniglv algoritmus provadi vétsi skoky jen z listovych dead-endq,
kdyZ skoci na vnit¥ni, tak se zachova jako standardni backtracking
Algoritmus graph-Based backjumping umoznuje vétsi skoky i ve
vnitfnich dead-endech

Informaci o moznych konfliktnich mnozinach ziskava pouze z grafu
omezeni (nezkoum3 tedy typ omezeni nebo tfeba domény)

Pri dead-endu skace na naposledy pfifazenou proménnou, ktera je s
aktudlni proménnou spojena hranou v grafu omezeni

Pokud je po skoku znovu dead-end, opét skdce na naposledy
pfifazenou proménnou, kterd je v grafu spojena s nékterou z
proménnych, pri kterych na dead-end narazil
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Conflict-Directed Backjumping

M

)

Spojuje dva predchozi postupy

Pracuje podobné jako graph-based backjumping, ale nediva se jen na
graf omezeni

Pro kazdou proménnou si udrzuje jumpback set

Definice: P¥i daném usporadani proménnych nazveme omezeni R
drivéjsi nez omezeni Q, kdyz nejpozdéjsi proménna z

scope(R) — scope(Q) predchazi nepozdéjsi proménnou z

scope(Q) — scope(R)
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Conflict-Directed Backjumping

@ Relace drivéjsiho omezeni definuje Gplné usporadani na omezenich
@ Definice: Necht pro sit R = (X, D, C) s uspofadanim proménnych d
je a; ntice jejiz potencialni dead-end proménna je x;;1. Nejdrivéjsi
minimalni konfliktni mnoZzina pro 3; (nebo pro x;;1), oznacovana

emc(3;) mize byt vytvofena takto: uvazujme omezeni uspofadané
podle relace dfivéjsiho, pro j € {1,...,c} (pocet omezeni), pokud
existuje b € Djy1 tz. R; je poruSeno pfifazenim a;, x;;1 = b a Zadné
dfivéjs$i omezeni timto poruseno neni, potom do var — emc(3;)
pfiddme S; (rozsah R;), emc(a;) potom ziskdme projekci
emc(3;) = aj[var — emc(3;)]

@ Definice: Jumpback set J;; 1 listového dead-endu x; je jeho
var — emc(3;). Jumpback set vnitfniho stavu 3; (nebo proménné
xi+1) obsahuje v8echny var — emc(3;) vSech relevantnich dead-endi
aj,j > i, které nastaly v soucasné feSeni promenné x;
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Conflict-Directed Backjumping

@ Tvrzeni: Pro danou ntici 3; je nejpozd&jsi proménnd v jumpback
mnoziné J; nejdfivéjsi proménnou, kam je bezpecné skocit.

@ Algoritmus - viz slidy R. Dechter, chapter 6, slide 21
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Ucici se algoritmy

e © 6 ¢

P¥i construkci minimalni konfliktni mnoZiny se ujasni nedobré
instanciace a pouziji se k rozhodnuti skoku zpét

Stejné tak se takové instanciace daji pfidat formou novych omezeni,
takze je algoritmus nebude v budoucnu znovu prochazet diky
testovani konzistentnosti

Tim se mize " prosekat” strom prohledavaného prostoru

Techniku nazyvame constraint recording ne learning

Prilezitost k nauceni nového omezeni je pii kazdém dead-endu
Pokud 3; je konfliktni mnozinou pro x;y1, neddvd moc smysl si pfimo
mezi omezeni zakazat 3;

Pokud a; obsahuje podmnoziny konfliktni s x;1, m(ze se vyplatit
zaznamenat tyto podmnoZiny.

Vyhodné je identifikovat co nejmensi konfliktni mnoziny a ty si
zapamatovat

Jednim z kandidatd je earliest minimal conflict set (emc) z konflikty
fizeného backjumpingu
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Graph-Based Learning

@ Graph-based learning vyuziva stejné metody jako graph-based
backjumping k urceni nedobrych instanciaci

@ Informace o konfliktech vyvozuje pouze z grafu omezeni

@ Pro listovy dead-end a; jsou hodnoty pfifazené predkim x;j41
zaznamenany v uloZzené konfliktni mnoziné.

o Priklad viz slidy R. Dechter, chapter 6, slide 30
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Deep learning

@ Deep learning znamend, ze se zaznamenavaji jen minimalni
konfliktni mnoziny

@ Shallow learning - netrva na tom, aby zaznamenané mnoziny byly
minimalni

@ Deep learning vyuziva nejvice informace k prosekani prohledavaného
stromu, ale vypocéet minimalnich konfliktnich mnoZzin je ndroény (az
exponencialni)
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Dalsi varianty ucicich se algoritm{

@ Jumpback Learning - misto vSech minimalnich konfliktnich mnozin si
pamatuje jen jednu, vétSinou jumpback mnozinu z conflict-directed
backjumping

@ Bounded and Relevance-Bounded Learning - kazdy udici algoritmus
muze byt doplnén o omezeni na velikost konfliktnich mnozin

@ Nonsystematic Randomized Backtrack Learning - pri
pravdépodobnostnich algoritmech (ndhodny vybér hodnot) se
pamatuji vSechny nedobré instanciace, aby po restartu nebyly znovu
prochazeny
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SAT
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@ Konjunktivni normalni forma (KNF) umoziiuje snadny test
syntaktické spravnosti formule, v obecnosti je obtizné urcit
splnitelnost (NP-aplny problém)

@ V disjunktivni normalni formé (DNF) je snadné urcit splnitelnost

@ Stadi, aby byl splnitelny alespon jeden disjunkt

@ Disjunkt (konjunkce literdld) je splnitelny, pokud se v ném Z3dnd
proménnd nevyskytuje v pozitivni (nenegované) i negativni (negované)
formé

o Kazdou formuli je mozné prevést do DNF

o Pfi prevodu do DNF formule mize narist exponencidlnég, tedy
polynomialni feSeni formule v DNF je exponencidlni vici pavodni
formuli

@ | nékteré specialni tvary formuli v KNF je mozné Fesit v
polynomialnim case, napf.

@ Horn SAT
o 2-SAT
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Horn SAT

@ Formule je Hornova, pokud mize byt generovana gramatikou (s
pocate¢nim symbolem H)
e Pu=11]T]|p
s Au=P|PAA
o C:=A—=P
e H:=C|CAH

o Priklad: (pAgAs— L)A(gAr—=p)A(pAs—s)

@ Po prevodu Hornovy formule do KNF je v kazdé klauzuli pravé jeden
pozitivni literdl (je mozno prostfednictvim tohoto faktu Hornovy
formule alternativné definovat)
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Regeni Horn SAT

&
)

Vstup: Hornova formule ® (ve tvaru konjunkce implikaci)
Algoritmus:
@ oznac vsechny vyskyty T v &
@ dokud exisuje konjunkt P; A P, A ... Py — P’, kde vechny P; jsou
oznaleny ale P’ ne, ozna¢ P’ (vSechny jeho vyskyty ve formuli)
@ pokud je oznacen néjaky vyskyt |, vrat nesplnitelnd, jinak vrat
splnitelna
Pocet prichodi cyklem je linearni viici po¢tu proménnych ve formuli,
¢as jednoho prichodu cyklem je také linearni viici velikosti formule,
algoritmus je tedy kvadraticky

Korektnost algoritmu - indukci je mozno ukazat, Ze plati: " VSechna

oznacend P jsou true pro vSechny valuace, ve kterych se ® vyhodnoti
na T"
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2-SAT

@ Formule v KNF se 2 literdly v kazdé klauzuli

@ KaZdou formuli je moZné polynomialné prevést do KNF se 3 literaly v
klauzuli, ale jiz neexistuje obecny polynomialni algoritmus prevodu do
KNF se 2 literdly

@ Kazda klauzule instance 2-SAT vlastné odpovida jednoduché
implikaci: xp V —x3 = (—xp — —x3) = (X3 = x0)

@ Je proto mozné zadavat formule v implikacni normalni formé
(konjunkce implikaci)

@ Implikacni graf - vrchol pro kazdy literdl a orientované hrany podle
implikace v implikaéni normalni formé

@ Existuje mnoho algoritm0 pro feseni 2-SAT, nejefektivnéjsi z nich jsou
linedrni
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Kromiyv algoritmus

e © © 6 ¢ ¢ ¢

Je polynomialni

Navrzen jiz v roce 1967

Predpokladejme, ze ve ® jsou dvé klauzule, jedna s x a druhd —x
Takové klauzule zkombinujeme a vytvofime novou (rezoluéni pravidlo)
Z (aV b) A (—bV —c) vznikne a VvV —¢c

V implikaéni formé rezolu¢ni pravidlo odpovida tranzitivité
Konzistentni formule je takova, kde nemiZeme soucasné vytvorit
(xVx)a(—xV-x)

Kdyz je formule konzistentni, je mozné postupné pridat pro kazdou

proménnou pravé jednu z hodnot (x V x) (resp. (—x — x)) nebo
(=x V =x) (resp. (x — —x))tak, aby konzistentni zistala

Valuace splnujici formuli dava true véem proménnym z klauzuli
(x V x) a false véem z klauzuli (—x V —x)

M. Kot (VSB-TUO) 3. prosince 2013 89 / 136



Kromiyv algoritmus

@ Pri navrhu se Krom soustredil na tplnost a spravnost, nerozebiral
sloZitost

@ D3 se ukazat, ze pracuje v polynomiadlnim case

@ Vezmou se vSechny klauzule obsahujici stejnou proménnou a aplikuji
se vechny mozné rezoluce v O(n%), kde n je pocet proménnych (pro
kazdou proménnou muze byt O(n?) klauzuli, které ji obsahuji a se
kterymi lze potencidlné délat rezoluci)

@ O(n) testli konzistentnosti, maximalné O(n?) kazdy, tedy O(n*)
celkem

o P¥i diikladng&j$im zamysleni se da odvodit O(n?)
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Omezeny backtracking

@ Even, Itai, Shamir - 1976
@ Obecny algoritmus pro CSP s bindrnimi proménnymi a bindrnimi
omezenimi
@ Idea - prifazovat hodnoty proménnym postupné, pfi tzv. choice point
vybere hodnotu, pfi backtrackingu se nikdy nevrati pres posledni
choice point
@ Na zacdatku neni zadny choice point (CP) a vSechny proménné jsou
bez pfirazené hodnoty
@ Pak ndsleduji kroky
@ Pokud existuje klauzule s obéma proménnymi nastavenymi tak, Ze je
klauzule false, vratit se zpét na nejblizsi CP, odebere pfifazeni od
tohoto CP a zméni hodnotu v tomto CP
@ Pokud existuje klauzule, kde je jedna z proménnych nastavena a
klauzule maze byt true i false, tak druha klauzule je nastavena tak, aby
klauzule byla true
@ Pokud vsechny klauzule maji garantovano true nebo maji obé
proménné nepfifazené, vytvori se CP a nékterad neprfifazend proménnd
se nastavi na true nebo false
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Omezeny backtracking

@ Na nékterych vstupech miZze byt casto backtracking a dlouhy fretézec
pritazeni mezi navraty, takZze nemusi byt linedrni

@ Vylepseni - od CP se délaji paralelné obé vétve (pro sekvenéni
algoritmus prolindnim) a kdyz prvni vétev narazi na novy CP, druha
vétev konci

@ Po vylepseni je mozné dokazat linearni slozitost
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Silné souvislé komponenty

@ Aspvale, Plass, Tarjan - 1979

@ Jednodussi procedura v linearnim case zalozend na silné€ souvislych
komponentéach (SCC - strongly connected components)

@ SCC - v orientovaném grafu jde o rozklad (mnozina podmnozin,
vzajemné maji prazdny priinik a jejich sjednocenim je plvodni
mnozina) mnoziny vrchold tz. kazdy vrchol v komponenté je
dosazitelny z kazdého dalSiho vrcholu stejné komponenty
orientovanou cestou

@ Existuje nékolik efektivnich algoritm( na hledani SCC v grafu v
linedrnim case, vétSinou jsou zaloZené na hledani do hloubky
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Silné souvislé komponenty

Provede se rozklad na SCC na implikaénim grafu (kde pro xp V —x3 je
(—\X() — ﬂX3) i (X3 — Xo))

Pokud do stejné komponenty patfi x i —x, tak je formule nesplnitelnd
Autofi ukazali, Ze toto je nutnd, ale také postacujici podminka

Formule 2-SAT je tedy splnitelna pravé tehdy, kdyz neexistuje
proménna patfici do stejné komponenty jako jeji negace

Linearni algoritmus rozhodujici splnitelnost - v linedrnim Case provede
rozklad na SCC a poté pro kazdou proménnou zkontroluje, ve které
komponenté se nachazi jeji negace
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Silné souvislé komponenty

@ Pro nalezeni spliujiciho ohodnoceni

o Vytvorit implikacni graf, udélat SCC

o Ovérit splnitelnost, pro nesplnitelné formule skoncit

@ Vytvorit kondenzovany graf - za kazdou klauzuli se d4 jeden vrchol a
hrana mezi vrcholy je tam, kde mezi komponentami vedla alespon
jedna hrana. Z vlastnosti SCC je vysledny kondenzovany graf acyklicky

o Komponenty se usporddaji topologicky (nékteré algoritmy pro hledédni
SCC je rovnou nachazi podle tohoto uspofadant)

@ Berou se komponenty podle poradi, komponenté bez prifazeni je
pfifazeno false. Dopliikovd komponenta (obsahujici opaéné literaly
stejnych proménnych) tak bude true. VSechny pfedchazejici
komponenty uz museji mit pfifazeno také false. Pokud je néco true,
vSem nasledujicim komponentam se priradi také true.
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Aplikace 2-SAT

@ Bezkonfliktni umisténi objektd - popisky grafu nebo mapy, nédvrh VLSI
(very large scale integration) obvodd

@ Data clustering - hledd se minimalni polomér clusteri v metrickém
prostoru

@ Scheduling - napt. pfifazeni domdcich a hostujicich celkd po
nalosovani rozpisu sportovnich zapasi tak, aby se omezila po sobé
jdouci utkani stejného tymu na domacim h¥isti (resp. na soupefové
hristi)

@ Digitalni tomografie - rozpoznani tvart z jejich priseciki

@ V fesicich SAT jako podprocedura, kdyz po ¢asteCném pfifazeni a
Gpravé zlstane jen instance 2-SAT
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Obecny SAT

@ Rozsifenim algoritmu pro Hornovy formule Ize ziskat algoritmus pro
obecné formule

@ Podformule se oznacuji znackami true, false tak, ze vSechny oznacené
podformule se vyhodnoti na svou znacku pro kazdé ohodnoceni, které
celou formuli vyhodnoti na true.
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Linearni resic¢

@ Formule se pfevedou do fragmentu ® ::=p | (=) | (P A P)

@ Vytvorime k takto prevedené formuli syntakticky graf, kde stejné
podformule reprezentuje jeden podstrom. Jednd se o orientovany
acyklicky graf (directed acyclic graph - DAG)

@ Prevod formule je induktivni: T(p) = p, T(—®) = =T (),

T((Dl AN ¢2) = T(q)l) A T((DQ), T((Dl V ¢2) = —|(—| T(q)l) VAN —\T(q)g)),
T(®1 = P2) = (T(P1) A T(P2))

@ ® je splnitelnd pravé tehdy, kdyz —® je splnitelnd

@ Priklad syntaktického stromu a odpovidajiciho DAG je na obrazku
1.12 v souboru satsolvers.pdf

@ Je definovana sada pravidel pro vynucend nové znacky - viz. obrazek
1.14 v souboru satsolvers.pdf

@ Jen oznaceni grafu vynucenymi znackami nestaci

@ Je nutné zkontrolovat prepocitanim zdola nahoru, kdyz se shoduje,
mame svédka splnitelnosti

@ Priklad dokazani splnitelnosti formule je na obrazku 1.13 v souboru

3. prosince 2013 98 / 136



Linearni resic¢

@ Tento SAT solver ma linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k velikosti
DAG pro T(®)

@ Transformace ® — T(®) zvétsi formuli také linearné, tedy algoritmus
je linearni vaci ¢

@ Linearita algoritmu je vykoupena tim, Ze selze na formulich typu
—|(¢1 A\ ¢2)
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Kubicky resic

@ V linedrnim reSi¢i jsme uvazovali 2 moznosti:

o Vynuceny spor - soucasné vynucené T i F k jednomu uzlu

@ Uplné ohodnoceni viech uzli
Existuje tfeti moznost - vSechna vynucend omezeni jsou konzistentni,
ale ne vSechny uzly jsou ohodnocené
Priklad: (pV gV r)A(pV—=g)A(gV=r)A(rV=-p)A(—-pV—gV-r)
Tato formule neni splnitelna - prvni a posledni klauzule Fikaji, ze
alespon jedna z proménnych p, g, r musi byt true a alespon jedna
false. Zbylé klauzule Fikaji, ze vSechny tyto 3 proménné maji stejnou
hodnotu.
Linedrni fesi¢ nenajde ani spor ani tplné ohodnoceni (viz. obrazek
1.17 ze souboru satsolver.pdf)
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Kubicky resic

J

Kdyz neni oznaceno vse a neni spor, vybere se uzel a priradi se mu
docasné T.

Zkoumame, zda pfifazenim nevznikl spor, pokud ano, uzel dostane
misto docasného T permanentni F.

Kdyz spor nenastane, zkusi se totéz s docasnou hodnotou F.

Vsechny uzly, které v obou pfipadech dostaly stejnou hodnotu, budou
mit tuto hodnotu jako permanentni.

Stejné se testuji dalsi uzly

Priklad béhu algoritmu je na obrazku 1.18 v souboru satsolver.pdf
Porad se ale miize stat, ze nepriradi vSem uzldm néjakou permanentni
hodnotu - kdyz kazda z voleb T,F vede k riiznym znacenim ostatnich

uzll, ale ne ke sporu.
Kubicka slozitost:
@ Kazdy test je vlastné pouziti linedrniho resice
@ Musime testovat pro kazdy nepfirazeny uzel
@ Kazdé nové permanentni prifazeni zplsobi, Ze ostatni nepfirazené je
potfeba testovat znovu

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované feseni Gloh s omezenimi 3. prosince 2013 101 / 136



Kubicky resic

@ Pokud Fesi¢ vrati, ze je formule nesplnitelnd nebo splnitelna, je to
vzdy spravné

@ MizZe se stat, Ze vrati odpovéd " Nevim”
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Dalsi pristupy reseni SATu

o Konflikty fizené uceni klauzuli (conflict-driven clause learning) -
moderni varianta DPLL algoritmu

@ Stochastické lokalni hledani - WalkSAT

@ DPLL - Systematicky backtracking prochazejici exponencialni prostor,
pochazi z 60. let

@ Moderni fesi¢e SAT:

@ Conflict-driven
@ Look-ahead
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Konflikty rizené reseni SAT

o Davis—Putnam-Logemann—Loveland (DPLL) algoritmus s:

o

¢ & ¢ ¢

efektivni analyzou konflikti

ucenim klauzuli

nechronologickym backtrackingem (backjumpingem)
adaptivnim vétvenim

nahodnymi restarty

@ Tato vylepseni se empiricky ukdzala dilezitad pro zvladani velkych
instanci SAT
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Look-ahead pristup

@ Specidlni posilena redukce a heuristiky

@ Jsou obecné silnéjsi na tézkych instancich
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DPLL

)

Vybere literdl, pfifadi mu hodnotu, zjednodusi formuli a rekurzivné
otestuje splnitelnost

Kdyz je rekurzivni volani nelspésné, zméni hodnotu a znovu
zjednodusi formuli a rekurzivné vola

Zjednoduseni
o Odstrani klauzule, které jsou true
o Odstrani literaly, které jsou false, z ostatnich formuli
Unit propagation - kdyz klauzule obsahuje 1 literal, tak mize byt

spInéna jen jeho nastavenim na true. Tedy neni nutné vétveni. V praxi
to Casto vede ke kaskddé jednotek a z toho plyne velké zmenSeni
prohledavaciho prostoru

Pure literal elimination - kdyz se proménnd vyskytuje ve formuli pouze
v jedné polarité, nazyva se Cista (pure). Tyto proménné mizeme
nastavit vzdy tak, aby vSechny klauzule, kde se vyskytuji, byly true.
Cili tyto klauzule Ize odstranit.
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DPLL

@ Nesplnitelnost vyplyne, kdyz nékterd klauzule bude prazdn3, dili
vsechny proménné byly nastaveny tak, Ze literdly v této klauzuli
nastavovali na false

@ Splnitelnost formule - kdyz pfifadi hodnoty véem proménnym a
nedojde ke sporu, Cili k prazdné klauzuli, nebo také, kdyz vsechny
klauzule jsou splnény

@ Vyzkum pro vylepSeni algoritmu:

@ Politika vybéru literdld pro vétveni

@ Nové datové struktury pro urychleni operaci na formuli (hlavné operace
unit propagation)

@ Varianty zdkladniho backtrackingu (backjumping, clause learning)
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Stochastické algoritmy pro SAT

e © © 6 ¢ ¢

Nejznaméjsi jsou GSAT a WalkSAT

Oba jsou uréeny na formule v KNF

Ptiradi ndhodné ohodnoceni

Kdyz je formule splnéna, konci

Kdyz neni splnéna, prehodi hodnotu jedné proménné a opakuji postup

Stochastické algoritmy jsou neliplné - u splnitelné formule najdou
Casto reseni, ale neumi ukazat, Ze je formule nesplnitelna

Po néjaké dobé hledani se obvykle aplikuje restart - znovu nahodné
priradi hodnotu vSem proménnym a béZi na této nové instanci

Intervaly mezi restarty se Casto postupné zvétsuji
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WalkSAT

@ Vybere nékterou nesplnénou klauzuli a v ni prehodi proménnou
@ Klauzule voli ndhodné

@ Proménnou v klauzuli voli tak, aby minimalni pocet splnénych
klauzuli zménil na nesplnéné

@ S mensi pravdépodobnosti i proménnou voli ndhodné

@ Ukazal se vhodny pfi instancich vzniklych z automatického planovani
(pfistup prevedeni planovani na SAT se nazyva SATplan)
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Nahodné prifadi hodnoty proménnych

Vybere proménnou, kterd maximalné snizi pocet nesplnénych klauzuli
a zméni jeji hodnotu

Problémem jsou lokédlni minima - v jinych problémech mize nalezeni
lokalniho minima stacdit, v SATu ne

"Krok stranou” (zména hodnoty jiné proménné, nez by urdil
algoritmus) znaéné vylepsi ispésnost

Mezi pfistupy k opusténi lokalnich minim se Casto uplatiuje
simulované zihani
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Optimalizacni problémy
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Optimalizacni problémy

(]

V praxi se ¢asto rozliSuji hard a soft omezeni

Analyza vede k siti omezeni rozsirené o globalni cenovou (neboli
kriteridlni) funkci

ReSeni musi spliiovat vsechna hard omezeni a optimalizovat cenovou
funkci

Mnoho problémi z primyslu je tohoto typu

VétSinu CSP problém( miZeme uvazovat i v optimalizaéni verzi -
kdyz neni mozné splnit vSechna omezeni, hledd se reseni spliujici co
nejvice omezeni

Max-CSP - tfida problémi vznikla timto zplisobem

Jednim z nejzndméjsich problému z Max-CSP je MaxSAT (snaha najit
ohodnoceni formule v KNF spliiujici co nejvice klauzuli)

Lze také omezenim dat vahy a misto po¢tu minimalizovat sumu vah
porusenych omezeni

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované feseni Gloh s omezenimi 3. prosince 2013 112 / 136



Optimalizacni problém

@ Optimalizaéni problém s omezenimi (COP - constraint omptimization
problem) je sit omezeni rozsifend o cenovou funkci

o X={x1,...,xn}

Fi,...,Fj jsou redlné funkce definované nad Q1,...,Q), kde Q; € X

@ Necht 2 ={a1,...,a,}, kde a; je z domény x;, necht 3; je pfifazeni
prvnim i proménnym. Globalni cenova funkce F je definovana jako
F(3) = Zjl-zl Fi(a), kde Fj(a) znamena F;(3a) aplikovana na pfitazeni
a omezené na doménu funkce F;

@ Cenova sit (cost network) je C = (X, D, Cp, Cs) kde (X, D, Cp) je sit
omezeni a G = {Fgq,,..., Fg} je mnoZina cenovych komponent nad
doménami Ql, ey Q/, Q,’ = {X,'l, .. ,X,'/}

@ Cenova sit je jednou z moznych reprezentaci optimaliza¢niho
problému s omezenimi

@ Funkce v Cs jsou mékka (soft) omezeni

@ Optimalizaéni Gloha je snaha najit 0 = {a1,...,an} spliujici véechna
omezeni, t7. F(a%) = max;F(3) (popfipadé misto maxima lze hledat i

(4

niMum
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Cenovy graf

@ Uzel pro kazdou proménnou

@ Hrany pro jakékoliv omezeni (hard i soft)
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Redeni COP jako série CSP

©

e & 6 ¢

Vzdy se Fesi tloha CSP s hard omezenimi a s limitem cenové funkce,
ktery se postupné zvySuje (tedy omezeni, ze globalni cenové funkce je
vétsi nez limit)

Postupné se tak zvySuje kvalita nalezeného reSeni

Redeni je optimalni v rdmci limitu daného rychlosti zvy$ovani limitu
Promyslenéjsi pristup - pouziti " bindrniho vyhledavani”

Lze tedy pouzit pro optimalizaci jakékoliv techniky, které se pouzivaji
(a byly probrany) pro CSP
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Branch and Bound search

@ Nejjednodussni a nejnaivnéjsi pristup - rozsifeny backtracking

@ Po prvnim nalezeném FeSeni se backtracking nezastavi, ale prohleda i
zbytek prostoru

@ Pamatuje si aktudlné nejlepsi nalezené reseni

@ MuzZe vyuzit jakoukoliv techniku zlepseni backtrackingu na hard
omezenich

@ Je mozné dale omezit prohleddvany prostor analyzou cost funkce

@ Nap¥. kdyZ soucet funkci nad jiz pfifazenymi hodnotami je vyssi nez
dosud nejlepsi (s minimalni cenovou funkci) Feseni, tak ve vétvi neni
potfeba pokracovat
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ept

@ Udrzuje nejlepsi reseni

@ Pocitad horni mez s vyuzitim omezujici funkce 7(3;), ktera
nadhodnocuje nejlepsi feseni, které je rozsirenim 3;

@ Kdyz i tento nadhodnoceny odhad je mensi, nez dosud nejlepsi

nalezené feSeni, neni potfeba 3; dale rozsifovat (pokracovat ve vétvi
vypocCtu, kterd k nému vedla)

@ Omezujici funkce milZe byt pouzita také jako heuristika pro vybér
hodnoty, kterd se priradi aktulné zpracovavané proménné

@ Pri hard omezenich vyuziva techniky zminéné dfive, ale v kazdém uzlu
prohledavaciho stromu pfida kontrolu omezujici funkce

@ Obdobné je mozné fesit minimalizaci
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Omezujici funkce

@ Zakladnim moznym vylepsenim branch-and-bound je zlepseni
presnosti omezujici funkce

@ Nejprve byly algoritmy vyvijeny a zlepSovany pro tfidu problémil
znamych jako celodiselné programovani

@ Maji linearni tvrda omezeni a globalni cenovou funkci, proménné maji
celodiselné domény

@ Neékteré idee se rozsifuji na obecna omezeni a obecné cenové funkce
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Russian Doll searc

)

)

Idea - n po sobé jdoucich branch-and-bound hledani, kazdé s pridanou
jednou proménnou (a relevantnimi omezenimi)

Prvni podproblém zahrnuje jen ntou proménnou, ity poslednich i
proménnych

Kazdy podproblém se fesi pres branch-and-bound, kde mezni funkce
vyuziva znalosti z predchozich béhi

Navic dfive nalezanad optimalni feSeni jsou vyuzivana jako heuristiky
pro vybér hodnot k pfifazeni a ke zlepSeni pocateéni horni (dolni)
meze reseni

V praxi se ukazuje, ze i n prohledavani je efektivni, protoze jednotliva
hledani jsou rychlejsi diky omezeni prohleddvaného prostoru

M. Kot (VSB-TUO) Automatizované feseni Gloh s omezenimi 3. prosince 2013 119 / 136



Bucket elimination

]
*]
o
]

Vyuziva datovou strukturu bucket

Proménné predpokladame usporadany podle néjakého usporadani
Cenové funkce se déli do kosikl odpovidajicich proménnym
Zacne od kosiku posledni proménné a da do néj vsechny funkce s
touto proménnou v doméné

Do kazdého dalsiho kosiku da funkce, které proménnou onoho kosiku
obsahuji v doméné, ale zatim nebyly nikam pridéleny

Kosiky se zpracovavaji od posledni proménné

Zpracovani kosiku - seCtou se funkce v ném eliminuje se proménna
odpovidajici kosiku maximalizaci

Vzniklou funkci zafadime do odpovidajiciho niz$iho kosiku (patficimu
vétsi proménné) a pokracujeme nasledujici proménnou (o jedna vétsi
v usporadani)

Po skonéeni (maximalizaci funkce v koSiku nejvyssi proménné)
dostane hodnotu cenové funkce optimalniho feseni

Zpétné od nejvyssi proménné k nejnizsi Ize ziskat prifazeni hodnot

T P P P
proménnvch pro optimalni reseni
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SlozZitost algoritmu bucket elimination

©

SloZitost je ovlivnéna usporadanim proménnych
Cim vice rozmérné funkce eliminaci vznikaji, tim vice prostoru je
potreba pro jejich uloZeni (exponencidlni rist prostoru)

©

©

Arita funkci zavisia na po¢tu proménnych v kosiku

©

S pomoci grafovych technik (vypocet grafové Sirky apod.) lze aritu
odhadnout

(]

Slozitost je linedrni viiéi po¢tu omezeni (hard + soft), ale
exponencialni vici indukované grafové Sirce
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Pocitani poctu reseni

@ {P - tfida problémii, které resi nedeterministicky turingiv stroj a
feSeni je pocet akceptujicich vypoctl

@ Obvykle problémy spojené s problémy v NP

@ Neékteré problémy v rozhodovaci verzi jsou polynomialné Fesitelné, ale
pocitani poctu jejich feSeni je fP-Gplné - napf. 2-SAT, splnitelnost
formule v DNF, parovani apod.

o

@ Poditani poctu feseni Ize elegantné Fesit eliminaci kosiki

@ Vstupni relaci reprezentuje 1 pro konzistentni a 0 pro nekonzistentni
prifazeni

@ Misto maximalizace pri eliminaci kosiku se pouziva soucet, misto
s¢itani funkci je nasobeni

@ Lze také resit prohledavanim, které projde cely prostor jakymkoliv
backtrackingem
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Mini-bucket elimination

@ Eliminace kosik( potrebuje pro nékteré vstupy exponencialni prostor

@ Lze se inspirovat z feSeni CSP, kde misto plné konzistentnosti se déla
i-konzistentnost pro néjaké rozumné malé i

@ V kosiku uklddame aproximaci prostfednictvim funkci o mensi arité
(minikosiky v ramci kosiky)

@ Maximalizujeme kazdou tuto funkci s mensi aritou zvlast a maxima
sCitdme. Vznikla funkce je aproximaci plvodni funkce

@ Maximalizovany souet v prvnim kosi je potom horni mez

@ Dolni mez se spoéita pfi druhé fazi algoritmu (dohleddvani hodnot
proménnych)

@ Kuvalita mezi zavisi na stupni rozkladu do mini-kosikil

@ Je mnoho moZnosti, jak rozdélovat proménné do minikosikd, vedou k
rizné presnym mezim a dava proto smysl hledat vhodné heuristiky
pro tento rozklad
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Planovani, rozrhovani
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Planovani

Zakladni zkoumana Gloha - je dana sekvence tloh, které maji byt
zpracovany na dostupnych strojich.

V nejjednodussi verzi je Gloha dana ¢asem béhu a musi na tento cas
byt pridélena na néjaky stroj

V jinych variantach se uvazuji dal$i omezeni specifikujici, ktery plan
zpracovani Uloh je povolen

Snazime se Glohy napldnovat co nejefektivnéji, nejcastéji to znamen3,
aby byly za co nejkratsi ¢as vSechny hotové

Budeme se zabyvat tzv. on-line verzi, kdy algoritmus nema k dispozici
najednou cely seznam (loh

Mnoho planovacich tloh je NP-Gplnych

Po dlkazech NP-Gplnosti se vyzkum zaméfil na aproximacni algoritmy
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Definice apod.

@ Pocet strojil oznacujeme m, pocet lUloh n

@ KaZda iloha je charakterizovana dobou béhu t a pfipadné dalSimi
parametry podle typu Glohy

@ Na kazdy stroj v kazdém okamziku miZe byt pridélena pouze jedna
tloha

@ Vsechny planovaci dlohy sméfuji k minimalizaci néjaké funkce (mira
vykonu)

@ Vykon on-line algoritml méfime prostrednictvim poméru kvality
nalezeného feseni ku optimalnimu Feseni (bereme hodnotu, ze pro
vSechny mozné instance je pomér mensi nebo roven této hodnoté)

@ Minimalni celkovy cas pro dokonceni vSech Gloh oznalujeme Tp¢
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Ridzna paradigmata

@ Pldnovani jeden po druhém (one by one) - Glohy jsou v seznamu,
algoritmus je dostdva po jedné a musi kazdou pfiradit nékterému
stroji, aniz by se mohl podivat na nasledujici polozky seznamu dloh
(ale mize si pamatovat predchozi tlohy). Je mozné Glohy pldnovat na
jakykoliv Casovy slot, ale po napldnovani to jiz nelze zménit.

@ Neznamé Casy béhu - nez Gloha skonci, neni zndma doba jejiho béhu.
Casto je zde moZnost restartu nebo preempce, algoritmus ma p¥istup
k jiz pfifazenym Glohdm a mdze pfirazeni ménit.

@ Intervalové planovani - kazda Gloha ma presné dany interval, kdy
muZe byt zpracovéna. Ulohy, které neni mozné zpracovat v tomto
intervalu, je mozné odmitnout.
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Kriterialni funkce

@ Nejcastéji celkova doba zpracovani

@ Kdyz je mozné Glohy odmitat - doba zpracovani + pokuta za
odmitnuti

@ Soucet ¢&asl, kdy jsou jednotlivé Glohy dokonéené

@ Soudet Casi, ktery stravi jednotlivé Glohy v systému (od jejich
prichodu do dokonceni)

@ Soucet Casl, které stravi Glohy ¢ekanim na zpracovani

@ UvaZuji se i vazené varianty - hodnoty riiznych dloh ovliviiuji funkci s
rdznou vahou

@ P¥i povolené preempci miizeme uvazovat i pocet preempci tloh
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List scheduling

@ Zakladni algoritmus, studovany jiz v roce 1966

o Ulohy jsou uspofadany v seznamu (sekvenci)

@ Kdykoliv je néjaky stroj volny, naplanujeme na néj prvni Glohu ze
seznamu, kterd je k dispozici (tedy neni jesté naplanovéna, aktudlni
Cas je vétsi nez release Cas Ulohy a vSechny predchazejici Glohy v
preceden¢nim grafu jsou skonceny)

@ Je mozné jej pouzit v riznych paradigmatech

@ Vykonostni pomér tohoto algoritmu je 2 —1/m

M. Kot (VSB-TUO) 3. prosince 2013 129 / 136



e © 6 ¢ ¢

Planovani jeden po druhém

Algoritmus musi tlohu ze seznamu priradit na stroj bez znalosti
nasledujicich Gloh a pfirazeni jiz pak nemiZe zménit

Obvykle se neuvazuji precedenéni omezeni a release Casy

Vétsinou se ani neurcuje Casovy slot, jen stroj

Pro m =2 a m = 3 je prokazatelné nejlepsi list scheduling (LS)
Pro vétsi poclty stroji jsou i lepsi algoritmy

Hlavni problém LS - kdy stroje rovhomérné zatizi a potom pfijde
dlouha dloha (mize byt az skoro 2x del$i plan, nez by mohl byt)
Redeni - n&jaka mirna disbalance - nékteré stroje nechava mirné
zatizené aby na né mohl naplanovat dlouhé dlohy

Pro pocet strojii nad 4 ziskame pomér lepsi nez LS, kdyz se Gloha
pridéli vzdy na jeden ze dvou nejméné vytizenych strojd. Pro velky
pocet stroju se ale také pomér blizi 2 (jako u LS)

Aby se pomér neblizil 2 pro velky pocet strojil, je nutné jich nechat
nevytizenych néjaky konstantni pocet - navrzeno nékolik algoritmi

M. Kot (VSB-TUO) 3. prosince 2013 130 / 136



Randomizované algoritmy

@ Mnohem méné prozkoumany nez deterministické
@ UvaZujeme pomér stfedni doby zpracovani tloh ku optimalni dobé
@ Pro dva stroje algoritmus s pomérem 4/3, coz je nejlepsi mozné:
o Kdyz to jde, naplanuje Glohu ndhodné tz. stfedni doba délky planu je
2/3 sou¢tu &asl zpracovani Gloh
@ KdyzZ to nejde, naplanuje tlohu na méné zatiZeny stroj
@ | pro m = 3,4,5 je zndm nejlepsi mozny algoritmus, pro m = 6,7 je
lepsi nez deterministicky, ale neni dokazano, Ze by byl nejlepsi mozny
@ Vzdy dava dlohu na jeden ze dvou nejméné vytizenych stroja. Pro

velké pocty strojli se vykonostni pomér ale blizi také 2
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Planovani s preempci

o Uloha miize byt prirazena vice strojim, ale Casové sloty musi byt
disjunktni

@ Pfifazeni musi byt uréeno hned, kdyz aloha dorazi (stéle uvazujeme
paradigma jeden po druhém)

@ Pro off-line je feseni lehké - optimalni celkovy Cas je maximum z
maximalni doby béhu dlohy a sumy dob béhil viech Gloh délené m

@ Deterministické i randomizované verze jsou pIné vyreSeny
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Planovani s odmitanim

@ Za pokutu je mozné Glohu odmitnout
@ Kazda dloha ma kromé dané doby vypoctu urdenou i pokutu

@ Kriterialni funkce je celkova doba na zpracovani vsech Gloh plus
soucet pokut za odmitnuté dlohy

@ Uvazujeme stroje se stejnou rychlosti a nebereme do Gvahy zadna
dalsi omezeni (precedenci apod.)

@ Hleda se tedy rovnovaha mezi zarazenim ulohy a tim prodlouZenim
doby vypoctu a pokutou za odmitnuti Glohy

@ Na zacdatku je Casto vyhodné tlohy s malou pokutou odmitnout, ale
pozdéji mize byt vyhodné je dodate¢né zaradit a zpracovat (vytizi se
tfeba volny stroj a snizi se pokuta)
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Planovani s odmitanim

Deterministické algoritmy bez preempce - je dokazano, ze po
efektivnim rozhodnuti o odmitnuti Glohy jiz na pfidélovani Gloh na
stroje staci LS alg.

@ Optimalni FeSeni je zndmo pro dva stroje a pro velky pocet stroji

@ Pro dva stroje:

@ (loha je odmitnuta, kdyz t > mp (p je pokuta)

@ Uloha je odmitnuta, kdyz t > ¢(P + p) (P je celkova dosud zaplacend
pokuta, ¢ je zlaty fez)

o akceptované Glohy napldnuje prostfednictvim LS

Randomizované - varianty deterministickych, ndhodné se voli prahy
pro odmitnuti dlohy
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rychlosti stroji

@ Uvazuji se 3 varianty:

@ Related - stroje maji riizné rychlosti, ale stejné pro vSechny (lohy

@ Unrelated - vektor rychlosti stroji se lisi pro rlizné Glohy

@ Restricted - Gloha ma urceno, na kterych strojich mize byt zpracovana
@ Doubling strategy - konstantni pomér pro related verzi:

@ Odhadneme celkovy ¢as kazdou Glohu ddme na nejpomalejsi stroj tak,

aby nebyl odhad prekrocen
@ Neni-li naplanovani mozné, zdvojnasobime odhad

@ Pomér jde vylepsit sofistikovanéjsimi technikami zvétSovani odhadu
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Shop scheduling

o Uloha (job) je slozena z podiiloh (task)

@ UvaZuji se 3 varianty:
@ Open shop - podllohy miZou byt zpracovany v libovolném poradi, ale
ne dvé soucasné na rdznych strojich
@ Flow shop - poradi podiloh je pevné a stejné pro vSechny dlohy
@ Job shop - poradi poduloh je pevné pro kazdou ulohy, ale pro jinou
Glohu mUize byt jiné
@ Poprvé mezi zminovanymi problémy dava smysl nechavat na strojich
volné sloty

@ Pro flow a job shop neni mozné navrhnout algoritmus s pomérem
lepsim nez 2, dosdhnout tento pomér je snadné
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