Teoretickéd informatika — pribéh vyuky v semestru 1

Tyden 2

Prednaska

Modularni postup — pokracovani

Na jazyk

L ={w €{a,b}* | w zacina a a konéi b nebo zac¢ina b a konci a}

jsme se podivali jako na sjednoceni L = L; U Lo, kde

Ly ={w € {a,b}* | w zacina a a kondi b},

Ly = {w € {a,b}* | w za¢ina b a konci a},

zkonstruovali jsme 4-stavovy automat A; tak, ze L(A;) = L;, a 4-stavovy automat A,
tak, ze L(Ay) = Lo, a pak jsme aplikovali algoritmickou konstrukei, jejimz vysledkem pro
Ay, Ay byl 16-stavovy automat A, pro néjz plati

L(A) = L(A))UL(Ay) = L.

Dosazitelné stavy, normovany tvar automatu

Pro (obecny) automat A = (Q, X, d, o, F') jsme uvedli definici dosaZitelnych stavi:
Reach(A) ={q € Q| 3w : ¢ — q}.

Pak jsme uvedli (alternativni) induktivni definici, kterd je de facto i zdkladem algoritmu,
ktery zjisti vSechny dosaZitelné stavy (a odstrani nedosazitelné):

Reach(A) je nejmensi mnozina K C @, kterd splituje nasledujici dvé podminky:

® (o € K7

e kdyZ ¢ € K a ¢ - ¢ (pro néjaké a € X), tak ¢’ € K.
Aplikovali jsme pfislusny algoritmus na vyse uvedeny (konkrétni) 16-stavovy automat A
a po odstranéni nedosazitelnych stavii jsme tak obdrzeli 5-stavovy automat A’ (ktery je
ekvivalentni A, tedy L(A") = L(A)).
Tento A’ jsme pak prevedli do normovaného tvaru (se stavy oznacenymi 1,2,3,4,5).
Redukce kone¢ného automatu
Uvedli jsme, Ze o automatu fekneme, ze je redukovany, jestlize

e vSechny jeho stavy jsou dosazitelné

e a pro kazdé dva riizné stavy ¢,¢ plati L4« # LioA«.

Uvédomili jsme si, ze vyse uvedeny 5-stavovy A je redukovany; pro kazdou dvojici stavi
q # ¢ jsme totiz ukazali slovo w tak, ze ¢ — F a ¢ /= F (tedy ¢ — (Q—F)) & naopak
q /> F aq¢ — F; takovému slovu w budeme fikat
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rozlisujici slovo pro stavy q,q'.

Podivali jsme se na nasledujici automat (ktery by vznikl po dotazeni modularni konstrukee
z prvii pfednasky: ma 3 -4 = 12 stavi, jez vznikly prejmenovanim ptvodnich dvojic).

0 1
81| S1 52
S2 | 83 S4
S3 | S5 Se
S84 | ST S2
S5 | S8  S4
S6 | S9  Se
87| St S

Sg | S5 S10
S9 | Se¢  S11
S10 | S12 S10
S11 | S11 89
S12 | S8 S11

Rychle jsme zjistili, ze vSechny stavy jsou dosazitelné a promysleli jsme, jak zjistit, zda
existuji dva rizné stavy ¢,¢' € Q = {s1,52,...,512} pro néz LI*A* = L2, Jde tedy o
zjisténi, zda pro ¢, ¢ existuje (¢i neexistuje) rozlisujici slovo.
Uvédomili jsme si, ze se nabizi induktivni postup, pfi némz konstruujeme ekvivalence
~0,~1,~2,... na mnoziné () definované takto:
, , L N , .

q ~; ¢ & pro stavy q, ¢ neexistuje rozlisujici slovo délky < i.
Kazdé ekvivalenci ~; odpovida pfislusny rozklad R; na mnoziné Q).
Vychozi Ry jsme hravé sestrojili; ma dvé tiidy, pfijimajici a nepfijimajici stavy.

RO: I = {817 Sy, 87}7 IT = {827 53, 85, S6, S8, 59, S10, S11, 812}

Pak jsme sestrojili R; (postupem popsanym ve studijnim textu).
Rl: I= {81a347$7}a II = {52785}3 III = {$3a867$878978107311a812}-
Uvédomili jsme si, zZe postup se opira o toto pozorovani:

pokud pro ¢, ¢ existuje rozlisujici slovo délky i + 1, tak nutné existuje b € X
(v nasem piipadé ¥ = {0,1}) tak, zZe ¢ 2, q", ¢ LN q" a pro ¢’,q" existuje
rozlisujici slovo délky .

(Pozn.: pouzili jsme symbol b pro proménnou, at si uvédomime, ze nemusime vzdy stereo-
typné pouzivat a.)
Kdybychom pokracovali, zjistili bychom, ze
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R2: I = {81734}7 II = {87}7 IIT = {82735}7 IV = {837 88}7 V= {367 59, 510, S11, 812}7

atd., az bychom dospéli k pevnému bodu, tedy k rozkladu, ktery se jiz nezjemni. Ten ma
3-prvkovou tiidu {sg, sg, 511} a pak uz jen jednoprvkové tfidy.

Redukci (ptivodné 12-stavového) automatu tedy vznikne ekvivalentni automat s 10 stavy
(jeho stavy odpovidaji tfidam zévérecného rozkladu).

Nedeterministické koneé¢né automaty

Definici nedeterministického kone¢ného automatu

A=(Q,%,0,1,F),

kde 6 : Q x ¥ — P(Q) (P(Q) zna¢i mnozinu viech podmnozin mnoziny @),

IcaQ,

jsme si osvétlili na nasledujicim ptikladu (kde I = {qo}, d(qo,a) = {q0,¢1}, d(q2,b) = 0,
atd.)

a,b

(@0)—(@) () (10) ()1 (@)

a uvédomili jsme si, Ze pro automat A na obrazku je L(A) = {w | 3¢ € I : ¢ — F} roven
jazyku, pro néjz jsme konstruovali (deterministicky) koneény automat na prvni prednésce,
totiz jazyku

L(A) = {w € {a,b}* | w méa sufix abaaba}.

Ptipomnéli jsme si, ze existuje algoritmus, ktery prevede zadany nedeterministicky konecny
automat na ekvivalentni deterministicky; tento algoritmus je popsan ve studijnim textu
(formou ,knoflikové hry*“).

Sekce pro hlubsi zajemce — dukazy
K vété 3.18 (z asti 3.8., str. 87)

Véta. Jazyk L C X* je reguldrni (tzn. pfijimany koneénym automatem) pravé tehdy, kdyz
je mnozina kvocienti {w\L | w € ¥*} kone¢na.

jsme na prvni prednasce ukéazali diikaz implikace “=". Nyni jsme se vénovali opa¢nému
sméru “<”.

Uvazujme tedy jazyk L C X* takovy, ze mnozina M = {w\L | w € ¥*} je konecna.
Vsimnéme si, ze L € M, nebot L = ¢\ L; oznac¢me L = L.

Tedy M = {Lg, L1, La, ..., L.} pro (Lg = L a) néjaké jazyky L, Ls, ..., Ly (k > 0).
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Kli¢ové (a snadno odvoditelné) pozorovani je toto:
wa\L = a\(w\L) .

Mizeme tedy definovat automat A = (Q,%,0,q, F), kde Q@ = {q0,q1,6,---,q:} a
3(qi,a) = q; & L; = a\L;. Pak plati

Podrobné lze zase ukazat indukei podle délky w:

(Zakladni piipad.) Pro |w| = 0, tedy w = ¢, je to jasné (go — qo, Lo = €\L).
(Indukee; pro pfipad w = va.)

(Implikace =.) Jestlize gy — ¢;, tedy qo — ¢; — ¢; pro néjaké j, tak podle

indukéniho predpokladu L; = v\L a podle definice automatu L; = a\L;, tedy
L; = a\(v\L) = va\L.

(Implikace <.) Jestlize L; = wva\L, pak podle indukéniho predpokladu pro
L; = v\L plati g9 — g;; jelikoz L; = va\L = a\(v\L) = a\L;, mame podle
definice automatu g; =5 g, tedy go — q; 5 ¢; a tudiz gp — g;.

Jelikoz w € L < ¢ € w\L, ptiddme definici F = {¢; | ¢ € L;} a mame gy — F < w € L,
tedy L(A) = L.
(Alternativné bychom mohli ukézat, Ze plati Li°4 = L;, a tedy L(A) = LioA“ = L, = L.)

Partie textu k prostudovani

V navaznosti na ¢ast 3.3. (moduldrni navrh) se jedna zejména o ¢ast 3.4. (dosazitelné stavy,
normovany tvar), ¢ast 3.6. (minimalizace koneénych automatii) a 3.9. (nedeterministické
koneéné automaty). (Mate si udélat pfinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se
nad priklady, specidlné témi planovanymi na cviceni, at se muZete na cviceni aktivné tcast-
nit a pfipadné problémy si tam objasnit.)

Cvideni
Prezentace referatu

Referat ¢. 1

Vysvétlete operaci levého kvocientu pro jazyky, tedy operaci Lo\ L (definice, piiklady, ...).
Vysvétlete, co znamenda tvrzeni “operace levého kvocientu je asociativni”. Pak toto tvrzeni
dokazte ¢i vyvratte.

Referat ¢. 2
Vysvétlete, pro¢ pro koneény automat A = (Q, 3, d, qo, F') a jazyk L C ¥* je (levy kvocient)
L\L(A) sjednocenim jazyku LfIOACC pro vybrané stavy ¢. Pro které ?
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Priklad 2.1

0] 1
—1 [12] 1
2 | 3| -
3| - |4
@ .
—5 | 5 |56
6| - | 7
7] -8
8 -9
@99

NKA (nedeterministicky kone¢ny automat) A zadany uvedenou tabulkou zadejte jako (ma-
tematickou) strukturu A = (@, %, 0, I, F') a pak zakreslete grafem. Charakterizujte co nej-
jednoduseji jazyk L(A), tedy mnozinu {w € ¥* |Ig € I : q — F}.

Pak zkonstruujte ekvivalentni DKA (deterministicky kone¢ny automat). Dokoncete tedy
konstrukei nasledujici tabulky:.

0 1
— Ko | Ky | Ky Koy ={1,5}
K | K3 K, ={1,2,5}
Ko Ky, ={1,5,6}
K3 Ks;=1{1,2,3,5}

Vysledny DKA zredukujte a prevedte do normovaného tvaru.
Priklad 2.2

Ptipomenme si vétu:
Véta. Jazyk L C X* je reguldrni (tzn. pfijimany koneénym automatem) pravé tehdy, kdyz
je mnozina kvocientt {w\L | w € ¥*} kone¢na.
Vysvétlete, pro¢ pro jazyk

L={a"b"|n>0}
jsou jazyky (kvocienty) a\L, aa\L, aaa\L, ... navzijem ruzné. Vyvodte, Ze L neni regu-
larni.

Priklad 2.3

Vybudujte si intuici o (ne)regularnich jazycich promyslenym zodpovézenim otézek na s. 88
a 89. Ty se tykaji (ne)regularity jazyku
{w € {a,b}* | |w|, mod 2 = 0}
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{w € {a,b}* | w za¢ind nebo kon¢i dvojici stejnych pismen }

{w e {a,b}" [ |wla < |wls}

{w € {a,b, c}* | jestlize w neobsahuje podtetézec abc, pak konéi bea}
{w € {a,b}* | |w|, > |w|, nebo w konéi baa}

{w € {a,b}* | |w|, > |w]|p, nebo |w|, > 2}

{u| ex. w € {a,b}* tak, 7e u = ww!}, struéngji také psano {ww’ | w € {a,b}*},
{w € {a,b}* | w = w’}

{we{a} [w=w"}

{ww | w € {a,b}*}

{ww | w e {a}"}

{w € {a,b}* | rozdil po¢tt znakt a a znaki b ve w je vétsi nez 100}
{w € {a,b}* | soucin |wl|, a |w]|, je vétsi nebo roven 100}

{w € {a}* | |w| je prvodislo }

Priklad 2.4
Pro néasledujici vztahy vysvétlete, pro¢ obecné plati ¢i neplati.

[ Ll . L2 = L2 : Ll
o Ll(LQ U Lg) == L1L2 U L1L3

(LyNLy)* = LiN L

w-(w\L) =1L



