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Uvod

Tento ucebni text ma slouzit jako zakladni studijni material pro kursy teore-
tické informatiky zabyvajici se teorii jazyki a automatt a teorii algoritmické
vydcislitelnosti a slozitosti. Text existuje ve dvou verzich. Zakladni verze je ur-
¢ena pro kurs ,,Uvod do teoretické informatiky“ (UTI) v bakalafském studiu,
rozsifend verze pak pro kurs ,Teoretickd informatika“ (TI) v magisterském
studiu. Nepredpoklada se ovsem, Ze v omezeném case bakalarského kursu se
probere celd zakladni verze; ta ma poslouzit vedoucimu kursu k sestaveni
konkrétniho planu typicky zahrnujiciho (jen) podmnozinu latky obsazené ve
studijnim textu. Rozsifena verze obsahuje verzi zéakladni a navic je obohacena
o kapitoly oznacené jako ,rozsifujici ¢ast“. Text byl pouzit (a dopracovén)
v bézich kurstt UTI a TI v letnim semestru r. 2006/07; pro dalsi béhy je
planovano dalsi vylepsovani a dopliovani.

V této tvodni sekci je podan struény nastin obsahu textu a jsou uvedeny
pokyny ke studiu; sekce je zakoncena pozndmkami o vzniku textu a podéko-
vanim lidem, ktefi k nému vyznamné prispéli.

Souhrnny nazev studijniho textu by také mohl byt Zaklady teorie vypocti
(Theory of Computation). Tato teorie patii k zdkladnim (a dnes jiz kla-
sickym) partiim teoretické informatiky, partiim, jejichz vznik a vyvoj byl a
je tzce svazan s potifebami praxe pri vyvoji software, hardware a obecné
pii modelovani systémti. Motivovat teorii vypoctl lze ptirozenymi otazkami
typu:

e jak srovnat kvalitu (rychlost) riznych algoritmi fesicich tentyz problém
(tikol)?

e jak lze porovnavat (klasifikovat) problémy podle jejich (vnitini) slozi-
tosti?
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e jak charakterizovat problémy, které jsou a které nejsou algoritmicky
fesitelné, tj. které 1ze a které nelze fesit algoritmy (specialné pak ,rych-
lymi“, neboli prakticky pouzitelnymi, algoritmy)?

Pti zptfesnovani téchto a podobnych otazek a pti hledani piislusnych ,,odpo-
védi“ nutné potifebujeme (abstraktni) modely pocitace (tj. toho, kdo provadi
vypocty). Z vice divodi je vhodné pifi nasem zkouméni zacit velmi jednodu-
chym, ale fundamentalnim modelem, a sice tzv. konecngmi (tj. koneéné stavo-
vymi) automaty. Koneéné automaty lze chépat nejen jako nejzakladnéjsi mo-
del v oblasti pocitact, ale ve vsech oblastech, kde jde o modelovani systémii,
procest, organismu apod., u nichz Ize vy¢lenit kone¢né mnoho stavii a popsat
zpusob, jak se aktuélni stav méni provadénim uréitych akei (napf. pfijimanim
vnéjsich impulsti). (Jako jednoduchy ilustrujici pfiklad ndm miize poslouzit
model ovladace dvefi v supermarketu znédzornény na obr. 3.1, o némz pojed-
name pozdéji.)

Velmi bézna ,vypocetni“ aplikace, u niz je v pozadi konecny automat, je
hledani vzorki v textu. Takové hledani asi nejcastéji pouzivame v textovych
editorech a pii vyhledavani na Internetu; specialni piipad také predstavuje
napt. lexikdlni analyza v prekladacich. Pti vyhledavani informaci v pocitaco-
umoznujicich specifikovat celé tiidy vzorkt. Regularnimi vyrazy a jejich vzta-
hem ke konec¢nym automatiim se rovnéz budeme zabyvat.

Po seznameni se s konecnymi automaty a regularnimi vyrazy budeme po-
kracovat siln€jsim modelem — tzv. zdsobnikovymi automaty; o ty se opiraji
algoritmy syntaktické analjzy pii prekladu (programovacich) jazyki, tedy
algoritmy, které napt. urci, zda vami napsany program v Javé je spravné
»javovsky®.

Zminili jsme pojem jazyk — obecné budeme mit na mysli tzv. forméalni jazyk;
jazyky prirozené (mluvené) ¢i jazyky programovaci jsou specidlnimi p¥ipady.
Na nase modely se v prvé fadé budeme divat jako na rozpozndvace jazyki,
tj. zafizeni, kterd zpracuji vstupni posloupnost pismen (symbolii) a rozhod-
nou, zda tato posloupnost je (spravné utvotrenou) vétou ptislusného jazyka.

S pojmem jazyk se ndm prirozené poji pojem gramatika. Specialné se budeme
vénovat tzv. bezkontextovym gramatikam, s nimiz jste se jiz prinejmensim
implicitné setkali u definic syntaxe programovacich jazyki (tj. pravidel kon-
strukce programi); ukdZeme mimo jiné, ze bezkontextové gramatiky generuji
pravé ty jazyky, jez jsou rozpoznavany zasobnikovymi automaty.
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Seznamime se také s univerzalnimi modely pocitaci (algoritmi) — konkrétné
s Turingovymi stroji a stroji RAM. Na téchto modelech postavime vysvét-
leni pojmt rozhodnutelnosti a nerozhodnutelnosti problémii a podrobnéji se
budeme zabyvat vypocetni sloZitosti algoritmi a problémi, specidlné pak tii-
dami slozitosti PTIME a NPTIME.

Rozsitenou verzi zakonc¢ime tivodem do problematiky aproximacnich, prav-
dépodobnostnich, paralelnich a distribuovanych algoritmai.

Poznamenejme, ze ticelem textu neni popis konkrétnich vétsich realnych apli-
kaci studovanych (teoretickych) pojmu; cilem je zakladni sezndmeni se s té-
mito pojmy a s prislusnymi obecnymi vysledky a metodami. Jejich zvladnuti
je nezbytnym zakladem pro porozuméni i oném redlnym aplikacim. Jako
priklad novéjsi aplikace miize slouzit pouziti konec¢nych automati s vahami
pro reprezentaci slozitych funkci (na redlném oboru) a jejich vyuziti pfi re-
prezentaci, transformaci a kompresi obrazové informace (viz napf¥. kapitolu

v [Gru97)).

Ucebni text mize slouzit k samostatnému studiu, které nevyzaduje dalsi
zdroje. Pro studujiciho, ktery chce ziskat ucelenéjsi a Sirsi prehled, by
ovsem bylo velmi pfinosné, kdyby si probirané partie prostudoval také v né-
napf. [Chy84|, [HU78] (coz je slovensky preklad angl. origindlu z r. 1969),
[Kuc83], [MvM87]. Kromé uvedenych knih existuji jisté i dalsi texty v ces-
tiné ¢i slovenstiné, které se zabyvaji podobnou problematikou. Nepomérné
bohatsi je ovSem nabidka pfislusné literatury v angli¢tiné, coz lze snadno
zjistit napf. ,surfovanim“ na Webu. Jako ptiklad kvalitni literatury uvedme
alespon [Sip97].

Pokyny ke studiu

Jak jsme jiz zminili, tento text existuje ve dvou verzich — zakladni a rozsirené.
Zékladni verze textu je primarné urcena pro kurs ,,Uvod do teoretické infor-
matiky“ v bakalarském studiu, rozsirena verze pro kurs , Teoreticka informa-
tika“ v magisterském studiu. Rozsifena verze se od zakladni lisi zafazenim
dalsich kapitol, oznacenych jako ,rozsitfujici cast®.

Text je ¢lenén do kapitol podle jednotlivych témat; kapitola zpravidla ob-
sahuje nékolik c¢asti (sekci), jak je také patrné z Obsahu. Kazda kapitola



© e

4 Obsah

zaCind uvedenim cili dané kapitoly. Rovnéz kazda ¢ast (sekce) zacind uve-
denim cili, které struc¢né nastinuji, jaké znalosti a schopnosti by mél ¢tenar
ziskat po prostudovani dané casti. Pro zvyraznéni jsou cile vzdy uvedeny
nasledujicimi ikonkami:

Cile kapitoly:

e Zde budou uvedeny cile dané kapitoly.
Cile této casti:

e Zde budou uvedeny cile dané ¢asti.

Pro vétsi prehlednost jsou jednotlivé ¢asti také zakonceny struénym shrnutim:

Shrnuti:

e Zde bude uvedeno shrnuti dané c¢asti.

Ke kazdé casti je rovnéz dodan orientacni ¢as v hodinach; napft.
Orientacni cas ke studiu této c¢asti: 2 hod.
Tato hodnota je samoziejmé velmi individudlni. Pfedstavuje (spi$ dolni) od-

had casu, ktery spotfebuje motivovany student na dikladné prostudovani
dané c¢asti, véetné pochopeni a vyteseni prikladi.

Resené piiklady jsou uvedeny nésledujici ikonkou a textem:
RESENY PRIKLAD: Zde je uvedeno zadani piikladu.

Reseni: Zde pak nasleduje ukazkové teseni.

Dtlezitou soucasti textu jsou tzv. ,kontrolni otazky*“ oznacené takto:

Kontrolni otdzka: Zde bude uveden text otazky.

Je to jeden z prostiedkl pripomenuti ¢tenafi, ze studovany text ma Cist
yaktivne®, tj. tak, aby si ve své hlavé skutecné budoval své vlastni pochopeni
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a uchopeni podstaty dané problematiky, a nikoliv , pasivné“, kdy jen upada
do ¢teni ciziho textu, jehoZ smysl mu unika. Byt odpovéd na kontrolni otazku,
nebo alespon jeji naznak, prichézi v textu vétsinou vzapéti za otazkou, ctenar
je vyzyvén, at pokracuje ve ¢teni az po vlastnim promy$leni kontrolni otazky.
Dalsi dilezitou soucasti textu jsou otazky a cviceni, které by mély ctenari
napomoci k ovéfeni nabytych znalosti a schopnosti. Na otazky by mél ¢tenar
byt schopen odpovédét po pripadném kratkém zamysleni bez nutnosti néco
ykonstruovat®; vyreseni cviceni vétsinou jiz vyzaduje pouziti tuzky a papiru.
Nékteré otazky jsou shrnuty do bloku otazek na konci prislusné kapitoly ¢i
sekce. Tento blok je oznacen stejnou ikonkou jako kontrolni otazka:

Otazky:

OTAzZKA: Text prvni otazky.
OTAzZKA: Text dalsi otézky.

Cviceni jsou oznacena nasledujicim zptsobem (pokud néasleduje vice cviceni
za sebou, je ikonka uvedena jen u prvniho z nich):

CVICENTI: Zde bude uveden text zadani.

Nekteré kapitoly obsahuji samostatnou sekci nazvanou ,,Cvic¢eni“. Tato sekce
obsahuje dalsi ptiklady k dokonalejsimu procviceni probirané latky.

Tézsi priklady jsou oznaceny hvézdickou (x), jesté tézsi dvéma hvézdickami
(xx). Otazky a cvifeni jsou Cislovany. Na konci textu jsou pak v Priloze A
uvedena fesSeni vétsiny z nich.

V textu ¢tenaf rovnéz obcas narazi na ikonku

Matematicka poznamka:

N 24

je mozné bez jmy na porozumeéni dalsimu textu pfeskocit, studenti magis-
terského studia by to ovSem délat neméli.

Jak jiz bylo zminéno, ucebni text muze slouzit k samostudiu bez zavislosti
na dalsich zdrojich. Pocita se ovsem s jeho vyuzivanim ve zminénych kursech
teoretické informatiky, které maji vzdy svou webovskou stranku obsahujici
(a odkazujici na) dopliitkové podpurné studijni materidly. Jednim z nich je i
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soubor animaci; studijni text neni s animacemi provazan, ale ¢tenarii je obcas
explicitné doporucovano podivat se na konkrétni animaci.

Poznamenejme jesté, ze Kapitola 1 je chapana jako jista ,,pomticka“ k vlast-
nimu studijnimu textu. Shrnuje zékladni pojmy, o nichz se ptredpoklada,

vvvvvvvvvv

k upresnéni a shrnuti matematické notace pouzivané v textu.

Poznamka autora o vzniku textu a podékovani

Jako zaklad tohoto ucebniho textu poslouzily struc¢né pracovni materidly,
c¢islitelnost a slozitost®. Ty mj. c¢astecné vyuzil doc. RNDr. Petr Hlinény,
Ph.D., ktery na FEI VSB-TUO vedl] kurs Uvod do teoretické informatiky
v letech 2004 a 2005; zpracoval materidl, v némz se jiz orientoval i na stu-
denty kombinované formy studia (dodaval fesené ptiklady, vysledky cviceni
apod.). Nyné&jsi text pak vznikl novym pfepsdnim a vyznamnym rozsifenim
puvodnich pracovnich materialii, nyni jiz zcela s ohledem na samostatné stu-
dujiciho ¢tenare. Byly pritom vyuzity i podklady doc. Hlinéného a do textu
byly v¢lenény mnohé fesené priklady a cviceni z jeho materiali; dékuji doc.
Petru Hlinénému za jeho laskavé svoleni.

Ing. Zdenku Sawovi, Ph.D. a Ing. Martinu Kotovi chci podékovat za velkou
technickou pomoc pfi sestavovani tohoto uc¢ebniho textu, véetné jeho oboha-
ceni o e-learningové prvky, kontroly textu a feSeni prikladii apod.; Z. Sawa
navic sestavil ivodni kapitolu 1. Oba také vedli kurs Uvod do teoretické in-
formatiky v letech 2006 a 2007 a vyrazné se podileli na realizaci animaci (a
jejich scénéit), které slouzi jako dopliikovy material studijniho textu.

V Ostrave, 31.8.2007 Petr Jancar

Upravena verze

V lednu 2010 jsem opravil drobné chyby, které nalezli (hlavné) studenti.

V Ostrave, 20.1.2010 Petr Jancar



Kapitola 1

Zakladni pojmy

Cile kapitoly:

e Pfipomenuti zékladnich pojmi (mnoziny, relace, funkce, grafy,
zéklady vyrokové logiky, ...), které by mély byt ¢tenari znamy
uz z predchoziho studia.

Poznamka: Kapitola si necini zadny narok na tplnost vyctu predpoklada-
nych znalosti ¢tenafe. Napt. (v této verzi) chybi pfipomenuti elementérnich
zékladu predikatové logiky, typt dikazi v matematice (dtikaz indukci, dikaz
sporem, ...) a dalsich partii, i kdyz uz ve cvi¢enich v této kapitole se tyto zna-
losti obcas predpokladaji. Kapitola neni soucasti vlastniho studijniho textu.
Ctenaf by si ji mél projit, aby si uvédomil, zda uvedené pojmy jiz skuteéné
znd; zaroven tak ziska predstavu o nézvoslovi a znaceni, které je pouzivano
v dalsich kapitolach.

1.1 MnozZiny

MnozZina je kolekce vzajemné odliSitelnych objekt, které nazyvadme jejimi
prvky. Jestlize je objekt x prvkem mnoziny S, piSeme x € S. Jestlize x neni
prvkem S, pisSeme x & S.

Jednou z moznosti, jak popsat mnozinu, je explicitné vyjmenovat vSechny
jeji prvky mezi slozenymi zavorkami. Pokud napiiklad chceme definovat, ze

7



8 Kapitola 1. Zakladni pojmy

mnozina S obsahuje ¢isla 1, 2 a 3 (a neobsahuje zadné dalsi prvky), mizeme
napsat S ={1,2,3}.

Mnozina nemiize prvek obsahovat vice nez jednou a prvky mnoziny nejsou
nijak sefazeny. Mnoziny A a B jsou si rovny, jestlize obsahuji tytéz prvky.
Pro oznaceni toho, ze mnoziny A a B jsou si rovny, pouzivame zapis A = B.
Plati tedy naptiklad {1,2,3} ={2,1,3} = {3,2,1}.

Poznamka: Kromé mnozin se také nékdy pouzivaji multimnoZziny. Na rozdil
od mnoziny muze multimnozina obsahovat vice vyskytt jednoho prvku.

Mnozina, kterd neobsahuje zadné prvky, se nazyva prdzdnd mnozina a ozna-
¢uje se symbolem ().

Pro oznaceni nékterych casto pouzivanych mnozin budeme v textu pouzivat
nasledujici symboly:

e N pro oznaceni mnoziny vSech prirozenych ¢isel, tj. N = {0,1,2,...},

N, pro oznaceni mnoziny vSech kladnych prirozenych cisel, tj. Ny =

{1,2,3,...},

e 7 pro oznaceni mnoziny vSech celych ¢isel, tj. Z =
{..,—2,-1,0,1,2,...},

e Q pro oznaceni mnoziny vsech raciondlnich ¢isel, tj. mnoziny vsSech
Cisel, ktera jsou vyjadritelnad jako zlomek, kde v citateli i jmenovateli
je celé ¢islo (ve jmenovateli samoziejmé nesmi byt 0),

e R pro oznaceni mnoziny vsech redlnych cisel.

Vyjadiujeme-li se obecné o mnozinach, oznacujeme je vétsinou velkymi pis-
meny (A, B,...,X,Y,...); jejich prvky pak oznacujeme malymi pismeny
(a,b,...,z,y,...).

Jestlize vSechny prvky mnoziny A patfi rovnéz do mnoziny B (tj. pokud
z x € A plyne x € B), pak iikdme, Ze A je podmnoZinou B, coz zapisujeme
vyrazem A C B. Mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B, jestlize
A C B, ale A # B, tj. jestlize existuje prvek x takovy, ze © € B, ale = ¢ A.
To, Ze A je vlastni podmnozinou B, zapisujeme vyrazem A C B.
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Poznamka: Néktefi autori pouzivaji zapis A C B pro oznaceni toho, ze A
je podmnozinou B (tj. pfipousti i moznost A = B), a pro oznaceni toho, Ze
A je vlastni podmnozinou B, pak pouzivaji zapis A C B.

Pro libovolnou mnozinu A plati A C A. Pro libovolné mnoziny A a B plati,
7e A = B pravé kdyz A C B a B C A. Pro libovolné mnoziny A, B a C
plati, Ze jestlize A C B a B C C, pak A C C. Pro libovolnou mnozinu A
plati ) C A.

Pro danou mnozinu A mizeme definovat mnozinu B C A tvofenou témi
prvky mnoziny A, které maji urcitou vlastnost (spliuji néjakou podminku).
Naptiklad mtizeme definovat podmnozinu X mnoziny pfirozenych c¢isel N
tvofenou témi ¢isly, kterd davaji po déleni péti zbytek dvé (tj. takovymi ¢isly
x € N, kterd spliiuji podminku x mod 5 = 2). Pro definici takové mnoZiny
pouzivame nasledujici zapis:

X ={zeN|zrmodb5=2}

Pokud je z kontextu zfejmé, z jaké mnoziny A prvky vybirame, je mozné
tuto informaci vynechat a psat napfiklad X = {z | x mod 5 = 2}.

Poznamka: Nékteri autoii pouzivaji misto symbolu ‘|” symbol ‘:” nebo *;’,
takze pisi napt. X = {r € N: 2z mod 5 = 2}.

Z jiz. definovanych mnozin miizeme vytvafet nové mnoziny pomoci mnozino-
vych operact:

e Priunik mnozin A a B je mnozina

ANB={z|zx€Aazxe B}

e Sjednoceni mnozin A a B je mnozina

AUB = {z | x € Anebo x € B}

e Rozdil mnozin A a B je mnozina

A-B={zx|recAax¢ B}

Poznamka: Rozdil mnozin A a B se téz nékdy oznacuje jako A\ B.
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Priklad:  Jestlize A = {a,b,c,d} a B = {b,c,e,f}, pak AU B =
{a,b,c,d,e, f}, ANB ={b,c} a A— B ={a,d}.

Nékdy jsou vSechny mnoziny, které uvazujeme, podmnozinami néjaké jedné
mnoziny U nazyvané universum. Pokud se napiiklad bavime o mnozinach

prirozenych ¢isel, pak je universem mnozina N. Pro dané universum U defi-
nujeme doplnék mnoziny A jako A =U — A.

Pro libovolné mnoziny A, B C U plati de Morganova pravidla:

ANB=AUB AUB=ANB

Mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize nemaji zadny spolecny prvek,
tj. jestlize AN B = (.

Velikost dané mnoziny S se nazyva jeji kardinalita a oznacuje se |S|. V pii-
padé konecnée mnoZiny, tj. mnoziny majici kone¢ny pocet prvki, je jeji kar-
dinalita pfirozené cislo odpovidajici poc¢tu prvki. Kardinalita prazdné mno-
ziny je tedy || = 0. Dvé (obecné) mnoziny maji stejnou kardinalitu, jestlize
existuje bijekce (tj. vzédjemné jednoznacné zobrazeni) mezi jejich prvky.
(Pozn.: Pojem bijekce je podrobnéji definovan v Sekei 1.3).

»Nejmensi® mezi nekonecnymi mnozinami je mnozina N, stejné jako vSechny
mnoziny S, pro néz existuje bijekce mezi S a N (a kde tedy je mozné vSechny
prvky S sefadit a ocislovat pfirozenymi €isly). Takové mnoziny se nazyvaji
spocetné. (Mezi spoCetné mnoziny se nékdy pocitaji i koneéné mnoziny; uziva
se také termin ,nejvyse spofetnd mnozina“.) Nekoneénd mnozina, kterd neni
spocetna, se nazyva nespocetnd.

Priklad: Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné, mnozina R je nespocetna.

Mnozina vSech podmnozin mnoziny S se nazyva potencéni mnoZina mnoziny S
a oznacuje se zapisem P(S).

Pokud naptiklad S = {a, b, c}, pak
P(S) =10, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

Pokud je mnozina S koneéna, pak |P(S)| = 2/5I.

Poznamka: Casto se také pouziva pro oznaceni potenéni mnoziny misto
P(S) vyraz 2°.
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Uspotadand dvojice prvki a a b, oznacovana (a,b), je formalné definovina
jako mnozina (a,b) = {a,{a,b}}. VSimnéme si, ze na rozdil od mnoziny
u uspofadané dvojice zalezi na pofadi prvka — (a, b) je néco jiného nez (b, a).
Analogicky mtzeme definovat uspofadané trojice, ctvefice atd.

Kartézsky soucin mnozin A a B, oznacovany A X B, je mnozina vSech uspo-
fadanych dvojic, kde prvni prvek z dvojice patii do mnoziny A a druhy do
mnoziny B:

Ax B={(a,b)|ac A, be B}

Priklad: {a,b} x {a,b,c} ={(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}
Jestlize A a B jsou konetné mnoziny, pak |A x B| = |A| - |B].

Kartézsky soucin n mnozin A;, As, ..., A, je mnozina n-tic
Ay X Ay x -+ x A, = {(ar,a9,...,a,) | a; € Ay, i =1,2,...,n}
Jestlize vSechna A; jsou konecné mnoziny, plati
A1 X Ay X -+ X Ay = |Aq] - |As| -+ - | Ay

Misto kartézského souc¢inu A x A x --- x A, kde se mnozina A vyskytuje
n krat, pisSeme A". Pro kone¢nou mnozinu A plati |A™| = |A|".

1.2 Relace

Relace na mnozinidch A, As, ..., A, je libovolna podmnozina kartézského
sou¢inu A; x Ay x --- x A,,. Relace na n mnozinach se nazyva n-drni relace.
Jestlize n = 2, jedna se o bindrni relaci. Jestlize n = 3, jedna se o terndrni
relaci.

V pripadé, ze Ay = Ay = --- = A,, hovofime o homogenni relaci, v opacném
pripadé o relaci heterogenni.

Kdyz tikame, ze R je n-arni relace na mnoziné A, mame tim na mysli, ze R C
A". Nejcastéji uvazované relace jsou binarni relace. Proto, kdyz fekneme, ze
R je relace na A, méame tim vétSinou na mysli, ze R je binarni relace na
mnoziné A, tj. R C A x A. Ve zbytku této sekce se zaméfime na binarni
relace.
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Jestlize R C A x B je binarni relace, nékdy misto (a,b) € R pouzivame
infixovy zapis a piseme a R b.

Priklad: Relace ,mensi nez“ na mnoziné prirozenych c¢isel je mnozina

{(a,b) e Nx N |a < b}

Binarni relace R C A x A je:

e reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a,a) €R,
e ireflezivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a,a) €R,

e symetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati, Ze pokud (a,b) € R, pak
(b,a) € R,

e asymetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati, Ze pokud (a,b) € R,
pak (b,a) & R,

e antisymetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati, ze pokud (a,b) € R
a (b,a) € R, pak a = b,

e tranzitivni, jestlize pro vSechna a,b,c € A plati, Ze pokud (a,b) € R a

(b,c) € R, pak (a,c) € R.

Priklad:
— Relace “=" na N je reflexivni, symetricka, antisymetricka a tranzitivni,
ale neni ireflexivni ani asymetricka.

— Relace “<” na N je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, ale neni
ireflexivni, symetrickd ani asymetricka.

— Relace “<” na N je ireflexivni, asymetrickd, antisymetrickd a tranzi-
Y Y
tivni, ale neni reflexivni ani symetricka.

Reflexivni uzdvér relace R C A x A je nejmensi reflexivni relace R C A x A
takova, ze R C R'. Pojmem ,nejmensi“ zde mame na mysli to, Ze neexistuje
zadné reflexivni relace R” takova, ze R C R”" C R'.
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Symetricky uzaver relace R C Ax A je nejmensi symetricka relace R C Ax A
takova, ze R C R.

Tranzitivni uzdvér relace R C A x A je nejmensi tranzitivni relace R C Ax A
takova, ze R C R.

Reflexivni a tranzitivni uzdaver relace R C AX A je nejmensi relace R C Ax A
takova, ze R C R’ a R’ je soucasné reflexivni i tranzitivni.

1.2.1 Ekvivalence

Binarni relace R na mnoziné A je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.

Jestlize R je ekvivalence na mnoziné A, pak tridou ekvivalence prvku a € A
je mnozina [alp = {b € A | (a,b) € R}, tj. mnozina vSech prvka s nim
ekvivalentnich. Jestlize je ekvivalence R zfejma z kontextu, piSeme misto
[a]g jen [a].

Méjme mnozinu A. Mnozina jejich podmnozin A = {A; | i € I} (pro néjakou
indexovou mnozinu [) tvoii rozklad na mnoziné A, jestlize:

e vSechny mnoziny A; jsou vzajemné disjunktni, tj. jestlize pro libovolné
A Aj € Aplati A;NA; =0 pokud i # j, a

e sjednoceni mnozin z A je mnozina A, tj.

A¢€A

Ekvivalence R C A x A definuje na A rozklad {[a]r | a € A}.
Naopak rozklad A = {A; | i € I} na mnoziné A definuje ekvivalenci

R={(a,b) CAX A|a,be A, pronégjaké A; € A}.

1.2.2 Usporadani

Binarni relace R na mnoziné A je (¢dstecné a neostré) usporaddni, jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.
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Binarni relace R na mnoziné A je (cdstecné) ostré usporadani, jestlize je
asymetrickd a tranzitivni. (Pozn.: Z toho, Ze je R asymetricka plyne, Ze je
také ireflexivni a antisymetricka.)

Pro neostra usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu podobné,
pro ostré usporadani pak symboly jako < a jemu podobné.

Ke kazdému neostrému usporadani R na mnoziné A existuje odpovidajici
ostré usporadani R = R — {(a,a) | a € A}. Naopak ke kazdému ostrému
usporadéani S na mnoziné A existuje odpovidajici neostré usporadani 5" =

SuU{(a,a)|ac A}

Usporadani (at uz neostré ¢i ostré) R C A x A je dplné (nebo také linedrni),
jestlize pro vSechna a,b € A plati bud (a,b) € R, (b,a) € R nebo a = b
(tj. pokud neexistuji vzajemné nesrovnatelné prvky).

Mé&jme libovolné neostré usporadani < na mnoziné A.

e Prvek a € A je minimdlni? prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
mensi prvek nez a (tj. z x < a plyne z = a).

e Prvek a € A je mazximdlni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
vétsi prvek nez a (tj. z a < x plyne a = x).

e Prvek a € A je nejmenst prvek mnoziny A, jestlize je mensi nez vSechny
ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati a < x).

e Prvek a € A je nejvétsi prvek mnoziny A, jestlize je vétsi nez vSechny
ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati z < a).

e Prvek a € A je infimum mnoZiny B (piSeme a = inf B), jestlize a
je nejvetsi ze vsech prvki, které jsou mensi nez vSechny prvky z B,
tj. plati

(Vz e B)(a<z) A (Vb)(Vx € B)(b<z)=0b<a)

e Prvek a € A je supremum mnoziny B (piSeme a = sup B), jestlize a
je nejmensi ze vSech prvki, které jsou vétsi nez vSechny prvky z B,
tj. plati

(Ve € B)(x <a) A (Vb)((Vx € B)(x <b) = a <Db)
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1.3 Funkce

Funkce f z mnoziny A do mnoziny B je binarni relace f C A x B takova, Ze
pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B takové, ze (a,b) € f. Mnozina
A se nazyva definicni obor funkce f, mnozina B se nazyva obor hodnot
funkce f.

To, Ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny B obvykle zapisujeme jako
f:+A— B. Misto (a,b) € f obvykle piseme b = f(a), nebot volbou prvku a
je prvek b jednozna¢né urcen. Funkce f : A — B tedy kazdému prvku z A
ptifazuje pravé jeden prvek z B. Jestlize b = f(a), fikdme, Ze a je argumentem
funkce f a ze b je hodnotou funkce f v bodé a.

Poznamka: Vyse uvedena definice se tyka tzv. totdlni funkce, tj. funkce,
jejiz hodnota je definovana pro kazdou hodnotu argumentu. Nékdy mé smysl
uvazovat také tzv. cdstecné (parcidlni) funkce, tj. funkce, jejichz hodnota
neni pro nékteré hodnoty argumentu definovana. Formalné je ¢aste¢na funkce
f : A — B definovana jako relace f C A x B takova, Ze pro kazdé a € A
existuje nejvyse jedno b € B takové, ze (a,b) € f. Pokud budeme v dal$im
textu mluvit o funkci a neuvedeme jinak, budeme mit vzdy na mysli funkeci
totalni.

Koneénd posloupnost (sekvence) délky n je funkce, jejimz defini¢nim oborem
je mnozina {0,1,...,n — 1}. Kone¢nou posloupnost obvykle zapisujeme tak,
ze vypiSeme jeji hodnoty: f(0), f(1),...,f(n — 1). Nekonecnd posloupnost
(sekvence) je funkce, jejimz definiénim oborem je N. Nekone¢nou posloup-
nost nékdy zapisujeme tak, ze uvedeme nékolik prvnich prvkid, za kterymi
nasleduji tii tecky: f(0), f(1),...

Jestlize definicnim oborem funkce f je kartézsky soucin, obvykle vynecha-
vame jeden par zavorek v zapise argumentu funkce f. Pokud naptiklad mame
funkei f: A} x Ay x --- x A, — B, pak misto b = f((ay, as,...,a,)) piSeme
b= f(ai,as,...,a,).

Misto o funkci né€kdy téz mluvime o operaci. Specialné, v piipadé funkce f
typu f: Ay X Ay x -+ x A, — B mluvime o n-arni operaci. V pripadé, ze
n = 2, mluvime o bindrni operaci. Jestlize fikame, ze f je n-arni operace na
mnoziné A, rozumime tim, ze f je funkce typu f : A" — A. Jestlize fikame,
7e [ je unarni operace na mnoziné A, rozumime tim, ze f je funkce typu
f:A— A. Jestlize fikdme, Ze f je binarni operace na mnoziné A, rozumime
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tim, Ze f je funkce typu f: Ax A — A.

Mé&jme funkci f : A" — A. Mnozina B C A je uzavrend na operaci f, jestlize
Z aj,as, . ..,a, € B plyne, ze f(ay,aq,...,a,) € B.

Jestlize f : A — B je funkce a b = f(a), pak nékdy také fikdme, ze b je
obrazem a. Obrazem mnoziny A’ C A je mnozina

f(A)y={be B|b= f(a) pro n&jaké a € A'}.

Funkce f: A — B je:

o surjektioni (je surjekei, je zobrazenim na), jestlize f(A) = B,

e injektivni (je injekei, je prostd), jestlize z a # a’ plyne f(a) # f(d'),

e bijektivni (je bijekci, je vzdjemné jednoznaénym zobrazenim), jestlize

je soucasné surjektivni i injektivni.

Jestlize funkce f je bijekei, pak funkce inverzni k funkci f, oznacdovana f~1,
je definovéna takto: f~1(b) = a pravé kdyz f(a) = b.

Predpokladejme nyni funkci f : A x A — A. Funkce f je asociativni, jestlize
pro libovolné prvky a,b,c € A plati

f(f(av b),C) = f(a'v f(b7 C)) :

Funkce f je komutativni, jestlize pro libovolné prvky a,b € A plati
fla,b) = f(ba).

Prvek z € A je nulovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize pro libovolné
a € A plati f(z,a) = f(a,z) = z. Prvek e € A je jednotkovgm prvkem
vzhledem k funkei f, jestlize pro libovolné a € A plati f(e,a) = f(a,e) = a.
D4 se ukazat, ze ke kazdé funkci existuje nejvyse jeden nulovy a nejvyse jeden
jednotkovy prvek.

Jestlize k funkci f existuje jednotkovy prvek e, pak b € A je inverznim
prvkem k prvku a € A pravé tehdy, kdyz f(a,b) = f(b,a) = e.

Poznamka: Pro funkce typu f: Ax A — A je ¢asto vhodné&jsi pouzivat in-
fixovou notaci a pouzivat jako nazev funkce néjaky specialni symbol. Méjme
napifklad funkci ® : A x A — A. Pak misto ®(a,b) piSeme a ® b. Asociati-
vita ® pak znamena, ze pro libovolné a, b, c € A plati (aRb)®c =a® (b®c),
a komutativita, ze pro libovolné a,b € A plati a ® b = b ® a.
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1.4 Grafy

Rozlisujeme dva zakladni typy grafti — orientované a neorientované.

Orientovany graf G je dvojice (V, E), kde V' je konetna mnozina vrcholi a
E CV xV je mnozina hran. Orientovany graf miizeme znazornit obrazkem,
kde vrcholy znazornime jako kolecka a hrany jako Sipky vedouci mezi témito
kolecky. Piiklad takového grafu je na Obrazku 1.1, kde je znazornén graf
G=(V,E),kde V ={1,2,3,4,5,6} a £ = {(1,2), (2,2), (2,4), (2,5), (4,1),
(4,5), (5,4), (6,3)}. Vsimnéme si, Ze v orientovaném grafu mohou existovat
smycky — hrany vedouci z vrcholu do ného samého.

o
W ) (6
Obrazek 1.1: Priklad orientovaného grafu

Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde vyznam V a F je podobny jako
u orientovaného grafu, ale na rozdil od orientovaného grafu je ' mnozinou
neuspordadangch dvojic vrchold, tj. hrana v neorientovaném grafu je mnozina
{u,v}, kde u,v € V a u # v. Podobné jako u orientovaného grafu se vsak
obvykle pfi zépisu hrany pouziva notace (u,v) misto {u, v}, s tim, ze v pii-
padé neorientovaného grafu se (u,v) a (v, u) povazuji za jednu a tutéz hranu.
V nékterych definicich neorientovaného grafu nejsou povoleny smycky. Neo-
rientovany graf se znazornuje podobné jako orientovany, na konci car, které
predstavuji hrany vsak nekreslime Sipky. Piiklad neorientovaného grafu je
uveden na Obrazku 1.2. Jednd se o graf G = (V, E), kde V ={1,2,3,4,5,6}
aEl=1{(1,2), (1,5), (2,5), (3,6)}.

Poznamka: Obecné muzeme uvazovat i nekonecné grafy, kde je mnozina
vrcholl nekonecna. Pokud vsak neuvedeme jinak, pfi pouziti pojmu ,graf“
budeme mit vzdy na mysli koneény graf.
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Obrazek 1.2: Priklad neorientovaného grafu

U orientovaného grafu fikdme, Ze hrana (u,v) vychdzi z vrcholu u a vstupuje
do vrcholu v. U neorientovaného grafu fikdme, ze hrana (u,v) je incidentni
s vrcholy u a v.

Stupen wvrcholu v neorientovaném grafu je pocet hran, které jsou s timto
vrcholem incidentni. V orientovaném grafu je vstupni stupen vrcholu pocet
hran, které do daného vrcholu vstupuji, vystupni stupen vrcholu pocet hran,
které z daného vrcholu vystupuji a stupen vrcholu je soucet jeho vstupniho
a vystupniho stupné.

Grafy G = (V,FE) a G' = (V' E’) jsou isomorfni, jestlize existuje bijekce
f:V — V' takova, ze (u,v) € F pravé tehdy, kdyz (f(u), f(v)) € E'.

Graf G' = (V', E') je podgrafem grafu G = (V, F), jestlize V' CV a E' C F.
Pro danou mnozinu V' C V je podgraf grafu G indukovany mnoZinou vrcholi

V' definovan jako graf G' = (V', E’), kde
E' ={(u,v) € E|u,veV'}.

Méjme libovolny (at uz orientovany ¢ neorientovany) graf G = (V, E). Sled
je libovolné posloupnost vrcholit vy, vq,..., v, kde & > 0 a (v;_1,v;) jsou
hrany (pro i = 1,2,...,k). Tah je sled, v némz se neopakuji hrany. Cesta
je tah, v némz se neopakuji vrcholy. Cyklus je tah vy, vy, ..., vg, kde & > 0,
vg = v a vSechny vrcholy kromé vy a v jsou navzajem rizné. V pripadé
neorientovaného grafu se cyklu téz tika kruznice. Délka sledu (tahu, cesty,
cyklu, kruznice) vg, vy, ..., vy je k.

Poznamka: Ve vyse uvedenych definicich jsme pfipoustéli vzdy nejvyse
jednu hranu mezi kazdou dvojici vrcholi. Nékdy je uziteéné povolit mezi
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dvéma vrcholy vice nez jednu hranu. Tomuto typu graft se rika multigrafy.
V pripadé multigrafu by bylo tfeba ponékud upravit definici sledu a dalsich
z ného odvozenych pojmu (tah, cesta, cyklus) tak, aby zahrnoval informaci
o hranach. Sled bychom definovali jako posloupnost

Vo, €1,V1,€2,V3,...,€EL, Uk
kde se stfidaji vrcholy a hrany (tj. vo,v1,...,vx € V a ey, e9,...,6x € E, a
hrana e; vede z vrcholu v;_; do v; proi =1,2,... k).

Vrchol v je dosazitelny z vrcholu wu, jestlize existuje cesta z vrcholu u do
vrcholu v, tj. cesta vy, vy, ..., v, kde u = vy a v = v. VSimnéme si, ze vzdy
existuje cesta délky 0 z vrcholu u do vrcholu u. Pro graf G = (V, ') miZzeme
definovat relaci ,dosazitelnosti“ Rz C V x V jako

Re = {(u,v) € V x V | v G existuje cesta z u do v}

Vsimnéme si, ze v pfipadé neorientovaného grafu je relace Rg ekvivalenci,
a mnoziny vrchold jednotlivych souvislych komponent grafu G odpovidaji
tfidam ekvivalence relace Rg.

Neorientovany graf je souwvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
existuje cesta. Maximdlni souvisla komponenta neorientovaného grafu G je
souvisly indukovany podgraf grafu G, ktery je maximalni vzhledem k relaci
inkluze na mnozinach vrcholfi.

Méjme orientovany graf G = (V, E) a definujme pro néj relaci dosazitel-
nosti R stejné jako v predchozim piipadé. Graf G je silné souwvisly, jestlize
pro kazdou dvojici vrcholt u,v € V plati (u,v) € Rg a (v,u) € Rg. Silné
souwislda komponenta grafu G je silné souvisly podgraf grafu G. V§imnéme
si, ze mnozina maximalnich silné souvislych komponent grafu G indukuje
rozklad na mnoziné vrcholt grafu G.

Graf je acyklicky, jestlize neobsahuje cyklus. Neorientovany acyklicky graf se
nazyva les. Souvisly les se nazyva strom. Orientovany acyklicky graf se nékdy
nazyva dag (z anglického ,directed acyclic graph®).

Uplngj graf je neorientovany graf, kde jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.
Méjme neorientovany graf G = (V, E) a mnozinu V’ C V. Mnozina V"’ tvoii
kliku, jestlize podgraf grafu G indukovany mnozinou V' je uplny, tj. jestlize
kazdé dva vrcholy z V' jsou v G spojeny hranou. Mnozina V' tvori nezdvislou
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mnozinu, jestlize zadné dva vrcholy z V' nejsou v GG spojeny hranou. Nezavislé
mnoziné se téz nékdy rika antiklika.

Bipartitni graf je neorientovany graf G = (V, E), kde V muzeme rozdélit do
dvou disjunktnich mnozin V3, V5 takovych, Ze pro libovolnou hranu (u,v) € F

plati bud u € V; av € V5 nebo u € V5, a v € V4, tj. hrany vedou jen mezi V
a Vs,

1.5 Stromy

Pripomenme, ze strom je souvisly acyklicky neorientovany graf.

Méjme neorientovany graf G = (V, E). VSechna nésledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni v tom smyslu, Ze z platnosti libovolného z nich plyne i platnost vsech
ostatnich. Tato tvrzeni zachycuji nékteré dulezité vlastnosti stromii:

e (7 je strom.

Libovolné dva vrcholy grafu G jsou spojeny pravé jednou cestou.

e (G je souvisly, ale po odebrani libovolné hrany z F uz vysledny graf
souvisly neni.

e G jesouvisly a |E| = |V|— 1.
e G je acyklicky a |E| = |V]| — 1.
e (G je acyklicky, ale pridanim libovolné hrany do E vznikne cyklus.

Korenovy strom je strom, kde je jeden z vrcholll oznacen jako koren stromu.

Uvazujme kofenovy strom 7' s kofenem 7 a jeden z jeho vrcholi x. Z vlastnosti
(obecnych) stromt plyne, Ze existuje pravé jedna cesta z r do . Libovolny
vrchol y lezici na této cesté€ je predchidcem vrcholu x. Jestlize y je predchiid-
cem x, pak x je ndslednikem y. (VSimnéme si, Zze vrchol je svym vlastnim
predchtidcem i néslednikem.) Vrchol y je rodicem vrcholu x, jestlize y je po-
slednim pfedchtidcem z na cesté z r do z (tj. hrana (y, z) je posledni hranou
na této cesté). Vrchol z je potomkem vrcholu vy, jestlize y je rodicem z.

Koren r je jedinym vrcholem, ktery neméa rodice. Vrchol, ktery nemé zadné
potomky, se nazyva list. Vrchol, ktery neni listem, se nazyva vnitrni vrchol.

Délka cesty z kofene r do vrcholu x se oznacuje jako hloubka vrcholu x.
(Kofen mé tedy hloubku 0.) Vyska vrcholu z je délka nejdelsi cesty z = do
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neékterého z jeho nasledniki. Vyska stromu je vyska korene stromu. Vsim-
néme si, ze vyska stromu je totéz co maximalni hloubka vrcholu ve stromé.

Podstrom stromu 7' s kofenem ve vrcholu x je podgraf grafu T" indukovany
mnozinou vSech nasledniki vrcholu x (véetné x), kde x je zvolen jako kofen.

Usporadany strom je kofenovy strom, ve kterém jsou potomci kazdého vr-
cholu setfazeni.

Bindrni strom je kofenovy strom, ve kterém mé kazdy vrchol x nejvyse dva
nasledniky, pficemz pokud mé néasledniky dva, tak jeden z nich je oznacen
jako jeho levy potomek a druhy jako jeho pravy potomek, a pokud mé na-
slednika jediného, tak ten je oznacen bud jako jeho levy nebo jako jeho pravy
potomek. Pfirozené pak muzeme mluvit o levém a pravém podstromu.

Uplngj k-drni strom je strom, kde viechny vnitini vrcholy maji pravé k po-
tomkil a vSechny listy maji stejnou hloubku. Uplng bindrni strom je tplny
2-arni strom. Jestlize je vyska tplného k-arniho stromu h, pak tento strom
obsahuje k" listfi a pocet jeho vnitinich vrcholt je

kb —1
k—1

h—1
Ttk k 4+ k=) k=
=0

Uplny binarni strom vysky h tedy obsahuje 2" listt a 2" —1 vnit¥nich vrcholi.

1.6 Vyrokova logika

Predpokladejme, Ze mame danu mnozinu atomickijch vyrokoviych symboli At
(struénéji nazyvame prvky mnoziny At¢ vyrokové symboly nebo atomy), ktera
neobsahuje zadny ze symbolt —, A, V, =, < (, ). Symboly =, A, V, =, & pred-
stavuji logické spojky a nazyvaji se negace (—), konjunkce (N\), disjunkce (V),
implikace (=) a ekvivalence (<).

Mnozina vSech wvyrokovych formuli je nejmensi mnozina vSech vyrazi se-
stavenych z prvku mnoziny At U {—, A,V, =< (,)}, spliujici nasledujici
podminky:

e kazdy vyrokovy symbol z mnoziny At je vyrokova formule,

e je-li p vyrokova formule, pak i —¢ je vyrokova formule,
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e jsou-li ¢ a ¥ vyrokové formule, pak i (¢ A ¥), (¢ V), (¢ = ) a
(p < 1) jsou vyrokové formule.

Abychom se vyhnuli zapisu velkého poctu zavorek, pouzivaji se nasledu-
jici konvence, které umoznuji cast zavorek vypustit: Neni tfeba psat vnéjsi
par zavorek. Je definovana priorita logickych spojek v nasledujicim potradi
=, A, V,=, < (tj. nejvyssi prioritu ma — a nejnizsi <) — spojky s vyssi pri-
oritou vazou silnéji. Implikace = je asociativni smérem doprava (tj. formuli
r1 = T3 = x3 = y chdpeme jako r1 = (v = (x3 = y))). Logické spojky A
a V jsou asociativni, tj. x Ay A z je totéz jako (x Ay) Az nebo z A (yAz), a
xVyV zjetotéz jako (x Vy)V z nebo zV (y V 2).

Poznamka: Pro negaci se téz nékdy pouziva symbol ~, pro konjunkci sym-
bol &, pro implikaci symboly — a D, a pro ekvivalenci symboly < a =.

Pravdivostni (booleovské) ohodnocent je libovolna funkce v : At — {0,1}.
Hodnoty 0 a 1 predstavuji pravdivostni hodnoty — 0 nepravdu a 1 pravdu.
Misto 0 a 1 také nekdy pouzivame ve stejném vyznamu hodnoty FALSE a
TRUE. Pravdivostni hodnotu, ktera je pfitazena formuli ¢ pfi daném pravdi-
vostnim ohodnoceni v oznac¢ujeme [p|, a definujeme:

e [z], =v(z) pro z € At,

o [, =1, pravé kdyz [¢], =0,

o [pAY], =1, pravé kdyZ [p], =1 a [¢], =1,

o [p V], =1, pravé kdyz [¢], = 1 nebo [¢], =1,
e [p = 1], =1, pravé kdyz [p], = 0 nebo [¢], = 1,
o [p & V], =1, pravé kdyz [g], = [¥],.

Vyse popsany vyznam logickych spojek je mozné znazornit pomoci nasle-
dujicich pravdivostni tabulek (poznamenejme, Ze u spojek, které maji dva
operandy se fadky tabulky vztahuji k levému operandu a sloupce k pra-
vému):

- ALO 1 v,]o 1 = |0 1 <0 1
0]1 0[0 0 0[0 1 01 1 01 0
1[0 10 1 11 1 10 1 1]0 1
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Poznamka: Ne vsechny logické spojky je tfeba definovat jako zakladni. M-
zeme vybrat jen nékteré z nich a zbylé pak definovat pomoci nich. Napriklad
bychom mohli vzit jako zakladni logické spojky pouze — a A. Formule ¢ V 1)
je pak definovéna jako zkratka pro —(—p A =), formule ¢ = 1 jako zkratka
pro —p V 1 a formule ¢ < 9 jako zkratka pro (p = ) A (¥ = ).

Dale se nekdy zavadi specialni logické konstanty T a L oznacujici pravdu a
nepravdu, které se syntakticky pouzivaji stejné jako vyrokové atomy, ovsem
s tim, Ze pii kazdém ohodnoceni v plati [T], = 1 a [L], = 0. Konstanty
T a 1 mizeme povazovat za ,nularni“ logické spojky. Formalné je mizeme
definovat jako zkratky zastupujici formule (z V —zx) a (x A —z).

Vyrokové formule ¢ a 1 jsou logicky ekvivalentni, jestlize pro kazdé ohodno-
ceni v plati [p], = [¢],.

Vyrokova formule ¢ je splnitelnd, jestlize existuje ohodnoceni v takové, ze
[¢], = 1. Formule ¢ je tautologii, jestlize pro kazdé ohodnoceni v plati
[¢], = 1. Formule ¢ je kontradikci, jestlize pro kazdé ohodnoceni v plati
[¢], = 0. Tautologie je tedy logicky ekvivalentni formuli T a kontradikce je
logicky ekvivalentni formuli L.

Literdl je formule tvaru x nebo —x, kde x € At. Disjunkce nékolika literalt
se nazyva klauzule. O formuli, ktera je konjunkci klauzuli fikame, ze je v kon-
gunktivni normdlni formé. Formule je v disjunktivni normdlni formé, jestlize
je disjunkci formuli, z nichz kazda je konjunkci literali.

Kazda vyrokova formule je ekvivalentni s néjakou formuli v konjunktivni
normalni formé a s néjakou formuli v disjunktivni normalni formé.

1.7 Dalsi znacdeni

Pokud z je realné ¢islo, |x| oznacuje nejvétsi celé ¢islo y takové, ze y < x.
Podobné [z] oznacuje nejmensi celé ¢islo y takové, ze y > . Jinymi slovy,
zapis |z | oznacuje zaokrouhleni ¢isla x ,doli“ na nejblizsi celé ¢islo a zapis
[x] zaokrouhleni ¢isla 2z ,nahoru®.

Priklad: |3.14) = 3, [3.14] =4, | -3.14] = —4, [-3.14] = -3
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1.8 Cviceni

Otazky:

OTAZKA 1.1: Je mnozina vSech éisel vyjadfitelnych datovym typem double
v jazycich jako C nebo Java kone¢na?

OTAZKA 1.2: Je mnozina vSech prvocisel konecnd?
OTAzZKA 1.3: Je mnozina vSech prvodisel spocetna?
OTAZKA 1.4: Jak byste do jedné posloupnosti sefadili vSechna celé ¢isla?

OTAzZKA 1.5%: Jak byste do jedné posloupnosti sefadili vSechna racionalni
¢isla?

OTAZKA 1.6: Jestlize (konecnd) mnozina A mé a prvki a mnozina B ma b
prvki, kolik prvk ma mnozina A x B?

OTAZKA 1.7: Jestlize (konecnd) mnozina C' ma ¢ prvki, kolik prvka méa
mnozina P(C)?

CVICENI 1.8: Pro kazdy z nésledujicich formalnich zapisi mnozin uvedte

(svymi slovy), jaké prvky dand mnozina obsahuje:

a) {1,3,5,7,...}
b) {..,—4,-2,0,2,4,...}

)
)

¢) {n | n = 2m pro néjaké m € N}

d) {n | n = 2m pro néjaké m € N a n = 3k pro néjaké k € N}
)

e) {n€Z|n=n+1}

CVICENI 1.9: Popiste vhodnym forméalnim zapisem nésledujici mnoziny:

a) Mnozina obsahujici ¢isla 1, 10 a 100.
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b

) Mnozina obsahujici vSechna celd ¢isla vétsi nez 5.
¢) Mnozina obsahujici vSechna pfirozena ¢isla mensi nez 5.
d) Mnozina neobsahujici zadné prvky.

e) Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny X.

CvICENI 1.10: Uvazujme mnoziny A = {x,y,z} a B = {x,y}.

a) Je A podmnozinou B?

b) Je B podmnozinou A?

d) Co je AN B?

e

)
)

c) Coje AU B?
)
) Coje A x B?
)

f) Co je P(B)?

CviCENI 1.11: Necht X = {1,2,3,4,5} a Y = {6,7,8,9,10}. Unéarni
funkce f : X — Y a binarni funkce g : X XY — Y jsou popsany nasle-
dujicimi tabulkami:

n | f(n) gl 6 7 8 9 10
1| 6 110 10 10 10 10
210 7 217 8 9 10 6
3] 6 3/!7 7 8 8 9
41 7 419 8 7 6 10
5/ 6 5/6 6 6 6 6

a) Jakd je hodnota f(2)?
b) Co defini¢nim oborem a oborem hodnot funkce f?

c) Jaka je hodnota ¢(2,10)7
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d) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce g?

e) Jaka je hodnota g(4, f(4))?

CVICENI 1.12: Uvedte priklad relace, ktera je:

a) Reflexivni a symetricka, ale neni tranzitivni.
b) Reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

c) Symetricka a tranzitivni, ale neni reflexivni.

CVICENI 1.13: Kde je chyba v nésledujicim ,dtkazu“ toho, ze vSichni koné
maji stejnou barvu?

TVRZENI: Pro libovolnou mnozinu n kot plati, Ze vSichni koné v této mno-
zin€ maji stejnou barvu.

Diikaz: Indukei podle n.

e Baze: Pro n = 1 tvrzeni zjevné plati, protoZze v mnoziné obsahujici
praveé jednoho koné maji vSichni koné stejnou barvu.

e Induk¢ni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = k pro néjaké
k > 1. Ukazeme, ze pak platiipron = k+1. Vezméme néjakou mnozinu
K obsahujici k+1 koni. Z této mnoziny odebereme jednoho koné, ¢imz
dostaneme néjakou mnozinu K; obsahujici £ kont. Podle indukéniho
predpokladu maji vsichni koné v K stejnou barvu. Nyni vratime koné,
kterého jsme predtim odebrali, a odebereme néjakého jiného koné, ¢imz
dostaneme mnozinu K, obsahujici k£ kont. Stejné jako v predchozim
pripadé maji podle indukéniho pfedpokladu vsichni koné v K stejnou
barvu. Z toho plyne, Ze vSichni koné v mnoziné K maji stejnou barvu.

CVICENI 1.14*: Méjme neprazdnou konecnou mnozinu X, kde |X| = n.
Uvazujme posloupnost ekvivalenci na této mnoziné =g, =1, =s, . . ., kde kazda
nasledujici ekvivalence je zjemnénim pfedchozi ekvivalence, tj. pro libovolné
t > 0 plati, ze z z =,1 y plyne x =; y.
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Ozna¢me [x]; t¥idu ekvivalence =;, do které patii prvek z, tj. [z]; = {y €
X | y =; z}. Definuje mnozinu C' jako mnozinu vSech tfid vSech téchto
ekvivalenci, tj.

¢ =J{leli 1w € X}

i>0
a) Dokazte, ze |C| < 2n — 1.

b) Ukazte, Ze pro libovolné n > 1 muZe nastat rovnost |C| = 2n — 1.

CvVICENI 1.15: Uvedte priklad uspofddani na mnoziné prirozenych disel,
které neni plnym usporadanim.

CVICENI 1.16: Predpokladejme, Zze n > 1 je ndjaké dané pfirozené cislo.
Ukazte, zZe relace
a=0b (mod n)

je ekvivalence.

Poznamka: Zapis a = b (mod n) znamend, Ze a i b davaji po déleni n
stejny zbytek, tj. (¢ mod n) = (b mod n).

CVICENT 1.17: Necht S je kone¢na mnozina a R C S'x S ekvivalence. Ukazte,
ze pokud relace R je soucasné také antisymetricka, pak jeji tiidy ekvivalence
jsou jednoprvkové mnoziny.

CVICENT 1.18: Je nasledujici tvrzeni pravdivé? Vyskytuje se v jeho dikazu
néjaka chyba?

TVRZENI: Jestlize je relace R symetrickd a tranzitivni, pak je i reflexivni.
Diikaz: Diky symetrii plati pro libovolné dva prvky a a b, ze z aRb plyne

bRa. Diky tranzitivité z toho plyne aRa, ¢imz je dikaz hotov.

CVICENT 1.19: Predpokladejme, Ze A a B jsou koneéné mnoziny a f : A — B
je funkce. Ukazte, ze:

o Jestlize f je injektivni, pak |A| < |B|.
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e Jestlize f je surjektivni, pak |A| > |B|.

CVICENI 1.20: Je funkce f(x) = z+1 bijekci na mnozZiné ptirozenych ¢isel N7
A na mnoziné celych ¢isel Z?

CvICENT 1.21*: Navrhnéte a podrobné popiste algoritmus, ktery fesi nasle-
dujici problém:

Vstup: Orientovany graf G = (V, E), vrchol s € V.

V¥sTuP: Mnozina v8ech vrcholt dosazZitelnych z s.

CvVICENT 1.22*: Uvazujme né&jaky binarni strom 7', kde kazdy vrchol, ktery
neni listem, ma dva potomky. Jakou minimélni a maximalni vysku mutize mit
strom T, jestlize mé celkem n vrchold? (Vyskou stromu myslime vzdalenost
od kofene k nejvzdalenéjsimu vrcholu.)

CVICENI 1.23*: Ukazte, Ze binarni strom, ktery ma n listt, ma n — 1 vrchola
stupné 2 (tj. vrchold, které maji 2 potomky).



Kapitola 2

Formalni jazyky

Cile kapitoly:
Po prostudovéni kapitoly mate plné rozumét pojmim jako (formélni)

abeceda, slovo, jazyk, operace na slovech a jazycich; mate zvladat praci
s témito pojmy na praktickych piikladech.

Klicova slova: abeceda, slovo, jazyk, operace na jazycich

Komentai: Kapitola ma dvé vyukové ¢asti a jednu procvicovaci. U kazdé
vyukové Casti jsou uvedeny podrobnéjsi cile, klicova slova, orientacni cas ke
studiu a na zavér shrnuti.

Id Id .
2.1 Formalni abeceda a jazyk
Orientacni ¢as ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:
Po prostudovani této ¢asti mate rozumét pojmim jako je formalni
slovo, abeceda, jazyk. Méate je byt schopni vysvétlit, uvadét priklady,
rozumét popistim jazyka jako mnozin slov charakterizovanych néjakou

podminkou. Také mate zvladnout elementarni pojmy a operace jako
je délka slova, prefix, sufix, podslovo, zretézeni slov atd.

29
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Klic¢ova slova: abeceda, slovo, znak, jazyk, zretézent, prefiz, sufiz, podslovo

Teoreticka informatika poskytuje formélni zaklady a nastroje pro praktické
informatické aplikace (jako programovani ¢i softwarové inzenyrstvi). Jednim
z jejich dilezitych tkolt je matematicky popsat rtizné typy algoritmickych
problémt a vypocti. Pro matematicky popis vstupt a vystupt problémi
(vypocti) je uziteéné nejprve zavést pojmy jako jsou (formélni) abeceda,
slovo, jazyk.

Pouzita symbolickd abeceda pro vstupy a vystupy vypoc¢tl zavisi na do-
hodnuté formé zapisu. V pocitacové praxi vyuzivame napt. binarni abe-
cedu {0, 1}, hexadecimalni abecedu {0,1,...,9,A,..., F'} nebo ,textovou*
abecedu, napft. v kédovani ASCII ¢i novéji UTF-8. Matematicky mtizeme
za abecedu povazovat libovolnou (dohodnutou) koneénou mnozinu symbold;
prevody zapisi mezi riznymi abecedami jsou ptimocaré. (V konkrétnim pti-
padé obvykle volime abecedu, ktera se pfirozené hodi k danému problému.)

Dulezitym pojmem je (formélni) ,slovo“, coz znamena libovolny koneény fe-
tézec symboli nad danou abecedou; pokud je v abecedé mezera, nema zadny
zvlastni vyznam. (Jakkoli vymezend) mnozina slov se nazyva (formalnim)
»jazykem“. Jako piiklady slov v abecedé {0, 1} mtzZeme uvést tieba slovo
00110101100 ¢i slovo 10001. Pfikladem jazyka s abecedou {0,1} je tieba
mnozina vSech slov (v abecedé {0,1}), kterd obsahuji sudy pocet znaka 0
(spravngji feceno: sudy pocet vyskyti znaku 0); prvni vySe uvedené slovo
do tohoto jazyka patii, druhé nikoliv. Vsimnéme si také, ze tento jazyk je
nekonec¢ny a nemohli bychom ho tedy zadat vyctem jeho prvki.

Uvedené pojmy nyni presné nadefinujeme a zaroven zavedeme dilezité ope-
race se slovy a jazyky.

Definice 2.1

Abecedou myslime libovolnou koneénou mnozinu; ¢asto ji oznacujeme 3.
Prvky abecedy nazyvame symboly (¢i pismena, znaky apod.).

(Napr. abeceda ¥ = {a, b} obsahuje dvé pismena.)

Slovem, neboli Tetézcem, nad abecedou ¥ (téz fikdme: v abecedé ) rozu-
mime libovolnou koneénou posloupnost prvkit mnoziny 3. Pro ¥ = {a, b} je
to napriklad a,b,b,a,b; pokud nemtze dojit k nedorozumeéni, piseme tako-
vou posloupnost obvykle bez ¢arek, jako abbab.

Prazdné slovo ,,“ je také slovem a znaci se e.
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Dulezita pozndmka k znacend.

V konkrétnich piikladech budeme typicky pouzivat abecedy jako {a,b},
{a,b,c}, {0,1} apod. Casto ovem budeme hovofit o obecné abecedé X a
budeme tieba popisovat néjakou konstrukci, kterda se ma provést pro kazdé
pismeno ze . Rekneme tedy napf.:

pro kazdé a € X provedeme nasledujici ...

To neznamena, ze fyzicky symbol a je prvkem . V této souvislosti a prosté
predstavuje proménnou, kterou pouzivame pfi nasem popisu situace. Kdyz
tedy napft. prikaz

postupné pro kazdé a € ¥ vypis aa

aplikujeme na abecedu ¥ = {0,1}, je pfislusnym vypisem 0011. Idealni by
bylo, kdybychom typograficky odlisovali a pouzivali napt. ‘a’ jen jako prvek
konkrétni abecedy a ‘a’ jen jako onu proménnou. Upozortiujeme na to, ze
nas text to nedodrzuje (¢asto pouzivame abecedu ¥ = {a, b}, ¢ili pouzivame
‘a’ i pro prvek konkrétni abecedy); na druhé strané by mél byt vyznam
konkrétniho pouziti symbolu ‘a’ vzdy jasny z kontextu.

Ve smyslu proménnych budou mald pismena ze zacatku anglické abe-
cedy (a,b,c,...) s pfipadnymi indexy predstavovat znaky zkoumané abe-
cedy (kterd bude v kontextu zfejma ¢i tiSe predpokladand). Jako pro-
ménné pro slova budeme obvykle pouzivat mala pismena z konce abecedy
(u,v,w,x,y, 2).

[lustrujme si toto pouziti proménnych napt. u zavedeni nasledujiciho znaceni.

Znaceni: Délku slova w, tj. pocet pismen ve w, zna¢ime |w|; slovo € ma
pochopitelné délku 0, tedy |¢| = 0.
Vyrazem |w|, ozna¢ujeme pocet vyskyti symbolu a ve slové w.

Symbol w v predchozi timluvé je tedy proménnd, za niz mtzeme dosadit
libovolné slovo (v jakékoli zvolené abecedé). Konkrétné z toho plyne napf.
|00110] = 5. Ve vyrazu |w|, se vyskytuji dvé proménné; za w tak muZzeme
dosadit libovolné slovo ve zvolené abeced€ a za a libovolny prvek této abecedy.
7 tohoto obecného popisu je nam tak jasné, ze v konkrétnim ptripadé je napr.
|00110]; = 2.
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Znaceni: Vyjrazem Y* znacime mnozinu vsech slov nad abecedou ¥; nékdy
pouzijeme ¥t pro mnoZinu vSech neprazdnych slov v abecedé 3. (Je tedy

Y =Xtu{e})

Mnozina vSech slov nad kone¢nou abecedou je spocetna; slova v dané abe-
cedé muzeme totiz prirozené sefadit (usporfadat): nejprve podle délky a v
ramci stejné délky podle abecedy, tj. podle zvoleného usporadani na prvcich
abecedy. Tak jsou slova sefazena do jedné posloupnosti, ve které je lze po
radé ocislovat pfirozenymi ¢isly.

Kontrolni otdzka: Jak byste v tomto pofadi vypisovali (generovali) slova z
abecedy ¥ = {0,1} s abecednim uspofadanim 0 < 1 7

Jisté jste nezapomnéli na prazdné slovo, a zacali jste tedy posloupnost

£,0,1,00,01,10, 11,000,001, .. .

Znaceni: Piislusné uspofadani slov budeme oznacovat < (napi. 11 <j
001).

Ptirozenou operaci se slovy je jejich zfetézeni, tj. jejich spojeni za sebou do
jednoho vysledného slova:

Definice 2.2
Zretézent slov u = ayas . ..a,, v = biby...b, oznaCujeme u - v, strucnéji uw,
a definujeme uv = aqas...a,b1bs ... b,,. Vyrazem u™ oznacujeme n-nasobné

zietézeni slova u; tedy u° = ¢, u! = u, v? = uu, u® = vuu atd.

Poznamka: Uvédomme si, Ze operace zietézeni slov je asociativni (tzn. (u -
v)-w =u- (v-w)); proto je napf. zapis u - v - w (¢ uvw) jednoznacny i bez
uvedeni zavorek.

Je také prirozené se dohodnout, ze
exponent vdze silnéji (md vétsi prioritu) nez zietézent.

Pak je jasné, Ze napf. zdpisem a®bcta myslime slovo aaabcceca. Cheeme-li,
aby se zde napt. exponent 4 vztahoval ke slovu bc, musime pouzit zavorky:
a®(bc)*a znamené slovo aaabcbebebea.

Nékdy potiebujeme mluvit jen o urcitjch ¢astech slova. Usek znakt, kterym
néjaké slovo zacina, budeme nazyvat predponou, neboli odborné prefixem.
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Obdobné se tsek znakt, kterym slovo kon¢i, budeme nazyvat pfiponou ne-
boli sufixem. Jakoukoliv ¢ast slova budeme nazyvat podslovem (nebo podie-
tézcem).

Definice 2.3
e Slovo u je prefixem slova w, pokud lze psat w = uv pro néjaké slovo v.

e Slovo u je sufirem slova w, pokud lze psat w = vu pro néjaké slovo v.

e Slovo u je podslovem slova w, pokud lze psat w = viuvs pro néjaka
slova v; a vs.

Vsimnéme si, ze podslovo u miize mit ve w nékolik vyskyti; kazdy vyskyt
je urcen svou pozici, tj. délkou prislusného v; zvétsenou o 1. Dava to smysl
i pro podslovo u = ¢, byt v tomto pfipadé asi jednotlivé ‘vyskyty’ nikdy
nebudeme uvazovat. (Poznamenejme jesté, ze konkrétni prefix ¢i sufix u ma
samoziejmeé jen jeden ‘vyskyt’ ve w.)

Priklad: Vezméme si naptiklad slovo ,abcadbedc®. Pak slovo ,,abc® je jednim
z jeho prefixii, kdezto ,,bc* prefixem neni. Dale ,bedc” je jednim z jeho sufixt.
Slovo ,bc* je podslovem uvedeného slova, s dvéma vyskyty — na pozicich 2
a 6; neni ale prefixem ani sufixem.

Prefixti slova w je o¢ividné |w|+ 1; stejné je to s poctem sufixt. Kazdy prefix i
kazdy sufix daného slova je i jeho podslovem. Prazdné slovo ¢ je pochopitelné
prefixem, sufixem i podslovem kazdého slova.

Kontrolni otdzka: Kolik je podslov slova w 7

To je komplikovanéjsi otazka; pocet nezavisi jen na délce slova w, napt. slovo
aaa mé jen jedno podslovo délky 1 (s tfemi vyskyty), kdezto aba ma dvé
ruznd podslova délky 1. Podslov slova w je uréité alespon |w|+ 1 a jisté ne
vice nez |w|?* + 1; horni hranici oviem jisté¢ mizete sniZit. Jind véc je pocet
vyskyti daného podslova ve slové; napt. slovo aaa méa tii vyskyty podslova
a a dva vyskyty podslova aa.

CVICENT 2.1:

a) Vypiste vSechna slova v abecedé {a, b}, ktera maji délku 3.

b) Napiste explicitné slovo u (posloupnost pismen), které je uréeno vyrazem
v3 - ba - (bba)?, kde v = ab (slovo u je tedy vysledkem provedeni operaci
uvedenych ve vyrazu).
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c) Vypiste vSechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abecedé
{0,1}).

d) Vypiste vSech pét prefixt slova 0010.

e) Vypiste vSech pét sufixt slova 0010.

Definice 2.4
Formalni jazyk, strucné jazyk nad abecedou X, je libovolnd mnozina slov
v abecedé X, tedy libovolna podmnozina ¥*.

Znadeni: Jazyky obvykle oznacujeme L (s indexy). Rikdme-li pouze , ja-
zyk“, rozumime tim, Ze piislusnd abeceda je bud zfejmé z kontextu nebo
muze byt libovolna.

Poznamka: U pfirozeného jazyka (jako je CeStina) mluvime o slovech, z
nichz se skladaji véty. U formalnich jazykt ze slov zadné véty netvotrime,
naopak samotn slova (fetézce pattici do jazyka) je mozné chapat jako ‘véty’
(a nékdy se tak i nazyvaji). Pokud se napf. na jazyk ‘Cestina’ divame jako na
mnozinu vSech ¢eskych gramaticky spravnych vét, je kazda tato véta slovem
takto chapaného formalniho jazyka ‘Cestina’.

Poznamka: Byt v praktickych pfipadech jazykid mé jejich abeceda napt. de-
sitky prvki, v nasich pfikladech bude abeceda ¢asto (jen) dvouprvkova (vét-
sinou {a,b} ¢ {0,1}). Uvédomme si, ze to neni zasadni omezeni, jelikoz
pismena viceprvkové abecedy lze prirozené zakdédovat fetézci dvouprvkové
abecedy.

Kontrolni otdzka: Jak dlouhé Fetézce z abecedy {0, 1} byste pouzili pfi ko-
dovani abecedy, kterd mé 256 prvka?

(Pochopitelné sta¢i osm bitt, tedy jeden symbol 256-ti prvkové abecedy re-
prezentujeme fetézcem délky 8 v dvouprvkové abecedé.)

Priklad: Priklady forméalnich jazykt nad abecedou {0,1} jsou:
o L, = {c,01,0011,1111,000111}

e [, je mnozina vSech (koneénych) posloupnosti v abecedé {0, 1} obsa-
hujicich stejny pocet symbolu 0 jako 1, tedy Lo = {w € {0, 1}* | |w|o =

|wl1}
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o L3 ={we{0,1}*] ¢slo s binarnim zapisem w je délitelné 3}

Jazyk L je zde kone¢ny, kdezto zbylé dva jsou nekonec¢né. Slovo 101100 patii
do jazyka Lo, ale 10100 do L, nepat¥i, nebot obsahuje vice nul nez jednicek.
Slovo 110 binarné vyjadfuje ¢islo 6, a proto patii do jazyka Lz, kdezto 1000
vyjadiujici 8 do L3 nepatii.

CVICENI 2.2: Vypiste prvnich deset slov z jazyka L = {w € {a,b}* | kazdy
vyskyt podslova aa je ve w ihned nasledovan znakem b }. (Pochopitelné se

odkazujeme k usporadani <, kde predpokladame abecedni usporadani a <
b.)

Shrnuti: Tak?Ze uz chapeme, Ze formalni jazyk je néco jiného ne# pfirozeny.
Je to prosté mnozina slov neboli koneénych fetézcti pismen z néjaké konecné
abecedy. Malé konecné jazyky lze zadavat vyctem, nekonecné jen vhodnou
charakterizaci slov jazyka podminkou, kterou splnuji. Prefixy, sufixy, pod-
slova, zfetézeni, znaceni délky, poctu vyskytd symbolu ve slové atd. ... to
vSe neni pro nas zadny problém.

2.2 Neékteré operace s jazyky

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 1 hod.
Cile této casti:

Po prostudovani této ¢asti mate rozumét béznym operacim s jazyky,
nejen klasickym mnozinovym, ale i zfetézeni, iteraci, zrcadlovému ob-
razu a (levému) kvocientu jazyka podle slova (a obecné podle jazyka).
Mate je byt schopni definovat, vysvétlit, uvadét a resit priklady.

Klic¢ova slova: operace s jazyky, sjednocent, prunik, doplnék, rozdil, zreté-
zent, iterace, zrcadlovy obraz, kvocient

Nékdy je vyhodné definovat slozitéjsi jazyk prostfednictvim dvou jednodus-
sich a néjaké operace, kterda je spoji. Protoze jsou jazyky definovany jako
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mnoziny, muzeme pouzivat bézné mnozinové operace (definované v Sekci 1.1).
Mame tedy:

e 7 jazykl Ly, Lo 1ze tvofit jazyky LiU Ly (sjednoceni), Ly N Ly (prinik),
Ly — Ly (rozdil).

Nezminovali jsme abecedy X1, s jazyki L, Lo; pokud nejsou stejné, mizeme
vysledny jazyk chapat jako jazyk s abecedou X; U Y. Dale mame

e Pro jazyk L je jazykem i jeho doplnék L; rozumi se pro piislusnou
abecedu X, tj. L = ¥* — L.

Dale miizeme definovat nové operace specialné pro praci s jazyky. Napf. je
to zietézeni jazyku (odvozené od zfetézeni slov) ¢ iterace (tedy opakované
fetézeni):

o retézent jazyku Ly, Lo je jazyk Ly - Ly = {uv | uw € Li,v € Lo}, jenz
tedy obsahuje vsechna slova, ktera lze rozdélit na dvé c¢asti, z nichz
prvni je z jazyka L; a druha z jazyka L.

e [terace jazyka L, znacend L*, je jazyk vSech slov, ktera lze rozdélit
na nékolik ¢asti, z nichz kazda patii do jazyka L; do L* ovSem vzdy
zafazujeme ¢ (chapané jako zietézeni 0 slov). Induktivné mizeme také
definovat
O={e}, '=L 1*=L-L,..,L""'=L"-L, ...

Iterace L je pak rovna
L*=L°UL'UL?UL?U...

Priklad: Uvedme si nasledujici ukdzky operaci s jazyky nad abecedou {0, 1};
zkuste vzdy uvedenou otazku nejdiive sami zodpovédét.

a) Co je sjednocenim jazyka Lo vSech slov obsahujicich vice 0 nez 1 (tedy
Lo ={w€{0,1}* | |w|o > |w|1 }) a jazyka L; vSech slov obsahujicich
vice 1 nez 0 (tedy Ly ={w € {0,1}* | |w|p < |w|1 })?

Je to jazyk vsSech slov majicich poéet 1 ruzny od poctu 0. (Tedy Lo U
Ly ={we{0,1}" [ |wlo # |wli })
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b) Jaky je jazyk Lg- L; vznikly zfetézenim jazyku z predchozi ukazky (a)?
Patii sem vSechna mozna slova?

Vsechna slova do tohoto jazyka nepatii; snadno zjistime, ze napi. 10 ¢
Lo - Ly. Nepatii tam také napt. 1111001 a obecné tam jisté nepatii
kazdé slovo, které nemé prefix, v némz je vice (vyskytt znaku) 0 nez 1.
Presné vystizeni celého zretézeni neni tplné jednoduché. Podle definice
tam ale prosté patii vSechna ta slova, v nichz existuje prefix majici vice
0 nez 1, pricemz zbytek slova mé naopak vice 1 nez 0.

c) Je pravda, ze Lo - Ly = Ly - Ly v pFedchozi ukéazce?

Neni, napiiklad, jak uz bylo uvedeno, 10 € Ly - L, ale snadno vidime,
ze 10 € Ly - Ly.

d) Co vznikne iteraci jazyka L, = {00,01,10,11}?

Takto vznikne jazyk L3 vsech slov sudé délky, véetné prazdného slova.
Zdivodnéni je snadné, slova v L; musi mit sudou délku, protoze vzni-
kaji postupnym zietézenim tusekt délky 2. Naopak kazdé slovo sudé
délky rozdélime na tiseky délky 2 a kazdy tisek bude mit ziejmé jeden
z tvart v Lo.

Poznamka: Vsimnéme si, Ze jsme napf. na vyse uvedenych jazycich ukézali,
ze operace zretézeni jazykl neni komutativni, tj. obecné neplati Ly - Ly #
Ls - L. (Pouzili jsme sice pro oznaceni operace zietézeni stejny znak jako
uzivame pro nasobeni (tedy ¢-’), to ale pochopitelné neznamend, Ze operace
zfetézeni ma stejné vlastnosti jako nasobeni.)

Poznamka: Vsimnéme si také, Ze znaceni pro iteraci odpovidd nasemu
znaCeni mnoziny vsSech slov »* nad abecedou ¥ — na abecedu je mozné
se divat jako na mnozinu vSech jednopismennych slov; a kazdé (neprazdné)
konec¢né slovo nad abecedou X lze rozdélit na casti délky 1, z nichz kazda
pochopitelné patii do X.

Definice iterace L* nam také 1iké, Ze prazdné slovo do ni patii vzdy (vznikne
wzretézenim nula slov z L¢).

Tedy mj. plati 0* = {e}.

Dalsi zajimavou operaci definovanou pro jazyky je zrcadlovy obraz.
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Definice 2.5

Zrcadlovy obraz slova u = ajas . ..a, je u™ = apa,_1...aq, zrcadlovy obraz
jazyka L je L® = {u | Jv € L : u = v}, struéngji psano L* = {uf | u € L}.

R

Priklad: Zrcadlovym obrazem jazyka L, = {¢,a, abb, baaba} je jazyk LIt =
{e, a, bba, abaab}.

Zrcadlovym obrazem jazyka L = {w | |w|, mod 2 = 0} je jazyk Lo, neboli
LE = L.

R R, R 9

Kontrolni otdzka: Plati obecné (uv)™ = u" o™ 7

Samoziejmé, ze ne (dosadte napt. u = a, v = b). Jisté snadno nahlédnete, Ze
obecné plati (uv)? = vu®; podobné také (L;Ly)? = (Lg)R(Ly)E.

Posledni operace, kterou si uvedeme, miize na prvni pohled ptisobit kompli-
kované, ale pro vyklad v dalsich kapitolach je velmi uzitecné ji diikladné poro-
zumét (pfinejmensim tedy jeji jednoduché formeé). Zamérné za¢néme obecnou
definici:

Definice 2.6
(Levy) kvocient jazyka Ly podle Lo je definovan takto:

L\Ly ={v|3JueLy:uv e L}

Kdyz se setkdme s definici, které ihned neporozumime, vzdy je uzitecné si
definici nejdrive ‘osahat’ na konkrétnich jednodussich prikladech. Uvazme
tfeba pripad, kdy oba jazyky obsahuji jediné slovo, tedy L; = {v1}, Ly =
{va}. Podle definice {va }\{v1} = {v | Fu € {v2} : wv € {v1} }. Tedy libovolné
slovo v patii do {ve}\{v1} pravé tehdy, kdyz existuje u € {vs}, tedy nutné
u = vy, takové, Ze uv = vyv je prvkem {v;}, tedy nutné vyv = v;. Do jazyka
{ve}\{v1} tedy patii viibec néjaké slovo jen tehdy, kdyz v je prefixem vy; v
tom piipadé patii do {vo}\{v1} pravé to (jediné) slovo, které vznikne z v;
odtrZzenim (umazanim) prefixu vs.

Napt. {ab}\{abbab} = {bab}, kdezto {ba}\{abbab} = 0.

Ted uz si snadno odvodime onu avizovanou jednoduchou formu, kterou je
velmi zahodno dikladné pochopit:

(levy) kvocient jazyka podle slova {w}\L, psany také zkracené w\L,
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je prosté sjednoceni jazykt w\{v} pro vSechna slova v € L. Jinymi slovy:
jazyk w\L dostaneme tak, ze vezmeme vSechna slova z L majici prefix w a
pak jim ten prefix w umazeme. Jesté jinak feceno: slovo v patii do jazyka
w\L pravé tehdy, kdyZ po pfidani w na zacatek patii vysledné slovo wv do
L.

Zvlast dilezity bude pro nas zékladni piipad, kdy w je rovno jedinému pis-
menu.

Priklad: Pohrajme si trochu s kvocienty; jako vzdy, zkuste samoziejmé uve-
dené otazky nejdiive sami zodpovédét.

a) Jaka slova patii do jazyka w\L, kde w = a a L =
{baaab, aba, aaa, bbb} 7

Jsou to slova ba, aa.

b) Jak je to v pfedchozim piikladu, je-li w =¢ 7

Jisté jste si uvédomili, ze e\L = L pro kazdy jazyk L, takze spravna
odpovéd v nasem konkrétnim piipadé je baaab, aba, aaa, bbb.

c) Jak je to v piipadé w = aba ? A co v pfipadé w = bab ?

V prvnim pfipadé se w\L rovna {e}, v druhém p¥ipadé se w\L rovna
(0 (z4dné slovo z L totiz nemd prefix bab).

d) Chci-li zjistit ab\L, mohu s vyhodou vyuzit jiz zjistény a\L 7

Urcité ano, jelikoz ab\L je vlastné b\(a\L); obecné plati uv\L =
v\ (u\L). (Promyslete si diikladné, pro¢ je potadi u,v prohozeno.)

V nasem konkrétnim ptipadé se zajimame o slova z L, ktera maji prefix
ab (ktery pak hodlame umazat). Kdyz uz ale vime, jak vypadaji slova z
L zaéinajici a poté, co jim onen prefix a umazeme, tedy a\L = {ba, aa},
staci se zde podivat na slova zacinajici b a ten prefix b jim umazat:

Méame tedy ab\{baaab, aba, aaa,bbb} = b\(a\L) = b\{ba,aa} = {a}.

e) Samoziejmé se neni tfeba omezovat na konecéné jazyky. Jak byste cha-
rakterizovali napf. slova z jazykd 0\L a 1\L, kde L = {w € {0,1}* |
|wl|; je liché } 7
Je snadné nahlédnout, ze 0\L = L a 1\L = {w € {0,1}* | |w]|; je sudé
}.
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f) Jak byste charakterizovali slova z jazykt a\L, b\L kde L = {w €

{a,b}* | kazdy vyskyt podslova aa je ve w ihned nasledovan znakem

b} ?

Urc¢ité rychle vidime, 7e b\L = L: kazdé slovo z b\ L zajisté musi spl-
novat, ze kazdy vyskyt podslova aa je v ném ihned nésledovan znakem
b (tedy b\L C L); ovsem kdyz k libovolnému slovu u € L pfiddme na
zacatek b, tak vysledné bu jisté patii do L — tedy L C b\L.
Pro a je to jinak: sice i zde plati a\L C L, ale mame napf. a € L a
a & (a\L). (Pro¢?) Jazyk a\L muzeme charakterizovat jako

{w € {a,b}* | kazdy vyskyt podslova aa je ve w ihned néasledovan zna-
kem b a (navic) pokud w za¢ina znakem a, pak po ném hned nasleduje

bl.

Po pochopeni jednoduché varianty w\L neni samoziejmé problémem ani
obecnéa definice kvocientu, kdyz si uvédomime, ze

LQ\Ll = U w\L1 .

weE Lo

Ale pro tuto chvili postadi, Ze plné rozumime kvocientu podle slova (¢i do-
konce jen podle pismene).

Shrnuti: Operace s jazyky uz pro nas nejsou problémem. Plné rozumime
definicim a umime je aplikovat. Specialné jsme si dobfe promysleli trochu
‘zapeklitou’ operaci kvocientu.

2.3 Cviceni

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 2 hod.

Cile této casti:

Tato cast obsahuje pouze otazky a piiklady. Ty maji pfispét k pro-
hloubeni vaseho porozuméni latce celé této kapitoly.
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Otazky:

OTAzZKA 2.3: MiZeme mnozinu vSech pfirozenych ¢isel povazovat za abecedu
v nasem smyslu?

OTAZKA 2.4: Mizeme mnozinu vSech pfirozenych ¢isel (alesponn v néjaké
reprezentaci) povazovat za formalni jazyk v nasem smyslu?

OTAZKA 2.5: Lze koneénym pocétem operaci sjednoceni a/nebo zietézeni
z kone¢nych jazykt vytvorit nekonecny jazyk?

OTAZKA 2.6: Jaky je rozdil mezi prazdnym jazykem () a prazdnym slovem 7
OTAZKA 2.7: Kdy je iterace L* jazyka L koneénym jazykem?
OTAzZKA 2.8*: Muzeme dvoji iteraci jazyka dostat vice slov nez jednou ite-

raci, tj. existuje jazyk, pro néjz L* # (L*)* 7

CVICENT 2.9: Ktera slova jsou zaroven prefixem i sufixem slova 1011101107
(Najdete vSechna tfi takova?)

CVICEN] 2.10: Vypiste slova ve zfetézeni jazyka {110,0111}-{01,000}.

CVICENI 2.11: Uvazujme jazyky

Ly = {w € {a, b}* | w obsahuje sudy pocet vyskyti symbolu a},

Ly ={w € {a,b}* | w zacina a kondi stejnym symbolem }.

Vypiste prvnich Sest slov (rozumi se v usporadani <) postupné pro jazyky
Ly ULy, LN Ly, L1 — Ly, L.

CVICENT 2.12: Najdéte dva rizné jazyky, které komutuji v operaci zretézeni,
tj. Ly Lo = Lo - L.

CVICENI 2.13*: Co vznika iteraci jazyka {00, 01, 1}7 Patii tam vSechna slova
nad {0,1}7?

CVICENI 2.14: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L; je jazykem
vSech téch slov obsahujicich nejvyse pét (vyskytu znaku) 1 a Ly je jazykem
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vsech téch slov, ktera obsahuji stejné 0 jako 1. Kolik je slov v priniku L; N Ly?

CVICENI 2.15: Uvazujme jazyky nad abecedou {a, b}. Vypiste vSechna slova
ve zietézeni jazyka L = {e,abb,bba} a Ly = {a,b, abba}.

CVICENI 2.16*: Uvazujme jazyky nad abecedou {c,d}. Necht L, je jazyk
vSech téch slov, kterda obsahuji rtizné pocty vyskytt symbolu ¢ a vyskyta
symbolu d. Snazte se co nejjednoduseji popsat, ktera slova patii do zietézeni
Lo - Lyg.

CVICENT 2.17: Predstavme si nasledujici elektricky obvod s dvéma prepinaci
A a B. (Pfepinace jsou provedeny jako aretacni tlacitka, takze jejich polohu
zvnéjsku nevidime, ale kazdy stisk je pfehodi do druhé polohy.) Na pocatku
zarovka sviti. Pokusme se schematicky popsat, jaké posloupnosti stiski A, B
vedou k opétovnému rozsviceni zarovky.

ju
|
&
e |

CVICENT 2.18: Obdobné jako v predchozim piikladé si vezméme nésledujici
obvod s pfepinaci A, B, C' a jednou zarovkou. (Pfepina¢ C' ma dva spole¢né
ovlddané kontakty, z nichz je spojeny vzdy pravé jeden.) Na pocatku zarovka
nesviti. Jaké posloupnosti stiskt A, B, C' vedou k rozsviceni zarovky?

+
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CVICENI 2.19: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Popiste (slovné) jazyk
vznikly iteraci {00, 111}*.

CVICENI 2.20: Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L; je jazykem
vSech téch slov obsahujicich nejvyse jeden znak 1 a Ly je jazykem vSech téch
slov, ktera se ¢tou stejné zeptedu jako zezadu (tzv. palindromi) — tedy vSech
slov u, pro néz plati u = uf. Kterd vsechna slova jsou v primiku L; N Ly?

Poznamka: Pozor, prinik obou jazykt je nekonecny.

CVICENI 2.21: Pro¢ obecné neplati (L; N Ly) - Ly = (Ly - Ls) N (Lg - L3)?
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Kapitola 3

Konec¢né automaty a regularni
Jazyky

Cile kapitoly:

Po prostudovani této kapitoly méte dobre znat pojmy konecny auto-
mat a regularni vyraz. Mate umét navrhnout koneény automat roz-
poznéavajici dany (jednoduchy) jazyk a rovnéz popsat takovy jazyk
regularnim vyrazem. Méte zvladnout provadéni operaci s konecnymi
automaty. Dilezitym cilem je rovnéZz pochopeni pojmu nedeterminis-
mus a jeho vyuziti pii ndvrhu automatti. Mate také ziskat predstavu
o tom, pro¢ nékteré konkrétni jazyky nemohou byt rozpoznavany ko-
neénym automatem.

Klicova slova: konecné automaty, regqularni vyrazy

3.1 Motivacni priklad

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 2 hod.
Cile této casti:

45
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Na konkrétnim jednoduchém ,,programéatorském* prikladu byste meéli
nejdiive intuitivné pochopit jeden z motivacnich zdroju, ktery vcelku
prirozené vede k pojmu a navrhu kone¢ného automatu jako rozpozna-
vace jazyka. Teprve potom (v dalsich sekcich) pfistoupime k precizaci
takto ziskané intuice. Tento postup ma prispét k pochopeni obecného
faktu, Ze teoretické pojmy (v informatice a jinde) ,nepadaji z nebe“,
ale snazi se co nejpreciznéji a nejuzitecnéji zachytit a objasnit pod-
statu skute¢nych praktickych problému a prispét k jejich feSeni.

Klicova slova: wvyhleddvdni vzorku v textu
Podivejme se na nasledujici algoritmus, zapsany jako , pascalsky“ program.

procedure SEARCH (var F: file)
const length = 6 (* delka hledaneho retezce *)
const P = [ a,b,a,a,b,a ] (* hledany retezec *)
var A: array [ 1..length ] of char
begin
for i:=1 to length do
read( A[i], F ); if EOF (* end of file *) then return
endfor
while true do
if EQUAL(P,A) then ‘‘vypis misto vyskytu’’
for i:=1 to length-1 do
A[i]:=A[i+1]
endfor
read( A[length], F ); if EOF then return
endwhile
end

Procedura EQUAL je naprogramovana nasledovné

function procedure EQUAL
(var S1,82: array [ 1..length ] of char): boolean
begin
for i:=1 to length do
if not( S1[i] = S2[i] ) then return FALSE
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endfor
return TRUE
end

Programatorsky zbéhly ¢tenaf jisté neméa problémy s pochopenim uvedeného
(pseudo)kédu, byt sdm tieba programuje v jazycich jiného typu.

Kontrolni otazka: Jak byste charakterizovali ¢innost procedury SEARCH, je-li
spusténa na soubor obsahujici (dlouhou) sekvenci znakt z mnoziny {a,b} ?
(Sekvence je zakoncena specidlnim znakem, napt. < EOF >.)

Ano, jisté jste pochopili, Ze procedura vypiSe vSechny vyskyty fetézce (tedy
slova) abaaba ve vstupnim souboru. Pod vypisem si napf¥. predstavme vy-
pis pozice konce nalezeného Fetézce; tato technickd otdzka ted pro nés neni
podstatna, i kdyz u kompletniho pocitacového programu by se samoziejmé
musela také dotahnout.

7 ,programatorského hlediska“ si jisté hned vSimneme moznosti zmenseni
¢asové narocnosti uvedeného programu. Napi. provadény posun obsahu pole
A pted pre¢tenim dalsiho znaku neni jisté nejlepsi feseni. (Napada vas néco
elegantnéjsiho?) Daéle si vSimneme, Ze ¢teni z vnéjsiho souboru znak po znaku
by mohlo byt zdrojem velké ztraty ¢asu. (Pro¢?) Méli bychom si byt jisti, ze
tento problém ve skutec¢nosti tiSe fesi knihovni procedury pro ¢teni apod.;
pak se nemusime timto problémem dale zabyvat.

VZijme se ted do situace, kdy mame ze sebe vydat maximum a napsat pro-
gram, ktery je z hlediska casové narocnosti podstatné lepsi nez ta uvedena
procedura SEARCH, byt vylepSena o piimocaré programatorské napady. To je
mozné jen tehdy, jde-li tikol realizovat principialné lepsim algoritmem. Exis-
tuje takovy algoritmus?

Poznamka: Nejde ndm pochopitelné prvoradé o hledani specidlniho fetézce
abaaba, ale obecnéji o hledani vyskyti vzorku v souboru (napf. textu). Vzo-
rek abaaba nam ted slouzi jen jako maly konkrétni priklad.

Podivejme se na jiné feSeni procedury SEARCH.

procedure SEARCH1 (var F: file)
const length = 6

type state = 0 .. length

type alphabet = (a,b)
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const A: array [ state , alphabet ] of state

= [ [1,0], [1,2], [3,0], [4,2], [1,5], [6,0], [4,2] ]
var q: state
begin

q:=0

while true do

if q=6 then ‘‘vypis misto vyskytu’’
read( ch, F ); if EOF then return
q := A[ q, ch ]

endwhile

end

Bez dalsiho komentéare, tj. bez pochopeni, jak tento program vznikl, neni sa-
moziejmé vibec jasné, Ze SEARCH1 realizuje tentyz tkol jako SEARCH (tj., ze
pro stejnou vstupni sekvenci symboli a,b vyda stejny vystup). Thned ale ma-
zeme ovéfit, Ze procedura SEARCH1 pobézi jisté rychleji nez SEARCH. (Proc¢?)

Jak muzZeme dojit k oné ,zdzra¢né tabulce” (tj. dvourozmérnému poli) A
zapsané v SEARCH1 a zaroven k presvédceni, zZe je to spravné, tedy ze SEARCH1
déla to, co od ni ocekavame? Nejedna se samoziejmé o zazrak, ale o pouziti
obecné platného postupu, ktery mizeme naznacit napi. takto:

e prvoradé je diikkladné porozuméni zadani tikolu, jeho presna specifikace
(na spravné trovni abstrakce), promysleni z riznych thld, nejprve na
jednoduchych pripadech apod.,

e feseni pak (jakoby samo) vychazi z (dikladné promyslené) podstaty
ukolu, stejné jako diikaz jeho spravnosti.

Tento ideal se v nasem konkrétnim piikladu muzeme pokusit realizovat na-
sledovné. Specifikujme si nas ikol, oznaceny Uy, napi. takto:

Uy (specifikace): v dané posloupnosti znakt a, b (zakoncené spe-
cidlnim znakem), pfipravené k sekven¢nimu ¢teni, ,ohlas“ kazdy
vyskyt abaaba.

Je ziejmé, Ze budeme muset precist prvni znak posloupnosti. Pfecteni special-
niho koncového znaku bude v nasem pripadé vzdy znamenat ukonceni prace,
takze tuto moznost nebudeme déle explicitné zminovat. Kdyz je pfectenym
znakem a, je oCividné nasim zbyvajicim tkolem
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Uy (,zbytek® tukolu U, po precteni a; specifikace): v dané po-
sloupnosti (coz je nepfecteny zbytek ptivodni posloupnosti) ohlas
kazdy vyskyt abaaba, ale na zacatku také ptripadny vyskyt pre-
fixu baaba (proc?).

Ukol U; je oéividné jiny nez Uy, proto jsme jej oznadili jinak (v nasem piipadé
dalsim dosud nepouzitym indexem).

Promyslime-li si ,,zbytek® tkolu Uy, ktery mame vykonat v pripadé, ze prv-
nim znakem je b, zjistime, zZe se zbytkem posloupnosti mame vlastné udeélat
zase kol Up; neni tedy ted tfeba zavadét novy ukol (Us), protoZe jej vyfesime
(rekurzivnim) volanim Uj.

Mame tedy:

Up (realizace): precti dalsi znak;
kdyz je to a, tak (proved) Uy, kdyz je to b, tak (proved) Uy.

Jak realizujeme vyse specifikovany tkol U; 7

Precteme pochopitelné dalsi znak. Kdyz je to a, tak prvni ¢ast specifikace Uy
(ohlas kazdy vyskyt abaaba) nam uklada, ze ve zbytku mame ohlasit kazdy
vyskyt abaaba a také piipadny prefix baaba, a druhé cast specifikace U
(piipadny vyskyt prefixu baaba) ndm uz neukldda nic, protoZe prectené a
pohibilo nadéje na prefix baaba.

Kdyz je to b, tak prvni ¢ast specifikace U; (ohlas kazdy vyskyt abaaba)
nam uklada, ze ve zbytku mame ohlasit kazdy vyskyt abaaba a jinak nic,
druhé ¢ast specifikace Uy (pfipadny vyskyt prefixu baaba) nam uklada ohlasit
pripadny prefix aaba.

Takze mame

U, (realizace): precti dalsi znak;
kdyz je to a, tak (proved) Uy, kdyz je to b, tak (proved) Us

U, (specifikace): v dané (,zbyvajici“) posloupnosti ohlas kazdy
vyskyt abaaba, ale na zacatku také pripadny vyskyt prefixu aaba.
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Vsimnéme si, Ze nase realizace Uy, U; koresponduje s prvnimi dvéma radky
tabulky v SEARCH1.

CVICENI 3.1: Peclivé dokoncete konstrukei vznikajiciho ,programu® (s vza-

jemné se rekurzivné volajicimi procedurami Uy, Uy, Uy, .. .). Asi vas napadne,
ze zachycovat vznikajici strukturu miizete zaroven tabulkou i urc¢itym grafem,
ktery vas jisté prirozené napadne. (Uzly grafu jsou oznaceny Uy, Uy, Us, .. .,
k orientovanym hranam (tedy ,Sipkdm“) jsou pfipsany znaky a, b. (Udélejte
to!)

Doufejme, ze jste vystacili s ,procedurami® Uy, Uy, Us, ..., Us a Ze struktura
navrzené realizace presné koresponduje s tabulkou v SEARCH1. Specialné by
vam mélo vyjit

Us (specifikace): v dané (zbyvajici) posloupnosti ohlas kazdy
vyskyt abaaba, ale na zacatku také pripadné prefixy e, aba,
baaba.

V realizaci Ug dame pochopitelné pred prectenim dalsiho znaku povel
‘OHLAS’, nebot kazda posloupnost mé prefix ¢.

Takze vznik tabulky v SEARCH1 uz je nam jasny! Navic bychom jisté byli
schopni takovou tabulku sestrojit pro kazdy zadany vzorek (fetézec), byt
by to u delsich fetézci mohla byt docela fuska. Je uziteéné si uvédomit,

ze kazdy ,stav® Uy, Uy, Us, ..., Us si de facto ,pamatuje” jen nejdelsi sufix
dosud precteného fetézce (textu), ktery je prefixem vzorku; Uy tak odpovida
slovu e, Uy slovu a, U; slovu ab, ..., Ug slovu abaaba.

Poznamka: Pozdéji se k problému vratime a uvidime, ze tvorba takovych
tabulek k zadanym vzorktm se da zalgoritmizovat (a tedy naprogramovat).

Vsimnéme si, ze na realizaci naseho tkolu Uy se da hledét jako na ¢teni zadané
posloupnosti znaki (tedy zadaného slova) zleva doprava, pfi¢emz pied pre-
¢tenim dalsitho symbolu vzdy blikne ,zelené svétlo®, jestlize dosud prectené
slovo (tedy dosud precteny prefix zadané posloupnosti) spliiuje podminku

,mam sufix abaaba“,

a blikne ,Cervené svétlo“, jestlize dosud precteny prefix tuto podminku ne-
splnuje.
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Zkusme ted jesté navrhnout podobnou tabulku pro pfipad, kdy ¢teme soubor
(tedy slovo) obsahujici znaky 0,1 a mame tentokrat (zelenym svétlem) ohlasit
vsechny prefixy, které splnuji podminku

,obsahuji podslovo 010 nebo #1 ve mné je sudy“.

Zde vyrazem #1 oznacujeme pocet vyskyti znaku 1; ,nebo“ myslime pocho-
pitelné v nevylucovacim smyslu (tedy obé podminky mohou platit soucasné).

Specifikovany tkol si tentokrat oznacme ¢y a vSimnéme si, ze realizace qq
bude zac¢inat povelem OHLAS (pro¢?).

Jisté nas jiz napadlo, ze komplikované vyjadiovani ,ikol, ktery mame vy-
konat ve zbytku, kdyz pii plnéni tkolu ¢ pfecteme a“ je vhodné nahradit
dohodnutou stru¢nou notaci, napf. é(g, a).

Co je tedy v nasem konkrétnim pripadé d(go,0) ? Jisté snadno piijdeme na
to, ze

d(qo, 0) (specifikace): ohlas (ve zbytku k ptecteni) vSechny prefixy,
které obsahuji 010 nebo zacinaji 10 nebo #1 je v nich sudy.

Tento kol je o¢ividné jiny nez qq, oznacime jej proto ¢;; mame tedy §(qo, 0) =
q-

Vsimnéme si, ze kazdy tkol (ktery vznikd pii naSich nynéjsich tvahach) je
typu

»ohlas (ve zbylé posloupnosti) vSechny prefixy, které spliuji jistou
podminku“

Proto se nabizi zjednoduseni znaceni i pii specifikaci jednotlivych tikolt. Ukol
q zaddme prosté vhodnym popisem mnoziny téch slov (potencidlnich prefixii
posloupnosti zbyvajici k pfecteni), které spliiuji onu podminku. Oznacme
takovou mnozinu

LtoAcc )

q

Je to tedy jazyk (tj. mnozina) obsahujici pravé ta slova, po jejichz prec¢teni
mame zasvitit zelené, plnime-li tikol ¢. Piecteni takového slova ma vést k
,ohlaseni“; fikame také, ze slovo je ,prijato“, ,vede k prijeti“ (anglicky ,to
Acceptance”) — odtud je pouzité zkratka.

V nasem prikladu tedy mame
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Licdee — {w € {0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo |w]; je
sudé ¢islo }

LioAe = {4 € {0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo mé prefix
10 nebo |w|; je sudé ¢islo }

(Pfipominame, Ze |w|; oznacuje pocet vyskytt znaku 1 ve w.)

Podivejme se ted na tikol d(qy, 1); specifikace tikolu vlastné znamené vhodnou

charakterizaci jazyka Lg?‘;ofcl). Jisté rychle zjistime, ze

Lg‘@%ﬁ) = {w € {0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo |w|; je
liché ¢islo }

coZ je jisté jing jazyk (tkol) nez LioAe, LloAc (pro¢?). Takze zavedeme novy
tkol ¢y a definujeme §(qp,1) = ¢z a

LZ‘;ACC = {w € {0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo |wl|; je
liché ¢islo }

Poznamka: Je uziteCné si vSimnout, Ze naSe ¢innost se da charakterizovat
jako uréita konstrukce jednoduchych kvocientt jazyku. (Kvocient je ta ,slo-
i s . i Tws ¥ toAcc v .
7ita“ jazykova operace zminéna diive.) Napt. popsat L 5l0.1) vlastné znamend

popsat 1\Lf1‘;ACC. Pozdéji se k tomu jesté vratime.

Celkové vytvarené schéma (funkci §) pochopitelné miuzeme zase zadat tabul-
kou a grafem. Zatim jsme vytvorili nasledujici fragment tabulky:

011
—qo | 91 | 92
(—ql

q2

Vstupni Sipkou — jsme oznadili onen vychozi (poc¢atecni) kol (fikejme také
,stav®), vystupnimi Sipkami «— oznacujeme stavy, které zacinaji ,,ohldSenim“
(zelenym svétlem) — fikdme jim také ,pfijimajici stavy®. Jak vidime, poca-
tec¢ni stav muze byt také prijimajici a prijimajicich stavi mize byt obecné
vice nez jen jeden.
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Kontrolni otdzka: Proc je ¢, pfijimajici a g ne?

Ano, mate pravdu, jisté jste si uvédomili, Ze ¢ je prijimajici pravé tehdy, kdyz
€€ LZOACC (tedy kdyz prazdné slovo spliiuje ptislusnou podminku).
CvVICENI 3.2: Dokoncete vySe zapocatou tabulku. PopiSte pfitom peclivé

vSechny jazyky LZ‘ZACC pro ¢ = 0,1,2,.... Zkuste pritom predem odhadnout
pocet stavu (fadka tabulky), které budete potfebovat.

CVICENT 3.3: Vratte se jesté k tkolu Uy, kde
LgAe = {w € {a,b}* | w m4 sufix abaaba }

Definujte piesné jazyky LigAcc, LigAce . Lo« (Varovéani: napf. L9 se
nerovna jazyku { w € {a,b}* | w ma sufix abaaba nebo prefix baaba }; proc?)

Shrnuti: Tak, a je to! Ted uz intuitivné vime, co je to kone¢ny automat
rozpoznavajici jazyk (no prece ta ,tabulka“, kterd urcuje, kterd slova jsou
ptijata a kterd ne). Ted uz nds v néasledujici ¢asti matematickd notace ne-
zastrasi; jisté pochopime, Ze je to ,jen“ formalizace, tedy zpiesnéni, toho, o
¢em uz prvotni predstavu mame.

3.2 Konecéné automaty jako rozpoznavace ja-
zykt

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 2 hod.
Cile této casti:

Cilem je zvladnuti presné definice a dikladné pochopeni pojmu konec-
ného automatu jako ,prijimace slov“, dale pak prohloubeni schopnosti
konstrukce jednoduchych automati. Zacneme ovSem naznakem obec-
néjsiho modelovani systémi, ktery ma prispét k pochopeni faktu, Ze
pojem koneéného automatu (¢ kone¢ného prechodového systému) ma
i dalsi motivacéni zdroje.
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ZA PRED
PRED-I-ZA ZA
NIKDE PRED PRED-I-ZA
m
NIKDE

Obrazek 3.1:

Klicova slova: (deterministicky) konecny automat

Zacneme nejdiive trochu obecnéji, at alesporni naznacime, Ze pojem konecného
automatu (¢ konecného prechodového systému) se neobjevuje jen v souvis-
lostech prijimani slov néjakého jazyka.

Koneéngm automatem obecné rozumime systém (¢i model systému), ktery
muze nabyvat koneéné mnoho (obvykle ne ,pfili§ mnoho*) stavi. Aktuélni
stav se méni na zékladé vnéjsiho podnétu (moznych podnétt také neni , pFilis
mnoho®) s tim, Ze pro dany stav a dany podnét je jednozna¢né urceno, jaky
stav bude nasledujici (tj. do jakého stavu systém piejde). Konkrétni koneény
automat se Casto zadava diagramem, ktery také nazyvame stavovy diagram
¢ graf automatu. Jind moznost zadani je tabulkou, kterd je sice ponékud

automaty mize byt i prehlednéjsi.

Priklad: Diagram na Obrazku 3.1 je popisem jednoduchého automatu fidi-
ciho vstupni dvere do supermarketu. Dvefe nejsou posuvné, ale otviraji se
dovniti. Proto se nemohou otvirat ani zavirat, kdyz za nimi né€kdo stoji.

Automat muze byt ve dvou stavech (Zavifeno, Otevieno) a podnétem (napf.
snimanym v pravidelnych kratkych intervalech) je informace, na které z pod-
lozek (ptfed dvefmi, za dvefmi) se nékdo nachazi. Kromé (pro nase oko pfe-
hledného) diagramu lze tutéz informaci sdélit tabulkou na Obrazku 3.2.

CVICENI 3.4: (nepovinné) Popiste slovné néjaky jednoduchy automat na

mince, ktery je schopen vydat ¢aj nebo kavu dle volby, a pak jej modelujte
stavovym diagramem (grafem automatu).
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PRED ZA PRED-I-ZA NIKDE

ZAVRENO OTEVRENO | ZAVRENO ZAVRENO | ZAVRENO

OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO

Obrazek 3.2:

Po tomto elementarnim prikladu modelovani systému se uz vratime k chapani
konecného automatu predevsim jako rozpozndvace jazyka, tedy ,zafizeni®
k prfijimani vybranych slov v dané abecedé. Jiz vime, Ze k tomu je také
potfeba vymezit pocatecni stav a prijimajici stavy. Formalizujme nyni nase
intuitivni pojmy v jazyce matematiky:.

Poznamka: Ctenafi, kterému jesté neni jasné, k ¢emu je formalizace dobra,
snad ted postac¢i odpovéd, Ze je to dobré prfinejmensim jako struéné a jedno-
zna¢né znaceni. (Pozdé&ji snad oceni uzite¢nost vhodné matematické forma-
lizace hloubéji.)

Definice 3.1
Koneény automat (zkrdcené KA) je dan uspofddanou pétici A =
(Q7Z757 QO7F)7 kde

— (@ je kone¢na neprazdnd mnozina stawvii,
— 3 je kone¢na neprazdnd mnozina zvand (vstupni) abeceda,

0:Q x X — Q je prechodovd funkce,

— qo € Q je pocdtecni (inicidlni) stav a

F C @ je mnozina prijimagicich (koncovych) stawvi.

V zasadé nas nic neptfekvapuje, vyjadiuje to pfesné nase diivejsi intuitivni
porozuméni. Vyznam zapisu 6(q,a) (kde ¢ € @, a € X) je nam taky jasny;
jen jsme si ujasnili, ze nam znama tabulka ¢i graf se vlastné matematicky
dé chapat jako funkce, kterd danému stavu (,ikolu“) ¢ a znaku a piitadi
nésledujici stav. Defini¢nim oborem funkce § je tedy mnozina {(q,a) | ¢ €
Q,a € X}, tj. kartézsky soucin () x 3; oborem hodnot je (). Neptekvapilo
nas ani, ze a¢ pocatecni stav je jen jeden, pfijimajicich stavii mtuze byt vice.

Poznamka: Vidime, Ze definice umoziuje i F' = () ; jak ¢tenAr jisté ocekava,
takovy automat nepfijme zadné slovo a jim rozpoznavany jazyk bude tedy (.
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Grafem automatu (neboli stavovym diagramem) rozumime orientovany ohod-
noceny graf, ve kterém

— vrcholy jsou stavy automatu, tj. prvky mnoziny @),

— pocatecni stav (qo) je vyznacen prichozi Sipkou a koncové stavy (prvky
F) dvojitym krouzkem (¢ alternativné vychozi Sipkou)

— hrana z ¢ do ¢’ je oznacend vyctem vSech pismen abecedy, které stav ¢
prevadéji na ¢, tj. vyctem prvka mnoziny {a € ¥ | (q,a) = ¢'}.
Hrany nekreslime pro dvojice vrchold mezi kterymi neni pifechod pro zadné

pismeno abecedy. Pokud se z vrcholu ¢ prechazi zpét do ¢, kresli se smycka.

Priklad: Podivejme se na ukazku grafu jednoduchého tristavového automatu:

Graf reprezentuje automat A = (Q,%,6,q, F), kde Q@ = {1,2,3}, ¥ =
{a,b,c}, @@ = 1, F = {3} a pro prechodovou funkci plati napiiklad
0(1,a) = 6(1,¢) = 2, 0(2,¢) = 2, 6(2,b) = 1, atd. Pokud na vstupu au-
tomatu bude slovo ,accaab“, stane se nasledujici: Automat zacne v 1, prejde
¢tenim a do 2, pak ¢tenim c¢ dvakrat zlstava v 2, ¢tenim a prejde do 3
(kde ,,0hlasi* pfijeti dosud precteného prefixu ,acca“), ¢tenim (dalsiho) a se
vrati do stavu 1 a pak ¢tenim b prejde do stavu 3, kde ohlasi prijeti dosud
precteného prefixu, coz je v nasem piipadé jiz celé vstupni slovo.

Prechodovou tabulkou automatu rozumime tabulku s fadky oznacenymi stavy
automatu a sloupci oznacenymi symboly abecedy, ve které policko na radku
q a sloupci a udava stav 6(q, a). PoCatecni stav je znaceny vstupni Sipkou —
a prijimajici stav vystupni Sipkou < nebo krouzkem kolem cisla stavu.
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fidici
q0 jednotka

Obrazek 3.3:

Priklad: Naptiklad vyse zakresleny automat ma prechodovou tabulku:

—1

(N}
= WiIN| R
|| Wl
NN O

—3

Jesté jednou si popisme ¢innost konecného automatu. Nyni si ale predstavme,
ze nevidime ,stieva® (tedy nevidime ani graf ani tabulku ani nic jiného popi-
sujiciho pfechodovou funkci 4), ale jsme v pozici vnéjsiho pozorovatele. Jsme
tedy v situaci znédzornéné na obrazku 3.3. Vidime 7idici jednotku (pro nas je
to ted Cerna skiinika napf. s nékolika-bitovou paméti), kterd je cteci hlavou
spojena se (vstupni) pdskou, na niz je zapsano slovo — zleva doprava jsou
v jednotlivych burnkéach pasky ulozena pismena daného slova.

Na zacatku je ridici jednotka v pocatecnim stavu a hlava je pripojena k nejle-
véjsimu policku pasky. Cinnost automatu, zvana vypocet, pak probiha v kro-
cich: v kazdém kroku je pfecten symbol (hlava se po pfecteni posune o jedno
policko doprava) a Fidici jednotka se nastavi do stavu uréeného aktualnim
stavem a prectenym symbolem (pfechodové funkce je implementovana v ¥i-
dici jednotce).

Je mozné si také predstavit, Ze na Fidici jednotce je (zelené) ,svétélko“ sig-
nalizujici navenek, zda aktuélni stav je ¢i neni pfijimajici (¢ili ,zvenku® roz-
lisujeme u ¥idici jednotky jen dva stavy — pfijima/nepiijima).
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Pojem prijimanit slova je nam uz jisté zcela jasny. A co to je jazyk prijimany,
fikdme také rozpozndvany, danym automatem A 7 Samoziejmé je to mnozina
téch slov, ktera jsou automatem A prijimana. I kdyz jsou tyto pojmy jasné,
vyplati se zavést pro né jesté strucné definice, 1épe feceno znaceni.

Znaceni: Mame-li dan automat A = (Q, %, §, qo, F'), budeme zapisem
q—4q

oznacovat fakt, Ze automat A ze stavu ¢ prejde prec¢tenim slova w do stavu ¢'.
Pokud by mohlo dojit k nedorozuméni, miizeme psat podrobnéji ¢ — 4 ¢/,
aby bylo zfejmé, Ze se odkazujeme k automatu A.
Zapisem

¢ — Q'
pro @' C @ (napt. Q' = F') oznacujeme fakt, Ze existuje ¢’ € Q' takové, ze
q — ¢ (tedy ze A ptejde z q prectenim w do néjakého stavu v Q').

Matematickd pozndmka (moZno preskocit): Zavedené znaceni ¢ — ¢/, pro
automat A = (Q, X%, 9, qo, I'), je tak nazorné, ze snad neni tfeba nic doda-
vat. Kdybychom chtéli definovat detailné matematicky, mohli bychom podat
nasledujici induktivni definici (indukce je vedena podle délky slova):

1. ¢ N q,
2. kdy% 0(q,a) = ¢, tak ¢ — ¢/,

3. kdyz ¢ == ¢ a ¢ = ¢", tak ¢ — ¢".

Pfipometime, 7e v grafu automatu odpovida vypoctu ¢ — ¢’ piirozenym
zpusobem jisty sled (posloupnost hran) z ¢ do ¢'. Je-li w = aqas ... a,, pak
na ¢-té hrané onoho sledu je pismeno a;, pro ¢ = 1,2,...,n. Tento sled sa-
moziejmé muze ruzné cyklit a opakovat hrany i stavy.

A ted uz strucné definice pfijimani slov a jazyku:

Definice 3.2

Méjme kone¢ny automat A = (Q, 3, 0, qo, F).

Slovo w € ¥* je piijimdno automatem A, jestlize gy — F.

Jazykem rozpozndvangm (prijimanym) automatem A rozumime jazyk

L(A) = {w € ¥* | slovo w je pfijimdno A} = {w € ¥* | ¢p — F}.
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Osvézme se ted po téch definicich sestrojenim malého automatu s jednozna-
kovou abecedou:

RESENY PRIKLAD 3.1: Navrhnéme automat rozpoznavajici jazyk

L ={w € {a}* | w ma sudou délku }.

Reseni: Zavedeme samozfejmé pocatecni stav, oznacme jej tfeba qo; jeho
yakolem“ je L, tedy LEZACC = L; to znamena, Ze prave slova z L maji automat
prevést z gy do nékterého z prijimajicich stavi. Jelikoz v L je i prazdné slovo
g, bude qq také pfijimajici.

Co je a\L, tedy kam m4 automat pfejit z gy po precteni a ? Je zfejmé, Ze

a\L = {w € {a}* | w mé& lichou délku },

coz je jiny jazyk nez L. Zavedeme tedy dalsi stav ¢, jehoz ,ikolem“ LZ(;ACC

je
Ly =a\L = {w € {a}* | w ma lichou délku }.

JelikoZ € & L1, tak ¢; neni ptijimajici. A protoze vidime a\L; = L, dokon¢ime
graf automatu takto:

@)

Rikate, ze pocitat paritu délky dosud precteného slova (tzn. pfepinat se mezi
stavem ,,qo. ..sudd délka“ a ,q...licha délka“) vas napadlo hned, bez pie-
mysleni o kvocientech? Vyborné, pak je alespon uzite¢né si uvédomit, ze s
kvocienty jste stejné nutné pracovali alesponn podvédomé. Je to dobra ,za-
loha® pro pripad, kdyz si hned nevime rady ¢i si nejsme jisti.

CVICENI 3.5: Chépejme Obrazek 3.4 jako popis konecného automatu A =
(Q,%,6,q, F). Vypiste primgm vyctem hodnoty vSech ¢leni pétice A. Pak
porovnejte s Obrazkem 3.5.

Vypiste si 10 nejkratsich slov, ktera automat piijima.

Charakterizujte jazyk pfijimany timto automatem (pfesnou) podminkou,
kterou spliuji jeho slova.
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0 1
o ()
1 0
(@) ——@— )
prijima: nepiijima:
1101,010101,. .. 0110,0010,. ..

Obrézek 3.4:
A= (Qa Za 57 qi, F)7 kde

Q = {Q17Q27(J3} 5((1170) =, 5((1171) = {2,
¥ = {0,1} 6(q2,0) = g3, 0(q2,1) = g,
F = {Q2} 5((]37 O) = {2, 5(Q37 1) = {42

Obréazek 3.5:

Poznamka: Vystizné charakterizovat jazyk pfijimany zadanym automa-
tem muze byt obecné tézky problém — je to jako snazit se poznat, co déla
zadany program, ktery neni fadné strukturovany ani dobfe okomentovany. S
automatem na obrazku 3.4 jste ovSem jisté velké problémy neméli.

Na z4veér této casti jesté sami sestrojte automat pro nasledujici jazyk. Reseni
zde neni uvedeno, sami se peclivé presvédcte, ze vas automat plni dany tkol.
CVICENT 3.6: Navrhnéte konecény automat piijimajici jazyk

L ={w € {0,1}* | za kazdym podslovem 11 ve w ihned nasleduje 0}.

(Upozornéni: Uvédomte si, ze podminka je automaticky splnéna pro kazdé
slovo neobsahujici podslovo 11 !)

Pokud tak nebudete postupovat jiz pii konstrukci, tak alespon dodatecné
popiste vSechny navzajem rtzné jazyky mezi kvocienty

e\L, O\L, 1\L, 00\ L, 01\ L, 10\ L, 11\L, 000\L, . ..

Shrnuti: TakZe pojmu kone¢ného automatu jako rozpoznivace jazyka uz
velmi dobre rozumime a umime jej i pfesné definovat. Navic uz mame zku-
Senost s vlastni konstrukci automattt pro konkrétni (jednoduché) jazyky a
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uvédomujeme si (oteviené ¢i tise provadénou) praci s kvocienty jazykiu, ktera
je v pozadi téchto konstrukci.

3.3 Modularni navrh koneénych automatu

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 1 hod.
Cile této casti:

Zde si mate promyslet a zvladnout nékolik prfimocarych zpusobt,

vvvvvv

Presnéji feceno, méate pochopit, ze konstruovat automat pro jazyk, je-
hoz slova jsou charakterizovana booleovskou kombinaci jednoduchych
podminek, lze tak, zZe zkonstruujeme automaty pro jazyky dané onémi
jednoduchymi podminkami a pak z nich jiz mechanicky (algoritmicky)
vytvofime vysledny automat konstrukcemi kopirujicimi onu booleov-
skou kombinaci.

Kli¢ova slova: konecné automaty, operace na jazycich, sjednoceni a prinik
jazyku, doplnék jazyka

Prestoze zname urcity navod k sestrojeni konecného automatu pro zadany ja-
zyk (postupnou charakterizaci kvocientt jazyka podle delsich a delsich slov),
jednéa se porad o tviréi ¢innost, kterou neni mozné uplné algoritmizovat.
Uvidime ale, ze existuji mnohé algoritmické postupy, které nasi praci vy-
razné usnadni.

Zacneme ilustraci toho, jak lze vyhodné pouzit obecny modularni postup; pri
(,moduly*), které lze vytesit jednoduseji a z jejichz Feseni 1ze feseni celkového
problému (snadno) slozit.

Mozné, ze ¢tenafe néco takového jiz napadlo, kdyz jsme v ¢asti 3.1 konstru-
ovali automat pro jazyk

L ={we{0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo |w|; je sudé }.



62 Kapitola 3. Konecné automaty a reguldrni jazyky

Obréazek 3.6:

Nabizi se zde myslenka sestrojit automaty pro jazyky L; = {w € {0,1}* |
w obsahuje podslovo 010 } a Ly = {w € {0,1}* | |w|; je sudé } a pak z nich
néjak vhodné vytvorit ,kombinovany“ automat pro jazyk L = Ly U Lo.

My se nad touto kombinaci zamyslime nejdfive na jiném prikladu. Uvazujme
jazyk

L ={w e {0,1}* | pocet nul ve w je délitelny dvéma nebo pocet jednicek je
délitelny tfemi }.

Tedy L = Ly U Lo, kde

Ly = {w € {0,1}* | |w]|o je délitelné 2},

Ly = {w € {0,1}* | |w|; je délitelné 3}.

Na Obrazku 3.6 jsou znazornény automaty rozpoznavajici jazyky L; a Ls.

Jak zjistime, zda dané slovo patifi do L(A;) U L(Ay) ? Prosté je nechame
zpracovat (predist) obéma automattim A;, Ay a podivame se, zda alespon
jeden z nich skoncil v prijimajicim stavu. OvSem tuto nasi ¢innost muze
oCividné provadét i jisty (vétsi) konecény automat A, ktery soubézné realizuje
vypocty obou (mensich) vychozich automatt. Vnéjsi pohled na onen automat
je znézornén na obrazku 3.7.

Kontrolni otdzka: Je vam uz jasné, co jsou stavy automatu A, co je jeho
pocatecni stav, co jsou jeho prijimajici stavy, a jak vypada jeho prechodova
funkce? Zkuste se nejdiive sami zamyslet, nez se podivate déle.
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RJ A, i

RJ A,

Obrézek 3.7:

Obréazek 3.8 znazornuje ,stieva® A (tedy stavovy diagram). Mél by vyjadfo-
vat to, co jste jiz sami pochopili.

Poznamka: Zptsob rozmisténi stavii A na obrazku 3.8 neni ndhodny, ale
snazi se jadro myslenky i pfehledné ,vizualizovat®. Kazdy fadek odpovida
jednomu stavu automatu A; a obsahuje kopii stavové mnoziny A, kazdy slou-
pec odpovida jednomu stavu automatu A, a obsahuje kopii stavové mnoziny

Ay
Dtlezité je, ze uvedeny postup lze piimocare zobecnit pro jakékoli automaty.

Kontrolni otdzka: Jak byste tedy popsali algoritmus, ktery k libovolnym
zadanym automatim A;, A, sestroji automat A tak, ze L(A) = L(A;) U
L(A3) ? A% si to promyslite, podivejte se dale na to, jak strucné a jasné tento
postup sdéluje matematicka notace v ditkazu nasledujici véty.

Véta 3.3
Existuje algoritmus, ktery k libovolnym zadanym automatim Ay, Ay sestroji

automat A tak, ze L(A) = L(A;) U L(As).

Ditkaz: Necht Ay = (Q1,%, 01, o1, F1), A2 = (Q2, X, 02, qoz, F2).
Zkonstruujme automat A = (Q, X%, d, qo, F') tak, zZe

o Q=Q1 X Qs
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Obréazek 3.8:

* 0((q1,¢2), @) = (01(q1, ), 02(q2, @) ) pro v8. 1 € Q1, @2 € o, a € X,

® gJo = (QO1>QO2)7

° F:(F1 XQQ)U(Ql XFQ).

Je oc¢ividné (detailné lze ukdzat napf. indukci podle délky w), Ze pro vs.
0. ¢) € Qu, g2, € Q2 aw € X7 plat

(1, 02) ——a (¢),3) = (@1 —a, @) A (g —— 2, &)

Tedy automat A prejde ze stavu (g1, ¢2) prectenim slova w do stavu, jez je
dvojici, ktera je tvofena stavem, do néhoz prejde A; ze stavu ¢; prectenim
slova w, a stavem, do néhoz piejde A, ze stavu go prectenim slova w.

7 tohg plyne, ze L(A)w: {w | (qo1, 902) — 4 (F1 X Q2) U (Qr x I2)} = {w |
(g1 — 4, F1) V (qo2 — 4, F5)}; méme tedy L(A) = L(A;) U L(Ay). O

Kontrolni otdzka: Umite pfed dalsim ¢tenim zodpovédét, jak byste dikaz
véty 3.3 pro sjednoceni upravili u analogické véty pro prinik?

Véta 3.4
Existuje algoritmus, ktery k libovolnym zadanym automatim Ay, Ay sestroji
automat A tak, ze L(A) = L(A;) N L(As).

(Népovéda: F = (F| X Fy))
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Kontrolni otazka: Jak k danému automatu A sestrojite automat A’ pfijima-
jici pravé ta slova (v abecedé automatu A), kterd A nepfijima? (Tedy L(A’)
je doplnék jazyka L(A).)

Ano, spravné, prosté v A prohodime pfijimajici a nepfijimajici stavy, ¢imz

vznikne A'. (Je-li A = (Q, %, 0, qo, F), pak A" = (Q, 3,0, qo, Q—F).)

Takze muzeme vyvodit:

Véta 3.5
K libovolné booleovské kombinaci BK(Ly, Lo, ..., Ly,) jazyka Ly, Lo, ..., L, C
¥* reprezentovanych automaty Ai,As,..., A, (tedy L; = L(A;) pro

i = 1,2,...,n) Ize (algoritmicky) sestrojit automat A tak, ze L(A) =
BK(Ly, L, . . ., Ln).

Kontrolni otdzka: Plyne z predchozi véty existence algoritmu, ktery k auto-
matim A;, Ay sestroji automat A tak, ze L(A) = L(A;) — L(A3) 7

Ano, protoze L; — Ly = L; N Ly. (Jak byste tedy takovy A konkrétné sestro-
jili?)

CVICENTI 3.7: Vrafte se k piikladu z ¢asti 3.1, kde jsme konstruovali automat
pro jazyk

L ={we {0,1}* | w obsahuje podslovo 010 nebo |w|; je sudé }.

Vytvorte nyni automat modularni konstrukei a porovnejte s tim, ktery jste
tehdy konstruovali pfimo. Maji oba automaty stejny pocet stavi? (Pokud
ne, zkuste se zamyslet nad tim, pro¢. Pozdéji se k tomu vratime.)

Shrnuti: TakZe uZ je nam jasné, ze automat pro jazyk, jeho# slova jsou
charakterizovana podminkou, ktera je sloZena z jednodussich podminek logic-
kymi spojkami, nemusime namahavé konstruovat pfimo, ale miizeme pouzit
modularni ptistup. Algoritmy pro ,zkombinovani“ malych automatt bychom
pritom mohli naprogramovat, coz by nas zbavilo spousty rutinni prace.

3.4 Dosazitelné stavy, normovany tvar

Orientadni ¢as ke studiu této éasti: 1 hod.
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Cile této casti:

Mate si uvédomit, ze v automatech mohou byt (zbytecné) stavy, které
nejsou dosazitelné z pocatecniho stavu. Pfi navrhu automatd se ta-
kové stavy mohou objevit napf. rutinnim uzitim modularniho postupu.
Mate zvladnout algoritmus odstranéni takovych stavi a pochopit sou-
vislost s uziteénym pojmem normovaného tvaru automatu.

Kli¢ova slova: dosaZitelné a nedosazitelné stavy automatu, normovany tvar
automatu

Neni tézké si uvédomit, ze jeden a tentyz jazyk mtze byt rozpoznavan vice
automaty.

Kontrolni otdzka: Umite zdivodnit, pro¢ ke kazdému koneénému automatu
A existuje nekonené mnoho kone¢nych automatt rozpoznavajicich L(A) 7

Automaty rozpoznavajici tentyz jazyk plni z naseho hlediska tentyz tkol; v
tomto smyslu o nich budeme mluvit jako o ekvivalentnich:

Definice 3.6
Dva kone¢né automaty A;, Ay jsou (jazykové) ekvivalentni, jestlize pfijimaji
shodné jazyky, tedy jestlize plati L(A;) = L(As).

Jedna z trividlnich moZnosti, jak k automatu A vyrobit jiny A’ ekvivalentni
s A je pridat k A nedosazitelny stav.

Definice 3.7

Rikdme, 7e stav ¢ automatu A = (Q, 3,6, qo, F) je dosaZitelny slovem w,
jestlize gy —— q. Stav ¢ je dosaZitelny, jestlize je dosazitelny néjakym slovem.
(Jedné se tedy o prostou dosazitelnost stavu ¢ ze stavu gy v grafu automatu.)

Nedosazitelnymi stavy (coz jsou pochopitelné ty stavy, které nejsou dosa-
zitelné) nemuze tedy projit zadny vypocet zacinajici v pocCateénim stavu.
Proto nedosazitelné stavy nemaji vliv na pfijimany jazyk (a je samoziejmé
lhostejné, zda tyto stavy jsou ¢ nejsou pfijimajici); pfidavanim ¢ odstra-
novanim takovych stavii u automatu A dostavame automaty ekvivalentni

s A.

7 praktického hlediska jsou tedy nedosazitelné stavy zbytecné a je dobré umeét
se jich zbavovat. Nez si ukazeme, jak na to, zamysleme se na chvili, jak se
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vlastné mohou nedosazitelné stavy objevit i v rozumné navrzeném automatu.
K tomu si zkuste zodpovédét napi. nasledujici otazku.

Kontrolni otdzka: Uvazujme jazyk

L = {w € {a,b}* | w zacina znakem a a kon¢i b nebo w za¢ind znakem b a
kon¢i a}.

Zamyslete se nad konstrukci automatu pro L pouzitim modularni konstrukce
pro sjednoceni jazykta. Napada vas priklad stavu (tedy prislusné dvojice) ve
vysledném automatu, ktery je nedosazitelny?

Poté, co jsme odhalili alespon jeden zdroj vzniku nedosazitelnych stavii v na-
vrhu automatu, podivame se na moznost mechanického (tedy algoritmického)
odstranéni takovych zbytecnych stavii. Zminka o dosazitelnosti v grafu auto-
matu uz mozna evokovala v ¢tenaroveé mysli pifimocary algoritmus nalézajici
vSechny dosazitelné (a tim padem i v8echny nedosazitelné) stavy v zadaném
automatu.

My si ten algoritmus (tedy variantu prohledavani grafu do Sifky) p¥ipome-
neme ve formé, ktera nejenom zjisti vSechny dosazitelné stavy, ale také auto-
mat prevede do tzv. normovaného tvaru. Algoritmus popiSeme a predvedeme
na konkrétnim prikladu.

Metoda 3.8
Prevod konecného automatu do normovaného tvaru

je realizovan nasledujicim algoritmem (ktery zjisti vSechny dosazitelné stavy
a ty systematicky setadi, tedy ocisluje).

Nejprve predpokladame abecedu {a, b}, pak zobecnime.

e Na zacatku jsou vSechny stavy ,neoznacCené“ a ,nezpracované“.
e Pocatecni stav oznacime 1.

e Dale zjistime stav ¢, do néhoz automat prejde ze stavu 1 symbolem a;
kdyz g neni oznacen, oznacime jej 2.

e Pak zjistime stav ¢, do n€hoz automat piejde ze stavu 1 symbolem b;
kdyZ ¢ neni dosud oznacen, oznacime jej nejmensim dosud nepouzitym
C¢islem.

e Takto jsme zpracovali stav 1, pokracujeme ted zpracovanim stavu 2
atd. .., az budou vSechny oznacené stavy zpracovany.
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Mizete se rovnou podivat na nasledujici feSeny piiklad, a pak se teprve
vratit k nésledujicimu obecnéjsimu popisu. V ném se predpokladd obecna
abeceda ¥ = {aq,aq,...,an,}, jejiz prvky jsou (plné) usporddany; napf.
a; < ag < ...< Q-

e Na zacatku jsou vSechny stavy ,neoznacené“ a ,nezpracované“.
e Pocatecni stav oznacime cislem 1.

e Dokud nejsou vSechny oznacené stavy zpracované, opakujeme tuto ¢in-
nost:

— Vezmeme nejnizsim ¢islem oznaceny nezpracovany stav q.

— Postupné pro j = 1,2,..., m délame toto:
jestlize stav ¢/, pro n&jz plati ¢ — ¢/, neni oznaden,
oznac¢ime ho nejmensim dosud nepouzitym cislem.

— Stav ¢ prohlasime za zpracovangy.

e Zbyly-li neoznacené stavy (ty jsou nedosazitelné), odstranime je. (Stavy
odstranime samoziejmé spolu se ,Sipkami* z nich vychéazejicimi. Proc
nemtze ve zbylém grafu automatu ztstat ,viset® néjaka Sipka bez
cile?).

RESENY PRIKLAD 3.2: Nasledujici automat pievedte do normovaného
tvaru.

b a b a,b

a,b

Reseni: Podle Metody 3.8 oznacime stav q; ¢islem 1; stav q; je ted jediny
oznaceny stav, ktery je dosud nezpracovany. Znakem a z ¢; prejdeme do
dosud neoznaceného stavu ¢q, ktery tedy oznacime cislem 2. Znakem b z ¢
zustaneme v jiz oznaceném stavu ¢;. Tim jsme zpracovali ¢;.

Ted zpracujeme ¢, jelikoZ je oznacenym dosud nezpracovanym stavem s
nejmensim piitazenym cislem. Znakem a prejdeme z ¢y do stavu q4, ktery
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neni oznacen, a kterému tedy pfiradime nejmensi dosud nepouzité ¢islo, tj. 3;
znakem b piejdeme z ¢ do (neoznaceného) stavu gs, ktery oznacime ¢islem 4.
Tim jsme zpracovali 5.

Ted je na fadé ke zpracovani stav ¢4, jelikoz mezi ozna¢enymi dosud nezpra-
covanymi stavy méa nejmensi prifazené ¢islo. Z ¢4 se pres a dostaneme do jiz
oznaceného stavu ¢3 a pres b do neoznaceného stavu gg, ktery tak dostane
¢islo 5.

Dalsi ke zpracovani je g3 (oznaceny ¢islem 4); u néj oba prechody vedou do jiz
oznaceného stavu, takze jeho zpracovani nova oznaceni neptinese. Totéz plati
pro stav gg (oznaceny ¢islem 5). Po jeho zpracovani tedy jiz zadny oznaceny
nezpracovany stav nezbyva, takze konstrukce konci.

Stavy, které viitbec nebyly oznaceny, jsou nedosazitelné; v nasem piipadé se
jedné pouze o stav g5. Vysledny normovany tvar automatu je tedy tento:

Je jisté jasné, ze kdyz mluvime o normovaném tvaru, nemame na mysli zpi-
sob nakresleni grafu automatu, ale jen ocislovani jeho stavi. Kdyz v odpo-
vidajici tabulce automatu sefadime rfadky podle vzristajicich ¢isel stavi, je
jeji tvar jednoznacny. U naseho pfikladu tak dostavame nasledujici tabulku.

a b
—1]12 1
213 4
«—314 5
«— 415 5
515 5

Shriime ted naSe poznatky.
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Tvrzent 3.9

Existuje algoritmus, ktery v daném konecném automatu A zjisti vSechny do-
sazitelné stavy; odstranénim nedosazitelnych stavii vznikne z A jemu ekvi-
valentni automat A’, v némz je jiz kazdy stav dosazitelny.

Matematickd pozndmka: Je-li u automatu A = (Q, %, 6, qo, F') mnozinou do-
sazitelnych stavi D C @), pak automat vznikly z A odstranénim nedosazitel-
nych stavi je A’ = (D, %, 8, qo, F N D), kde 0’ je restrikei (zZenim) funkce
0 na defini¢éni obor D x ¥; hodnoty funkce ¢’ jsou jisté v D (proé¢?).

Z tvrzeni 3.9 mj. snadno nahlédneme nésledujici vétu.

Véta 3.10
Existuje algoritmus, ktery pro zadany konec¢ny automat A rozhodne, zda
L(A) je nepréazdny.

Kontrolni otdzka: Jak vypada ten algoritmus?

(Jisté jste prisli na to, Ze staci zjistit, zda mezi dosazitelnymi stavy je alespori
jeden piijimajici stav.)

Jesté si vSimnéme jedné uzite¢né véci, kterou ndm prevod do normovaného
tvaru také poskytuje. Pfevodem do normovaného tvaru totiz rychle zjistime,
zda jsou dva automaty bez nedosazitelnych stavi de facto stejné, tj. jeden
z druhého se da dostat prejmenovanim stavi. (KdyZ maji stejny normovany
tvar [stejnou tabulku], tak to lze; kdyZ ne, tak to nelze. Samoziejmé oba nor-
mované tvary konstruujeme pro stejné uspotradani jejich spoleéné abecedy.)

Poznamka: V rozsifujici ¢asti se k této otazce vratime. Pfipomeneme si
mj. souvisejici pojem izomorfismu automatt.

Shrnuti: Tak?e je ndm jasné, jak se rutinné zbavit nedosazitelnych stavii u
automatu; mizeme samoziejmé naprogramovat algoritmus, ktery to udéla za
nas. Navic jsme si védomi, ze ten algoritmus mizeme provadét formou pre-
vodu do normovaného tvaru, coz je vyhodné zvlasté pro porovnani riznych
automat.
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3.5 Cviceni

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 2 hod.
Cile této casti:

Cilem je jista rekapitulace dosud nabytych znalosti o kone¢nych auto-
matech; k tomu mé napomoci promysleni a vyreseni dalSich otazek a
priklad.

Otazky:
OTAZKA 3.8: Mize byt pocateéni stav automatu zaroven prijimajicim? A co
by to znamenalo pro pfijimana slova?

OTAzZKA 3.9: Muze se stat, ze koneény automat nepiijima zadné slovo?

OTAZKA 3.10: Je normovany tvar automatu uréeny jednoznacné?

CvICENI 3.11: Existuje koneény automat se dvéma stavy rozpoznévajici

jazyk vsSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a, b, c}, kterd obsahuji ale-
spon jeden znak a? Pokud ano, prislusny automat nakreslete.

CVICENT 3.12: Existuje koneény automat se tfemi stavy rozpoznévajici jazyk
vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a, b, ¢}, kterd neobsahuji znak a?
Pokud ano, pfislusny automat zde nakreslete. (Nezapomerite, Ze pfijimana
slova maji byt neprazdna.)

CvICENT 3.13: Navrhnéte konecny automat piijimajici vSechna ta slova nad
abecedou {a, b}, kterd obsahuji lichy pocet vyskytu a.

CvVICENT 3.14: Navrhnéte konecny automat ptijimajici v8echna ta slova nad
abecedou {a}, jejichz délka dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENT 3.15: Jakd vSechna slova pfijima automat na Obrazku 3.97
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Obréazek 3.9:

CVICGENT 3.16: Jaka vSechna slova pfijima automat z Reseného piikladu 3.2?

CVICENI 3.17: Které z téchto tii automati nad abecedou {a, b} prijimaji
néjaké slovo délky presné 1007

CvVICENT 3.18: Navrhnéte koneény automat ptijimajici pravé vSechna slova
nad {a, b}, ve kterych je tfeti znak stejny jako prvni.

CvVICENT 3.19: Navrhnéte koneény automat ptijimajici pravé vSechna slova
nad {a, b, c}, ve kterych se prvni znak jesté asponi jednou zopakuje.

CvVICENI 3.20: Navrhnéte automat rozpoznavajici vSechna ta slova nad
{a, b}, kterd zacinaji znakem a a konéi znakem b.

CVICENI 3.21: Umite navrhnout koneény automat rozpoznavajici jazyk
vSech slov nad abecedou {a, b}, ve kterych je soucin po¢ti vyskytu znaku
a a b sudy?
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CvICENI 3.22: Umite navrhnout koneény automat rozpoznavajici jazyk
vSech slov nad abecedou {a, b}, ve kterych je soucet poc¢tu vyskyti znaki
a a b sudy?

CvICENT 3.23: Umite navrhnout koneény automat rozpoznavajici jazyk
v8ech slov nad abecedou {a, b}, ve kterych je souet pocti vyskyti znaku
a a b vétsi nez 1007

CVICENI 3.24: Navrhnéte koneény automat pfijimajici pravé ta slova nad
abecedou {a, b, ¢, d}, kterd nemaji jako prvni znak a, nemaji jako druhy znak
b, nemaji jako tfeti znak ¢ a nemaji jako ¢tvrty znak d. (Jejich délka muze
byt pochopitelné i < 4.)

CvVICENT 3.25: Navrhnéte koneény automat piijimajici pravé ta slova nad
abecedou {a, b, ¢, d}, kterda nezacinaji a nebo nemaji druhy znak b nebo ne-
maji teti znak ¢ nebo nemaji ¢tvrty znak d.

CVICENT 3.26: Sestrojte konecny automat pfijimajici vSechna ta slova délky
asponi 4 nad abecedou {a, b}:

a) ve kterych jsou druhy, tfeti a ¢tvrty znak stejné,

b) ve kterych jsou tfeti a posledni znak stejné.

CVICENT 3.27: Sestrojte konecny automat pfijimajici vSechna ta slova délky
asponi 2 nad abecedou {a, b}, ve kterych nejsou posledni dva znaky stejné.

CVICENI 3.28: Navrhnéte konecny automat rozpoznavajici jazyk L; = { w €
{a,b}* | w obsahuje podslovo aba } a konetny automat rozpoznavajici jazyk
Ly ={we {a,b}*||w]ymod2=0} (v Ly jsou tedy pravé slova obsahujici
sudy pocet b-¢ek). Pak zkonstruujte automat rozpoznavajici jazyk L; N Lo.

CVICENT 3.29: Na vybranych zkonstruovanych automatech si procvicte pre-
vod do normovaného tvaru.
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3.6 Minimalizace konec¢nych automatt

Orientac¢ni ¢as ke studiu této éasti: 2 hod.
Cile této casti:

Prostudovanim této casti mate zvladnout algoritmus minimalizace ko-
ne¢ného automatu na zakladé postupu zjistujiciho, které stavy daného
automatu jsou ekvivalentni.

Klic¢ova slova: redukovany konecény automat, ekvivalentni stavy, algoritmus
mainimalizace konecnych automati

Jiz jsme si diive uvédomili, ze ke kazdému koneénému automatu A existuje
nekoneéné mnoho ekvivalentnich automati (tedy automatii rozpoznévaji-
cich L(A)). Tyto automaty mohou napt. obsahovat spoustu nedosazitelnych
stavii; takové stavy ovSsem umime algoritmicky odstranovat. Mohou byt ale
i nékteré dosazitelné stavy ,nadbytecné“?

Podivejme se naptiklad na nasledujici automat.

a,b

Kdyz se divame pozorné, zjistime brzy, ze stavy 1 a 3 plni vlastné stejny
tikol, tedy LteA« = L[4« (Ze stavu 1 pfevedou automat do pfijimajiciho
stavu presné ta slova, ktera ho tam prevedou ze stavu 3; mimochodem, jak
byste charakterizovali ta slova?)

Vzpomeneme-li si na to, Ze na stavy se lze divat jako na vzajemné se volajici
rekurzivni procedury (jak jsme to probirali v ¢asti 3.1), znamena to, Ze mame
de facto dva exemplafe jedné procedury. Takovy ,program® se pochopitelné
da zjednodusit tak, ze ponechame jen jeden exemplai a misto kazdého volani
druhého volame ten jeden ponechany.

V teci grafu naseho automatu: jeden ze stavi 1,3 vypustime, spolu s Sipkami z
néj vychazejicimi, a Sipky do néj vedouci nasmérujeme do toho ponechaného
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stavu. Pokud se rozhodneme vypustit stav, ktery je po¢atec¢ni, musime pocho-
pitelné jako pocatecni prohlésit ten ponechany. (Promyslete si obé tpravy:
jak pfi vypusténi stavu 1, tak pfi vypusténi stavu 3.)

Uvaha provedena na nasem elementarnim piikladu ma ovsem obecnou plat-
nost: Analogickou tpravu pochopitelné mizeme provést v kazdém automatu
pro stavy ¢,¢ takové, ze LioAc« = LZ?ACC; rozpozndvany jazyk se nezméni!
7 toho plyne, Ze ke kazdému automatu existuje ekvivalentni automat, ktery
nazveme redukovany:

Definice 3.11
Konec¢ny automat je redukovany, jestlize v ném pro kazdé dva rtzné stavy
q,q plati LA £ LZ‘,’ACC.

Kontrolni otdzka: Proc¢ z predchozich tvah plyne, ze ke kazdému automatu
existuje ekvivalentni redukovany automat?

Doufejme, 7Ze prosta existence ekvivalentniho redukovaného automatu je
jasna, ale z toho neplyne, Ze takovy automat umime (algoritmicky) sestro-
jit. Potfebujeme umét u obecného automatu zjistovat, zda pro dva stavy ¢, ¢’
plati LioAce = LZ‘,’ACC; jak to udélat? Ukazeme si ted na to rychly systematicky
algoritmus, ktery tu otazku zodpovi naraz pro vsechny dvojice stavi. Algo-
ritmus popiseme viceméneé slovné a budeme jej hned ilustrovat na konkrétnim
prikladu, tj. nasledujicim automatu.

Poznamka: O elegantni matematické formulaci algoritmu je pojednano v
rozsifujici casti.

Zacneme jednoduchou tvahou.

Kontrolni otdazka: Je mozné, aby platilo , kdyz jeden ze stavi

q,q je prijimajici a jeden ne ?

LZOACC — Lgc/)Acc
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JistéZe to neni mozné; jeden z jazykd obsahuje ¢ a druhy ne. Jinymi slovy,
takové dva stavy rozlisSime jiz slovem délky 0. Mnozina stavli, v nasem pfi-
padé {1,2,3,4,5,6} se ndm tedy rozpada na dvé (disjunktni) ¢asti {1,2,4,5}
(neprijimajici stavy) a {3,6} (prijimajici stavy). Vytvorili jsme tedy rozklad
na mnoziné Q) = {1,2,3,4,5,6}, konkrétné

Ro: 1={1,2,4,5}, Il = {3,6}

tak, ze dva stavy ¢, ¢’ jsou v téze t¥idé rozkladu pravé tehdy, kdyz se jazyky
LioAce, Lfl?Acc shoduji na slovech délky 0. (Tedy kdyz bud oba obsahuji €, nebo
je neobsahuje ani jeden z nich.) Rozklad ma dvé tfidy, které jsme oznadcili
I, 1L

Jak ted zjistime analogicky rozklad R; podle slov délky nejvyse 1 7 Zkusme
si napsat tabulku automatu s tim, Ze misto konkrétnich stavi piseme do
policek tabulky jen oznaceni pfislusné tridy rozkladu Ry a fadky tabulky
pritom seskupime podle tiid Rj.

1110
2|1 11
4 1 1|1
o | I 1
3|11
6 |11

Z tabulky je ihned vidét, ze napt. stavy 2 a 4 (které nelze rozlisit slovem
délky 0) lze rozlisit slovem délky 1; tedy Li4e, LteAc se neshoduji (jiz) na
slovech délky nejvys 1 — konkrétné b € LA a b ¢ LioA«,

Neni ted jisté tézké nahlédnout, Ze jazyky LZOACC, LZ?ACC se shoduji na slovech
délky nejvyse 1 pravé tehdy, kdyZ ¢, ¢ patfi do stejné tiidy rozkladu R, a
hodnoty jejich radki ve vyse uvedené tabulce jsou stejné.

Rozklad R; (ktery je zjemnénim rozkladu Ry) mé tedy nasledujici t¥idy (tfida
{1,2,4,5} se rozpadla na dvé ¢asti):

Ry: 1=1{1,2}, 11 ={4,5}, IIIl = {3,6}.
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Rozklad Rs (odpovidajici rozliseni podle slov délky nejvyse 2) dostaneme z
R, analogicky. Sestrojime tedy nésledujici tabulku

111 |III
2| I |III
411 | 1II
o | I |10
3| III | II
6 | III| I

a vidime, ze
Ry: 1={1,2}, II ={4,5}, III = {3}, IV = {6}.

Stavy 3,6 sice nejdou rozlisit slovy délky nejvyse 1, ale znak b je prevede
do dvojice stavii, které patii do rtznych tiid rozkladu R; a které lze tedy
rozlisit néjakym slovem u délky (nejvys) 1. Stavy 3,6 lze tedy rozlisit slovem
bu, které ma délku (nejvys) 2.

Kdyz provedeme analogickou konstrukci pro Rj, zjistime, ze zadna t¥ida se jiz
déle nerozpadne, tedy R3 = Ry. (Ovéite si to!) Pak oviem Ry = R3 = Ry =
...; dosahli jsme ,,pevného bodu“ nasi operace a nase konstrukce tak vyda
jako finalni rozklad Rj. Tedy kdyZ se v naSem automatu jazyky Lie4c, LioAc
lisi, pak se lisi jiz na slovech délky nejvyse dve!

Z finalniho rozkladu snadno zjistime pro kazdou dvojici ¢, ¢, zda LZOACC =

LZ‘,’ACC. Nemusime ale ted upravovat (zmensovat) automat pro kazdou takovou
dvojici postupné (vypusténim jednoho ¢lenu dvojice a ponechdnim druhého).
Z kazdé tfidy (findlniho rozkladu, v nasem pfipadé R,) staci prosté ponechat
jediného zastupce a vsechny Sipky smérované do této tiidy nasmérujeme na
onoho zastupce. Poc¢atecni je samoziejmé zastupce tiidy obsahujici ptivodni
pocatecni stav. Zastupce tiidy je prijimajici pravé tehdy, kdyz je t¥ida slo-
zena z prijimajicich stavi. (Uvédomme si, Ze uz v rozkladu Ry jsou u kazdé
tfidy bud vSechny prvky piijimajici nebo vSechny prvky neptijimajici; to pak
musi nutné platit u kazdého jemnéjsiho rozkladu.) Vysledny automat je na
obrazku 3.10. Jelikoz na tom, kterého konkrétniho zastupce ponechame, ne-
zalezi, mizeme stavy vysledného automatu oznacit primo symboly oznacujici
jednotlivé ttidy.
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Obrazek 3.10: Vysledny automat po provedeni redukce

Zrekapitulujme: podali jsme obecny navod (tedy popsali jsme algoritmus),
ktery k zadanému automatu sestroji ekvivalentni redukovany automat (zjis-
ténim a sloucenim stavi plnicich tentyz tkol, tedy majicich stejny jazyk
LEOACC). Ukézali jsme tedy nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.12
Existuje algoritmus, nazvéme ho algoritmem redukce, ktery k zadanému ko-
necnému automatu A sestroji ekvivalentni redukovany automat A’.

Ptipomenme si, ze takto mame dvé metody mozného zmensovani poctu stavi
automatu pii zachovani rozpoznavaného jazyka:

e odstranéni nedosazitelnych stavti,

e redukce automatu.

Kontrolni otdzka: Je jisté jasné, ze kdyz dany automat zredukujeme a pak
v ném odstranime nedosazitelné stavy, tak vysledny automat nebude mit
nedosazitelné stavy a bude redukovany. Proc¢?

Ano, jisté jste si uvédomili, Ze odstranéni nedosazitelnych stavii nemuze sa-
mozfejmé pokazit podminku, Ze pro dva riizné stavy ¢, ¢ plati Lie4 LE?ACC.
Mirné slozitéjsi je si uvédomit, ze postup lze i obratit: kdyz nejprve odstra-
nime nedosazitelné stavy a pak zredukujeme, tak tou redukci uz nemohou
nedosazitelné stavy vzniknout.

Existuje jesté néjaky dalsi postup, ktery by dokazal zmensit redukovany au-
tomat bez nedosazitelnych stavi (pfi zachovani rozpoznavaného jazyka)? Ne,
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neexistuje; takovy automat je minimdlni, coz znamena, ze k nému neexistuje
ekvivalentni automat s mensim poctem stavi. Ale o tom si povime vice v
dalsi ¢asti.

Ted si jesté alespori uvédomime, Ze porovnani jazykt LZOACC,LZ‘?ACC se sa-
moziejmé nemusi omezovat na stavy ¢,q¢ v jednom automatu. Algoritmus
redukce ve fazi rozkladani nijak nezavisi na tom, ktery stav je pocatecni.
(Ten nam slouzi az nakonec k oznaceni pfislusné tiidy findlniho rozkladu
jako pocatecni.) Provedte si tedy nasledujici cviceni:

CVICENT 3.30: Zjistéte vSechny dvojice stavi ¢, ¢’ u nasledujicich dvou auto-
mati (tedy q,¢ € {0,1,2,...,9}), pro néz plati LZOACC = LZ‘?ACC. (Napovéda:
Oznaceni pocatecnich stavli ignorujme. Pak sluéme obé tabulky do jediné;
kdyby v nich stavy nebyly pojmenovany riizné, museli bychom nejprve v
jedné tabulce stavy prejmenovat. No a pak konstruujme podle vysledné ta-

blﬂky rozklady Ro, Rh RQ, .. )

al|b al|b
—0 |01 —5 5|6
—111]2 6|75
—213|1 —71719
3124 8198
41213 —9 (8|7
Otazky:

OTAzKA 3.31: Pro¢ v automatu na Obréazku 3.10 vznikla u stavu II smycka?

OTAZKA 3.32: Pokud je zadany automat jiz minimélni, ukaze se to v postupu
minimalizace hned?

CVICGENT 3.33: Je tento automat minimalni?

0

Y
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CVICENT 3.34: Je tento automat minim&lni?

CVICENI 3.35: Najdéte minimalni automat ekvivalentni s nésledujicim au-
tomatem zadanym tabulkou.

al|b
—11213
21214
—3(13|5
41217
«~516]|3
—6 6|6
71714
8123
91914

CVICENI 3.36: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b}, ktera
obsahuji lichy pocet vyskytd znaku a a sudy pocet vyskytd znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpozna-
vajici jazyk L7

CVICENT 3.37: Zdtvodnéte minimalitu tohoto automatu; pro kazdou dvojici
stavu ¢, ¢’ najdéte slovo které patii jen do jednoho z jazyku LEOACC, LE?ACC.
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CVICENI 3.38: Minimalizujte néasledujici automat:

CVICENT 3.40: Necht L je jazyk vSech téch neprazdngch slov nad abecedou
{a, b}, ktera obsahuji sudy pocet vyskyti znaku a nebo sudy pocet vyskytu
znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavii méa konecny deterministicky au-
tomat rozpoznavajici jazyk L a proc?

CVICENI 3.41: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, ¢}, ktera
obsahuji alespon dva vyskyty znaku a a méné nez dva vyskyty znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpozna-
vajici jazyk L a proc?

CVICENT 3.42: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, ¢}, ktera
obsahuji alespon dva vyskyty znaku a nebo alespon dva vyskyty znaku b.
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Jaky nejmensi mozny pocet stavii ma kone¢ny deterministicky automat roz-
poznavajici jazyk L a proc?

CVICENT 3.43: Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, c}, ktera
obsahuji alesponi dva vyskyty znaku a a alesponi dva vyskyty znaku b. Jaky
nejmensi mozny pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpoznéa-
vajici jazyk L7

Shrnuti: Jisté uz ted mame dobrou intuitivni piedstavu o tom, co je to
minimélni automat (tuto pfedstavu brzy zpiesnime), zndme algoritmus mi-
nimalizace a diky vyfeSsenym prikladim to vSe mame dobie ,zazito“.

3.7 Ekvivalence automatti, minimalni auto-
maty

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

V této ¢asti si uvédomite, Ze jiz de facto znate (rychlé) algoritmy, které
rozhoduji zda zadané koneéné automaty jsou (jazykové) ekvivalentni.
Rovnéz se seznamite s presnéjsi definici pojmu minimalniho automatu,
ktery jste jiz intuitivné pochopili.

Kli¢ova slova: jazykova ekvivalence, minimdlni konecny automat

Vsimnéme si, ze uz jsme vlastné ukazali nasledujici dilezitou vétu.

Poznamka: V této vété, podobné jako jinde, hovorime o existenci jistého al-
goritmu. Tu existenci pochopitelné prokazujeme tak, ze ptislusny algoritmus
prosté popiSeme (a jeho korektnost ukdzeme, pokud neni o¢ividna). Obcas
v této souvislosti zminime pojem ,rychly algoritmus“. Tento pojem zpftes-
nime v tvodu do teorie algoritmii, kde je slovo ,rychly algoritmus® obvykle
synonymem pro algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti.
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Véta 3.13
Existuje (rychly) algoritmus, ktery pro zadané konecné automaty A, A roz-
hodne, zda jsou ekvivalentni (tedy zda L(A;) = L(A3)).

Diikaz: Stadi si uvédomit, ze L(A;) = L(A;) pravé tehdy, kdyz Licde =
Lézfcc, kde qg1 je pocCatecni stav A; a goo pocatecni stav As. Ze studia algo-
ritmu redukce vime, ze rozklad na tridy obsahujici stavy se ,stejnymi tikoly*
(tedy jazyky LEOACC) lze provadét soucasné na sjednoceni mnozin stavi obou
automatt. (Méli bychom fici na ,disjunktnim sjednoceni, ¢imz se mysli, Ze
ty mmnoziny stavi jsou disjunktni — ¢i jsou jejich prvky pfejmenovany tak,
aby disjunktni byly.) Stac¢i tedy ve findlnim rozkladu zjistit, zda go; a goo
patii do stejné t¥idy ¢i nikoliv. O
Zamyslime-li se nad timto problémem hloubéji, uvédomime si, ze dokéazat
uvedenou vétu ve skutecnosti umime i bez algoritmu redukce:

Alternativni dikaz predchozi véty. Jelikoz L(A;) = L(Ay) < (L(4;) —
L(As)) U (L(A2) — L(A;)) = 0, je existence pfislusného algoritmu jasné z
vety 3.5 a véty 3.10.

Kontrolni otazka: Je vam jasné proc¢? Pokud ne, méli byste si ptislusné véty
znovu ditkladné promyslet.

Otéazka ekvivalence automatti rovnéz tzce souvisi s pojmem minimalniho
automatu. Tohoto pojmu jsme se jiz dotkli, stejné jako néasledujici véty.

Definice 3.14

Koneény automat A je minimdlni, jestlize neexistuje automat A’, ktery je
ekvivalentni s A (pro né&jz je tedy L(A) = L(A’)) a ktery ma méné stavii nez
A.

Véta 3.15
Je-li automat A redukovany a nema nedosazitelné stavy, pak je minimalni.

Kontrolni otdzka: Plati i obracena implikace?

(Samoziejmé. Kdyz je automat minimalni, nemtize jej algoritmus redukce ani
algoritmus odstranéni nedosazitelnych stavii zmensit. )

Uvedené poznatky dopliiuje jesté nasledujici véta.

Véta 3.16

Dva minimalni automaty jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou ,stejné az
na pojmenovani stavi“, coz znamena, ze maji stejny normovany tvar.
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Poznamka: Uz jsme se zminovali o tom, ze prevod do normovaného tvaru
je rychlou metodou zjisténi izomorfismu automati (tj. oné stejnosti az na
pojmenovani stavil). K tomu se vratime podrobnéji v rozsifujici ¢asti.

Ted se spokojime jen s intuitivnim pochopenim uvedenych vét. Vratime se k
nim jesté pozdéji a precizné je dokdZeme az v rozsitujici ¢asti. Ted si jesté
vsimneme souvislosti s ekvivalenci automati.

Dalsi dikaz vety 3.13. Oba automaty lze zminimalizovat algoritmem odstra-
néni nedosazitelnych stavi a algoritmem redukce a prevést je do normova-
ného tvaru. Kdyz jsou oba vysledky (obé tabulky) shodné, plati L(A;) =
L(As), v opacném piipadé L(A;) # L(As).

Otazky:
OTAzZKA 3.44: Mohou k danému jazyku L existovat dva neizomorfni mini-

malni automaty, tedy dva minimalni automaty, jejichz normované tvary jsou
rizné, které ptijimaji jazyk L 7

CVICENI 3.45: Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?

—(O——@0Ds mOSL

CVICENI 3.46: Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?

O OB I e O N OB

Shrnuti: Maéame tedy dobfe promysleno nékolik zpiisobtl, jak lze rychle
algoritmicky rozhodovat ekvivalenci konecnych automati. Zaroven jsme si
upresnili intuitivni pochopeni pojmu minimélniho automatu.
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3.8 Regularni a neregularni jazyky

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 2 hod.
Cile této casti:

Meéli byste pochopit charakterizaci regularnich jazykd, tj. jazykd roz-
poznatelnych koneénymi automaty, alesponn do té miry, kterd umoz-
fiuje rychlé rozhodovani, zda zadany jazyk je ¢i neni regularni.

Klicova slova: regularni a nereguldrni jazyky, dokazovdani neregularity ja-
2kt

Ptipomenme si, ze zobecnéni nasi konstrukce konecnych automatt v ¢asti 3.1
se da abstraktné vyjadiit nasledovné:

Mame-li konstruovat konecny automat rozpoznavajici jazyk L nad abecedou
¥ = {a, b}, de facto zkoumame postupné kvocienty €\ L, a\L, b\ L, a\(a\L) =
aa\L, b\(a\L) = ab\L, a\(b\L) = ba\L, b\(b\L) = bb\L, aaa\L, aab\L,
aba\L, . ...

Zac¢iname tedy jazykem e\L = L; ozna¢ime jej Lo a pfifadime mu pocatecni
stav, oznaCeny napi. qo. (Jazyk Ly ma byt ve vysledném automatu roven
LioAe) Jazyk Lo (astav qo) je ted jediny jazyk (stav), ktery je oznadeny, ale
nezpracovany. Zpracujeme ho tak, ze prozkoumame kvocienty a\ Ly a b\ Ly.

Pokud a\Ly # Lo, ozna¢ime tento jazyk L, pfifadime mu novy stav ¢; a
polozime §(qy,a) = ¢; (tedy udélame Sipku gy — q1); pokud a\Ly = Ly,
udélame smycku 6(go, a) = qo (o — qo). Pokud se nyni b\ L nerovna nékte-
rému jiz oznacenému jazyku, oznac¢ime jej L; pro nejmensi zatim nepouzité
1, pritadime mu novy stav ¢; a udélame sipku g LR ¢;; pokud se b\ Ly rovna
jazyku jiz diive oznacenému L;, udélame Sipku g LR g;- Tim jsme zpraco-
vali jazyk Lo (a stav ¢p). Pokud ted mame jazyky, které jsou oznacené ale
nezpracované, vezmeme takovy L; s nejnizSim poradovym cislem ¢ a zpra-
cujeme ho podobné jako L. (Zkouméme tedy nejprve, zda a\L; se rovna
nékterému jiz oznacenému jazyku, atd.)

Takto pokrac¢ujeme, dokud nejsou vSechny oznacené jazyky (stavy) zpraco-
vany. Pocatecnim stavem je tedy ¢ a jako prijimajici prohlasime kazdy stav
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q;, pro néjz ¢ € L;. Tato konstrukce ocividné zarucuje, ze ve vysledném au-
tomatu pro kazdy stav ¢; plati LfI‘ZACC = L;.

Kontrolni otdazka: Jak zobecnite tuto abstraktni konstrukci pro libovolnou
abecedu ¥ 7

Jisté jste si vzpomnéli na postup pfi pfevodu do normovaného tvaru (pii
némyz zaroven zjistujeme vSechny dosazitelné stavy). P¥i zpracovani stavu
prosté postupné probereme vsechny prvky abecedy ¥ v pevné daném potadi.

Poznamka: Znovu si uvédomme, Ze uvedené konstrukce je skutecné (jen)
abstraktni, nemuzeme ji realizovat algoritmem. Charakterizovani kvocientii
a hlavné zjistovani, zda jsme aktudlné popsali jazyk, ktery se nerovna dosud
vytvoFenym (oznaCenym) jazykum, se algoritmickym postuptm vymyka —
vyzaduje to nas ,lidsky“ kreativni pristup.

Poznamka: Prinejmensim intuitivné citime, Ze popsana abstraktni kon-
strukce nutné vede k minimalnimu automatu pro dany jazyk (pokud vibec
skonci). K tomu se ale vratime az v rozsitujici ¢asti.

Pti promysleni vySe uvedeného postupu nas jisté napadne, ze tento proces
nemusi pro néjaky konkrétni jazyk L nikdy skoncit. Ano, o¢ividné neskonci
pravé tehdy, kdyz je mnozina jazyku

{w\L | w € ¥*}

nekonecna. Muze se to stat? Jisté miize, vezméme si naptiklad relativné jed-
noduchy jazyk

L={a"V"|n>0}

(kde kazdé slovo za¢ina usekem a-Cek, za nimz nasleduje stejné dlouhy tsek
b-¢ek). Thned vytuSime, Ze napt. kvocienty a\L, aa\L, aaa\L, ... nemohou
byt stejné. Exaktné je to ukdzano napt. tim, Ze pro jakékoli ¢ # j méame
bt € a’\L a b’ € a/\L; tedy pro i # j jsou jazyky a’\L a a’\L jisté riizné.
Jisté ted uz intuitivné chapeme, ze jazyk {a"b" | n > 0} nelze rozpoznat
zaddnym koneénym automatem. A nijak nas ted nepiekvapi nasledujici obecnéd
véta, charakterizujici jazyky rozpoznatelné konecnymi automaty; fikame jim
regularni jazyky.
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Definice 3.17
Jazyk L C ¥* nazveme reqularni, jestlize jej 1ze rozpoznat konecnym automa-
tem (s abecedou X)), tj. existuje-li konecny automat A takovy, ze L = L(A).

Poznamka: Neplefme si zatim regularni jazyky s regularnimi vyrazy, které
znadme u pocitaci, tfeba v prikazu grep. Pozdéji si ale ukdzeme, zZe regulérni
vyrazy popisuji praveé regularni jazyky.

Véta 3.18
Jazyk L C ¥* je regularni pravé tehdy, kdyz je mnozina kvocienti {w\L |
w € ¥*} konecna.

Podrobnéji se k uvedené vété a jejimu dikazu vratime v rozsifujici ¢asti. Ted
se spokojime s jejim intuitivnim pochopenim a uvédomime si, Ze je to mocny
nastroj, umoznujici ndm rozliSovat regularni jazyky od neregulérnich.

.....

matech nabyli. Kazdy koneény automat ma omezenou pamét (tedy omezeny
pocet stavil), a proto si po precteni (dlouhého) prefixu vstupniho slova muze
pamatovat jen omezenou informaci. Je-li onen prefix napt. delsi nez je pocet
stavlli automatu, tak si jej automat uz prosté nemuze cely pamatovat.

Kontrolni otdzka: Ma-1i si automat s n stavy zapamatovat vzdy cely prefix
délky k tetézce v dvouprvkové abecedé, jak velké to k miize maximalné byt?

(Ta maximdlni délka k neni samoziejmé ani n ani n—1, ale méné nez log, n;
prefixti délky k je 2F.)

V tomto smyslu mize nékdo argumentovat: To je prece hned jasné, ze ja-
zyk L = {a™" | n > 0} neni reguldrni; koneény automat si pfece nemuiize
pamatovat (libovolné) velky pocet znaku a v pocateénim tseku!

Ano, je jasné, ze si automat tento pocet nemuze pamatovat, ale to samo
o sobé k prokazani neregularity jazyka L nestaci. Musime zaroven néjak
dokézat, ze bez onoho pamatovani se v tomto pripadé automat neobejde.

Nase (povrchni) intuice by nas mohla klamat; miZze se tfeba stat, Ze prosté
jen nevidime zpusob, jak se bez pocitani a-¢ek mtzeme obejit. Kdyby ndm
napt. nékdo tvrdil, ze jazyk { a™ | m je délitelné tfemi } neni regularni,
protoze pocet a-¢ek (ktery by pak délil tfemi) si koneény automat nemtize
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pamatovat, ukazali bychom mu, Ze v tomto pripadé se bez pamatovani si
poctu prectenych a-Cek lze obejit.

Kontrolni otdzka: Jakou informaci z precteného prefixu si pamatuje vami
navrzeny automat pro jazyk { a™ | m je délitelné tfemi } 7

K spolehlivému presvédéeni se o tom, ze néjaky jazyk je opravdu neregularni,

.....

RESENY PRIKLAD 3.3: Zjistéte, zda jazyk L = {w € {a,b}* | |w|, = |wlp}
je regularni.

Reseni: Neni. I zde jsou napi. viechny kvocienty a\L, aa\L, aaa\L, ...,
navzajem rizné. Muzeme pouzit iplné stejny argument jako u jazyka L =
{a"b" | n > 0}.

RESENY PRIKLAD 3.4: Zjistéte, zda jazyk L = {w € {a,b}* | pocet vyskyti
ab ve w je stejny jako pocet vyskyti ba} je regularni.

Re$end: Je. Nenechdme se zméast moznym povrchnim dojmem, ze bychom
prece museli pocitat a porovnavat pocty vyskytt ab a ba. Kdybychom zacali
konstruovat kvocienty, brzy by nam jisté doslo, pokud to nevidime hned, Ze
v kazdém slové v abecedé {a, b} se pocty vyskytd ab a ba mohou liit nejvys
o jedni¢ku. (Umite jisté rychle sestrojit koneény automat pfijimajici uvedeny
jazyk.)

Na zakladni trovni bychom si alesponn méli vybudovat intuici k rozliSovani
regularnich a neregularnich jazykt, tedy schopnost poznat, kdy bychom k
zadanému jazyku uméli zkonstruovat konecny automat (byt to fyzicky nebu-
deme délat) a kdy by byly takové pokusy beznadé&jné (byt nepodame detailni
dikaz napt. popisem nekoneéné mnoziny riznych kvocientti). Zkusme si tedy
zodpovédét alespon nésledujici otazky.

Otazky:
OTAZKA 3.47: Je jazyk {w € {a,b}* | |w|, mod 2 = 0} regularni?

OTAZKA 3.48: Je jazyk {w € {a,b}* | w zacina nebo konéi dvojici stejnych
pismen } regularni?

OTAZKA 3.49: Je jazyk {w € {a,b}* | |w|, < |w|p} regularni?
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OTAzKA  3.50: Je jazyk {w € {a,b,c}* | jestlize
w neobsahuje podfetézec abc, pak koné¢i bca} regularni?

OTAzkA 3.51: Je jazyk {w € {a,b}* | |w|l, > |w|p nebo w konéi baa}
regularni?

OTAZKA 3.52: Je jazyk {w € {a,b}* | |w|, > |w|y nebo |w|, > 2} regularni?

OTAZKA 3.53: Je jazyk {u | ex. w € {a, b}* tak, Ze u = ww?}, stru¢néji také
pséno {ww’ | w € {a,b}*}, regularni?

OTAzZKA 3.54: Je jazyk {w € {a,b}* | w = w} regularni?
OTAZKA 3.55: Je jazyk {w € {a}* | w = w!} regularni?
OTAZKA 3.56: Je jazyk {ww | w € {a, b}*} regularni?
OTAzZKA 3.57: Je jazyk {ww | w € {a}*} regularni?

OTAzKA 3.58: Je jazyk {w € {a,b}* | rozdil po¢tt znakt a a znakt b ve w
je vétsi nez 100} regularni?

OTAZKA 3.59: Je jazyk {w € {a,b}" | sou¢in |w|, a |w|, je vétsi nebo roven
100} regularni?

OTAZKA 3.60*: Je jazyk {w € {a}* | |w]| je prvocislo } regularni?

Shrnuti: Tak uZ mame dobrou pfedstavu nejen o tom, jak konstruovat au-
tomaty prijimajici rizné reguldrni jazyky, ale i o tom, jak poznat (¢i alespon
,spolehlivé vytusit“), zda dany jazyk je ¢ neni regularni. V pozadi vSeho
jsou zase kvocienty jazyka podle jednotlivych slov v jeho abecedé.

3.9 Nedeterministické kone¢né automaty

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 4 hod.

Cile této casti:
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Cilem je pochopeni pojmu nedeterministického vypoctu a role ne-
determinismu v usnadnéni navrhu konkrétnich automatti. Dale pak
zvladnuti algoritmu prevodu nedeterministického automatu na deter-
ministicky.

Klic¢ova slova: nedeterminismus, nedeterministicky konecny automat, zo-
becnény nedeterministicky konecny automat, prevod nedeterministickeho ko-
necnéeho automatu na deterministicky

Ptipomenme si, ze jsme se v ¢asti 3.1 pomérné namahali, nez jsme sestrojili
automat pro vyhleddvani vzorku abaaba (tedy automat rozpoznavajici jazyk
{w € {a,b}* | w ma sufix abaaba}). Méli-li bychom toto ¢init ru¢né pro
hodné vzorkti, jist€ bychom premysleli, zda tuto praci nelze algoritmizovat
(a pak naprogramovat a svéfit pocitaci). To jisté lze, i kdyZ vidime, Ze uplné
trivialné ten tkol navrhu ptislusného algoritmu nevypada. Za chvili si ovsem
ukazeme, Ze existuje nastroj, s jehoz pomoci se tikol trivialnim stane.

Pro jiny motiva¢ni zdroj zminéného ,nastroje“ se na chvili vratme k modu-
larnimu navrhu automati, ktery jsme probirali v ¢asti 3.3. Co kdyz bychom
méli automaty pro jazyky Li, Ls a chtéli bychom je vyuzit pro (algoritmické)
sestrojeni automatu prijimajiciho zfetézeni téch jazyk, tedy jazyk Ly - Lo ?
Asi nas napadne tento pfistup: nechame na prvni ¢ast slova bézet prvni auto-
mat, v piijimajicim stavu pak predame fizeni druhému automatu a ten docte
slovo do konce. Problém je, Ze obecné nepostaci prosté predat fizeni pti prv-
nim prichodu do pfijimajiciho stavu, ale je nutno nechat to jako moznost pri
jakémkoli prichodu do prijimajiciho stavu.

Kontrolni otazka: Proc¢ nestaci predat Tizeni pfi prvnim piichodu do pfiji-
majiciho stavu? Umite zkonstruovat jednoduchy priklad, kdy to selze?

Jak to tedy udélat? Odpovéd zase neni trividlni, pokud nepouzijeme jiz avi-
zovany ,nastroj“. Co je tedy tim ,tajuplnym nastrojem®, ménicim (nékteré)
technicky komplikované otazky v témér trividlni? Je to nedeterminismus.
Abychom pfiblizili, co to je, podivejme se nejprve na nasledujici graf.

Vypada to na prvni pohled jako graf automatu, ale co to? V nékterych sta-
vech chybi vychazejici sipka a, v nékterych b, a ze stavu ¢ nevychazi Sipka
vibec! Coz o to, chybéjici vychazejici Sipky se jesté daji rozumné pochopit
tak, ze by asi vedly do néjakého ,,chybového“ (nepfijimajiciho) stavu, tak je
ani nekreslime. Ale u stavu ¢o jsou dvé vychézejici Sipky oznacCeny a ! Do
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Obrazek 3.11:

jakého stavu se automat presune, kdyz je ve stavu ¢y a ¢te a 7 Odpovéd je
prekvapiva: automat se ,nedeterministicky rozhodne® a presune se bud do
stavu ¢o nebo do ¢;, podle ,momentalni nalady*. K ¢emu je takovy ,nesmysl“
dobry? Vzdyt pro jedno a totéZ slovo w mé takovy automat najednou vice
moznych vypocéti. Tedy pro jedno w ted mizeme mit vice stavii ¢ takovych,
7e qo — q; slovu w prosté odpovida vice sledtt v grafu zacinajicich v go.
Kontrolni otazka: Umite ve vyse uvedeném grafu napf. zjistit vSechny prvky
- ’ aba v / babaaba

mnoziny Q" = {¢; | g — ¢} a mnoziny Q" = {¢ | @ — @} 7
(Provedete-li si to peclivé sami, a pfijdete-li na systematicky zptsob, jak
to délat, vyrazné vam to usnadni pochopeni dalsiho textu.)

V&imnéme si, Ze v naSem grafu je o¢ividné, ze mnozina {w | o — ¢} (tedy
mnozina slov, pro néz existuje vypocet [sled v grafu], vychazejici z pocatec-
niho stavu a koncici v prfijimajicim stavu) je jazykem L = {w € {a,b}* | w
ma sufix abaaba }, tedy presné tim jazykem, pro néjz jsme (relativné pracné)
konstruovali automat v ¢asti 3.1. Takze néas graf vlastné uvedenym pfiroze-
nym zpusobem reprezentuje jazyk L.

Podivejme se ted na nésledujici graf.

Kontrolni otdzka: Jaky jazyk je reprezentovan (analogicky jako vyse) timto
grafem? (Zodpovézte si sami, neZ se podivéte dale.)

0,1

1 0,1 0,1
Bretg

Obrazek 3.12:
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Jisté jste si odvodili, Ze vSechna slova, ktera davaji moznost pfejit z poca-
te¢niho stavu do pfijimajiciho stavu (tedy vSechna slova w = ayas . . . a,, pro
néz existuje prislusny sled o n hranach, kde a; je obsazeno v ohodnoceni i-té
hrany), jsou pravé ta slova v abecedé {0,1}, v nichz je tfetim symbolem od
konce znak 1.

Poznamka: Jako vzdy u takovych tvrzeni, je potfeba promyslet obé inkluze
(implikace); tedy jak to, Ze pro kazdé slovo w majici 1 jako tteti znak od konce
existuje v grafu (alespon jeden) pozadovany sled, tak také to, ze pokud pro
néjaké slovo w pozadovany sled existuje, tak v tom w je nutné treti znak od
konce 1 (coz mj. samoziejmé znamend, ze w mé délku alespon tii).

Jisté se shodneme, ze navrh a ovéfeni takového grafu reprezentujiciho jazyk
{w € {0,1}* | |w| > 3 a tfeti znak od konce w je 1} je jednodussi nez
navrhnout pro tento jazyk (deterministicky) kone¢ny automat z definice 3.1.

CVICENT 3.61: Presto takovy automat sestrojte. Pozdéji ho mtizete porovnat

s tim, ktery vytvori algoritmus pfevodu nedeterministického automatu na
deterministicky.

Pochopili jsme tedy, ze vyse uvedené grafy, které jsou obecnéjsi nez grafy ko-
necnych automati, o nichz jsme dosud pojednavali, také odpovidaji jistym
jazyktm. Je ale rozumné mozné divat se na takovy graf jako reprezentaci
automatu? Uz jsme vytusili, ze ano, pokud pfipustime, ze vypocet neni za-
danym vstupnim slovem determinovan (jednozna¢né urc¢en). To nés vede k
nasledujici definici.

Definice 3.19
Nedeterministicky konecny automat, zkracené NKA, je dan usporadanou pé-
tici A= (Q,%,6,1,F), kde

e () je koneCna neprazdna mnozina stawvii,
e X je konecna neprazdna abeceda,

e §:Q XX — P(Q) je prechodovd funkce,

I C @ je mnozina pocdtecnich (inicidlnich) stavi

F C Q je mnozina prijimagicich (koncovijch) stavi.
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Rozdil proti definici 3.1 je predevSim v tom, Ze 0(q,a) ted nepfedstavuje
jeden stav, ale mnozinu stavi (z nichz mtze byt jakykoli vybran jako nésle-
dujici); tato mnozina muze byt i prazdnd (v tom p¥ipadé vypocet nemize
pokracovat). Dalsi zobecnéni je v tom, Ze poc¢ateénich stavii mize byt vice.

Piimocare lze opét nadefinovat graf (téZ nazyvany stavovy diagram) NKA.
Priklad takového grafu jsme jiz vidéli napi. na Obrazku 3.12. Timto grafem
je tedy reprezentovan NKA A = (Q,%,6,1, F), kde Q = {¢1,92,¢3,q4}, X =
{0,1}, I = {q:1}, FF = {q4} a pro 6 mame napiiklad §(q1,1) = {q1, ¢},
6(q2,0) = {g3}, 9(qa, 1) = 0 apod.

Samoziejmé muzeme i NKA zadavat i tabulkou. V polickach pak nebudou
stavy, ale mnoziny stavii. Pro strucnost pak obvykle vynechavame mnozinové
zavorky a piseme pomlcku misto prazdné mnoziny. Automat reprezentovany
grafem na obrazku 3.12 zaddme tedy tabulkou takto:

0 1

—q1 | 41| 91,92
q2 | g3 qs
q3 | 4a qa
“—qq | - -

Pojem vypoctu a prijimani slova uz intuitivné chapeme i u tohoto typu au-
tomatu. A uvédomujeme si, Ze

nedeterministicky automat mizZe mit pro zadané slovo w hodné
vypocti (zacinagicich v nékterém z pocdtecnich stavi); Fikame, Ze
automat slovo w prijima, jestliZe alespon jeden z téchto vypocti
konci v prijimajicim stavu.

Podobné jako u standardniho automatu, i zde pojmy prijimani slova a jazyka
jesté definujeme exaktnéji. Nejprve si uvédomime, ze muzeme nadale uzivat
zavedenou notaci

qg—q,
kterou ted ovSem c¢teme takto: ze stavu ¢ se (nedeterministicky) automat
mize pfectenim slova w dostat do stavu ¢’. Podobné chapeme znaceni ¢ —s
Q' (specidlné ¢ — F) apod.

Matematickd pozndmka: V poznamce pfed definici 3.2 jsme znaceni ¢ — ¢/
zavadéli induktivné. Pro nedeterministicky automat A = (Q,3,0,1, F) je v
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ptislusné definici jedind zména; v bodé 2/ je §(q, a) = ¢’ nahrazeno 6(q,a) >
/

q:
1. q;q
2. ¢ —— ¢ < 6(q,a) > ¢

3. kdyz ¢ == ¢’ a ¢ — ¢", tak ¢ — ¢"

Definice 3.20

Méjme NKA A = (Q,%,6,1, F).

Slovo w € ¥* je prijimdno automatem A, jestlize alespon pro jeden stav
qo € I plati g — F.

Jazykem rozpozndvanym (prijimanym) automatem A rozumime jazyk

L(A) = {w € ¥ | slovo w je piijiméno A} = {w € ¥* | Igp € [ : qo —

Dtive definovanému kone¢nému automatu budeme také nékdy rikat determi-
nisticky automat. Je dobré si uvédomit, ze

deterministicky konecny automat je specidlnim pripadem nedeter-
manistickéeho.

Kontrolni otazka: ~ Méme-li (deterministicky) koneény automat A =
(Q,%,6,q, F), co musime formélné udélat, aby spliioval definici nedeter-
ministického kone¢ného automatu?

(V nasem znazornéni grafem a tabulkou nic. Jde jen o tu formalitu, Ze po-
¢atedni stav gy ,zaménime“ jednoprvkovou mnozinou {gy} a hodnotu d(q, a)
zacneme chapat jako jednoprvkovou mnozinu; bylo-li 6(q,a) = ¢/, je nové

6(¢g,a) ={q'})

Navrhnéme ted spoleéné jednoduchy NKA.

RESENY PRIKLAD 3.5: Sestrojte (jednoduchy) nedeterministicky koneény
automat, ktery pfijima pravé ta slova v abecedé {0, 1}, jez zac¢inaji 110 nebo
kon¢i 001.

Reseni: Zkusme nejdiive NKA A; pro slova zac¢inajici 110: takovy auto-
mat precte na zac¢atku 110 (u jiného zaCatku ,havaruje®, vypocet se prosté
wzasekne“),; a pak uz pfijme cokoliv. TakzZe nas jisté hned napadne graf
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=
—_

Vsimnéme si, ze automat A; je vlastné deterministicky, jen mu prosté chybi
nékteré prechody (které by vedly do chybového stavu).

Pro slova koncici 001 je to trochu jinak: automat cte jakykoli prefix, az se
v néjakém okamziku (nedeterministicky) rozhodne, Ze ted bude nésledovat
zavérecny sufix 001; to ovéri a pifijme (¢i zhavaruje, pokud ,hadal $patné“).
Takze graf prislusného automatu A, zachycuje néasledujici obrazek.

Tady uz jsme nedeterminismus skutecné vyuzili. Je jasné, ze kazdé slovo w
koncici 001 automat pfijme, tedy existuje moznost, ze Ay prejde z pocatec-
niho stavu r; prectenim slova w do pfijimajiciho stavu r4. Naopak je to jesté
zirejméjsi: kazdé slovo, které automat pfijme, nutné konci 001.

A jak ted dostaneme automat ptijimajici jazyk {w € {0,1}* | w za¢ind 110
nebo konéi 001 } 7

Podle definice lze mit pocatec¢nich stavu vice, tak vyse uvedené grafy prosté
polozime vedle sebe (odborné fe¢eno: provedeme disjunktni sjednoceni auto-
mati Ap, As), a je to! (Vysledny automat ma tedy 8 stavii.)

Prevod na deterministické automaty

Ted uz sice vime, jak lze definovat prijiméni slov a jazykt nedeterministic-
kymi automaty (¢i jejich grafy), ale jak mizeme napf. pro konkrétni NKA
A a slovo w (algoritmicky) rozhodnout, zda w € L(A) 7 Uz jste byli dfive
vyzvéni, af si to sami vyzkousite, ted se na to podivame spolecné.
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Je jasné, Zze obecné musime néjak systematicky sledovat vsechny mozné vy-
pocty, at mizZzeme rozhodnout, zda alespon jeden je tispésny (prfijimajici).
Pro konkrétnost vezméme napt. diive zkonstruovany NKA reprezentovany
nasledujicim grafem:

Mizeme si predstavit, ze slovo w nam nékdo bude diktovat znak po znaku a
my mame vzdy ohlasit, pokud je dosud nadiktovany prefix u slova w (které
dopfedu neznédme) pfijiman (pokud tedy v grafu existuje alespori jeden sled
z néjakého pocatecniho do néjakého prijimajiciho stavu, jehoz ohodnoceni je
v souladu s prefixem u).

Asi pfijdeme na postup, ktery lze popsat nasledovné, v terminech jakési knof-
likové hry na grafu.

Na zacatku polozime knofliky pravé na pocéatecni stavy (respektive vrcholy
grafu jim odpovidajici); v nasem pfipadé je tedy pocate¢ni ,knoflikovou mno-
zinou“ mnozina Ko = {q1,71}.

Lezi-1i nyni jeden knoflik na pfijimajicim stavu, hladsime piijeti (prefixu €); v
nasem piipadé tomu tak neni.

Je-li ndm nyni nahldSen znak 0, prozkoumame, kam se mohou posunout
knofliky z aktualni knoflikové mnoziny po Sipkach oznacenych 0, a prislusné
cilové vrcholy vytvori novou aktualni knoflikovou mnozinu. V nasem piipadé
se knoflik z ¢; nemiize posunout nikam, takze mizi bez ndhrady. Z r; se po
0-Sipce 1ze pfesunout do r; nebo ry. Takze nova aktudlni knoflikovd mnozina
je K1 = {Tl,T‘Q}‘

Kdyby nam v situaci K, byl nahlasen znak 1, sestrojime obdobné mnozinu
K2 = {QQ, 7"1}‘



3.9 Nedeterministické konecné automaty 97

Pokud méame situaci (knoflikové rozestaveni) K; a je ndm nahlasena 0, pre-
jdeme do K3 = {ry, 2,73} (pocet knoflikii se pochopitelné muize zvySovat i
snizovat).

Konstrukce, které takto popisujeme slovné, lze samoziejmé lépe zachycovat

Vv

0 1

- Koz{qh?“l} K, | K,
K, = {7“1,7”2} K3
K, = {CJQ,H}
K3={7“1,7”2,7“3}

Tohle je ndm samoziejmé néjaké povédomé; no ano, vzdyt my vlastné kon-
struujeme jisty deterministicky konecény automat (DKA) A’. Stavem tohoto
DKA A’ je ovSsem mnozina stavi puvodniho NKA A; pocateénim stavem A’
je mnozina pocatec¢nich stavi A.

Kontrolni otdzka: Co budou pfijimaci stavy A’ ?

(Jisté jste prisli na to, Ze stav automatu A’ je prijimajici pravé tehdy, kdyz
pfislusnd mnozina stavii A obsahuje alespon jeden pfijimajici stav.)

CVICENI 3.62: Dokoncete peclivé konstrukei vyse uvedeného automatu se
Stavy K(), K17 KQ, e

Ted néas uz ovSem neprekvapi nasledujici véta a nemél by nas piekvapit ani
jeji dikaz.

Véta 3.21
Existuje algoritmus, ktery ke kazdému nedeterministickému konecnému au-
tomatu A sestroji ekvivalentni (deterministicky) konecny automat A’ (tedy

L(A) = L(A")).

Dukaz: K NKA A = (Q,X%,9,1, F) sestrojime DKA A" = (Q',%,d, 1, F'),
kde

e (' = P(Q) je mnozina vSech podmnozin stavii ); mnozina I € @' je
pocatecnim stavem,
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e FF={K eQ | KNF # (} (F' tedy obsahuje vSechny podmnoziny
mnoziny @), které obsahuji néktery stav z F'),

e Prechodova funkce 0" : Q' x ¥ — @ kazdé podmnoziné pivodnich
stavi K C @ a pismenu a € ¥ pfitadi podmnozinu {¢ € @ | 3¢’ € K :
¢ — aq}-

Neni tézké se presvédcit, ze novy DKA A’ pfijimé stejné slova jako ptuvodni
NKA A - aktudlni stav K deterministického A’ po prec¢teni libovolného slova
u predstavuje mnozinu téch stavi nedeterministického A, které lze dosahnout
(nedeterministickymi) vypocty A pfectenim wu. O

Opét muzeme (snad vSichni) ocenit, jak struné a pfesné vystihuje matema-
tickd notace myslenku predeslé konstrukce. VSimnéme si ted jesté nékolika
véci.

Diikaz véty 3.21 ukazuje pro NKA s n stavy konstrukci DKA s 2" stavii! Proto
takovy algoritmus nemtize byt nazvan rychly (jak o tom budeme mluvit v
teorii algoritmi).

Kontrolni otazka: Ve vyse uvedeném cviceni, kdy jste dokoncovali konstrukci
mnozin Ky, K1, Ko, .. ., vdim ovSem jist8 vyslo (podstatné) méné nez 28 = 256
stavi; ¢im to je?

Jisté jste si uvédomili, Zze navrzend konstrukce automaticky sestroji jen do-
sazitelné€ stavy deterministického A’, coZ je v mnoha pfipadech podstatné
mensi mnozina nez mnozina vSech podmnozin stavové mnoziny automatu A.

Poznamka: Vime, ze vysledny deterministicky automat miize byt i pak
mozné zmensit redukei (coz jste moznd u zminéného cviceni alespori ¢asteéné
vyuzili). BohuZel existuji i nedeterministické automaty s n stavy, u nichz ma
i ten nejmensi ekvivalentni deterministicky automat onéch 2™ stavi. Podrob-
néji se k tomu vratime v rozsitujici casti.

Jesté stoji za zvlastni zminku specialni stav DKA A’, ktery odpovida prazdné
mnoziné. Takovy stav je dosazitelny napt. v deterministickém automatu od-
povidajicim vyse zkoumanému automatu s nasledujicim grafem.

Pfevod na DKA (pro néjz musi byt podle definice definovan ptechod pro
kazdy stav a kazdé pismeno) vyda tento vysledek:

(kde Ko = {q1}, K1 =0, Ko = {2}, K3 = {g3}, Ka = {qu})-
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Stav odpovidajici prazdné mnoziné tedy prirozené odpovida ,chybovému
stavu® (v ném uZ vypocet natrvalo ztistava). Nékdy se u deterministickych
automati takovy stav ani nekresli; musi ale byt z kontextu jasné, ze vsechny
schybé&jici Sipky“ chybi zamérné, nebot by vedly do takového chybového
stavu.

CVICENI 3.63: Zkonstruujte ekvivalentni deterministicky automat k auto-

matu z obrazku 3.11.

Vzpomenme si, ze na zacatku této casti jsme hovorili o nedeterminismu jako
prostifedku umoznujici ,beznamahovou“ konstrukci DKA pro vyhledavani
vzorku abaaba apod. To uz je ndm jasné: dokonce je nam jasny algoritmus,
ktery k zadanému vzorku navrhne nedeterministicky automat, no a ten lze
pak algoritmicky prevést na deterministicky.

Ale co vyfeSeni problému s konstrukci automatu pro jazyk L(A;) - L(Ag) ?
K tomu se jesté vice hodi mirné obecnéjsi forma nedeterminismu. Pridame
moznost tzv. e-pfechodi, tedy pridame automatu moznost zménit stav bez
¢teni vstupniho symbolu (a to tieba vicekrat za sebou). VSe by mélo byt
intuitivné jasné ze schematického obrazku 3.13.

Automaty A;, As prosté polozime vedle sebe, udélame tedy jejich disjunktni
sjednoceni, a z prijimajicich stavii A; vedeme e-Sipky do pocatec¢niho stavu
A,y. Pak ponechame jako pocateéni stav jen pocatecni stav A; a jako pri-
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Obrazek 3.13: L(A) = L(A;) - L(As)

jimajici ponechdme jen pfijimajici stavy As. A¢ jsme jesté nepodali presné
definice, uz by mélo byt intuitivné jasné, ze vnikly nedeterministicky auto-
mat, kterému rikame ,zobecnény“ diky pfidané moznosti e-Sipek, skutecné
piijima pravé slova z L(A;) - L(As) .

Zobecnény nedeterministicky koneény automat

Formalné definujeme uvedeny automat takto:

Definice 3.22
Zobecnény nedeterministicky konecny automat (ZNKA) je dén pétici A =
(Q,%,6,1,F), kde

e () je koneCna neprazdna mnozina stawvii,
e Y je koneCna neprazdna abeceda,

e 0:Q x (XU{e}) = P(Q) je prechodova funkce,
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e [ C () je mnozina pocdtecnich (inicidlnich) stavi

e F' C (@ je neprazdnd mnozina prijimagjicich (koncovych) stavi.

Jediny rozdil mezi ZNKA a NKA je tedy v definici prechodové funkce, ktera
zde pripousti i e-kroky.

Rozsifeni vyznamu nasi notace
w_ oy
q—4q,

i na piipad ZNKA by mélo byt ziejmé: ze stavu ¢ se (zobecnény nedetermi-
nisticky) automat muze prectenim slova w, s piipadnymi e-mezikroky, dostat
do stavu ¢'. Podobné chipeme znaceni ¢ — @’ (specialné ¢ — F) apod.

Matematicka pozndmka: Pro ZNKA A = (Q, %, d, I, F) 1ze podat tuto induk-
tivni definici relace ¢ — ¢':

1. g —gq,
2. kdyz 0(q,a) > ¢ (a € SU{e}), tak ¢ - ¢,
3. kdyiqu’aq’Lq”, tak ¢ — ¢".

Definice prijeti slova i jazyka pak pro ZNKA vypada tplné stejné jako pro
NKA (viz definice 3.20).

Knoflikova hra, podéavajici algoritmicky navod k rozhodnuti, zda dané w je
prijato danym ZNKA, obsahuje dalsi aspekt: aktualni oknoflikovanou mno-
zinu stavi musime vzdy rozsifit o ty stavy, do nichz se z oknoflikovanych lze
dostat pomoci e-Sipek. Podivejme se na konkrétni ZNKA znazornény nasle-
dujici tabulkou (ta ted samoziejmé obsahuje i sloupeéek pro ).

alb|cle
—112|-1-13
2111 -1]-
3|-14]-
41-13]-1-
«~b5|-]-16]-
6|-]-15]-




102 Kapitola 3. Konecné automaty a regularni jazyky

Co je ted pocatecni stav K ? Obsahuje samoziejmé ptivodni pocéatecni stav
1, diky tomu ale musi obsahovat i stav 3, protoze do néj lze ze stavu 1 prejit
e-krokem; pak ovsem obsahuje i 5. Cili Ky = {1,3,5} je onou pocatecni
knoflikovou mnozinou, obsahujici vSechny pocatecni stavy a ty stavy, které
jsou z pocatecnich dosazitelné jen pomoci e-sipek. K je tedy i pfijimajici,
protoze obsahuje ptivodni pfijimajici stav 5.

Kdyz mame ve stavu Ky = {1, 3,5} zpracovat znak a, vygeneruje knoflik
na stavu 1 knoflik na stavu 2 a knofliky na 3,5 nevygeneruji nic. Zakladem
nésledujici knoflikové mnoziny je tedy mnozina {2}; z jejich prvka se uz
oviem e-fipkami dal nedostaneme, takze mame Ky — K1, kde K; = {2} a
neni piijimajici.

CVICENT 3.64: Dokoncete zapocatou konstrukei deterministického automatu

se stavy Ko, Kq,....

Aplikovali jsme tedy nasledujici metodu (platnou samoziejmé i pro nedeter-
ministicky automat bez e-Sipek).

Metoda 3.23
Prevod ZNKA A na ekvivalentni DKA A’.

e Pocatednim stavem K, automatu A’ bude stav reprezentujici mnozinu
vSech pocatecnich stavii A doplnénou o vSechny stavy dosazitelné v A
libovolnymi sekvencemi e-pfechod.

e Dokud méame v sestrojovaném automatu A’ néjaky stav K;, ktery nema
definovany prechody pro vSechna pismena, opakujeme nasledujici:

— vybereme si jeden takovy stav K; (napf. ten s nejmensim potrado-
vym ¢islem) a pismeno a, pro néjz prechod z K; neni definovan.
Pro vsechny stavy ¢ v mnoziné reprezentované stavem K; najdeme
vSechny moznosti prechodu znakem a v A a pfislusné cilové stavy
shrneme v nové mnoziné stavi K, do niz jesté priddme vsechny
stavy dosazitelné v A libovolné dlouhou sekvenci e-pfechodi ze
stavi jiz se v K nachézejicich.

— Pokud se K rovna néjakému jiz vytvofenému K, vedeme v A’
Sipku K; - K ;5 jinak pouZijeme nejnizsi dosud nepouzity index
J, definujeme K; = K a vedeme Sipku K; = K;.
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e Kazdy stav K, ktery reprezentuje mnozinu obsahujici alespon jeden
prijimajici stav z A, ozna¢ime v A’ jako pfijimajici.
Vsimnéme si, ze v uvedeném postupu se odvolavame k algoritmu dosazitel-

nosti (jako k jiz definované procedufe).

Kontrolni otdzka: Jak upravite nas zndmy algoritmus zjistujici dosazitel-
nost stavil z poc¢atecéniho stavu pro piipad zjistovani stavii dosazitelnych jen
sekvencemi e-prechodil ze stavli dané mnoziny K ?

De facto jsme tedy dokazali nasledujici vétu.

Véta 3.2

Existuje algoritmus, ktery ke kazdému zobecnénému nedeterministickému
konecnému automatu A sestroji ekvivalentni (deterministicky) konecny au-
tomat A" (tedy L(A) = L(A")).

Ukézali jsme tedy, zZe ackoli (zobecnéné) nedeterministické kone¢né automaty
maji vice moznosti, jak reprezentovat jazyky, neumeéji v tomto smyslu vic nez
standardni konecné automaty:

Véta 3.25
Zobecnéné nedeterministické automaty rozpoznavaji pravé regularni jazyky
(stejné jako standardni deterministické konecné automaty).

(Ke kazdému ZNKA A existuje DKA A’ takovy, ze L(A") = L(A).)
Otazky:
OTAZKA 3.65: Je vypocet ZNKA vzdy konecny?

OTAzKA 3.66: Co se stane, pokud Metodu 3.23 aplikujeme na determinis-
ticky automat?

OTAzKA 3.67: Kdy pii konstrukeci podle Metody 3.23 vznikne stav repre-
zentovany prazdnou mnozinou ()?

OTAZKA 3.68: Mize byt stav () (dle predchozi otézky) pfijimajicim?

CVICENI 3.69: Kdy nésledujici automat pfijiméa neprazdné slovo sloZené ze

samych pismen a?
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CVICENI 3.70: Sestrojte ekvivalentni deterministicky automat k nedetermi-
nistickému automatu ze Cviceni 3.69:

CVICENI 3.71: Kterd slova z {b}* pfijiméa automat ze cviceni 3.69 ?

CVICENT 3.72: Navrhnéte nedeterministicky automat prijimajici jazyk vSech
téch slov nad {a, b}, které konéi sufixem ,abb* nebo sufixem ,aa*.

CvICENI 3.73:Nasledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat
prevedte na deterministicky bez nedosazitelnych stavil.

Shrnuti: Seznamili jsme se podrobné s nedeterministickjmi koneénymi
automaty. Uvédomili jsme si pfitom, Ze jejich uzitecnost nespociva v tom, ze
by umély reprezentovat vice jazykl nez deterministické konecné automaty,
ale v tom, ze uméji regularni jazyky reprezentovat mnohdy daleko struc¢néji
a prehlednéji. Vyznamnym faktorem z hlediska praktické uzitecnosti pak je
existence algoritmii prevadéjicich nedeterministické automaty na ekvivalentni
deterministické.



3.10 Uzavérové vlastnosti ttidy regularnich jazyki 105

3.10 Uzavérové vlastnosti tridy regularnich
jazykt

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

Mate zvladnout nékteré dalsi moduldrni konstrukce (vyuzivajici ne-
determinismus) pro tvorbu automati pro slozitéjsi jazyky. Dale méte
pochopit a zrekapitulovat uzavienost tfidy regularnich jazykd vici
riznym jazykovym operacim.

Klicova slova: trida requldrnich jazyku, zretézeni a iterace jazyki, uzavie-
nost tridy jazyki vici riznym operacim

Jiz mame dobrou predstavu o tom, Ze existuji regularni i neregularni jazyky
(kazdy ma svou piislusnou abecedu). Zkusme se trochu z nadhledu podivat
na mnozinu vsech regularnich jazyki; fikame ji také

trida requldrnich jazykd a budeme ji oznacovat REG.

Zname tedy mnohé priklady jazykia L € REG i jazyka L ¢ REG.
Ptipomeneme-li si nase znalosti z modularnich konstrukci automati apod.,
uvédomime si napft., ze pro jakékoli jazyky Li, L, € REG plati, ze také
Ly U Ly € REG. Rikame, 7e tfida REG je uzaviena wici operaci sjednocent.

Poznamka: Jednd se o specidlni piipad uzavienosti mnoziny vzhledem
k operaci, jak je to definovano v Sekci 1.3.

Takze v prvé fadé si uvédomime, zZe jsme si jiz dokazali nasledujici vétu.

Véta 3.26
Trida REG je uzaviena viici sjednoceni, pruniku, dopliku. (Je-li tedy Ly, Ly €
REG, pak také L, U Ly, Ly N Ly, Ly jsou v REG.)

Kontrolni otdzka: Plyne uzavienost REG vici nékteré z operaci z uzavienosti
viuci dalsim dvéma ?
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(Ano, napf. uzavienost viéi priniku plyne z uzavienosti vici sjednoceni a
dopliku — diky de Morganovym pravidlim.)

Podobné je tfida REG uzaviena i na jazykové operace zietézeni a iterace:

Véta 3.27
Tiida REG je uzaviena viici zietézeni a iteraci. (Je-li tedy Ly, Ly € REG, pak
také Ly - Ly, a (Ly)* jsou v REG.)

Duikaz: Spokojime se zde s ndzornymi obrazky. Pro zfetézeni se odvolame
na jiz diskutovany obrazek 3.13.

Pro iteraci postaci nasledujici obrazek.

© ©
o o e
e

Obrazek 3.14: L(A’) = L(A)*

Ten ukazuje, jak k automatu A zkonstruovat ZNKA A’ rozpoznévajici L(A)*.
Prosté ze vSech pfijimajicich stavi vedeme e-Sipky do pocatecniho stavu a
ptiddme novy (izolovany) pocatecni stav, ktery je zarover piijimajicim.
Kontrolni otdzka: Proc?

(Vime, Ze podle definice kazdy L* musi obsahovat e [dokonce i ()*].)

Je snadné se presvédcit, ze ke kazdému slovu z L(A)* (to je tvaru ujus . . . Uy,
kde u; € L(A) pro i = 1,2,...,n) existuje pfijimajici vypocet v ZNKA A’
a naopak existence prijimajiciho vypoétu automatu A’ pro slovo w nutné
znamena, ze w € L(A)*.

U



3.10 Uzavérové vlastnosti ttidy regularnich jazyki 107

Ttida REG je uzaviena vi¢i mnoha dalsim operacim (o nékterych pojedname
v rozsitujici ¢asti); zde se spokojime jesté s jednou operaci:

Véta 3.28
Tiida REG je uzaviena vici operaci zrcadlového obrazu. (Je-li tedy L € REG,
pak také L € REG.)

Diikaz: Neni tézké pfijit na to, ze u automatu pro L stac¢i zaménit poc¢atecni
stavy s pfijimajicimi (stav, ktery byl pocatecni, je po té zméné pfijimajici,
stav, ktery byl pfijimajici, je po té zméné pocatecni) a obratime vSechny
sipky. Tim vznikne (obvykle nedeterministicky!) automat o¢ividné pfijimajici
LE. OJ
Vsimnéme si, ze vSechny nase dikazy uzavienosti REG vii¢i operacim jsou
konstruktivni, tedy obsahuji vzdy navod, jak lze k vychozim automatiim pro
jazyky L, Lo algoritmicky zkonstruovat automat pro jazyk vznikly aplikaci
ptislusné operace na jazyky Li, Lo. (U undrnich operaci jako je doplnék,
iterace, zrcadlovy obraz je samoziejmé vychozim jen jeden automat.)

Kdyz tedy slozitéjsi jazyky popiseme pomoci aplikaci pfislusnych operaci na
jednoduché jazyky, pro néz umime sestrojit kone¢né automaty, vime, ze ony
slozitéjsi jazyky jsou také regularni a sestrojeni konecnych automati pro né
muzeme vlastné svéfit pocitaci (naprogramovanim pfislusnych algoritmi).
Zvlastni roli mezi operacemi, na které je uzaviena tiida regularnich jazyki,
hraji tzv. regularni operace:

Definice 3.29
Reguldrnimi operacemi s jazyky nazyvame operace

o sjednoceni Ly U Ly ={w |w € L1 V w € Ly},
o zietézeni Ly - Ly = {uv |u € Ly, v € Ly}
e a iterace L* = {w | w lze psat w = ujuy...u, pro n&jaké n > 0 a

w; € Lyi =1,2,...,n} (zfetézeni n = 0 slov chdpeme jako e, které je
tedy vzdy prvkem L*).

Poznamka: Pro tuto chvili jen poznamename, Ze regularnimi operacemi
lze vytvorit vSechny regularni jazyky z tzv. elementarnich (jednoprvkovych)
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jazyki; o tyto operace se také opiraji (teoretické) regularni vyrazy, o kterych
budeme hovotit déle.

Shrnuti: Rozsifili jsme nase obzory ohledné konstrukei automatt pro slo-
7it€js1 jazyky (vyjadiitelné aplikacemi jazykovych operaci na jednodussi ja-
zyky). Vsimli jsme si, jak ndm pii tom opét poméha nedeterminismus. Je
nam také jasné, ze kromé konstrukce konkrétnich automati je uzitecné podi-
vat se na nase snazeni trochu ,seshora“ a formulovat nase poznatky ve formé
vlastnosti t¥idy REG, ktera obsahuje vSechny regularni jazyky.

3.11 Cviceni

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

Cilem je opét urcité zopakovani a procviceni nabytych znalosti. Tomu
ma napomoci promysleni a vyreseni dalSich otazek a priklada.

CVICENI 3.74: Sestrojme nedeterministicky automat (ZNKA) rozpoznavajici

jazyk vSech téch slov nad abecedou {a, b, ¢}, kterd neobsahuji zadny znak a,
nebo pocet vyskyti znaku b je sudy nebo pocet vyskyti znaku ¢ dava pii
déleni tfemi zbytek 2.

CVICENI 3.75: Existuje slovo nad abecedou {a, b}, které nepatii do jazyka

prijimaného nasledujicim nedeterministickym automatem se dvéma pocatec-
nimi stavy?
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Poznamka: Pozor, prestoze vSechny stavy jsou prijimajici, odpovéd neni
tak trivialni.

CVICENI 3.76: Najdéte libovolné slovo nad abecedou {a, b}, které nepatii do
jazyka prijimaného timto nedeterministickym automatem se dvéma pocatec-
nimi stavy:

CVICENT 3.77: Nasledujici nedeterministicky koneény automat prevedte na
deterministicky (bez nedosazitelnych stavii).

CVICENI 3.78: Nasledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat
prevedte na deterministicky bez nedosazitelnych stavi.

CvVICENT 3.79*: Slovné popiSte jazyk prijimany nasledujicim nedeterminis-
tickym automatem.
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3.12 Regularni vyrazy

Orientac¢ni ¢as ke studiu této éasti: 2 hod.
Cile této casti:

Cilem je seznameni se s regularnimi vyrazy, jez jsou dals$im prostied-
kem popisu regularnich jazykt a které jsou mj. zdkladem pro popis
vzorkl vyhledévanych v (textovych) souborech. Mate zvladnout algo-
ritmus prevodu regulérnich vyrazii na ekvivalentni koneéné automaty
a také si procvicit navrh regularnich vyrazi pro konkrétni jazyky.

Klicova slova: regularni vijraz, konstrukce konecného automatu k danému
requldrnimu vyrazu

Vsichni se téméf kazdodenné potkéavame s tlohou vyhledavéani vzorka (slov)
v textech (napf. na Internetu). Na vyhledavani existuji standardni softwarové
nastroje, které jsou obvykle pfimo zabudovany do systému nebo do textovych
editorti. Jako informatici bychom jisté méli mit alesponl ponéti o tom, na ¢em
jsou tyto nastroje zalozeny.

Jiz v ¢asti 3.1 jsme pochopili, Ze v pozadi stoji néco, ¢emu se tikd konecény
automat, a v dalsich ¢astech jsme si tento prostredek docela podrobné ,,ohma-
tali“.

Méame-li tedy vyhledavat v textu konkrétni slovo (napi. ‘abaaba’, ‘PES’
‘informatika’ apod.), vime, jak bychom to sami algoritmicky fesili; sestro-
jili (a implementovali) bychom automat rozpoznévajici jazyk sestavajici ze
vSech slov v prislusné abecedé, jez maji sufix rovnajici se hledanému vzorku.
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Casto ovsem potfebujeme vyhledavat obecnéjsi vzorky nez konkrétni slova.
Vzorek muZe byt napf. specifikovan (booleovskou) kombinaci jednoduchych
podminek. Napft. si lze predstavit, ze vyrazem

»(Ceskx & slovenx) V (Ceskx & némecxk)“

zadavame (v néjakém systému) pfani nalézt vSechny dokumenty, které zéro-
ven obsahuji slovo zac¢inajici na ,Cesk a slovo zacinajici na ,sloven“ nebo
zaroven obsahuji slovo zacinajici na ,,¢esk” a slovo zac¢inajici na ,némec®.

Na vyrazy podobné uvedenému lze pohlizet jako na popis (reprezentaci) urci-
tého jazyka — reprezentovany jsou ty posloupnosti pismen (v ,redlu“ napt. do-
kumenty, v naSich pojmech jim fikdme prosté slova), které danému vyrazu
vyhovuji; vSimnéme si, ze takto reprezentovany jazyk je pak obvykle neko-
necny.

My se ted nesoustiedime na konkrétni (pocitacovy) systém, ale uvedeme
requldrni vyrazy, které jsou urcitym zptisobem zakladni a na které se obvykle
omezujeme Vv teorii.

Poznamka: Tyto (teoretické) regularni vyrazy samozfejmé maji uzky vztah
k riznym ,,praktickym* regularnim vyraztim, s nimiz se setkdvame v riznych
softwarovych systémech. Slouzi ndm jako uréity (nejjednodussi) prototyp;
pochopime-li tento prototyp a jeho vztah ke koneénym automatiim, nebu-
deme mit problémy s pochopenim onéch praktickych systému.

Musime si tedy predevsim domluvit syntazi (zptsob utvoreni) zépisu, ktery
budeme nazyvat regularnim vyrazem. Déle musime popsat sémantiku (vy-
znam), kterd ke kazdému reguldrnimu vyrazu « piifazuje jazyk (mnozinu
slov), kterou tento vyraz reprezentuje; jazyk reprezentovany vyrazem « zde
oznacujeme [a]. K zadani pfesné syntaxe a sémantiky slouzi nasledujici (in-
duktivni) definice. (Mate-li s nimi pfi prvnim ¢teni problémy, podivejte se
nejprve na piiklady za nimi.)

Definice 3.30

Reguldarnimi vyrazy nad abecedou ¥ rozumime mnozinu RV (X) slov v abe-

cedé¢ XU{D,e,+,-*,(,) } (kde pfedpokladame, ze 0, e, +,-,*, (,) € ), kterd
spliiuje tyto podminky:

e Symboly ), ¢ a symbol a pro kazdé pismeno a € ¥ jsou prvky RV (X);
tyto symboly také nazyvame elementarnimi reguldrnimi vyrazy.
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o Jestlize o, f € RV (X), pak také (a+ ) € RV(Y), (a-5) € RV(X) a
(a*) € RV (X).

e RV(X) neobsahuje zadné dalsi Fetézce, tedy do RV (X) patii prave ty
fetézce (vyrazy), které jsou konstruovdny z (), e a pismen abecedy X
vyse uvedenymi pravidly.

Definice 3.31
Regulérni vyraz « reprezentuje jazyk, ktery oznac¢ujeme [a]; ten je dan né-
sledujicimi pravidly:

o [0] =0, [e] ={c}, [a] = {a}
e adale [(a+ )] = [a] U[B], [(a-B)] = [o] - [], [(@")] = [o]".

Pro abecedu ¥ = {0, 1} je regularnim vyrazem napi. fetézec (((0-1)+ ((1-
0)-0))7).

Kontrolni otdzka: Jakou posloupnosti syntaktickych pravidel vyraz vznikl?

Jisté snadno odvodime, Ze uvedeny vyraz reprezentuje jazyk {01,100}*.

Definice predepisuje diisledné pouzivani zavorek, které odrazeji posloupnost
pouzitych pravidel, pro praktické pouziti se ovSem hodi moznost ,zbytecné“
zavorky vynechavat; jde nam totiz v prvé rfadé o sémantiku, tedy o repre-
zentovany jazyk. Také je uZite¢nd moznost vynechdvani symbolu - (jehoz
skrytd pritomnost je ddana kontextem). Intuitivné jisté hned pochopime, Ze
pokud uvedeny vyraz zjednodusime na zapis (01 + 100)*, zachovame vSechnu
informaci o reprezentovaném jazyku. Vyuzivame tedy nésledujici moznosti
zjednoduseni znaceni:

Znaceni: Prizapisu regularnich vyrazi vynechavame zbytecné zéavorky (aso-
ciativita operaci, vnéjsi par zavorek) a tecky pro zietézeni; dalsi zavorky lze
vynechat diky dohodnuté priorité operaci: operace * vaze siln€ji nez operace -
a operace - vaze siln€ji nez operace +.

Napf. misto ((((0-1)*-1)-(1-1))4+((0-0)+1)*) napiSeme (01)*111+ (00+1)*.

Komentai: Jisté se shodneme, Z7e regularni vyrazy celkem ,pruhledné“
popisuji jazyky vzniklé z elementarnich jazyka (0, {¢} a {a} pro a € X)
requldrnimi operacemi (pfipomenme si definici 3.29). Snad jediné drobné
»prekvapeni® je, Ze operace sjednoceni se zde zapisuje symbolem +. (Mohli
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bychom samoziejmé pouzivat znak U, ale zistaneme u v této oblasti zabéh-
nutého +.)

Vsimnéme si specialné, ze v naSich regularnich vyrazech neni symbol pro
operaci pruniku ani dopliiku! (To jsou pfiklady operaci, které se ¢asto v po-
¢itacové praxi regularnich vyrazi objevuji, my se zde ale bez nich obejdeme.)

Jaké jazyky lze vlastné popsat regularnimi vyrazy? Nikoho jisté neprekvapi,
ze to jsou regularni jazyky, tedy tiidou jazykt reprezentovatelnych regulér-
nimi vyrazy je tfida REG. V jednom sméru ndm to vlastné ihned plyne z
diivejsich poznatk:

Véta 3.32
Ke kazdému regularnimu vyrazu « Ize sestrojit kone¢ny automat prijimajici

jazyk [a].

Dukaz: Staci samoziejmé ukazat, ze k zadanému regularnimu vyrazu « lze
sestrojit zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat A, takovy, ze jazyk
[a] je roven L(A,).

Pro jazyky 0, {e}, {a} lze trivialné zkonstruovat piislusny (ZN)KA; pro dalsi
technickou jednoduchost miizeme konstruovat automaty s jedinym pocatec-
nim stavem, do néhoz nevchézi zadna sipka, a s jedinym pfijimajicim stavem,
z néhoz nevychazi zadna Sipka. (Navrhnéte takové automaty pro elementarni
regularni vyrazy!)

K vyrazim (o + (), (a- 3) a () umime konstruovat automaty z automatt
Ay, Ag podle vét 3.3 a 3.27.

Obrazek 3.15 ovSem navic nazorné ukazuje, ze lze pouzivat konstrukce za-
chovavajici u konstruovanych automatt, ze maji pravé jeden pocatecni stav
bez vstupnich Sipek a pravé jeden prijimajici stav bez vystupnich Sipek.

O

CvICENI 3.80: Aplikujte algoritmus naznaceny na obrazku 3.15 na regu-
larni vyraz ((01*0 + 101)*100 + (11)*0)*01. (Muzete samoziejmé pribézné
vypoustét ty e-Sipky, které jsou oc¢ividné nadbytecné.)

Komentai: Vsimnéme si, %e konstrukce automatu pro sjednoceni na ob-
razku 3.15 ukazuje alternativni dikaz véty 3.3. Vysledny automat je sice
i pro deterministické vstupni automaty (zobecnény) nedeterministicky, ale
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Sjednoceni

Zfetdzeni
e}
Iterace

O£ ©

Obrazek 3.15: Konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

jeho pocet stavi je jen o 2 vétsi nez je soucet stavi vstupnich automati
(jeho stavovou mnozinou neni kartézsky soucin stavi vstupnich automati).
Obrazek 3.15 tak navic nazorné ukazuje, ze pocet stavi ZNKA A, zkonstru-
ovaného k regularnimu vyrazu « je amérny délce a. (To je aspekt, ktery by
uz neplatil, kdybychom v regularnich vyrazech pouzivali symboly pro prinik
¢i doplnék.)

K odvozeni avizované véty

Véta 3.33
Regularnimi vyrazy lze reprezentovat pravé regularni jazyky.

bychom jesté potfebovali ukéazat, ze ke kazdému konenému automatu A
existuje (lze algoritmicky sestrojit) regularni vyraz a4 tak, zZe jazyk [a4] je
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roven jazyku L(A). Zde se spokojime jen s poznamkou, Ze dikaz lze nalézt
v roz§ifujici ¢asti. Pro néas je ted dilezité, ze vime, jak k reguldrnimu vyrazu
zkonstruovat ekvivalentni koneény automat. (A vime to i pro regularni vyrazy
rozsifené o prunik, doplnék apod.)

Otazky:

OTAZKA 3.81: Je zapis jazyka reguldrnim vyrazem jednoznacny, nebo jinak,
lze jeden jazyk zapsat riznymi vyrazy?

CVICENI 3.82: Jak zapiSete regularnim vyrazem jazyk vSech slov, kde za

pocéatecnim tsekem znakl a se mize jednou (ale nemusi viibec) objevit znak
¢ a pak nasleduje tsek znakut b?

CVICENT 3.83: A co kdyZ v predchozi tloze vyzadujeme, Ze tisek a i tisek b
musi byt neprazdny?

CVICENT 3.84: A co kdyz v predchozi tloze jesté povolime, Ze znak ¢ se mezi
a a b mize vyskytnout 0-, 1- nebo 2-krat?

CVICENI 3.85: Zjistéte, zda jsou jazyky
[(011 + (10)*1 + 0)*] a [011(011 + (10)*1 + 0)7]

stejné.

CVICENI 3.86: Zjistéte, zda jsou jazyky
[((140)*100(1 + 0)*)*] a [((1 + 0)100(1 + 0)*100)*]

stejné.

CVICENI 3.87*: Zadejte regularnim vyrazem jazyk
L={we{0,1}* | ve w je sudy pocet nul a kazda jednicka je bezprostiedné
nésledovana nulou }

CVICENI 3.88: Procvicte si regularni vyrazy i tim, Ze jimi popiSete nékteré
dalsi regularni jazyky, s nimiz se v nasem textu setkavate.
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CVICENI 3.89: Sestrojte koneény automat (tfeba nedeterministicky) priji-
majici jazyk zapsany vyrazem (0 + 11)*01.

CVICENI 3.90: Upravte predchozi automat, aby pfijimal jazyk zapsany (0+
11)*0071.

CVICENT 3.91*: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou

{0, 1}, kterd neobsahuji tii stejné znaky za sebou.

CVICENI 3.92: ZapiSte regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a,b,c}, ve kterych se nikde nevyskytuji znaky a, b hned za sebou (ani ab,
ani ba).

CVICENI 3.93: ZapiSte regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych se nikde nevyskytuji dva znaky a hned za sebou.

CVICENI 3.94: ZapiSte regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych je po a vidy b a po b vidy a.

CVICENI 3.95: ZapiSte regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych je po a vzdy b a po b nikdy neni c.

CVICENT 3.96*: Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou
{a, b, c}, ve kterych je podslovo aa a neni podslovo cc.

CVICENI 3.97*: Mé&jme dva regularni jazyky K a L popsané reguldrnimi
vyrazy

K =[0°170*1"0%], L =[(01+ 10)*].

a) Jaké je nejkratsi a nejdelsi slovo v priniku L N K?
b) Pro¢ zadny z téchto jazykt K a L neni podmnoZinou toho druhého?

c) Jaké je nejkratsi slovo, které nepatii do sjednoceni K U L? Je to jedno-
znacné?
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Vsechny vase odpovédi dobte zdtuvodnéte!

Shrnuti: Vime tedy, co to jsou zékladni (teoretické) regularni vyrazy a
umime jimi popisovat (jednoduché) jazyky. Jsme si védomi, ze regularni vy-
razy uméji popsat praveé regularni jazyky a mame dobre promyslen prevod
regularniho vyrazu na (nedeterministicky) koneény automat. Je ndm jasné,
ze tento prevod se da rozsirit i na regularni vyrazy rozsirené napt. o operace
pruniku a doplnku.
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Kapitola 4

Bezkontextové jazyky

Cile kapitoly:
Po prostudovani této kapitoly mate dobfe znat pojmy bezkontextova
gramatika a zasobnikovy automat. Mate umét navrhovat a analyzovat
jednoduché bezkontextové gramatiky a zasobnikové automaty, byt si

védomi jejich vzajemného vztahu, souvislosti s programovacimi jazyky
apod.

Klicova slova: bezkontextové gramatiky a jazyky, zdsobnikové automaty

4.1 Motivacni priklad

Orientacni cas ke studiu této casti: 1 hod.

Cile této casti:
V této ¢asti mate ziskat pfedstavu o jazycich, jejichz slova maji (syn-
taktickou) strukturu definovanou pravidly tzv. bezkontextové grama-

tiky. Rovnéz mate ziskat prvni predstavu o tom, Ze pfi rozboru (a
prekladu) slov takovych jazyku se uplatni tzv. zadsobnikovy automat.

119
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Ze studia regularnich jazykt vime, ze kazdy takovy jazyk lze popsat regular-
nim vyrazem a k regularnimu vyrazu umime zkonstruovat pfislusny konecny
automat, ktery pak muze slouzit jako nastroj vyhledavani; napf. lze zjistovat,
které dokumenty (slova) vyhovuji zadanému reguldrnimu vyrazu (tedy patii
do jazyka popsaného onim regularnim vyrazem).

Pripomerime si napfiklad, ze umime rychle mechanicky zkonstruovat (nede-
terministicky) kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk popsany regularnim
vyrazem

R = (ab)*bbb + (aa +b)* + ba™b.

Neméame s tim problém, protoze ihned vidime, ze vyraz R se d& chapat jako
ysoucet” (reprezentujici sjednoceni) dvou jednodussich vyrazu, konkrétné

R = Ry + Ry, kde Ry = (ab)*bbb, Ry = (aa + b)* + ba*b,

a staci tedy zkonstruovat automaty pro Ry, Ry a ty pak zndmou konstrukci
pro sjednoceni spojit do vysledného automatu.

Ukol konstrukce automatu pro R; si pochopitelné také miZzeme rozlozit na
mensi tkoly; vidime napi., ze R; je vlastné zretézenim

Rl = RH . ng, kde RH = (ab)*, ng = bbb,

a automat pro R; lze tedy ziskat konstrukci automatt pro Ri;, Ri2 a jejich
naslednym spojenim znamou konstrukci odpovidajici zietézeni. Pochopitelné
automat pro Ry lze ziskat z automatu pro (pod)vyraz ab aplikaci znamé
konstrukce pro iteraci, atd.

Je o€ividné, ze takto provadime de facto mechanickou (algoritmickou) ¢in-
nost. Zamysleme se ted nad tim, jak lze prislusny algoritmus popsat tak,
aby Sel jiz pfimocafie naprogramovat a my jsme tedy mohli svérit konstrukci
automatu k regularnimu vyrazu pocitaci.

Takovy algoritmus musi byt mimo jiné schopen zjistit, zda zadana posloup-
nost symbolii v abecedé A = { a,b,e,0,+,-,*,(,) } je skutecné (spravné utvo-
fenym) regularnim vyrazem. (Omezujeme se zde na popis jazyki v abecedé
¥ = {a,b}.) V piipadé, Zze zadand posloupnost reguldarnim vyrazem neni
(napt. ‘bb x + - (ba)) + a’), béh algoritmu by mél skoncit ohldSenim chyby
(napf. vstupem do ,,chybového stavu ¢i podobné).
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Jiz z toho je jasné, Ze nas algoritmus musi byt postaven na nééem obecnéjsim
nez je konecny automat. Jazyk RV ({a,b}) sestavajici z téch slov v abecedé
A, ktera jsou spravné utvofenymi reguldrnimi vyrazy, totiz regularni neni.

Kontrolni otdzka: Pro¢ (pro zadnou abecedu ) neni jazyk RV (X) regularni?

Jisté jste si pti zodpovidani otazky uvédomili, Ze je to diky pouzivani zavorek.
Stadi si uvédomit, Ze kvocienty RV (3) podle (, ((, (((, ... jsou jisté navzajem
riizné. (Pro i # j levy kvocient jazyka RV ({a,b}) podle slova (* obsahuje
napi. slovo a)’, ale levy kvocient jazyka RV ({a,b}) podle slova (? slovo a)’
neobsahuje.)

Poznamenejme, ze uplatiiujeme nasi diivéjsi dohodu o mozném vynecha-
vani zavorek, které nezplisobi nejednoznacnost diky asociativité sjednoceni
a zietézeni a diky dohodnuté priorité operatortt (“*’ vaze silnéji nez
a ‘-’ vaze silnéji nez ‘+’). Rovnéz umoznujeme vynechdvani symbolu ‘- .
(Tyto dohody jsme jiz tiSe uplatnili u uvedeni a diskuse regularniho vyrazu

R = (ab)*bbb + (aa + b)* + ba*b vyse.)

¢

Umluva. Do RV ({a,b}) zde zafazujeme i vyrazy zjednodusené v souladu s
nasimi dohodami.

Poznamka: Nase pozorovani o neregularité jazyka RV ({a,b}) samoziejmé
plati i v piipadé, ze bychom se omezili jen na regularni vyrazy bez nadby-
tecnych zavorek. Vyse uvedenou tvahu ukazujici, ze kvocienti je nekonecné
mnoho, bychom museli jen trochu upravit.

Napadne nés presto (tj. pies uvedenou neregularitu) zptisob, jak zadané slovo
z A* precist zleva doprava a rozhodnout, zda patii do RV ({a,b}) ? Po chvilce
premysleni jisté dojdeme na to, Ze pfi ¢teni (potencidlniho) regularniho vy-
razu zleva doprava budeme muset kontrolovat, zda se neobjevi nesmyslna
dvojice sousednich symboli apod. (viz nasledujici Cvi¢eni) — ale také néco
dalsiho.

CVICENI 4.1: Vyjmenujte vSechna slova délky 2 (v abecedé A), kterd se
nemohou v regularnim vyrazu vyskytovat. (Napf. ‘+)’.) Kterymi symboly
nemtize regularni vyraz zacinat? Kterymi nemiize koncit? Snazte se pak vy-
stizné charakterizovat, kdy slovo v abecedé A neobsahujici zadnou ‘zakaza-
nou’ dvojici ani ‘zakdzany’ prvni ¢i posledni symbol presto neni regularnim
vyrazem (tedy neni prvkem RV ({a,b})).
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Vyftesenim cviceni jste si jisté uvédomili, ze kromé kontroly drobnych ‘re-
gularnich podminek’ (coz mtze provadét maly konefny automat), si staci
pribézné pamatovat pocet otevienych zavorek, tedy rozdil mezi poc¢ty dosud
prectenych symboli ‘(” a ‘)’. Tento rozdil musi byt samoziejmé stéle nezé-
porny a po precteni celého vstupniho fetézce musi byt nulovy. Potfebujeme
tedy jakysi ¢ita¢ (proménnou ukladajici nezaporna cela ¢isla); jeho hodnoty
ovSem nemuzeme nijak omezit (proto také si hodnoty takového ¢itace nemuze
pamatovat koneény automat svym stavem).

Ted je ndm uz tedy jasné, jak muze algoritmus piectenim zleva doprava a
pouzitim datové struktury ,neomezeny citac” ovérit, zda zadané slovo w €
A* je regularnim vyrazem (prvkem RV ({a,b})).

Pozastavme se jesté u té datové struktury ‘neomezeny citac’ a vSimnéme si,
ze nam postacuji tfi elementarni operace: pri¢teni jednicky, odecteni jednicky
— v pfipadé, Ze je aktudlni hodnota kladna (jinak pokus o odeéteni zptisobi
chybu, vypocet se ‘zasekne’) a test, zda je hodnota nulova (coZ v nasem
pripadé pouzijeme po precteni celého slova k potvrzeni uzavienosti vSech
zavorek). Zkusme na chvili uvazovat jisté zobecnéni reguldrnich vyrazi, kdy
umoznime kromé zévorek ‘(’,‘) pouzivat i zavorky ‘[,‘]' (napf. pro vétsi
[bbabb]*. Pti pouzivani dvou (& vice) typl zavorek ndm uZ obecné pouhy
¢itac nestaci.

Kontrolni otazka: Pro¢ datova struktura ¢itac¢ v tomto pfipadé nepostacuje?

Jisté pfijdeme na to, ze si v pfipadé dvou typl zavorek musime pamatovat
i jejich poradi. K tomu se hodi datova struktura, které budeme fikat zdsob-
nik (anglicky stack ¢ pushdown). Hodnota uloZend v zasobniku neni ¢slo,
ale Tetézec symbolt z n&jaké konetné mnoziny (tedy slovo v jisté abecedé).
Elementarnimi operacemi je pridani symbolu ¢i ubrani symbolu — ale oboj¢
se déje jen na jednom konci.

Poznamka: Jedna se tedy o typ LIFO (Last In First Out).

V nasem konkrétnim piipadé staci ukladat symboly ( a [. Napf. pfi ¢teni
fetézce [(ab)*bbb + ((aa)* + b)]* + [bbabb]* by hodnota zasobniku (u néhoz
pfiddvame a ubirdme na pravém konci) postupné byla

E’ [’ [(7 [’ [(7 [((’ [(7 [’E’ [’E
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Brzy zavedeme pojem zasobnikovy automat; bude to de facto kone¢ny auto-
mat obohaceny o datovou strukturu zasobnik. Ukéze se, Ze tyto zasobnikové
automaty rozpoznavaji tridu tzv. bezkontextovych jazyki, coz je nadtrida
tfidy regularnich jazyki.

Poznamka: Pozdéji objasnime, pro¢ budou v zadkladni verzi zasobnikové
automaty definovany jako nedeterministické.

Kdyz se vratime k nasemu motiva¢nimu tkolu, uvédomime si, ze pro algo-
ritmickou konstrukci konec¢ného automatu k zadanému regularnimu vyrazu
potfebujeme podstatné vice nez jen algoritmus zjisténi, zda zadany Tetézec
je opravdu (spravné utvorenym) regularnim vyrazem. Potfebujeme totiz rov-
néz algoritmicky rozbor syntaktické struktury zadaného reqularniho vyrazu, o
niz se pak konstrukce kyzeného automatu mize opiit. Kdyz se napi. zjisti,
ze zadany vyraz R je sou¢tem R; + R, pak lze konstrukci vést tak, ze se
zkonstruuji automaty pro Ry, Rs a ty se pak spoji konstrukci pro sjednoceni;
atp.

Syntakticka struktura regularniho vyrazu je ovSsem prirozené dana pravidly,
kterd jsme pouzili v definici pojmu regularni vyraz; tuto definici si ted pfi-
pomeneme.

Reguldrnimi vyrazy nad abecedou ¥ rozumime mnozinu RV (X) slov v abe-
ced¢ XU{D,e,+,-*,(,) } (kde pfedpokladame, ze 0, e, +,-,*, (,) € 2), ktera
spliiuje tyto podminky:

e Symboly ), a symbol a pro kazdé pismeno a € ¥ jsou prvky RV (X);
tyto symboly také nazyvame elementarnimi requldrnimi vyrazy.

o Jestlize a, f € RV (Y), pak také (a+ ) € RV(X), (a-f) € RV(Y) a
(a*) € RV(%).

e RV(X) neobsahuje zadné dalsi fetézce, tedy do RV (X) patii pravé ty
fetézce (vyrazy), které jsou konstruovany z (),¢ a pismen abecedy X
vyse uvedenymi pravidly.

Tato pravidla se daji pfirozené zachytit nasledovné; omezime se pritom na
abecedu ¥ = {a, b}.

R—0|e|a|b|(R+R)|(R-R)| (R")
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Tento souhrn pravidel je ptikladem bezkontextové gramatiky; takové grama-
tiky jsou zakladnim prostiedkem popisu vysSe zminénych bezkontextovych
jazyk.

V dalsich sekcich uvedené pojmy nadefinujeme ptesné, dikladnéji je pro-
zkoumame; v rozsifujici ¢asti se pak vratime k iplnému doteseni naseho mo-
tiva¢niho problému (tedy k dokonéeni algoritmu, ktery zkonstruuje konecny
automat k reguldrnimu vyrazu).

Shrnuti: Uvédomili jsme si, Ze se napi. v programatorské praxi bé&zné
setkdme s jazyky, které nejsou regularni, ale na jejichz rozpoznavani (tj. ke
zjistovani, zda do takového jazyka patii zadany Fetézec) posta¢i konecny
automat obohaceny o (jeden) zasobnik. Zarover jsme si uvédomili, ze pro
»preklad“ (napf. regularniho vyrazu na ekvivalentni kone¢ény automat) se
potfebujeme podrobnéji podivat na syntaktickou strukturu slov zdrojového
jazyka, kterou lze casto zadat pravidly tzv. bezkontextové gramatiky.

4.2 Bezkontextové gramatiky a jazyky

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 3 hod.
Cile této casti:

Po prostudovani této ¢asti mate byt schopni definovat a ilustrovat po-
jmy jako je bezkontextova gramatika, odvozeni podle dané gramatiky,
deriva¢ni strom apod. Rovnéz mate byt schopni porozumét zadanym
(jednoduchym) gramatikdm a také je sami navrhovat.

Klicova slova: bezkonteztovda gramatika, odvozeni (derivace), derivacni
strom, bezkontextovy jazyk

V predeslé sekci jsme si mj. uvédomili, Ze jazyk reguldrnich vyrazi (nad da-
nou abecedou) neni reguldrni, ale da se definovat syntaktickymi pravidly,
kterym dohromady fikame bezkontextova gramatika. Nez si uvedeme for-
malni definice, podivame se jesté na jiny podobny jazyk (de facto fragment
programovaciho jazyka).
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Uvazujme jazyk aritmetickych vyrazti vytvofenych z prvkd abecedy ¥ =
{0,1,...,9,4, x, (,) } Priklady takovych vyrazt jsou 805 + 23 x 91 nebo
ze se nejedna o regularni jazyk. Zpiisobem béznym v programatorské praxi
(v manudlech programovacich jazykd apod.) bychom uvedeny jazyk mohli
popsat napf. témito (pfepisovacimi) pravidly:

(EXPR) — (EXPR) + (EXPR)
(EXPR) — (EXPR) x (EXPR)
(EXPR) — ( (EXPR) )
(EXPRY — (NUMB)
(NUMB) — (DIGIT)
(NUMBY — (DIGIT)(NUM B)
(DIGIT) — 0 |1]2|3|4]5|6]7]8]9

Vyrazy (EXPR), (NUMB),(DIGIT) jsou zde chapany jako (tfi) specialni
symboly, které nejsou prvky uvedené abecedy ¥. Slouzi nam jako pomocné
(syntaktické) proménné, kterym se také ¥ika netermindlni symboly ¢i zkra-
cené netermindly; odlisuji se tak od tzv. termindlnich symboli neboli ter-
mindli, tj. prvka abecedy jazyka, ktery takto definujeme (v nasem piipadé
tedy od prvka X). Na konkrétni volbé neterminélnich symboli nezalezi, jen
se museji odlisSovat od terminalti, coz miizeme vyjadrit tak, ze terminélni abe-
ceda a netermindlni abeceda musi byt disjunktni (jejich prinik je prazdny).

Pouzijeme-li misto symbold (EXPR),(NUMB),(DIGIT) netermindaly
E, N, D, vypada vysSe uvedena soustava pravidel takto:

E—E+E|EXE|(E)|N
N — D | DN
D—0]1]2]3[4|5[6]7]|8]9

Zde jsme sloucili vSechna pravidla s levou stranou E a vsSechna pravidla s
levou stranou N vzdy do jednoho fadku, pricemz jednotlivé pravé strany jsme
oddeélili specidlnim znakem ,|“; to je bézna praxe, kterou jsme jiz vyse vyuzili
pro pravidla s levou stranou (DIGIT). (Znak ,|“, podobné jako ,—*, pak
pochopitelné nepouzivame jako terminal ¢i neterminél.)

Uvedme si ptiklad odvozent, neboli derivace, slova (814 2) x 35; zapis o = [
muzeme Cist ,z Fetézce a lze v jednom kroku odvodit 3:
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F=FExFE= (E)YxE= (F+E)xE=(N+E)xE=(N+N)xE=
(N+N)x N= (DN+N)xN= ... = (81+2)x 35

Kontrolni otdzka: Umite uvedené odvozeni zkompletovat ?

Vsimnéme si ted, Ze mnozina vSech terminalnich slov (tj. fetézct terminalnich
symboli), které lze odvodit z netermindlu NV, je reguldrnim jazykem (obsa-
hujicim neprazdné posloupnosti ¢islic). My si ted dalsi iivahy zjednodusime
tim, Ze se zaméfime na gramatiku (tj. soustavu pravidel)

E-—E+E|ExE|(E)|a

kde symbol a je chapan jako terminal.

Poznamka: V prekladac¢ich programovacich jazyka nejdfive probiha tzv.
lexikdlni analyza zalozena de facto na koneéném automatu, pfi niz by pri
zpracovani vyrazu typu (801 + 23) x 35 byly fetézce 801,23 apod. rozpo-
znany (a zpracovany) jako lexikélni jednotky (,atomy“). Pro jednoduchost
si ted predstavme, Ze vSechny atomy tohoto typu (tedy Fetézce ¢islic) byly
nahrazeny symbolem a ; vysledné fetézce, které vstupuji do nasledné syntak-
tické analyzy jsou tedy typu (a + a) X a apod.

Jedno mozné odvozeni (neboli derivace) slova a + a X a (podle posledné
uvedené gramatiky) je toto:

F=F+F=a+F=a+FExXxE=a+axFE=a+axXa.

Jedna se o ptiklad tzv. levé derivace, kdy jsme v kazdém kroku prepiso-
vali nejlevéjsi netermindl (&i presnéji fec¢eno: nejlevéjsi vyskyt neterminalniho
symbolu). Uvedme piiklad pravé derivace pro totéz slovo:

F=F+FEF=F+ExXxXFE=FEF+Exa=F+axa=a+axa
A jesté priklad derivace, ktera neni ani leva ani prava:
F==F+E=FEF+ExXE=FE+axE=a+axE=a+axa

Je zfejmé, 7Ze se vlastné ve vSech trech piipadech jednd o jedno a totéz
odvozeni — jen poradi prepisovani neterminali je rtzné. Strukturu onoho
odvozeni nezavislou na konkrétnim poradi prepisovani netermindlti zachy-
cuje tzv. strom odvozeni, neboli derivacni strom. V nasem piipadé je deri-
vacni strom odpovidajici vSem tfem uvedenym derivacim znazornén na Ob-
razku 4.1 vlevo.
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Obréazek 4.1: Deriva¢ni stromy

Slovo a + a x a mé ovsem i jinou levou derivaci nez tu uvedenou vyse, a sice:
F=FExE=F+EXE=a+FExXE=a+axFE=a+axXa

Této derivaci odpovida jiny derivacni strom — je zachycen na Obrazku 4.1
vpravo.

Existence dvou ruznych deriva¢nich stromi (neboli dvou ruznych levych de-
rivaci) pro jedno slovo jazyka, je nezddouci vlastnost — pfislusna gramatika
(tj. soubor prepisovacich pravidel) je nejednoznacnd. K tomuto problému se
vratime pozdéji.

Ted je nacase zavést presné definice; nemély by byt pro nas zadnym piekva-
penim, protoze zachycuji pojmy, které jsme na intuitivni tirovni jiz pochopili.

Definice 4.1
Bezkontextovd gramatika je definovana jako usporadand ctverice G =
(I, %, S, P), kde

IT je kone¢nd mnozina netermindlnich symboli (netermindli)

Y je koneéna mnozina termindlnich symboli (termindlt),
pfidemz IINY = ()

S € II je pocdtecni (startovaci) netermindl

P je koneCna mnozina pravidel typu A — (3, kde

— A je neterminal, tedy A € II

— [ je fetézec slozeny z terminalii a netermindld, tedy 5 € (ITUX)*.
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Poznamka: Slovo ,bezkontextova“ v nazvu gramatiky znamena, Ze na levé
strané kazdého pravidla stoji jeden neterminél bez sousednich symbolii; ten
muzeme pii jakémkoli odvozeni prepsat podle uvedenych pravidel nezavisle
na jeho okoli, tedy ,,bez ohledu na kontext®.

Znaceni: Bézna konvence je, Ze jako neterminaly pouzivame velka pismena
(A, B,C,...); termindly jsou typicky mala pismena (a,b,c,...) ¢ dalsi sym-
boly (jako +, (,) apod.).

Definice 4.2

Mgjme gramatiku G = (I, X, S, P) a uvazujme fetézce v,d € (II U X)*.
Rekneme, 7e 7y lze piimo prepsat na (& piimo odvodi) & (podle pravidel gra-
matiky G) — znacime v = 0 nebo jen v = 9§, kdyz G je zfejméa z kontextu
— jestlize existuji slova puq, pe a pravidlo A — G v P tak, ze v = pui Aus,
0 = p1Buz.

Rekneme, Ze v lze prepsat na (odvodi) &, znacime v =* §, jestlize exis-
tuje posloupnost pg, ft1, ..., s slov z (II' U X)* (pro néjaké n > 0) tz.
Y=o = p1 = ... = l, = 0. Zminénou posloupnost pak nazveme od-
vozenim (derivaci) délky n slova 0 ze slova 7.

Definice 4.3
Jazyk generovany gramatikou G oznacujeme L(G); je to mnozina L(G) =
{we x| S =*w}.

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G takova,
ze L(G) = L.

Uvedené definice tedy formalizuji pojmy, které jsme si jiz neformalné ilustro-
vali dfive. Doplnime jesté nekolik poznamek.

e Zduraznéme, ze do jazyka generovaného gramatikou patii pouze termi-
nalni slova odvozena z S.

e Relace = zachycuje pojem ,odvozeni v jednom kroku“ a relace =*
pojem ,,odvozeni v konecné mnoha krocich“. VSimnéme si, ze pro kazdy

fetézec a plati o =* o (jedna se o odvozeni v 0 krocich).

e Zapis 7 =" 4§ ¢teme také 0 dostaneme z v“, .y generuje §“ apod.
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e V fedi algebry jsou = a =* (binarni) relace na mnoziné (II U X)*
(tedy na mnoziné vsSech slov tvofenych terminalnimi i neterminélnimi
symboly). Relace =* je reflezivnim a tranzitivnim uzdvérem relace =.

Pokracujeme formalizaci pojmu leva derivace a deriva¢ni strom.

Definice 4.4

Mé&jme bezkontextovou gramatiku G = (II, ¥, S, P). Rekneme, Ze a lze pie-
psat na 3 levym prepsdnim, jestlize a = uX9, B = uvyd pro néjaké u € ¥*,
0 € (ITUX)* a pravidlo X — v v P. Odvozeni ag = a1 = ... = a, je levym
odvozenim (levou derivaci), jestlize pro v§. ¢ = 0,1,...,n — 1 lze «; pfepsat
na o1 levym prepsanim. (Pravé odvozeni lze definovat obdobné.)

Poznamka: Lze snadno ukazat, ze plati-li X =¢ w, pak w lze z X odvodit
(néjakym) levym odvozenim i (néjakym) pravym odvozenim.

Definice 4.5

Derivacni strom, vztahujici se k bezkontextové gramatice G = (I, 3, S, P), je
(kone¢ny) usporadany kofenovy strom (tj. souvisly graf bez cykli, s vyznace-
nym vrcholem - kofenem, naslednici kazdého vrcholu jsou usporadani ,zleva
doprava®), jehoz vrcholy jsou ohodnoceny symboly z [ U X U {¢}. Pfitom
kofen je ohodnocen symbolem S a déle plati, ze kazdy vrchol ohodnoceny
neterminalem X € II musi mit nasledniky, kteii odpovidaji pravé strané né-
jakého pravidla X — Y1Y5...Y, v P; jsou tedy (zleva doprava) ohodnoceni
Y1,Y,.... Y, (Y; € TUZX). V pfipadé pravidla X — ¢ se jednd o jednoho
naslednika ohodnoceného €.

Vrcholy ohodnocené termindly (¢i slovem ¢) jsou listy (nemaji tedy nasled-
niky). Rekneme, Ze se jedna o derivacni strom pro slovo w, jestlize w je
zfetézenim ohodnoceni listi (v usporadani zleva doprava).

Poznamka: Vsimnéme si, ze kazdému odvozeni slova w v gramatice G' od-
povida (pfirozenym zptsobem) pravé jeden derivacni strom pro w ; derivac-
nimu stromu pro w odpovida obecné vice odvozeni slova w, ovSsem napft. prave
jedno levé odvozeni.

Je Cas na procviceni zavedenych pojmi. Nejtézsi jsou samoziejmé opét tkoly
vyzadujici jistou miru kreativity, tedy navrhy bezkontextovych gramatik pro
konkrétni jazyky.
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RESENY PRIKLAD 4.1: Navrhnéme gramatiku generujici mnozinu booleov-
skych formuli s proménnymi typu z0, x1, 22, ..., se spojkami A, V,— (a se
zéavorkami ,,(“, ,)“).

Reseni: To je typ tkolu z ,programatorského manualu“. Uvédomime si,
ze kazda formule F je bud proménnd, nebo negace né&jaké (mensi) formule,
nebo konjunkce dvou formuli, nebo disjunkce dvou formuli, anebo vznikne
uzavorkovanim (mensi) formule. Tento rozbor vede piimocare k nasledujici
gramatice (kde F' je po¢atecni netermindl).

F—V|=-F|FANF|FVF|(F)
V — N

N — D | DN
D—0|1]|2]3|4]|5]6|7]|8]9

RESENY PRIKLAD 4.2: Navrhnéme gramatiku generujici jazyk palindromi
Ly = {w € {a,b}* | w = w} (kde w® znadi zrcadlovy obraz slova w).

Reseni: Jako vzdy, nejdiive si tikol musime dikladné ujasnit. V prvé fadé se
tedy podivame na slova z L;. Do L, jisté patii ¢ a kazdé jednoznakové slovo,
tedy a i b. Ze slov délky dveé tam patii jen aa a bb, u slov délky tii se jedna
o aaa, aba, bab, bbb. atd. Jisté si takto uvédomime, Ze delsi palindrom zacina
a konci stejnym pismenem a mezi nimi je kratsi palindrom. Tato tivaha vede
primocaie k néasledujici gramatice s jedinym neterminalem:

S—ec|al|bl|aSalbSh.

.....

RESENY PRIKLAD 4.3: Co nejvystiznéji popiste jazyk generovany grama-
tikou
S — SbS | a.

Resend: Ukol pochopeni zadané gramatiky miize byt taky naro¢ny, pokud je
gramatika ,neprtihlednd“. (Moznd vam to pfipomene naroc¢nost pochopeni
ciziho neokomentovaného programu.) Pokud ndm feSeni neni hned jasné, mu-
zeme nejdiive systematicky prozkoumat nejkratsi derivace terminalnich slov
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podle dané gramatiky a doufat, Ze takto ziskame dostatecny vhled, ktery nam
pak uz umozni charakterizovat vSechna generovana slova. V nasem pripadé
tak zjistime, ze gramatika generuje slova a, aba, ababa atd., a postupné nas
jisté napadne hypotéza, ze vSechna generovana slova jsou vsechna slova ve
tvaru ,abab...aba*. Kdyz si napi. uvédomime, ze kazdou derivaci terminal-
niho slova muzeme preskupit tak, ze v prvni fazi je pouzivano jen pravidlo
S — SbS a v druhé fazi jen pravidlo S — a, je to uz definitivné jasné: po
prvni fazi dostaneme slovo ,,S0S5b...SbS“ a v druhé fazi se vSechny vyskyty
S nahradi a.

Poznamka: Vsimnéme si, ze bezkontextova gramatika v predchozim piti-

gularni jazyk je bezkontextovy, ale ne naopak. V rozsitujici ¢asti se zminime
o reguldrnich gramatikdch, coz jsou specialni bezkontextové gramatiky gene-
rujici pravé regularni jazyky.

Otazky:

OTAZKA 4.2: Mtze v bezkontextové gramatice mit jedno slovo nekonecné
mnoho odvozeni?

OTAZKA 4.3: Jaky jazyk generuje gramatika S — aS | Sb 7

CVICENT 4.4: Na Obréazku 4.2 je deriva¢ni strom popisujici odvozeni slova

w = abaaacac podle jisté bezkontextové gramatiky G.

e Vypiste pravidla gramatiky G, jejichz existenci mizeme vyvodit z uve-
deného deriva¢niho stromu.

e Napiste levé odvozeni slova w podle gramatiky G.

e Napiste pravé odvozeni slova w podle gramatiky G.

CVICENI 4.5: Upravte gramatiku z Piikladu 4.2 tak, aby generovala jen
palindromy sudé délky.

CVICENI 4.6: Zjistéte, jaka (termindlni) slova generuje gramatika
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I

VANEEAN
/N /\ A
AN

€ € a C <

Cc

Obrazek 4.2: Derivac¢ni strom pro slovo w = abaaacac

S — aBC | aCa | bBCa
B — bBa | bab | SS
C — BS | aCaa | bSSc

CVICENI 4.7: Generuje gramatika
S — abSa | ¢
stejny jazyk jako gramatika
S—aSa|bS|e ?

CvVICENT 4.8: Navrhnéte bezkontextové gramatiky generujici nasledujici ja-
zyky:

e Ly ={we {a,b}* | w obsahuje podslovo baab }
o Ly ={we{ab}||w|, mod3=0}
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o 3= {wwh|we {ab}*}
e L,={0"1"0" | m,n>0}

o Ly={0"1"|1<n<m<2n}

Shrnuti: Pojmu bezkontextové gramatika a souvisejicim pojmtim jiz plné
rozumime a nedéla ndm problémy rozbor a navrh gramatik generujicich (jed-
noduché) bezkontextové jazyky.

4.3 Jednoznacné gramatiky

Orientacdni ¢as ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

Mate porozumét pojmu jednoznacna gramatika, ziskat schopnost po-
znat (ne)jednoznacnost u konkrétnich gramatik. Rovnéz mate pocho-
pit postup, jak lze ¢asto odstranit nejednoznacnost u jednoduchych
prikladt z programétorské praxe.

Kli¢ova slova: jednoznacnd gramatika, viceznacnd gramatika, jednoznacngy
jazyk

Ptipomenme si obrazek 4.1, ktery ukazuje dva riizné derivacni stromy pro
slovo a 4+ a x a podle gramatiky

Gi: E—E+E|EXE]|(E)|a.

Zminili jsme se, Ze je to nezadouci vlastnost; naznacime proc¢. Na derivacni
strom se miizeme divat jako na vysledek syntaktické analyzy, na jehoz zakladé
se budou provadét dalsi operace; v nasem pripadé vyhodnoceni aritmetického
vyrazu.
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Poznamka: Podrobnéji o takovém vyhodnoceni, ¢i generovani kédu v niz-
Sim programovacim jazyku (assembleru), ktery ono vyhodnoceni realizuje,
pojedname v rozsifujici ¢asti.

S pravidlem £ — E + F aplikovanym v uzlu deriva¢niho stromu pfirozené
pojime akci ,,vyhodnot nésledniky a pfislusné vysledky secti“, zatimco s pra-
vidlem F — FE x E pojime akci ,vyhodnot nasledniky a piislusné vysledky
vynasob“. V tomto smyslu jisté nahlizime, Ze stromy na obrazku 4.1 davaji
rizné navody k vyhodnoceni.

Tyto tvahy néas vedou k nasledujici definici.

Definice 4.6

Rekneme, ze bezkontextovd gramatika G je jednoznacnd, jestlize kazdé slovo
z L(G) ma pravé jedno levé odvozeni (tj. pravé jeden derivacni strom).
V opa¢ném piipadé je G' nejednoznacna (& viceznacna).

Vyse uvedena gramatika (G tedy neni jednoznac¢na. My ovsem piislusna slova
umime jednoznacné syntakticky rozebrat; zapis a +a x a chapeme jako ekvi-
valentni zapisu a + (a X a), protoZe tise predpokldadame bézné dohodnutou
prioritu nasobeni pied s¢itanim. Zamysleme se nad otazkou, zda takovou pri-
oritu lze modelovat pravidly bezkontextové gramatiky; v kladném pripadé se-
strojime jednoznacnou gramatiku G, ktera je ekvivalentni G; v tom smyslu,
ze generuje tentyz jazyk. Provedeme si to ve formé feseného prikladu.

Definice 4.7
Dvé bezkontextové gramatiky G1,Go nazveme ekvivalentni, jestlize L(G1) =

L(Gs).
RESENY PRIKLAD 4.4: Navrhnéte ke gramatice
G: E—E+E|ExE|(E)|a

ekvivalentni jednoznacnou gramatiku.

Resend: V&imnéme si, %e zapis v kazdého aritmetického vyrazu (ndmi uva-
zovaného typu) bud je tvaru vy + ve, kde vy, v jsou dva (jednodussi) vyrazy,
nebo v tomto tvaru neni. V prvnim piipadé fekneme, ze v je souctem, a navic
volime v; tak, Ze tento souc¢tem neni (tedy vezmeme nejlevéjsi + ve v, pro
néjz na levé i pravé strané jsou spravné utvorené vyrazy); v druhém piipadé
nazveme v termem.
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Napri. vyraz a + a X a je souc¢tem termid a a a X a, protoze ho chapeme jako
a+ (a x a); vyraz (a + a) X a ovSem souctem neni, cely je jednim termem.
Ani vyraz (a + (a X a)) neni chdpan jako soucet, kvili vnéjsim zavorkam.
Dale napt. a X a+ a+ a lze sice vyjadrit dvéma zptisoby jako soucet, ale diky
nasi umluvé ho chapeme jako soucet termu a X a a vyrazu a + a. (Zde tedy
yasociujeme doprava“, neboli vy + vy + v3 chapeme jako vy + (ve + v3).)

Podobné kazdy term ¢ bud je nebo neni soucinem t; X to; v kladném pripadé
zase bereme nejlevéjsi vyskyt X, pro néjz jsou na levé i pravé strané spravné
utvorené vyrazy. Vyraz, ktery neni ani sou¢tem ani sou¢inem nazveme fak-
torem.

Tyto tivahy nas ptirozené vedou k nasledujicim pravidlim

E—T+E|T
T—FxT|F
F—(E)|a

a zaroven jsme témito tivahami vlastné jiz prokazali, Ze vznikla gramatika G5
je ekvivalentni ptuvodni gramatice (L(G2) = L(Gy)) a je navic jednoznacna.
(Napt. slovo a+axa ma v G5 jen jednu levou derivaci, a tedy jediny deriva¢ni
strom: ¥ =T+ EFEF=F+E=a+E=a+T=a+FxT=a+axT =
a+axF=a+axa.)

Poznamka: V rozsifujici ¢asti ukazeme, Ze ne kazdou nejednoznacnou gra-
matiku lze prevést na ekvivalentni jednozna¢nou. Existuji tedy tzv. (vnitrné)
nejednoznacné bezkontextové jazyky. Napt. jazyk L = {a'b’c* | i = j nebo
j = k } negeneruje zadné jednozna¢né gramatika.

CVICENT 4.9: Ukazte, 7e jazyk L = {a'b’c’ | i = j nebo j = k } diskutovany

v predchozi poznamce je bezkontextovy.

CVICENT 4.10: Lze v tkolu 4.4 z dostupné informace zjistit néco ohledné
jednoznacnosti ptislusné gramatiky?

Shrnuti: Mame alespoii predstavu o tom, pro¢ je (napf. pro preklad progra-
movacich jazyka) dulezitda jednozna¢nost gramatik. Umime nadefinovat po-
jem jednoznacné bezkontextové gramatiky a rozpozname (ne)jednoznacnost
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jednoduchych gramatik (z programatorské praxe). Umime ilustrovat prevod
nejednoznacnych gramatik v programatorské praxi na jednoznac¢né grama-
tiky. Zaznamenali jsme také fakt, ze nékteré bezkontextové jazyky nelze ge-
nerovat jednoznacnou gramatikou.

4.4 Cviceni

Orientacdni déas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

Cilem je opét urcité zopakovani a procviceni nabytych znalosti. Tomu
ma napomoci promysleni a vyreseni dalSich otazek a prikladd.

RESENY PRIKLAD 4.5: Sestrojte bezkontextovou gramatiku generujici
v8echna slova nad abecedou {a, b} majici stejné vyskyti symboli a jako b,
tedy gramatiku generujici jazyk L = {w € {a,b}* | |w|, = |w]s}.

Reseni: Moznd by ¢tenaie mohlo napadnout pouzivat pravidla jako S —
abS | baS nebo i slozitéjsi pravidla podobného typu, kterad zajisti stejny
pocet a jako b; problémem ovSem je zajistit uplnost, tedy vygenerovani vsech
pozadovanych slov (tedy i téch s dlouhymi tseky aa...a apod.).

Jedna moznost feseni je ,nacpat S vSude“, tedy pouzit pravidla
S — SaSbS | SbSaS | e

ktera také zarucené odvozuji jen slova se stejnym poctem vyskytt a a b, a
pak dokazovat tiplnost napi. indukci podle délky slova.

Jako vzdy, lepsi moznost je ovSem o problému vice zapfemyslet, napsat si par
slov z daného jazyka, a pak si tfeba uvédomit, Ze slovo w z jazyka L je bud
prazdné nebo je zietézenim dvou kratsich slov z L, a pokud neni zfetézenim
dvou slov z L, pak jeho prvni a posledni symbol jsou rizné a mezi nimi je
slovo z L. Tyto avahy vedou k nésledujici gramatice.

S — ]SS ]aSb|bSa
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RESENY PRIKLAD 4.6: Zjistéme, zda néktera z gramatik z predchazejiciho
prikladu je jednoznacna.

Reseni: Dtikladngjsi zamysleni by mélo napovédét, Ze tomu tak nebude. V
obou pripadech jisté nalezneme dvé rtzné levé derivace napft. pro slovo abab.
V pripadé prvni gramatiky jde napt. o derivace S = SaSbS = aSbS =
abS = abSaSbS = abaSbS = ababS = abab a S = SaSbS = aSbS =
aSbSaSbS = abSaSbS = abaSbS = ababS = abab; u druhé gramatiky jde
napft. o derivace S = 5SS = aSbS = abS = abaSb = abab a S = aSb =
abSab = abab .

RESENY PRIKLAD 4.7: Ovéfme, zda nasledujici gramatiky generuji tentyz
jazyk.
Gl: S — aaSbb| ab | aabb

G2: S — aSb|ab

Reseni: Gramatika Gy ziejmé generuje jazyk {a'd’ | i > 1}. Kazda deri-
vace podle GG; nejdfive uziva nékolikrat (véetné moznosti 0-krat) pravidlo
S — aaSbb, &imz se odvodi a®* Sb?* pro n&jaké k > 0, a pak skonéi bud pra-
vidlem S — ab nebo pravidlem S — aabb, tedy odvozenim terminalniho
slova, a?**1p%+1 nebo a?¢T20?%+2, Gramatika G; tedy rovnéz vyvodi viechna
slova typu a'b’, kde i > 1. Ob& gramatiky tedy generuji stejny jazyk (jsou
ekvivalentni).

CVICENT 4.11: Navrhnéte gramatiku generujici jazyk {a't’ | i < j }.

CVICENT 4.12: Navrhnéte bezkontextovou gramatiku generujici jazyk vSech
palindromt v abecedé {a, b}, jejichz délka je ndsobkem ¢&tyf¥.

CVICENT 4.13*: Navrhnéte bezkontextovou gramatiku generujici jazyk vSech
palindromt v abecedé {a, b}, jejichz délka je ndsobkem tii.

CVICENT 4.14: Generuji obé& néasledujici gramatiky tentyz jazyk?
Gi: S — aaSbb|ab|e
Gy: S — aSb|ab
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CVICENT 4.15: Generuji obé nasledujici gramatiky tentyz jazyk?

Gi: S — aaSb|ab]|e¢
Gy: S — aSb|aab]|e¢

CVICENI 4.16: Zjistéte, které z nasledujicich gramatik generuji reguldrni
jazyk (tedy jazyk pfijimany také koneénym automatem).

a) S — aSbh|bSa|e

b) S — abS | baS | ¢

c) S— ASale; A—b
d) S— BSal|le; B-—a
e) S — aSb | bSa | bbS

f) S — ab | ba | bbS

CVICENT 4.17%: Navrhnéte gramatiku generujici jazyk vSech téch slov nad
abecedou {a, b, c}, ve kterych za kazdym tsekem znaki a bezprostfedné né-
sleduje dvakrat delsi usek znakt b.

4.5 Zasobnikové automaty

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 3 hod.

Cile této casti:
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Po prostudovani této c¢asti mate byt schopni definovat a ilustrovat
pojmy jako je zasobnikovy automat, jeho vypocet (posloupnost konfi-
guraci), jazyk rozpoznavany zasobnikovym automatem. Rovnéz méte
byt schopni analyzovat zadané (jednoduché) zasobnikové automaty a
sami je navrhovat. Mate si uvédomit vztah bezkontextovych gramatik
a zasobnikovych automati a pochopit konstrukci zdsobnikového auto-
matu ke gramatice, na niz je zaloZena syntaktickd analyza (napf. pii
prekladech programovacich jazyki).

Kli¢ova slova: zdsobnikovy automat, vypocet, prijimdni slova a jazyka

V sekei 4.1 jsme si uvédomili, ze napt. jazyk vSech regularnich vyrazt nad da-
nou abecedou neni regularni, tedy neni rozpoznatelny kone¢nym automatem,
ale lze jej rozpoznavat pomoci pridané datové struktury zvané zasobnik.

Podobné je tomu napi. u (jednodussiho) jazyka

{ (begin)(end),
(begin)(begin)(end)(end),
(begz’r? (begin) (begin) (end){end){end),

¢i jazyka L = {a"b" | n > 1}.

Kontrolni otdzka: Jakym zptisobem lze rozpoznavat slova z L pomoci za-
sobniku?

Asi vas napadl pfimocary zpusob: prectené symboly a se ukladaji do zasob-
niku a pfi ¢teni symbolt b se pak tyto zasobnikové symboly odebiraji. Timto
zpusobem jsme schopni pocet a-Cek a b-Cek porovnat.

,Vneéjsi pohled“ na zdsobnikovy automat je ilustrovan Obrazkem 4.3.

.....

z (koneéné-stavové) ridici jednotky, zdsobniku a vstupni pasky Ctené zleva
doprava, pracuje a jakym zptisobem reprezentuje (rozpoznava) jazyk. Tuto
predstavu je ovSem opét potfebné zpfesnit, at se odstrani jakékoli neurcitosti
¢i nejednoznacnosti. To ¢ini nasledujici definice; zdtraznéme hned, Ze obec-
nym terminem ,zasobnikovy automat® se obvykle mysli nedeterministicky
zasobnikovy automat. (Divody vysvitnou pozdéji.)
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Obrazek 4.3: Vnéjsi pohled na zasobnikovy automat

Definice 4.8
Zasobnikovy automat (zkracené ZA) M je definovan jako Sestice M =
(Q7 27F757 qo, ZO), kde

e () je koneCna neprazdna mnozina stawvii,
e Y je kone¢na neprazdnd mnozina vstupnich symboli (vstupni abeceda),

e [' je kone¢nd neprazdnad mnozina zdsobnikovych symboli (zasobnikova
abeceda),

® (o € () je pocdtecni stav,
o 7y €1 je pocdtecni zasobnikovy symbol a
e  je zobrazeni mnoziny @ x (XU {e}) x I' do mnoziny vSech kone¢nych

podmnozin mnoziny @ x I'*.

Nez se pustime do podrobnéjsiho vysvétleni, definice pfijimani jazyka apod.,
uvedeme si priklad zasobnikového automatu, ktery bude pfijimat jazyk L =
{a"b™ | n > 1}. Podivejme se na nasledujici instrukce:

(ri,a,2) — (r1, A)
(ri,a, A) — (r1, AA)
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(ri,b, A) — (r2,¢)
(ro,b, A) — (r2,¢)

Vzpomenime si, ze bezkontextovou gramatiku jsme normaéalné zadavali jen
pravidly; co je mnozinou terminald, mnozinou neterminalii a ktery netermi-
nal je pocatecni se dalo odvodit podle nasich dohod o pouzivanych symbo-
lech (a dohody, Ze pocatecni je netermindl na levé strané prvniho pravidla).
Vétsinou jsme tedy explicitné nevyjmenovavali vSechny soucasti gramatiky
G = (II, X, S, P), ale jen zapsali pravidla z P.

Podobné je tomu u zasobnikového automatu.

Kontrolni otdzka: Rikd vam intuice jiz ted, jak lze (podle nasi budouci
dohody) vyvodit sou¢asti zasobnikového automatu M = (Q,%, T, 6, qo, Zo)
zadaného vyse uvedenymi instrukcemi?

Jisté jste uhodli, Ze mnozina stavi je Q = {ry,r2} a asi jste usoudili, Ze r;
(tedy prvni uvedeny stav v instrukcich) je pocateéni stav (tedy qo = 71);
mate také jisté spravnou predstavu, ze

ridici jednotka je na zacdatku vypoctu v pocdtecnim stavu.

Vstupni abeceda ¥ je samoziejmé mnozinou {a, b}.

Déle jste jisté vyvodili, Ze mnozina zasobnikovych symboli jezde I' = {Z, A};
pritom jste asi usoudili, Ze symbol Z uvedeny na levé strané prvni instrukce je
pocatecni zasobnikovy symbol (tedy Zy = Z). Mozna jste také jiz pochopili,
ze podle nasich definic vypocet nebude zac¢inat s prazdnym zasobnikem;

zdsobnik na zacdtku vipoctu obsahuje pravé (jeden) pocdtecni zd-
sobnikovy symbol.

Jisté jste také usoudili, Ze uvedend sada instrukci reprezentuje prechodovou
funkei ¢; zapis (q,a, X) — (¢, &) znamend, ze §(q,a, X) > (¢, a).

Podivejme se ted na
vyznam instrukce (q,a, X) — (¢, @) (kde a € X):
e Tato instrukce je aplikovatelnd jen v situaci (neboli konfiguraci), kdy

fidici jednotka je ve stavu ¢, ¢teci hlava na vstupni pasce ¢te symbol a
a na vrcholu zasobniku je symbol X.
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e Pokud je instrukce skutecné aplikovana, vykona se nasledujici:

— Tidici jednotka prejde do stavu ¢,
— Cteci hlava na vstupni pasce se posune o jedno policko doprava,
— vrchni symbol v zasobniku se odebere (vymaze),

— na vrchol zasobniku se prida fetézec a tak, Ze jeho nejlevéjsi sym-
bol je aktualnim vrcholem zasobniku.

V rozsirujici ¢asti definujeme vypocet zasobnikového automatu exaktné po-
moci relace odvozeni na konfiguracich. Zde se spokojime s intuitivnim po-
chopenim, zalozeném na néasledujicim piikladu. Vypocet vysSe uvedeného za-
sobnikového automatu na vstupnim slové aaabbb lze zapsat takto:
(r1,aaabbb, Z) +  (ri,aabbb, A) +  (ry,abbb, AA) + (ry, bbb, AAA) F
(ro,bb, AA) b (re,b, A) F (12,¢, )

Vypocet je tedy posloupnost konfiguraci, kde kazda jednotliva konfigurace
zachycuje

e (aktualni) stav fidici jednotky,
e obsah vstupni pasky, ktery zbyva precist,

e obsah zasobniku (zapsany jako fetézec symbold; nejlevéjsi symbol od-
povida vrcholu zasobniku).

Jak jste jisté vyrozuméli, zapis K; - K, znamend, ze z konfigurace K; lze
prejit do Ky provedenim jedné (aplikovatelné) instrukee.

Pozdéji vyuzijeme i tzv. e-kroky, tedy instrukce typu

(¢,6,X) — (¢, a).

Vyznam je obdobny jako u instrukce (q,a, X) — (¢, a), kde a € 3, ale zde
se ze vstupu nic necte (zména stavu a vrcholu zasobniku tedy na vstupnim
symbolu nezavisi) a ¢teci hlava se neposunuje.

Mozna jste si jiz diive vSimli, Ze v definici 4.8 nejsou zadné pfijimajici stavy.
Uspésné (tj. piijimajici) vpoéty a potazmo jazyk rozpoznavany zasobniko-
vym automatem jsou definovany nasledovné.
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Definice 4.9

Vigpocet zasobnikového automatu M = (Q,3,T,0,q0, Zo) je pFijimagicim,
jestlize skonéi v konfiguraci (¢, ¢,¢) (¢ € @), tedy kdyz se precte celé vstupni
slovo a vypréazdni se zdsobnik (pficemz na dosazeném stavu nezalezi).

Slovo w € ¥* je prijimdno automatem M, jestlize existuje prijimajici vypocet
zacinajici v konfiguraci (qo, w, Zp).

Jazyk L(M), tedy jazyk rozpozndvany (téz fikdme prijimany) zdsobnikovym
automatem M, je definovan takto:
L(M) = {w € ¥* | w je pfijimano automatem M }.

Poznamka: Nékteré varianty zasobnikovych automati v literature pred-
pokladaji i pfijimajici stavy; vypocet je pak pfijimajici, jestlize po precteni
vstupniho slova fidici jednotka vstoupi do prijimajiciho stavu, pricemz na
(ne)prazdnosti zasobniku nezalezi. Tato definice je ekvivalentni té nasi, jak
si ukdzeme v rozsifujici ¢asti; zde se ovSem pridrzime prijimani prazdnym
zasobnikem.

Poznamka: Jak jsme jiz zminili, definice zahrnuje nedeterminismus — k
danému vstupnimu slovu miize existovat vice vypoctli. U naseho automatu
pro jazyk L = {a"b™ | n > 1} to nenastava (automat je deterministicky), ale
brzy se k uziti nedeterminismu dostaneme.

Kontrolni otdzka: Kdyz uz ted méme presné definice, umite ovéfit, Ze zasob-
nikovy automat zadany diive uvedenymi instrukcemi skutecné rozpoznava
jazyk L = {a"b" | n > 1} ?

Neni problémem se presvédcit, ze pro kazdé slovo a™b", n > 1, existuje priji-
majici vypocet. Co se dé€je, kdyz vstupni slovo neni z jazyka L 7 VSimnéme
si, ze pokud je napt. fidici jednotka ve stavu ro a ¢teci hlava ¢te na vstupu
a, neni aplikovatelnd zadna instrukee; jingmi slovy d(rz, a, X) = 0 pro kazdé
X € I'. Vypocet prosté dal nemiize pokracovat; proto napt. slovo aababb
neni piijato. Podobné §(ry, b, Z) = ); zacina-li tedy vstupni slovo symbolem
b, nelze provést zadnou instrukci. VSimnéme si, ze ani € neni pfijato, zasob-
nik totiz na zacatku neni prazdny. Je-li vstupni slovo tvaru a™b™ pro m > n,
vypocet skonc¢i rovnéz s neprazdnym zasobnikem, tedy netspésné. Pro slovo
a™b", kde 1 < m < n, skonéi vypocet pred¢asnym vyprazdnénim zasobniku
— predtim, nez se docte vstupni slovo. Zdiraznéme, Ze podle nasi definice
plati, ze
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je-li zasobnik prazdny, neni aplikovatelnd Zadnd instrukce.

Zatim je mozna nejasné, pro¢ jsme v definici 4.8 uvadeéli typ prechodové
funkce 0 jako zobrazeni mnoziny Q) x (XU{e})xI' do mnoziny vSech koneénjch
podmnozin mnoziny ) X I'*, a pro¢ jsme nepouzili napt. typ @ x ¥ x I' —
@ xI'*. Podivejme se v této souvislosti nejdrive na nasledujici fesené piiklady.

RESENY PRIKLAD 4.8: Navrhnéte zésobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk {aibick |i,j > 1,i=7jk>2}.

Reseni: Neni tézké piijit na niZze uvedenou modifikaci instrukei pouzitych
pro {a™" |n >1}:

Pocatecni symbol Z jsme ted ponechali na dné zdsobniku, aby vypodet ne-
skon¢il pred¢asné jeho vyprazdnénim. Tento symbol Z zaroven zajistuje, ze
pri ¢teni prvniho vstupniho ¢ mize vypocet pokracovat jen tehdy, kdyz pred
nim predchézelo ab™ pro néjaké n > 1. Poprvé jsme také pouzili nedeter-
minismu: v konfiguraci se stavem r3, ¢tenym symbolem ¢ a vrcholem za-
sobniku Z jsou aplikovatelné dvé rtizné instrukce; musime totiz pocitat jak
s moznosti, ze ¢tené c¢ je poslednim znakem vstupniho slova, tak s moz-
nosti, ze néjaka c jesté nasleduji. Pro prechodovou funkci § zde tedy plati

d(rs, e, Z) ={(r3, 2), (r3,¢)}.

Poznamka: Nékdy je uziteéné si predstavit, ¢i to takto pfimo definovat,
ze vstupni slovo je zakonceno specialnim symbolem oznacujicim konec slova.
Pak by uvedené vyuziti nedeterminismu nebylo nutné; brzy se ale dostaneme
k pripadim, kdy je vyuziti nedeterminismu zasadni.

RESENY PRIKLAD 4.9: Navrhnéte zasobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk {a'bick |i,5,k >1aj=k}.

Reseni: Tady uz zkuSené navrhneme napf.
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Zdtraznéme, ze prvni dvé instrukce neni mozné nahradit jedinou; podle de-
finice jazyka musi slovo zac¢inat alespon jednim znakem a.

RESENY PRIKLAD 4.10: Navrhnéte zasobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk {a'b/c* | i,j,k > 1ai=jnebo j=k}.

Resend: Ted se v plné mife uplatni nedeterminismus (i kdyby vstupni slova
byla zakoncena specidlnim symbolem). (V rozsitujici ¢asti se jesté zminime,
ze deterministickym zasobnikovym automatem uvedeny jazyk rozpoznavat
nelze. Miizeme si rovnéz pripomenout, ze tento jazyk negeneruje zadna jed-
nozna¢néa gramatika.)

Samoziejmé se nabizi vyuziti automatt zkonstruovanych v predchozich pfti-
kladech. Mizeme elegantné vyuzit dosud nepouzitou moznost e-kroku. Dejme
instrukce z ptredchozich dvou prikladi prosté dohromady a pridejme novy
stav qp, definovany jako pocatecni, a instrukce

(q()aga Z) - (Tlaz)
(QO787 Z) - (QhZ)

Dtlezité je, ze stavy ze dvou pfredchozich mnozin instrukci se nepomichaji,
nebot jsme je volili v obou piikladech rtizné; jinak bychom je prosté v jednom
pripadé dodatecné prejmenovali.

Vysledny automat se tedy na zacatku ,nedeterministicky rozhodne®, zda
bude porovnavat pocty vyskytl znaku a a znaku b nebo pocty vyskytt znaku
b a znaku c. Vime, Ze existence netspéinych (tj. nepfijimajicich) vypocti na
spravném slové (tedy slové z jazyka) nevadi, podstatné je, Ze alespon jeden
vypocet prijimajici je.

Je nacase uvést, ze zasobnikové automaty tvofi ,automatovy protéjsek” k
bezkontextovym gramatikam; to vyjadiuje nasledujici véta.
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Véta 4.10
Zasobnikové automaty rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky (a jsou takto
ekvivalentni bezkontextovym gramatikam).

Zde je podstatné, ze zasobnikové automaty obecné chapeme jako nedetermi-
nistické. Jazyky rozpoznatelné deterministickymi zasobnikovymi automaty
tvofi totiz vlastni podtiidu ti¥idy bezkontextovych jazyki; na rozdil od konec-
nych automattt ma tedy u zasobnikovych automatt nedeterministicka verze
vetsi rozpoznavaci silu nez deterministicka. (K této problematice se vratime
v roz§ifujici ¢asti.) Pravé kyzena ekvivalence s bezkontextovymi gramatikami
je diivodem, proc u zasobnikovych automati bereme nedeterministickou verzi
jako zakladni, a pro¢ jsme prislusné definovali i typ prechodové funkce v De-
finici 4.8.

Vétu 4.10 dokazeme az v rozsifujici ¢asti, zde jen uvedeme konstrukei zasob-
nikového automatu k zadané gramatice, kterd mimo jiné ilustruje zakladni
ideu syntaktické analyzy v prekladacich (konkrétné pro metodu ,shora doli*
(,,top-down*)).

Konstrukce zasobnikového automatu ke gramatice

Vstup: bezkontextova gramatika G.
Vystup: zasobnikovy automat M (s jednim stavem) takovy, ze L(M) = L(G).
Postup: Necht G = (II, X, S, P).
Definujme M = ({qo}, X, ITU X, 6, qo, S), kde
e pro kazdé X € II je 0(qo,e, X) = {(q0, ) | (X — a) € P},
e pro kazdé a € ¥ je §(qo, a,a) = {(qo,€) };
e jinym argumentim pfifazuje ¢ prazdnou mnozinu.

Napf. pro gramatiku (s o¢islovanymi pravidly)

1/A— A+ B
2/A— B

3/ B— BxC(C
4/ B— C

5/ C — (A)
6/ C —a
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je prislusny zasobnikovy automat zadan instrukcemi

(QO787A) - (QO7A+ B)

do, X, X) - (QOag)
QO7(7(> - (QO7€)
QO7)7)> - (QO7€)

Poznamka: Jak vidime, takto zkonstruovany zasobnikovy automat k za-
dané gramatice (mohutné) vyuziva nedeterminismu. V praktickych algorit-
mech zalozenych na uvedené konstrukei se ovSem pouzivaji rizné modifikace
vedouci k deterministickému automatu. (To ale neni mozné u vSech gramatik,
jak jsme jiz zminili d¥ive.)

Uvedme ted jesté dalsi priklady konstrukce zdsobnikového automatu, v nichz
rovnéz pouzijeme prirozené schéma, umoznujici stru¢néjsi zadavani skupiny
instrukei.

RESENY PRIKLAD 4.11: Navrhnéte zasobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk L = {we(w)? | w € {a,b}* }.

Reseni: Jisté nas napadne ukladat tisek slova do (prvniho) vyskytu c do
zasobniku, a pak porovnavat symbol po symbolu s nasledujicim tsekem. Ne-
smime také zapomenout, Ze automat musi pfijmout i slovo c.

( A
(Tlvva) - (TlvB)
(ri,¢,Z) — (r1,€)
(r1,a, A) — (r1, AA)
(r1,b,A) — (r1, BA)
(ri,c, A) — (12, A)
(r1,a,B) — (r1, AB)
(T‘l,b,B) — (T‘l,BB)
(ri,¢, B) — (rg, B)
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(ro,a, A) — (r2,¢)
(ro,b, B) — (rg,€)

D4 se snadno ovérit, ze automat ma ptijimajici vypocet pro kazdé slovo z L ;
naopak pro jakékoli slovo, které neni z L, se vypocet nutné ,zasekne“ pred
doc¢tenim vstupniho slova, nebo skon¢i s neprazdnym zasobnikem.

Pripomenme jesté, ze zasobnikové symboly nemusi byt jiné nez vstupni sym-
boly. (Vstupni abeceda ¥ a zasobnikova abeceda I' v Definici 4.8 nemusi byt
disjunktni, na rozdil od mnozin terminali a neterminalti u gramatik.) My
jsme zde pouzili symboly A, B jen pro uréité zvyraznéni, ze jde o zasobni-
kové symboly.

Vsimnéme si dale, ze nékteré skupiny instrukei jsou podobné a lze je strucénéji
zachytit schématy instrukci. Napt. misto dvou instrukei

(r1,a, A) — (r1, AA)
(r1,a,B) — (r1, AB)

lze strucnéji psat
(r1,a,X) — (r;, AX), pro X € {A, B}.

Pokud pouzijeme a,b i jako zasobnikové symboly, 1ze zasobnikovy automat
pro nas jazyk zapsat nasledovneé:

r,x,7Z) — (r1,x), pro x € {a,b}
T, C Z) - (7’1,8)

(

(

(r1,z,y) — (r1,xy), pro x,y € {a,b}
( (rg, ), pro x € {a, b}

(

r9,x, ) — (r9,€), pro x € {a,b}

RESENY PRIKLAD 4.12: Navrhnéte zasobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk L = {w(w)? | w € {a,b}* }.

Reseni: Pochopitelné nds hned napadne, Ze bychom mohli n&jak vyuzit au-
tomat z predchoziho piikladu. Ted ale nemame stied slova oznaceny ¢, jak to
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tedy vytesit? S pouzitim nedeterminismu snadno: v instrukcich z predchoziho
piikladu prosté misto ¢ napiseme e.

Vsimnéme si, ze posledné zminény nedeterminismus se zde neprojevuje v tom,
ze bychom méli dvé rizné instrukce se stejnou levou stranou (q,a, X) —
.., ale v tom, Ze mame instrukci typu (¢,a,X) — ... i instrukeci typu
(¢,e,X) — ..., kde a je vstupni symbol. (V naSem piipadé mame napft.
instrukei (r1,b,a) — (r1,ba) i instrukei (rq,¢,a) — (r,a).) I tento jev totiz
vede k tomu, Ze existuje vice moznych vypoctt pro jedno vstupni slovo.

Tento priklad také ilustruje diive zminénou vétsi rozpoznavaci silu nedetermi-
nistickych (tedy nasich zakladnich) zasobnikovych automatt oproti automa-
ttm deterministickym. D4 se totiz dokazat, %e jazyk { w(w)® | w € {a,b}* }
deterministickym zasobnikovym automatem (v némz by tedy ke kazdému
vstupnimu slovu existoval jen jeden vypocet) rozpoznavat nelze.

Otazky:

OTAzZKA 4.18: Jakym zptsobem miZe zasobnikovy automat rozpoznat
prazdné slovo?

OTAZKA 4.19: Jak miZeme zdsobnikovym automatem simulovat konecny
automat?

CVICENI 4.20: Demonstrujte pfijimajici vypocet (nedeterministického) za-
sobnikového automatu, kterym jsme ilustrovali konstrukci BG—ZA, pro
vstupni slovo a X (a + a).

CVICENI 4.21: Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznévajici jazyk L =
{u € {a,b,c}* | po vynechani vsech vyskytt symbolu ¢ z u dostaneme slovo
ve tvaru w(w)?}.

CVICENI 4.22: Charakterizujte co nejjednoduseji jazyk, ktery je piijimén
zéasobnikovym automatem M = (Q,X,T,6,p,7Z), kde Q = {p,q},¥ =
{a,b,c},T = {A,B,Z} a ¢ je zadana nésledujicim vyctem. (Zde jsme ne-
pouzili pfepis na instrukce jako d¥ive, coz je samoziejmé nepodstatné.)
5(p.a, 2) = {(p, AZ)}

o(p,b, Z2) ={(p, BZ)}
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o(p,c, Z) =A{(p, Z2)}
6(p,a, A) = {(p, AA)}
6(p,b, A) = {(p, BA)}
o(p,c, A) ={(p, A)}
6(p,a, B) = {(p, AB)}
§(p,b, B) = {(p, BB)}
o(p,c, B) ={(p, B)}
d(p,e, Z) ={(q,¢)}
o(p,e, A) = {(q, A)}
é(p,e, B) = {(q, B)}
6(q,a,4) = {(q,¢)}
6(q,¢,A) ={(q, A)}
6(q,b, B) ={(q,¢)}
6(q,c, B) = {(q, B)}
6(¢g,¢,2) ={(q, 2)}
0(g,e,2) ={(q,e)}

CVICENI 4.23: Charakterizujte co nejjednoduseji jazyk, ktery je pfiji-
man zasobnikovym automatem M = (Q,3,,0,q,5), kde Q = {q¢}, X =
{a,b,c},T'={A,B,C,S} a§ je zadana nasledujicim vyctem.

(q,e S) - {(qvASA)v (Q7BSB)7 (qv CS)? (qv SC)? (q,e)}
4(g,a, A) ={(q.¢)}
9(¢,0,B) = {(¢.e)}
(g, ¢,C) ={(¢,¢)}

CVICENI 4.24: Sestrojte zasobnikovy automat pfijimajici jazyk generovany
nasledujici gramatikou.

S — e|855]|aSb|bSa

CVICENT 4.25*: Charakterizujte co nejjednoduseji jazyk L generovany gra-
matikou z predchoziho piikladu (kterd by vam méla byt povédomé z dii-
véjska), a pak zkuste pro jazyk L - {#} (obsahujici slova z L zakoncena
specidlnim znakem #) navrhnout deterministicky zasobnikovy automat, tj.
takovy, v némz ke kazdému vstupnimu slovu existuje jen jeden vypocet.
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Shrnuti: Pojmu zésobnikov§ automat a souvisejicim pojmtim jiz plné rozu-
mime a nedéla nam problémy rozbor a navrh zasobnikovych automati rozpo-
znévajicich (jednoduché) bezkontextové jazyky. Také jsme si védomi vztahu
zasobnikovych automati a bezkontextovych gramatik; specialné mame pro-
myslenu konstrukci automatu ke gramatice.
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Kapitola 5

Bezkontextové jazyky —
rozsirujici cast

@ Cile kapitoly:

V této kapitole se mate sezndmit s nékterymi specidlnimi formami
bezkontextovych gramatik a mate zvladnout né€které souvisejici algo-
ritmy. Déale se mate seznamit s nékterymi variantami zasobnikovych
automattu. Specialné si mate uvédomit, Ze trida jazyka rozpoznéava-
nych deterministickymi zasobnikovymi automaty, oznacovani DCFL,
je vlastni podtfidou t¥idy bezkontextovych jazyktd, oznacované CFL,
coz se projevuje i v jinych uzavérovych vlastnostech téchto t¥id. Dale
mate pochopit pumping lemma pro bezkontextové jazyky a vybudovat
si porozuméni tomu, které rysy ¢ini konkrétni jazyky nebezkontexto-
vymi.

5.1 Specialni bezkontextové gramatiky

Orientacni cas ke studiu této ¢asti: 3 hod.

@ Cile této casti:

V této ¢asti mate zvladnout algoritmus redukce gramatiky (odstranéni
zbyteénych netermindlt) a také prevod na tzv. nevypoustéjici grama-

153
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tiku (kterd neobsahuje e-pravidla). Déle se mate alespon seznamit s
pojmy Chomského normalni forma a Greibachové normalni forma.

Klicova slova: redukované gramatiky, nevypoustéjici gramatiky, Chomského
normdalni forma, Greibachové normdlni forma

Redukované gramatiky

Vzpomernime si na odstranovani nedosazitelnych stavii u koneénych automatt
— takové stavy jsou ,zbyteéné“. Ted se podivame na odstranovani ,zbytec-
nych® neterminali u bezkontextovych gramatik. Neterminal chapeme jako
zbytecny, jestlize se nemtze objevit v zadném odvozeni terminalniho slova
z pocatecniho neterminalu. Neterminal je tedy zbytecny, jestlize z néj nelze
odvodit zaddné terminalni slovo nebo je nedosazitelny (z pocateéniho neter-
minalu), coZ znamena, Ze se nemize objevit pii jakémkoli pFepisovani zacina-
jicim z pocatecniho neterminalu. Redukované gramatika je gramatikou bez
takovych zbytecnych neterminéli:

Definice 5.1
Bezkontextovd gramatika G = (I1, X, S, P) se nazyva redukovand, jestlize pro
kazdy neterminal X € II jsou splnény tyto dvé podminky:

1. existuje alespon jedno w € ¥* tz. X =* w,

2. existuji slova a, 8 € (ITU X)* tz. S =* aX}.

Uvazujme nejprve, jak pro danou gramatiku G = (I, X, S, P) zjistit neter-
minaly splnujici podminku 1.

Chceme tedy zkonstruovat mnozinu 7 = {X € II | Jw € ¥* : X =* w}.
Napr. u gramatiky

S — aSb|aAbb|e
A — aAB|bB
B — aAb| BDB
C — CC|DcS
D — aba | cS
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vidime, Ze v prvé fadé patii do 7 neterminél S, nebot na pravé strané jednoho
S-pravidla (tj. pravidla s S na levé strané) je termindalni slovo (¢ je pocho-
pitelné terminalnim slovem); ze stejného diivodu vidime, ze také D € 7T, ale
pro jiny netermindl uz tuto avahu neuplatnime. Vidime ale dale, Ze na pravé
strané jednoho z C-pravidel (tedy z pravidel s C' na levé strané) je fetézec
slozeny jen z terminali a téch neterminald, o nichz jiz vime, ze patii do 7
tedy C' také jisté odvodi terminélni slovo (byt ne v jednom kroku), a tudiz
také patii do 7. Pro A ani pro B takovou pravou stranu nenajdeme, ani kdyz
uz vezmeme v potaz, ze S,C, D € T, takze A ani B do 7 nepatfi.

Zformulujme poradné postup, ktery jsme pravé provadéli.
Konstrukce mnoziny 7 = {X € II | Jw € ¥* : X =" w}:
Konstruujeme postupné mnoziny 77,75, 73 . . ., kde

o I1={Xell| we¥: (X —w)e P},
o T =TU{Xell|Jae (BUT)* : (X —a) e P}

az k ptipadu 7, = 7,.1. Na takovy pifipad nutné narazime pro n < [II] a
o¢ividné plati 7, = 7.

Neterminaly, spliujici podminku 2., tedy dosazitelné neterminaly, neboli
prvky mnoziny D = {X € II | 3o, 0 : S =§ aXf} lze také zjistit pii-
mocarym postupem; ilustrujme ho opét na gramatice

S — aSb|aAbb|e
A — aAB|bB

B — aAb| BDB
C — CC|DcS
D — aba | cS

Pocatecéni neterminal S je samoziejmé dosazitelny, tedy S € D.

Kontrolni otdzka: Tedy existuji o, 3 takové, ze S =7 aS3. Umite rychle rici
priklad takovych fetézct o, 5 7

(Samoziejmé u pocatecniho netermindlu vzdy vyhovuji &« = § = . V na-
sem konkrétnim pripadé vyhovuji také tfeba o = aa, 3 = bb, ale to neni
podstatné.)
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Navic je jisté jasné, ze pro kazdy dosazitelny neterminal X plati, ze vSechny
neterminaly na pravé strané X-pravidel jsou také dosazitelné.

Kontrolni otdzka: Umite toto zdivodnit podle definice mnoziny D ?
(Kdyz S =* aX a Y je na pravé strané néjakého X-pravidla, tedy mame
pravidlo X — Y9, tak S =* ayYd5}.)

V nagem ptipadé tedy i A patii do D. Pak ovsem do D patii také B, a pak
také D. Tim se nasSe konstrukce uzavie, neterminal C' ,ztistal mimo*.
Zformulujme konstrukci zase presné.

Konstrukce mnoziny D = {X €Il | Ja, B : S = aX(}:
Konstruujeme postupné mnoziny Dy, Dy, D5 . . ., kde

e D, ={S},

e Dy =D;U{X €ll| ex. Y € D; a o obsahujici X tz. (Y — «a) € P}

az k pripadu D,, = D, 1.

Kontrolni otdzka: Existuje redukovana gramatika G = (I, X, S| P), pro niz
plati L(G) =07

(Jisté jste si uvédomili, Ze v takovém pfipadé by pocéatecni netermindl S
nesplioval podminku 1. z definice 5.1; takze redukovana gramatika generujici
prazdny jazyk neexistuje.)

Nyni vyuzitim vysSe uvedenych konstrukci snadno vyvodime nasledujici vétu.

Véta 5.2
Existuje algoritmus, ktery k zadané bezkontextové gramatice GG, pro niz plati
L(G) # 0, sestroji ekvivalentni redukovanou gramatiku.

Dukaz: Méme G = (II, X, S, P). Nejdiive zkonstruujeme mnozinu netermi-
nala spliiujicich podminku 1. (z definice redukované gramatiky).

Pak v G vynechame vSechny netermindly nesplnujici 1. a vSechna pravidla,
kterd takové netermindly obsahuji. (I pro X spliujici 1. se tak mtize stat, ze
néktera X-pravidla budou odstranéna.) Dostaneme tak jistou gramatiku G’
a je ocividné, ze L(G) = L(G').
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Pro gramatiku G’ nyni zkonstruujeme mnozinu neterminalt spliiujicich pod-
minku 2. a déale vynechame vSechny neterminaly nesplnujici 2. a vSechna
pravidla, kterd takové netermindly obsahuji. (Z definice D je ziejmé, Zze
pro kazdé X budou ted bud zachovana vsechna X-pravidla, nebo budou
vSechna odstranéna.) Dostaneme tak jistou gramatiku G” a je opét ocividné,

ze L(G) = L(G") = L(G").

Dulezité je, ze G” je redukovanou gramatikou, tedy posledni tpravou ne-
mohlo dojit k tomu, Ze by nékteré neterminaly v G” nespliiovaly podminku
1. V jakékoli derivaci zac¢inajici dosazitelnym netermindlem se totiz mohou
vyskytovat jen dosazitelné neterminéaly. ]

Aplikujme ted algoritmus redukce gramatiky obsazeny v predchozim dikazu
na gramatiku

S — aSb|aAbb|e
A — aAB|bB

B — aAb| BDB
C — CC|DcS
D — aba | cS

Jelikoz T = {S,C, D}, bude gramatika po prvni tpravé vypadat nasledovné.

S — aSh|e
C — CC|DcS
D — aba | cS

Po druhé tpravé pak dostaneme (jiz redukovanou) gramatiku
S — aSh|e

Kontrolni otdzka: Co myslite, vede prohozeni tprav v dikazu Véty 5.2 také
vzdy k redukované gramatice?

Pokud jste se hloubéji zamysleli, asi jste prisli na to, ze tomu tak nemusi
byt. Ilustruje to uz nase vyse uvedena gramatika. Kdybychom v prvni fazi
odstranili pravidla s nedosazitelnymi netermindly, dostali bychom gramatiku

S — aSb|aAbb|e
A — aAB|bB



158 Kapitola 5. Bezkontextové jazyky — rozsifujici ¢ast

B — aAb| BDB
D — aba | cS

Kdyz bychom ted odstranili pravidla obsahujici neterminély, z kterych nelze
odvodit zadné terminalni slovo, dostali bychom

S — aSb|e
D — aba|cS

tedy gramatiku, ktera neni redukovana!
(Neterminal D byl dosazitelny jen diky netermindlim neodvozujicim termi-
nalni slovo a po jejich odstranéni byl tedy ,,odfiznut“, stal se nedosazitelnym.)

Poznamka: Vsimnéme si, Ze metoda redukce gramatiky nijak nezajistuje,
ze vysledna gramatika je nejmensi mozna pro dany jazyk, ¢i néco takového.
Je to zde jinak nez u konec¢nych automatii; neexistuje totiz algoritmus, ktery
by k dané bezkontextové gramatice zkonstruoval nejmensi s ni ekvivalentni.
D& se to ukazat metodami teorie vycislitelnosti, z nichz rovnéz plyne, Ze
neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval, zda dvé zadané gramatiky jsou
ekvivalentni. (Vratime se k tomu pfi pojednani o rozhodnutelnosti a neroz-
hodnutelnosti problémti.)

Ale plati alespon nasledujici véta.

Véta 5.3
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G roz-
hodne, zda L(G) je ¢i neni prazdny.

Dukaz: Staci ovérit, zda S patii do mnoziny neterminald splnujicich pod-
minku 1. (tedy do mnoziny 7). O

Nevypoustéjici gramatiky

Z technickych divodt mohou byt nékdy nepfijemnd tzv. e-pravidla, tj. pra-
vidla typu X — €. Pak se hodi postup, ktery umoznuje se jich zbavit,
aniz zménime generovany jazyk. Jde to modifikaci konstrukce mnoziny 7°
diskutované u redukce gramatik a naslednou specifickou upravou pravidel; je
tu ovSem jeden drobny technicky problémek: bez e-pravidel nevygenerujeme
prazdné slovo.
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Definice 5.4
Bezkontextova gramatika se nazyva nevypoustéjici, jestlize neobsahuje zadné
e-pravidlo, tedy pravidlo typu X — «.

Véta 5.5
Existuje algoritmus, ktery k zadané bezkontextové gramatice GG sestroji ne-
vypoustéjici gramatiku G’ tak, ze L(G') = L(G) — {¢}.

Diikaz: Konstrukce vyuziva obdoby vyse uvedené konstrukce pro netermi-
naly spliiujici podminku 1. z definice redukované gramatiky.

Ke gramatice G = (II, £, S, P) totiZ nejprve sestrojime mnozinu €& = {X €
IT | X =* ¢}, tedy mnoZinu téch netermindld, z nichz lze odvodit prazdné
slovo (jednim ¢i vice kroky).

Konstruujeme postupné mnoziny &, &, &3, . . ., kde

e & ={Xell| (X —¢)e P},

° i+1:(€iU{X€H|E|OZG(€Z~*1(X—>CY)€P}

a skonc¢ime pii dosazeni ,pevného bodu“, tedy v pfipadé &, = &,.1 — je
ziejmé, ze pak &, = £.

Na zékladé £ ted sestrojime mnozinu pravidel P’ takto: pro kazdé pravidlo
(X — a) € P zafadime do P’ vSechna mozna pravidla X — [, kde
vznikne z « vypuSténim nékterych (tfeba zadnych) vyskytd symbola z &;
pfitom ovSem vynechdme (nezafazujeme) piipadnou moznost X — e.
Polozime G’ = (II, X, S, P'); lze snadno ovéfit, ze skutené L(G') = L(G) —
{e} (formélné lze postupovat napt. indukei podle délky odvozeni). O

Aplikujme uvedeny postup napf. na gramatiku

S — AB|¢

A — aAAb|BS|CA
B — BbA|CaC'|e
C — aBB|bS

Snadno zjistime, ze & = {S, B}, & = {5, B, A}, &5 =& = €.
Pravidlo S — AB ted podle ndvodu nahradime pravidly S — AB, S —
B a S — A (oba netermindly A, B najednou vynechat nemuzeme, protoze
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bychom dostali ¢). Pravidlo S — ¢ pochopitelné odstranime. K pravidlu
A — aAAb ptibude A — aAb a A — ab, atd. Celkovym vysledkem bude
nasledujici gramatika.

S— AB|BJ|A

A — aAAb|aAb|ab| BS|S|B|CA|C
B — BbA|bA|Bb|b|CalC

C — aBB|aB|a|bS|b

Jak jsme jiz zminili, bez e-pravidel prazdné slovo nevygenerujeme. Pokud
chceme mit gramatiku (v zasadé) nevypoustéjici, ale chceme zachovat gene-
rovani prazdného slova, miizeme pouzit konstrukci z nasledujici véty.

Véta 5.6

Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (I, X, S, P) existuje ekvivalentni
bezkontextova gramatika G = (I}, %, 51, P1), kde ¢ mize byt pravou stra-
nou pouze u pravidla S; — € a v takovém pripadé se pak S, nevyskytuje na
pravé strané zadného z pravidel v Pj.

Dikaz: Ke G lze sestrojit nevypoustéjici gramatiku G' = (II, X, S, P’) podle
Véty 5.5. Plati-li € ¢ L(G) (tj. S nepatii do zkonstruované mnoziny £), polo-
zime G; = G'. Je-li € € L(G), vznikne Gy z G’ pfidanim nového neterminéalu
S1, ktery bude pocateénim, a dodanim pravidel S; — ¢, S; — S. U

Chomského normalni forma a Greibachové normalni forma

7 technickych duvodi je uzitecné, ze bezkontextové gramatiky lze transfor-
movat do riznych normdlnich forem, u nichz jsou kladena dalsi syntakticka
omezeni na povolena pravidla.

Zde alespon nadefinujeme dvé uzivané normalni formy a uvedeme bez dikazu
tvrzeni o prislusnych prevodech obecnych gramatik do onéch normalnich fo-
rem.

Definice 5.7

Bezkontextova gramatika je v. Chomského normadlni formé, zkracené v CNF,
jestlize kazdé jeji pravidlo je tvaru X — Y Z nebo X — a, kde XY, Z jsou
neterminalni symboly a a terminalni symbol.
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Véta 5.8
Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku G' v CNF tz.

L(G") = L(G) — {e).

Definice 5.9

Bezkontextova gramatika je v Greibachové normdalni formé, zkracené v GNF,
jestlize kazdé jeji pravidlo je v tvaru X — aY1Y3...Y, (n >0, a je terminal,
Y; jsou neterminély).

Véta 5.10
Ke kazdé bezkontextové gramatice G Ize sestrojit gramatiku G' v GNF tz.

L(G") = L(G) — {e).

CVICENT 5.1: Zredukujte nasledujici bezkontextovou gramatiku

S — aSb | aAbb | aDaS | ¢
A — aAB | bB

B — aAb| BB

C — CC|eS

D — aSb|cD |aEE

E — EB|bD

CVICENT 5.2: Zredukujte nasledujici bezkontextovou gramatiku:

S — aA|bB|aSa|bSb|e
A — bCD | Dba

B — Bb| AC

C —aAlc

D — DE

E—c¢

CVICENI 5.3: Zjistéte, zda pro nasledujici gramatiku G je L(G) # ()

S —aS|AB|CD
A — aDb| AD| BC
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B — bSh| BB
C — BA| ASb
D —s ABCD |e

CVICENTI 5.4: Nésledujici gramatiku prevedte na ekvivalentni nevypoustéjici
gramatiku, v niz pfipoustime, zZe pocatecni neterminal se miize pfepsat na ¢,
ale v tom pripadé se nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla.

S — A|0SA]le
A — 1A]1|B1
B — 0B]|0]|e

Shrnuti: TakZe umime precizné definovat, co jsou zbyteéné neterminaly u
bezkontextovych gramatik, a mame zvladnuty algoritmus, ktery je odstrani.
Umime se rovnéz zbavit tzv. e-pravidel a prevést tak gramatiku na tzv. nevy-
poustéjici. Zaznamenali jsme také, Ze bezkontextové gramatiky se daji prevést
do tzv. Chomského normalni formy a Greibachové normélni formy.

5.2 Varianty zasobnikovych automatt, deter-

ministické bezkontextové jazyky, uzaveé-
rové vlastnosti tifid CFL a DCFL

Orientacni ¢as ke studiu této casti: 2 hod.
Cile této casti:
V této Casti mate zvladnout definice dalSich variant zasobnikovych

automatli, specidlné deterministickych. Dale méate pochopit definice
tfid CFL a DCFL a jejich uzavérové vlastnosti.

Klic¢ova slova: zdsobnikovy automat s prijimajicimi stavy, deterministicky
zasobnikovy automat, trida bezkontextovych jazyku (CFL), trida determi-
nistickych bezkontextovych jazyki (DCFL), uzdavérové vlastnosti trid CFL a
DCFL
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Zasobnikové automaty s pfijimajicimi stavy

V zakladnich definicich 4.8 a 4.9 jsme uvedli, ze slovo w € ¥* je chapano
jako pfijimané zdsobnikovym automatem M = (Q, %, T4, qo, Zo), tedy w €
L(M), pravé tehdy, kdyz existuje vypocet zacinajici v pocatetni konfiguraci
(qo,w, Zy), pfi némz se precte celé vstupni slovo w a skonéi se s prazdnym
zasobnikem (vypocet tedy dospéje do konfigurace (q,¢,e) pro né&jaky stav

q€Q).

Jak jsme také jiz uvedli, jind bézna varianta definice zasobnikovych auto-
mati pocitd s piijimajicimi stavy, podobné jako to zname z oblasti (nedeter-
ministickych) koneénych automati. Zde uvedeme piislusné definice a alespon
zaznamename fakt, ze prijimani prazdnym zasobnikem je mozné simulovat
pfijimanim pfijimajicimi (téz fikdme koncovymi) stavy, a naopak.

Definice 5.11

Zasobnikovy automat (s prijimagjicimi stavy) lze definovat jako sedmici M =
(Q,%,T,6,q0, Zo, F'), kterd se lisi od Sestice v definici 4.8 jen pfidanim F' C Q,
coz je mnozina koncovych (prijimagicich) stavi.

Pro automat M definujeme jazyk rozpozndvany koncovym stavem
Ligs(M) ={w € ¥* | (qo,w, Zo) b3, (q,€, ) pro néjaké ¢ € F a a € T'*}
a jazyk rozpoznavany prazdnym zdsobnikem
Lpz(M) ={w € X* | (q0,w, Zo) 4, (q,€,¢) pro n&jaké ¢ € Q}.

Kontrolni otdzka: Pochopili jste smysl zapisu jako (qo,w, Zy) 3, (q,€, a)
apod.?

Jisté jste si uvédomili, ze se jedna o reflexivni a tranzitivni uzaver relace -,
na mnoziné konfiguraci. Zapis K; 3, K> tedy znamend, ze automat M se
muze koneénym poc¢tem krokid (tj. postupnym provedenim aplikovatelnych
instrukei) dostat z konfigurace K; do Kj.

Tedy vidime, Ze slovo w € ¥* patii do jazyka Ligs(M) pravé tehdy, kdyz
existuje vypocet automatu M, ktery zacind v pocatecni konfiguraci (qo, w, Zo)
a pfi némz se precte celé vstupni slovo w a dosdhne se pritom piijimajiciho
stavu (pficemz na (ne)prazdnosti zdsobniku nezalezi).
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Tvrzent 5.12
K libovolnému ZA M, Ize zkonstruovat ZA My tz. Lixs(My) = Lpz(Ms) a
také ZA Mﬁ tz. Lpz(Ml) = LKs(Mé)

Deterministické zasobnikové automaty

Ptipomenme si, ze u zasobnikovych automatt jsme jako zékladni vzali ne-
deterministickou verzi. Takto totiz ZA odpovidaji bezkontextovym gramati-
kam, tj. rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky.

Jiz jsme také zminili, ze praktické algoritmy postavené na zasobnikovych au-
tomatech (napf. pro syntaktickou analyzu programovacich jazykia) vyuzivaji
deterministickou verzi. Neformalné jsme jiz hovorili o tom, zZe zasobnikovy
automat je deterministicky, jestlize mé pro kazdé vstupni slovo jediny mozny
vypocet; to je zaruceno, kdyz nema dveé riizné instrukce se stejnou levou stra-
nou (q,a,X) — ... (pro a € X U{e}) & s levymi stranami (¢,a, X) — ...
a(q,e,X)— ... (pro a € X). Tato podminka je stru¢né a presné zachycena
nasledujici definici.

Definice 5.13
Deterministicky zdsobnikovy automat (DZA) je zasobnikovym automatem
M= (Q,%,T,6,q, Zy, F'), pro néjz plati nasledujici dvé podminky:

1. §(q,a, X) je nejvyse jednoprvkova mnozina
pro kazdé g € Q,a € YU {e}, X € T;

2. je_h 5(Q7€7X) 7é (Z)a pa'k 5(Q7a’7X) = @
pro kazdé g € Q,a e X, X €.

Jazyk L je deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlize L = Lig(M) pro
n&aky DZA M.

Kontrolni otdazka: Je vam jasné, ze u deterministického zasobnikového au-
tomatu existuje pro kazdé vstupni slovo jediny vypocet DZA M ? Je tento
vypocet nutné konecny?

(Jisté jste si uvédomili, Ze vzdy je aplikovatelnd nejvys jedna instrukce, ale
neni vylouceno, Ze automat bude provadét nekoneéné mnoho e-kroki.)
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Poznamka: Takovy nekonecny vypocet je samoziejmé obvykle nezadouci,
ale definice jej nevylucuje. Podobné vam vas oblibeny programovaci jazyk
nezabranuje naprogramovat napf. nezadouci nekonecny cyklus.

Jesté si vSimnéme, ze v pfipadé prijimani prazdnym zasobnikem by byl ja-
zyk rozpoznavany deterministickym zasobnikovym automatem nutné bezpre-
fixzovy — nebylo by mozné, aby bylo pfijato slovo w a také néjaky jeho vlastni
prefix w. (Napf. jazyk {a,aa} by timto zptisobem nemohl byt pfijimén.)
Proto jsou deterministické bezkontextové jazyky, tvorici tfidu DCFL, defino-
vany pomoci pfijimani koncovym stavem.

Jiz jsme zminili, Ze tfida jazykl rozpoznatelnych deterministickymi zasobni-
kovymi automaty, oznac¢ovanid DCFL (deterministic context-free languages),
je vlastni podtfidou t¥idy bezkontextovych jazyki, oznacované CFL (context-
free languages). Bez dikazu zde alespori uvedeme nasledujici priklady jazyki,
které jsou v CFL, ale nejsou v DCFL:

o {aWck|(i=j)V(j=k)}
o {a'VcF[(i#7)V(i#k)}

o {ww?|w e {a,b}*}

Poznamka: Vzpomenme si, Ze existuje (rychly) algoritmus, ktery o dvou
zadanych koneénych automatech rozhodne, zda jsou ekvivalentni (tj. zda pfi-
jimaji tentyz jazyk). Pozdéji si ukdzeme, Ze podobny algoritmus pro (nede-
terministické) zasobnikové automaty neexistuje. Od 60. let dvacatého stoleti
ale byla oteviena otazka, zda existuje algoritmus rozhodujici ekvivalenci de-
terministickych zasobnikovych automatt. Pozitivni feseni prezentoval v r.
1997 G. Sénizergues, pozdéji dikaz zjednodusil C. Stirling. (Uvedeni dukazu
v nasem kursu vSak pro jeho naro¢nost neptipadd v tvahu.)

Uzavérové vlastnosti tfidy CFL a tiidy DCFL

V tomto oddile uvedeme jen velmi strucny prehled nékterych uzaveérovych
vlastnosti t¥idy bezkontextovych jazykt, oznacené CFL (context-free langu-
ages), a t¥idy deterministickych bezkontextovych jazykt, oznacené DCFL
(deterministic context-free languages).
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CFL nema tak dobré uzaveérové vlastnosti jako tfida regularnich jazyk, i viici
nékterym béznym operacim totiz uzaviena neni. Nejdfive si ale ukazeme pti-
pady operaci, vi¢i nimz CFL uzaviena je. Dikazy jsou samoziejmé opét
konstruktivni — ukazuji algoritmy, které k zadané reprezentaci jazyka (ope-
randi) zkonstruuji reprezentaci jazyka, jenz je vysledkem operace.

Poznamka: Jako prislusnou reprezentaci bezkontextovych jazyku lze samo-
ziejme volit bezkontextové gramatiky ¢i zasobnikové automaty. V nasledujici
vété jsou vyhodné gramatiky.

Véta 5.14
CFL je uzaviena vici sjednoceni, zietézeni, iteraci, zrcadlovému obrazu.

Dikaz: K libovolnym bezkontextovym gramatikdim G; = (IIy, X, S, Py),
Go = (Iy, X2, Sy, P3) lze zkonstruovat gramatiku G = (I, X, S, P) tz. L(G) =
L(G1) U L(Gs) takto: Predpokladame, ze II; NIl = () (docilime toho pii-
padnym prejmenovanim neterminéli). Polozime IT = II; U Il U {S}, kde

SQ’HlUHg,aP:P1UP2U{S—>Sl,S—>SQ}.

Rovnéz velmi pfimocara je konstrukce gramatik generujicich jazyky L(Gy) -

L(Gy), L(Gy)*, L(Gy)%.
0

Kontrolni otdzka: Umite podrobné dofesit ptipad L(G4) - L(Gs), L(Gy)*,
L(G)?

(Napovéda: U zfetézeni je klicovym pravidlem S — 5195, u iterace S —
e | 515, a v ptipadé zrcadlového obrazu nahradime pravé strany vsSech pra-
videl jejich zrcadlovymi obrazy.)

Neuzavienost CFL vic¢i nékterym operacim se nejpiiméji dokaze konstrukei
(jednoduchych) protiptikladi; je samoziejmé mozné uzit i dalsi avahy. Pied
uvedenim prislusné véty se nejprve na chvili zamyslete nad nésledujici otéz-
kou.

Kontrolni otdzka: Co vam Fika vase intuice o jazyku {a"b"c"™ | n > 0} 7 Je
bezkontextovy ?

Pti promgysleni toho, jak by mohl vypadat napt. zasobnikovy automat roz-
poznavajici uvedeny jazyk, jste jisté dospéli k zaveru, ze to asi nejde. Takovy
automat umi porovnat napf. pocet a-Cek a b-cek tak, ze a-cka pri ¢teni dava
do zasobniku a pfi ¢teni b-Cek je odebird, ale je pak ,bezradny®“, kdyz ma
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s timto (,zapomenutym®) poctem porovnat jesté pocet c-¢ek. Tento jazyk
opravdu neni bezkontextovy, ale poradné to ukdZeme az pozdé&ji. Ted jen
jeho nebezkontextovosti vyuzijeme v nasledujici véte.

Véta 5.15
CFL neni uzaviena vici pruniku a dopliiku.

Dukaz: Jazyky Ly = {a'b'c* | i = j}, Ly = {a'b/c* | j = k} jsou zifejmé
bezkontextové. Pfitom L; N Ly = {a"b"c" | n > 0} bezkontextovy neni.

7 de Morganovych pravidel plyne, ze kdyby byla CFL uzaviena vuci doplnku,
tak by diky uzavienosti viéi sjednoceni byla uzaviena i vici priniku (to ale
neni, takze neni uzaviena ani vici dopliku). 0

Jiz jsme diskutovali, ze na rozdil od konecnyjch automatii je deterministicka
verze zasobnikovych automati skutecné slabsi nez nedeterministicka, tedy
DCFL je vlastni podtfidou CFL. Plyne to i z toho, ze DCFL ma jiné uzave-
rové vlastnosti nez CFL. Objasniuje to nasledujici véta, kterou zde uvedeme
bez dikazu.

Véta 5.16
Trida DCFL je uzaviena vici dopliiku. Neni ale uzaviena viaci priniku ani
viici sjednocenti.

Kontrolni otdzka: Jak se tedy lisi DCFL od CFL v uzavienosti vzhledem k
zakladnim booleovskym operacim?

(Jisté jste si pfipomnéli, ze CFL je uzaviena vuéi sjednoceni, neni ale uza-
viena viéi pruniku ani vaéi dopliku.)

Shrnuti: Mame tedy jasno, Ze varianty (nedeterministickych) zasobniko-
vych automat pfijimajicich prazdnym zasobnikem ¢i koncovymi (neboli pii-
jimajicimi) stavy jsou ekvivalentni; obé rozpoznavaji pravé bezkontextové
jazyky, tedy prvky tfidy CFL. Deterministické bezkontextové jazyky, tvofici
tfidu DCFL, jsou definovany pomoci deterministickych zasobnikovych auto-
matl prijimajicich koncovymi stavy. Umime snadno ukazat uzavienost tiidy
CFL vici sjednoceni, zietézeni, iteraci a zrcadlovému obrazu. Vime, ze CFL
neni uzaviena vici priniku ani doplinku. Rovnéz alesponn vime, ze DCFL je
uzaviena vici doplitku, ale ne vic¢i priniku ani vici sjednoceni.
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5.3 Nebezkontextové jazyky

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 3 hod.
Cile této casti:

V této ¢asti mate pochopit tzv. pumping lemma pro bezkontextové
jazyky a vybudovat si porozuméni dostateéné k tomu, abyste poznali,
které jazyky nejsou bezkontextové.

Klicova slova: pumping lemma pro bezkontextove jazyky, dikazy nebezkon-
textovosti konkrétnich jazykd

Pfipomernime si, Ze jsme ukazali, Ze jazyk {a"b" | n > 0} neni regularni (napf.
kvocienty jazyka podle slov a,a? a3, ... jsou rtizné). Je ndm také jasné, Ze
uvedeny jazyk je bezkontextovy; prijima jej jednoduchy zasobnikovy auto-
mat.

Jiz jsme ale intuitivné dospéli k nazoru, ze napft. jazyk
L= {d'b'¢" | i >0}

bezkontextovy neni (tedy Ze pro néj neni mozné sestrojit ani bezkontextovou
gramatiku ani zasobnikovy automat). Nyni tuto ivahu rozvineme a zforma-
lizujeme.

Jak tedy mizeme jasné dokazat, ze jazyk L = {a'b'c' | i > 0} neni bezkon-
textovy? Uvahy o kvocientech tady pfili§ nepomohou, bezkontextovy jazyk
samoziejmé mize mit nekonecné mnoho kvocient podle jednotlivych slov,
jak jsme ukézali u jazyka {a™b™ | n > 0}.

Zkusme predpokladat, ze L je bezkontextovy; vyvodime-li z tohoto predpo-
kladu logicky spor, dokdzeme tak, ze L bezkontextovy neni. Kdyz tedy ptred-
pokladame, ze L je bezkontextovy, musi existovat bezkontextova gramatika
G, kterd ho generuje, tedy L(G) = L.

Poznamka: Uvazovat gramatiku generujici L se ukaze pro nase ucely vhod-
néjsi nez uvazovat zasobnikovy automat rozpoznavajici L.

Pro kazdé n tedy existuje derivacni strom (podle gramatiky G) pro slovo
ab"c". Vezmeme-li slovo ,dostatecné dlouhé“ (tj. n ,dostatecné velké*),
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U v w x Y

Obrazek 5.1: Schéma derivac¢niho stromu pro uwvwzy.

v prislusném deriva¢nim stromu nutné dochéazi k opakovani néjakého ne-
terminalu na néjaké vétvi (tj. cesté od korene k listu) — viz Obrazek 5.1.
Pfesnéji feceno: derivacnich stromii, ve kterych se takové opakovani nevy-
skytuje, je konecné mnoho. Vyraz ,,n je dostatecné velké“ lze zptesnit tak, ze
3n (tj. délka slova a"b"c™) je vétsi nez délka nejdelsiho slova odvoditelného
derivacnim stromem bez takového opakovani.

Kontrolni otdazka: Proc je jen kone¢né mnoho derivacnich stromi, ve kterych
se neopakuje néjaky netermindl na néjaké vétvi?

Vezméme nyni tedy ono velmi dlouhé slovo a™b"c"™ a pro n€j nejmensi mozny
deriva¢ni strom (i ten ma opakovani jako na Obrazku 5.1). Slovo a™b™c" se da
psat ve tvaru uvwzy (jak zndzornéno na obrazku), kde navic alespon jedno ze
slov v, z je neprazdné (jinak bychom mohli oba uzly ozna¢ené neterminalem
A ztotoznit a ziskali bychom pro a"b™c™ mensi derivacni strom). Je jasné,
7e derivaéni stromy existuji i pro uwy (viz Obrazek 5.2), a také uv’wzr?y
(Obrazek 5.3), uvdwady, . ... Tato slova tudiZ také patii do L.

Snadno se ale muZeme presvédcit, ze af rozdélime slovo a™b"c" na 5 ¢asti
uvwzy jakkoliv, pticemz alespon jedno ze slov v, x je neprazdné, pak slovo
uvvwzrry zarucené nepatii do L. Dosahli jsme tedy kyzeného logického sporu.

Kontrolni otdzka: Proc¢ slovo uvvwxxy zarucené nepatii do L 7
(Kdyz v obsahuje dva rtzné symboly (napf. a i b), tak uvvwzxy neni ani ve

tvaru a*b*2ck3; podobné je to, kdyz x obsahuje dva riizné symboly. Kdyz ale
slova v, z neobsahuji alespon jeden ze symboli a, b, ¢ (a samoziejmé alespor
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u Y

Obrazek 5.2: Schéma derivac¢niho stromu pro uwy

Obrazek 5.3: Schéma deriva¢niho stromu pro uv?waz?y
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jeden obsahuji), tak ve slové wvvwzry nemuze byt stejny pocet symboli a,

bic)

Odvodili jsme tak urcité ,pumping lemma“ (pumpovaci lemma) platné
obecné pro bezkontextové jazyky (nikoli jen pro nas L) a demonstrovali jsme
jeho pouziti pro ditkaz, ze L neni bezkontextovy. Zminéné lemma nasleduje.

Véta 5.17

(Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, neboli uvwaxy-teorém.)

Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje pFirozené cislo n tz. kazdé slovo
z € L s délkou |z| > n Ize psat ve tvaru z = uvwaxy, kde plati

e |vx| > 1, tj. v # € nebo x # ¢,
o [vwx| <n,
e pro viechna i > 0 plati, ze uviwx'y € L.

Uvedené ¢islo n k zadanému bezkontextovému jazyku L konkretizuje nase
intuitivni vyjadfeni o ,dostatecné dlouhych slovech z L*; takové n se d& kon-
krétné vypocitat z bezkontextové gramatiky G generujici jazyk L, ale to ted
neni pro nas podstatné. Postacuje nam myslenka, ze n je tak velké, ze za-
rucuje, ze v kazdém derivac¢nim stromu podle G pro slovo dlouhé alespon n
nutné dochazi k zopakovani neterminalu na nékteré vétvi. Nékdy se hodi, ze
¢islo n zaroven mize slouzit k omezeni velikosti iseku obsahujiciho ,,pum-
povaci useky“ (to vyjadiuje podminka |vwz| < n). To plyne z toho, Ze v de-
rivacnim stromu s opakovanim néjakého neterminalu na néjaké vétvi nutné
existuje podstrom, v némz je koren ohodnocen stejné jako néjaky vnitini
vrchol (jak je to znazornéno na obrazku 5.1, kde se jedna o ohodnoceni ne-
termindlem A), ale v némz uz k zddnému jinému zopakovani neterminéalu na
jedné vétvi nedochéazi; takovy podstrom méa tedy omezenou velikost.

Kontrolni otdzka: Umite zdivodnit, proc¢ takovy podstrom musi nutné exis-
tovat?

Pumping lemma, a hlavné tvahy, které jsme provedli, ndm maji predevsim
poslouzit k vybudovani porozumeéni tomu, které jazyky bezkontextové nejsou.
Provedeme to formou nékolika fesenych piikladi; zacneme piipadem, ktery
uz zname.

RESENY PRIKLAD 5.1: Ukaite, Ze jazyk L, = {a'b'c’ | i > 0} neni bezkon-
textovy.
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Reseni: Kdyby byl, existovalo by piislusné n podle pumping lemmatu. Pak
napt. slovo z = a™b"c¢" (pro néjz plati z € Ly a |z| > n) by se dalo psat ve
tvaru z = uvwaxy, kde mj. plati v # ¢ nebo = # ¢, |vwz| < n a uwy € L.
Jelikoz |vwzx| < n, slova v, x neobsahuji alespoii jeden ze symboli a,b,c (a
samoziejmé alespon jeden obsahuji). Proto ve slové wwy nemuze byt stejny
pocet symboli a, b i ¢ a slovo tedy nepatii do Ly, coz je spor (s predpokladem,
ze Ly je bezkontextovy).

Poznamka: 7 avodni analyzy (pied Vétou 5.17) vime, Ze sporu dosahneme
i pfi nevyuziti podminky |vwz| < n. Protoze jsme tam tuto podminku ne-
slovo wvvwzxy.

OvsSem napi. v néasledujicim piikladu je uz vyuziti podminky |vwz| < n
k vyvozeni sporu podstatné.

RESENY PRIKLAD 5.2: Ukazte, 7e jazyk Ly = {ww | w € {0,1}*} neni
bezkontextovy.

Reseni: Kdyby byl, existovalo by piislusné n podle pumping lemmatu. Tedy
napt. slovo z = 0"1"0"1" (pro né&jz plati z € Ly a |z| > n) by se dalo psat ve
tvaru z = uvwxy, kde mj. plati v # ¢ nebo = # ¢, |[vwz| < n a uwy € Ls.
Jelikoz |vwz| < n, slova v,z mohou zasahovat nejvys do jednoho useku nul
a nejvys do jednoho tseku jednicek v z = 0"1"0"1" (pficemz alespon do
jednoho tseku zasahuji, tj. maji s nim neprazdny prunik). Tedy lze psat
wwy = 0M1%20%1% kde urcité k; # /1 nebo ky # f5. To znamena, Ze uwy
nepatii do Ly, coZ je spor (s pfedpokladem, Ze Lo je bezkontextovy).

Poznamka: Uvédomme si, ze diikaz nebezkontextovosti neni nijak mecha-
nicky. Musime si nejprve dikladné promyslet, v ¢em je podstata toho, Ze
dany jazyk bezkontextovy neni, a podle toho volit konkrétni slovo 2z k vyvo-
zeni sporu. Kdybychom napit. v predchozim prikladu zvolili slovo z = 01"01",
spor bychom nevyvodili, protoze tohle slovo se da psat z = wvwzy tak, ze
prislusné podminky jsou splnény.

Kontrolni otdzka: Jak konkrétné?

(Jiste jste piisli na to, Ze lze volit u = 01" 1, v =1, w=0,z =1,y = 1"71)

RESENY PRIKLAD 5.3: Ukazte, 7e jazyk Lz = { 0™1"0™ | 0 < n < m } neni
bezkontextovy.
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Reseni: Kdyby byl, existovalo by pfislusné n podle pumping lemmatu. Tedy
napt. slovo z = 0"1"0" (pro néjz plati z € Lz a |z| > n) by se dalo psat ve
tvaru z = uwvwzy, kde mj. plati v # € nebo x # ¢, [vwz| < n avvvwzzry € Lj
(zde je k vyvozeni sporu vice uzitecnéjsi skuteéné pumpovani v, x nez ,nulové
pumpovani“, tj. odebirani v,x). Jelikoz |vwz| < n, tak slova v,z mohou
zasahovat nejvys do jednoho tiseku nul. Kdyz do nékterého zasahuji (maji s
nim neprazdny priinik), tak slovo uwvvwzzy bud neni ve tvaru 0%11%20% nebo
v ném je, ale pak k; # ks; slovo wovwzzy tudiz nepatii do Lz (spor). Kdyz
obé v, x jsou celé v tseku jednicek, tak slovo vvvwazy je tvaru 0"1"F0", kde
k > 1, ai tak tedy nepatii do Ls (spor).

RESENY PRIKLAD 5.4: Ukaite, Ze jazyk Ly = {a* | k = n? pro né&jaké
n > 1} neni bezkontextovy.

Reseni: Zakladni myslenka je v tom, Ze mezery mezi druhymi mocninami
prirozenych ¢isel neomezené rostou. Precizovat to mizeme zase nasledovné.
Kdyby L4 byl bezkontextovy, existovalo by pfislusné n podle pumping lem-
matu. Tedy napft. slovo z = amtD? = gng2ng (pro néjz plati z € Ly a
|z| > n) by se dalo psat ve tvaru z = wvwzxy, kde mj. plati v # ¢ nebo
xr # ¢, lvwz| < nawvwy € Ly. OvSem uwy je o¢ividné rovno a™ a2 *q, kde
1 <k < n; tedy vwy = a’, kde j neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla, a
tudiz uwy nepatii do L, (spor).

Na zévér si své vybudované porozumeéni reguldrnim a bezkontextovym jazy-
kéim provéite na nasledujicim cviceni.

CVICENI 5.5: Zjistéte, které z danych jazyku

jsou regularni:

jsou bezkontextové, ale ne regularni:

nejsou bezkontextové:

Ly = {w € {a,b}" | Jw|a = [wlp}

Ly ={w € {a,b}* | |w|, je sudé }

Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abba}
Ly ={w e {a,b,c}" | Jwla = |wly = |wle}

Ls ={w € {a,b}* | |w|, je prvocislo}
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Le={0"1" | m < 2n}
Ly = {07170 | m = 2n }

Shrnuti: Mame tedy dobrou pfedstavu o tom, jak idea velk§ch derivacnich
stromtd, v nichZ se nutné opakuji netermindly na néjaké vétvi, umoznuje
pfesné prokazat (odvozenim logického sporu), ze nékteré konkrétni jazyky
nejsou bezkontextové; umime to shrnout ve formé pumping lemmatu. Mame
vybudovano porozuméni, diky némuz jsme schopni klasifikovat zadané jazyky
jako regularni ¢i bezkontextové neregularni ¢i nebezkontextové.



Kapitola 6

Uvod do teorie vy¢islitelnosti

Cile kapitoly:

V této kapitole si méte ujasnit, co to je (vypocetni) ,problém*“ a co
to znamena, Ze ,algoritmus A fesi problém P“, vcetné souvislosti s
kédovanim vstupt a vystupt. Mate zvladnout zakladni programovani
Turingovych strojii a pocitact s libovolnym pfistupem (,RAMuG“).
Mate pochopit vzajemnou simulaci mezi vypocetnimi modely a di-
vody, pro¢ prijimame Churchovu-Turingovu tezi, jez ztotozniuje pojem
yalgoritmus“ s pojmem , Turinglv stroj“. Mate se seznamit s nékte-
rymi algoritmicky nerozhodnutelnymi problémy a udélat si predstavu
o zpusobu dikazu nerozhodnutelnosti. Specialné mate pochopit pojem
algoritmické preveditelnosti mezi problémy.

Zaciname se vénovat zakladim teorie algoritmi. V této kapitole jde o (algo-
ritmickou) vyéislitelnost, v dalsi kapitole pak o (vypocetni) slozitost.
6.1 Problémy a algoritmy k jejich resSeni
Orientacni ¢as ke studiu této casti: 1 hod.
Cile této casti:
V této Casti mate pochopit specificky vyznam pojmu ,vypocetni pro-
blém“, strucnéji ,problém*, v teorii algoritmt; specialné pak pojem
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yrozhodovaci (neboli ANO/NE) problém“ a také ,optimalizacéni pro-
blém“ a jeho ,,ANO/NE verze“. Mate umét precizovat, co to znamena,
ze ,algoritmus A fesi problém P, ¢i ,algoritmus A rozhoduje problém
P“ v piipadé ANO/NE problémut. Mate si zatim alespon uvédomit,
Ze ne vSechny (vypocetni) problémy jsou algoritmicky Fesitelné.

Kli¢ova slova: (vypocetni) problém, kodovdni vstupi a vystupi, algorit-
micky Tesitelné (a nefesitelné) problémy, ANO/NE problém, rozhodnutelné
(a nerozhodnutelné) problémy, optimalizacni probléem, ANO/NE verze opti-
malizacniho problému

Zkusme zacit otazkou: Co je to vlastné algoritmus?

V historii lidstva se tento pojem postupné utvarel. Konkrétni algoritmy
zname jiz ze starovéku (vzpomernme si tfeba na Euklidiv algoritmus pro
nalezeni nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel), ale teprve ve dvacatém
stoleti nazrala nutnost zabyvat se pojmem algoritmus jako takovym. Vsim-
néme si, ze pokud chceme tento pojem néjak podrobnéji popsat, uzivame
slova a slovni spojeni jako ,postup“, ,navod“, ,posloupnost elementarnich
krokt“ apod. a pozadujeme, aby takovy postup bylo mozné provadét , mecha-
nicky“ (bez potieby néjaké tvuréi invence apod.), aby jeho jednotlivé kroky
byly koneéné (finitni), atp.

Uvédomme si vSak, Ze toto nejsou presné definice (v ,matematickém
smyslu*). Pojem algoritmus je totiz podobné jako pojem mnoZina zékladnim
pojmem, ktery neni definovan pomoci jednodussich pojmi, je jen objasnovan
svymi vlastnostmi na konkrétnich prikladech.

Za chvili se dostaneme k matematickym modelim algoritmu (jako jsou Tu-
ringovy stroje ¢i stroje RAM); ted se vSak nejprve podivime na to, k ¢emu
vlastné algoritmy slouzi. Obecné se da Tici, ze algoritmy slouzi k feseni pro-
blémi.

Definice pojmu ,,problém*

Slovo problém ma v pfirozeném jazyce hodné vyznami; my se zaméiime
jen na jeden specificky vyznam, ktery nyni pfiblizime. Priklady problémi,
kterymi se budeme zabyvat jsou napiiklad problémy typu secist dvé cisla,
nalézt nejkratsi cestu v grafu, zjistit, zda je dané ¢islo prvocislem, vynasobit
dvé matice, settidit danou databazi podle zvoleného klice apod., tj. typicky
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problémy, které se daji presné formulovat pomoci matematickych pojmt a
u kterych mé rozumny smysl uvazovat o tom, ze k jejich feseni pouzijeme
pocita¢. Tyto problémy budeme vétsinou zadavat nasledujicim schématem:

NAzeEvV: XY

VsTuP: Zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zadénim, instanci)
naseho problému.

VYSTUP: Zde je popséano, jaky vystup (vysledek) je ocekdvan pro zadany
vstup (je pfifazen zadanému vstupu).

Problém secist dvé prirozena cisla zadany podle schématu vypadéa naprt.
takto:

NAzEV: Soucet dvou cisel
VSTUP: Dvojice prirozenych ¢isel x a y.

VYSsTUP: Pfirozené ¢islo z takové, ze z = x + y.

Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu lze zadat napt. takto:

NAzZEV: Nejkratsi cesta v grafu
VsTup: Orientovany graf G = (V) E) a dvojice vrcholi u,v € V.

VYsTuP: Nejkratsi cesta z u do v, tj. nejkratsi sekvence vg, vy, . . ., v, prvki
V takova, ze vg = u, vy = v a (v;_1,v;) € E proi € {1,2,...,k},
pripadné odpovéd ,neexistuje”, pokud Zadna cesta z u do v v G
neni.

Pokud chceme napsat forméalni definici pojmu problém, mohla by vypadat
takto:

Definice 6.1

Problém je urcen trojici (IN, OUT,p), kde IN je mnozina (pfipustnych)
vstupti, OUT je mnozina vystupi a p : IN — OUT je funkce ptitazujici
kazdému vstupu odpovidajici vystup.
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Takto definovany problém se nékdy téz nazyva vgpocetni problém (compu-
tational problem). Nas budou u takovych problému pfedevsim zajimat algo-
ritmy, které je fesi. Abychom ovsem mohli fici, co to znamena, ze algoritmus
A Tesi problém P, musime si néco fici o kédovani vstupt a vystupt.

Koédovani vstupu a vystupu

Ve vyse uvedené definici pojmu ,problém“ jsme nefekli, jaké mohou byt
prvky mnozin IN a OUT. Je zfejmé, Ze pro ucely algoritmického (,pocita-
¢ového) feSeni musi byt vstupy a vystupy néjak rozumné reprezentovany
konecnym zptlisobem.

Pro konkrétnost si jako priklady toho, co mohou byt prvky mnozin IN a
OUT, uvedme

e slova v n¢jaké dané abecedé 3,

e slova v abecedé {0, 1}, tj. sekvence bit,
e sekvence zapisu celych ¢isel,

e zapisy prirozenych cisel.

Ve skutecnosti 1ze tyto rtizné typy chapat jako ekvivalentni; napt.:

e Slova libovolné abecedy ¥ je mozné reprezentovat sekvencemi piiroze-
nych cisel:
staci totiz ocislovat symboly abecedy (tedy pfifadit jim éiselné kédy,
jak to zndme napt. u ASCII).

Napt. pro ¥ = {a,b,¢,d} mizeme znaku a pfifadit ¢islo 0, znaku b
¢islo 1, znaku c ¢islo 2 a znaku d ¢islo 3. Slovo bddaba pak bude repre-
zentovano jako posloupnost 1,3,3,0,1,0.

e Slova libovolné abecedy ¥ je mozné reprezentovat jako slova v abe-
cedé {0,1}:
slova pfevedeme na sekvence ¢isel jako v predchozim pripadé, pricemz
¢isla zapiSeme binarné jako k-bitova cisla, kde k musi byt zvoleno do-

statecné velké, aby bylo mozné reprezentovat vsechny symboly abecedy
(napf. 7 biti u ASCII kéduje 128-prvkovou abecedu).
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Pro ¥ = {a,b,c,d} stac¢i tedy pouzit dva bity, kde znak a je chdpan
jako 00, znak b jako 01, znak c jako 10 a znak d jako 11. Slovo bddaba
pak zapiseme jako 011111000100.

e Pfirozend ¢isla je mozno zapisovat jako slova v abecedé {0, 1}:
staci pouzit binarni zapis ¢isla.
Napriklad ¢islo 22 je mozné zapsat jako 10110.

e Sekvence celych ¢isel je mozné reprezentovat jako slova ve vhodné zvo-
lené abecedé >:

napiiklad mizeme cisla zapisovat binarné, pro oznaceni zapornych ¢i-
sel pouzivat znak - a pro oddéleni jednotlivych cisel pouzivat znak #.
V tomto pripadé je tedy ¥ = {0, 1, -, #}, a napiiklad sekvence

4,—-6,3,0,13,-5
je pak reprezentovana slovem

100#-110#11#0#1101#-101

e Slova v abecedé {0, 1} je mozné reprezentovat pfirozenymi ¢isly:

na zacatek slova pridame symbol 1 a vysledné slovo chapeme jako zapis
¢isla ve dvojkové soustavé. Napiiklad slovu 0110 pritadime cislo 22
(tj. 10110 binarné).

Pozn.: Pridani symbolu 1 na zacatek je tieba, abychom byli schopni
rozlisit slova, kterd se lisi jen poc¢tem nul na zacatku, napt. slova 1, 01,
001 atd.

Podotknéme, ze vyse popsané transformace samoziejmé nejsou jediné mozné.

CVICENI 6.1: Pro kazdy z vySe uvedenych prevodi jedné reprezentace na

druhou uvedte néjaky alternativni zptisob, jak by bylo mozné onen prevod
provést.

Dalsi typy objekttt pak miizeme reprezentovat pomoci vyse popsanych.
Pokud je napiiklad vstupem matice ¢isel, je mozné ji reprezentovat jako
slovo v néjaké abecedé, pricemz jednotlivé fadky budou zapsany za sebou,



180 Kapitola 6. Uvod do teorie vyéislitelnosti

oddéleny néjakym specidlnim oddélovacim znakem, a kazdy jednotlivy radek
bude reprezentovan podobnym zpiisobem, jaky jsme pouzili pro reprezentaci
sekvence Cisel.

Grafy miizeme reprezentovat napt. jako sekvence tvofené seznamem vrcholid
a seznamem hran, pripadné pomoci inciden¢ni matice.

Logické formule miizeme reprezentovat jako slova v néjaké vhodné zvolené
abecedé, apod.

Algoritmicky reSitelné problémy

Co to vlastné znamena, ze algoritmus A fesi problém P ? Mizeme to zpresnit
naprt. takto:

Algoritmus A 7esi problém P zadany trojici (IN, OUT, p) spolu s
dohodnutym (vétSinou samoziejmym a tedy ani nezmirtiovanym)
kédovanim vstupt a vystupu (tj. prvka mnozin IN a OUT),
jestlize je schopen pfijmout (pFecist) kéd jakéhokoli vstupu x
z mnoziny IN a vydat k nému po konecném poctu krokt kod
vystupu y z mnoziny OUT, pro néjz y = p(x).

Struéné to vyjadiime takto: A pro kazdy vstup problému P (vypocte a) vyda
predepsany vystup. (O kédovéni se vétsinou vitbec nezminujeme, protoze tise
predpokladame néjaké prirozené kédovani slovy v abecedé€, posloupnostmi
bitt ¢ podobné.)

Kontrolni otdzka: Podivejte se jesté jednou na zadani problému nejkratsi

cesty v grafu a promyslete si, zda mu skutecné jednoznac¢né odpovida trojice
(IN,OUT,p).

I kdyz pomineme rtizné moznosti zakédovani grafu fetézcem symboli apod.,
vystup neni pro kazdy vstup jednoznacné urcen.

Poznamka a iumluva.

Neékdy ma dobry smysl uvazovat i problémy, kde pro jeden vstup miize exis-
tovat vice spravnych vystupi, jako je tomu napi. u uvedeného problému
hledéni nejkratsi cesty v grafu (je zfejmé, Ze mezi dvojici vrcholi mize exis-
tovat vice nez jedna nejkratsi cesta).

Po algoritmu, ktery by tento problém fesil, chceme, aby ke kazdému vstupu
vydal (alespon) jeden spravny vystup.
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Alternativné jsme tedy mohli pojem , problém® definovat ponékud obecnéji,
jako trojici (IN, OUT, P), kde vyznam IN a OUT je stejny jako dfive a
P C IN x OUT je relace, ktera musi spliovat, ze ke kazdému x € IN exis-
tuje alespon jedno y € OUT takové, ze (x,y) € P. (Vyraz (x,y) € P lze pak
chapat tak, Ze y je jeden z korektnich vystupi pro vstup x.)

Tohoto detailu si budme védomi, i kdyZ jej u konkrétnich problému jiZ ne-
budeme explicitné zminovat.

Ted si jesté uvédomme jednu dileZitou véc, kterd mozné neni hned ziejma:
Existuji problémy, které nejsou algoritmicky reSitelné.

Tedy neni pravda, ze ke kazdému presné matematicky specifikovanému pro-
blému (s pfirozenym kédovanim vstupt a vystupt atd.) existuje algoritmus,
ktery ho fesi. Ted to jen zaznamendme a pozdéji se k tomu vratime. Uvedeme
si ale alespon jeden priklad takového algoritmicky netesitelného problému:

NAzev: Eq-CFG (Ekvivalence bezkontextovych gramatik)

VsTup: Dvé bezkontextové gramatiky G, Gs.
VYSTUP: 1&1\1()7 kdyé L(Gl) = L(Gg), NE, kdyé L(Gl) 7& L(Gg)

ANO/NE problémy, ANO/NE verze optimaliza¢nich problému

Vsimnéme si, Ze napf. popis vystupu vyse uvedeného problému Eq-CFG pt-
sobi ponékud neohrabané. Jednd se o tzv.

rozhodovaci problém, neboli ANO/NE problém;

u takového problému je mnozina OUT dvouprvkova, standardné chapana
jako OUT = {ANo,NE} (¢i OUT = {1,0}).

U takovych problémil je pfirozenéjsi a kratsi definovat zadany vystup pomoci
otazky (tykajici se vstupu), na kterou je odpovéd bud ANO nebo NE. Napf.
Eq-CFG pak zapiseme takto:

NAzev: Eq-CFG (Fkvivalence bezkontextovijch gramatik)
VsTup: Dvé bezkontextové gramatiky Gy, Gs.
OTAZKA: Plati L(Gl) = L(GQ) ?
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Jinym prikladem ANO/NE problému je problém prvodiselnosti:

NAzZEV: Prvociselnost
VsTUP: Pfirozené ¢islo = (zadané napt. dekadickym zapisem).

OTAZKA: Je x prvocislo?

Obecné tedy budeme pro rozhodovaci problémy (neboli ANO/NE problémy)
pouzivat nasledujici schéma:

NAzEV: XY

VsTUP: Zde je popséno, co je pfipustnym vstupem (zaddnim, instanci)
naseho problému.

OTAZKA: Zde je otézka tykajici se (zadaného) vstupu, na niz je odpovéd
ANO nebo NE.

U ANO/NE problémt misto ,algoritmus A fesi problém XY* ¢asto také
fikame

algoritmus A rozhoduje probléem XY.

ANO/NE problém, pro néjz existuje algoritmus, ktery jej rozhoduje, nazy-
vame

algoritmicky rozhodnutelny, nebo struénéji rozhodnutelny.

Dtive uvedeny problém Eq-CFG je tedy algoritmicky nerozhodnutelny, struc-
néji nerozhodnutelny.

Uvedme jesté jeden ANO/NE problém, ktery bude hrat pozdéji dilezitou
roli.

NAzEv: SAT (problém splnitelnosti booleovskych formuli)

VsTuP: Booleovska formule v konjunktivni normalni formé.

OTAZKA: Je dand formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pii kterém je formule pravdiva)?
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Kontrolni otdzka: Umite okamzité napsat ptiklad vstupu (neboli instance)
problému SAT, u néjz je odpovéd ANO a piiklad vstupu, u néjz je odpovéd
NE?

Takové otazky byste st meli klast a resit pri studiu tohoto textu
aktivne sami, nejen kdyz jste takto explicitne tdzdani.

(Zde staci samoziejmé uvést napt. velmi jednoduché formule s jedinou pro-
ménnou: x a y A -~y ¢ podobné.)

V praxi velmi dtlezitou tiidou problémt jsou tzv.
optimalizacni problémy.

U optimaliza¢niho problému je pro kazdy vstup urcena mnozina pripustnych
reseni a dale je definovana urcita kriterialni funkce, ktera kazdému pripust-
nému feSeni pfitazuje néjaké realné cislo. Cilem je mezi vSemi pfipustnymi
feSenimi pro dany vstup nalézt to, pro které je hodnota kriteridlni funkce
nejvetsi, nebo pripadné nejmensi, v zavislosti na typu reseného problému.
Prikladem optimalizacniho problému je jiz diive uvedeny problém hledani
nejkratsi cesty v grafu. V tomto pfipadé je mnozinou pfipustnych reseni
mnozina vSech cest mezi dvéma danymi vrcholy, kriteridlni funkci je délka
dané cesty a cilem je hodnotu kriterialni funkce minimalizovat.

Jinym pftikladem je problém nalezeni minimalni kostry v grafu:

NAzZEV: Minimdlni kostra

VsTup: Neorientovany souvisly graf G = (Vg, E¢), ohodnoceni hran f :
E — N+.

Vystup: Souvisly graf H = (Vy, Fy), kde Vg = Vg a Ey C Eg, a kde
hodnota ) . f(e) je minimalni.

V tomto pripadé je mnozinou vSech pfipustnych feseni mnozina vSech souvis-
Iych podgrafit H grafu G takovych, ze Vi = V. Hodnota kriterialni funkce
pro dané piipustné feseni H je dana vyrazem ) . By ) (e). Opét je cilem
minimalizovat tuto hodnotu.

Poznamenejme, Ze k nékterym (obecnym) problémtim (napf. optimaliza¢nim)
lze prirozené priradit tzv.
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rozhodovaci (neboli ANO/NE) verzi problému:

napi. u problému minimalni kostry se vstup rozsiri o ¢islo ¢ a pozadovany
vystup pak bude ANO, jestlize existuje kostra s ohodnocenim nejvyse rovnym
¢, a NE v opa¢ném piipadeé:

NAzEV: Minimdlni kostra (ANO/NE verze)

VsTuP: Neorientovany souvisly graf G = (Vg, E¢), ohodnoceni hran f :
E — Ny acislo c.

OTAzKA: Existuje graf H = (Vy, Ey), kde Vg = Vg a Ey C Eg, ktery je
souvisly a pfitom Y . f(e) <e?

Pozndmka pro hloubavé ctendre. V teorii algoritmické vycislitelnosti a slozi-
tosti se vétsinou uvazuji jen ANO/NE problémy, pro svou jednodussi formu.
Naznacme, pro¢ to neznamena vaznou jmu na obecnosti zkoumani:

K obecnému problému (trojici (IN, OUT,p))

NAzEV: XY
VSTUP: w € IN
VYSTUP: p(w)

muzeme definovat ANO/NE problém

NAzEV: XY-output-bit
Vstup: w € IN,i € N, h € {0,1}.

OTAZKA: M4 p(w) v ,bitovém kédovani“ alespon i biti a je v kladném
pripadé -ty bit roven h ?

Mame-li algoritmus rozhodujici problém XY-output-bit, tak s jeho vyuzitim
snadno sestavime algoritmus fesici problém XY. Zkuste si to promyslet!

Shrnuti: TakZe uZ je nam jasné, co se v teorii algoritmii mini pojmem
,problém* a co to znamena, ze dany algoritmus fesi dany problém; je nam v
této souvislosti naprosto jasna také problematika kédovani vstupt a vystupt.



6.2 Turingovy stroje 185

Umime specifikovat konkrétni problémy z praxe a rozliSovat mj. ANO/NE
problémy, optimalizac¢ni problémy a také ANO/NE verze optimaliza¢nich
problémi. Vime, Ze se v teorii specialné zaméirujeme na ANO/NE problémy
(kterym se také ¥ika rozhodovaci problémy [decision problems]) a mezi nimi
rozliSujeme rozhodnutelné [decidable] a nerozhodnutelné [undecidable] pro-
blémy.

6.2 Turingovy stroje

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 4 hod.
Cile této casti:

V této casti mate zvladnout programovaci jazyk ,,velmi nizké tirovné“,
majici jen jeden typ instrukci; jde o tzv. Turingovy stroje. Samozrejmé
to neznamena jen naucit se definici, ale pfedevsim ziskat porozuméni
dostateéné k tomu, abyste byli schopni sestavovat (jednoduché) pro-
gramy (tj. konkrétni Turingovy stroje) a pochopili, Ze pfes svou primi-
tivnost mohou tyto stroje implementovat tytéz algoritmy, jako kazdy
jiny (univerzalni) programovaci jazyk.

Klic¢ova slova: Turingovy stroje, vgpocet (konecny i nekonecny), Turin-
gouy stroje tesict problémy, Turingovy stroje rozhodujici ANO/NE problémy,
Turingovy stroje rozpozndvajici (neboli rozhodujici) jazyky

Jiz jsme diskutovali fakt, ze ,algoritmus® je zakladni pojem, ktery nelze de-
finovat pomoci jinych, jednodussich pojmt; lze jej v principu jen ilustrovat
na prikladech, na nichz popisujeme jeho vlastnosti.

Vime také, ze pojem ,algoritmus® nijak neurcuje, jak mame zapisovat kon-
krétni algoritmy; lze k tomu vhodnym zptisobem pouzit prirozeny jazyk, pti-
padné doplnény o obrazky, matematické symboly apod. Kdyz se vsak objevily
pocitace, tedy stroje k provadéni algoritmil, bylo potieba exaktné specifikovat
zpusob zapisu algoritmi tak, aby je mohl precist a provadét pocitac. Vsichni
vime, ze proto byly vyvinuty programovaci jazyky. Je sice mnoho riiznych
programovacich jazykt, ale v principu jsou vSechny rovnocenné: zapiseme-li
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néjaky algoritmus v jednom z nich, je jisté mozné jej zapsat také v kterémkoli
jiném (i kdyz tfeba komplikovanéji); dokonce lze toto ,pfepsani programu do
jiného jazyka“ svérit pocitaci, mame-li k dispozici pfislusny prekladac.

Poznamka: Hovofime samoziejmé o univerzalnich programovacich jazycich
jako Java, C-cko, Fortran, Pascal, ne o nékterych jazycich se specifickym
ucelem, do nichz nejdou univerzalni programovaci jazyky prekladat.

To nas prirozené vede k napadu ztotoznit pojem ,algoritmus® napr. s po-
jmem ,,program v jazyce Java“. Chapeme pfitom ovSem, Ze ztotoznéni pojmu
yalgoritmus® s pojmem ,program v jazyce Pascal“ je ekvivalentni moznost.
Podobné je ekvivalentni moznost ztotoznéni pojmu ,algoritmus® s pojmem
,posloupnost instrukci strojového jazyka procesoru Pentium®. Ekvivalenci
onéch moznosti je tfeba rozumét v tom smyslu, ze ,co naprogramujeme v
jednom jazyku, lze naprogramovat i v druhém®, byt z dtvodu rychlosti a
prehlednosti programovani je tireba jeden z jazykt vyrazné prijemnéjsi nez
jiny.

Ve skutecnosti se zpresnéni zapisu algoritmi a ztotoznéni pojmu ,algorit-
mus® a pojmu ,program v urCitém jazyku“ objevilo uz ve tricatych letech
dvacatého stoleti, jesté pred rozmachem elektronickych pocitact. Objevilo
se pii snaze prokdzat algoritmickou nerozhodnutelnost jistych problému (z
logiky a zakladid matematiky). Historicky prvnim ,univerzalnim programo-
vacim jazykem“ jsou tak Turingovy stroje. Seznamime se ted s nimi, a pak
se k nasi diskusi vratime.

Alan Turing se snazil ndvrhem toho, ¢emu fikdme Turingovy stroje, formali-
zovat praci ,vypoctare“ pracujiciho s papirem, tuzkou, gumou a svou ome-
zenou pameéti. Neptjdeme do detailii myslenkovych pochodii Alana Turinga,
ale vysledny model zachytime obrazkem 6.1.

//////

necné mnoha vnitinimi stavy (tedy s omezenou paméti) a na vstupni pasce
¢te (pomoci ¢teci hlavy) zleva doprava zadané vstupni slovo; pfitom méni
vnitini stavy podle prislusné prechodové funkce, kterou lze vlastné chapat
jako mnozinu instrukei.

Poznamka: V béZnych programovacich jazycich je program posloupnosti
instrukci; na poradi instrukci zalezi. Jelikoz u konecného automatu je kazda
instrukee typu ¢ —— ¢, ¢ jinak psano (g,a) — ¢/, tak na pofadi instrukci
nezalezi (kazda de facto predepisuje skok na specifikované ,navésti“, nikdy
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do fidici jednotka

Obrazek 6.1: Turingtv stroj

se nepokracuje ,dalsi instrukei v poradi); je ovSem potieba Fici, kde se ma
zaclt, tedy je nutné specifikovat pocatecni stav (=néaveésti).

Turingtv stroj je podobny koneénému automatu, vyznamny rozdil je ale
popsan v nasledujicim:

e paska je oboustranné nekonecnd; je na ni na zacatku zapsano vstupni
slovo, na jehoz prvni pozici stoji hlava, a ostatni bunky jsou prazdné,
tj. je v nich zapsan specialni prazdny znak 0O,

e hlava (spojend s kone¢nou fidici jednotkou) se muze pohybovat po
pasce obéma sméry a je nejen Cteci, ale i zapisovaci — symboly v bun-
kach pasky je tedy mozné prepisovat, a to obecné i jinymi nez vstupnimi
symboly.

Po zkusenostech s kone¢nymi a zasobnikovymi automaty néas nijak neprekvapi
nasledujici formalni definice.

Definice 6.2
Turingtiv stroj, zkracené TS, je definovan jako Sestice M = (Q, %, T, 4, qo, F),
kde

e () je koneCna neprazdna mnozina stavi,

e Y je konecna neprazdnd mnozina vstupnich symbolii,
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e [' je konecna neprazdnd mnozina pdskovych symbolu, kde ¥ C T' a
v ' — X je (pfinejmensim) specidlni znak O (préazdny znak [blank]),

e ¢y € (@ je pocdtecni stav,
e [ C (@ je mnozina koncovych stavi,

¢ 0:(Q—F)xI'—=@QxTIx{-1,0,+1} je prechodova funkce.

Podobné jako napi. u zasobnikového automatu mizeme konkrétni Turingtv
stroj zadat seznamem nstrukci. Tyto instrukce jsou zase dany prechodovou
funkei; misto 6(q,a) = (¢, a’, m) piSeme radéji (¢,a) — (¢',a’,m).

Vigznam instrukce (q,a) — (¢',a’,m) je tento:

e Tato instrukce je aplikovatelna v situaci (neboli konfiguraci), kdy Fidici
jednotka je ve stavu ¢ a hlava ¢te na pasce symbol a.

e Vykonani instrukce znamend nasledujici:

— Tidici jednotka prejde do stavu ¢/,
— hlava zapiSe do aktualné ¢étené bunky symbol @/,
— je-li m = +1, hlava se posune na sousedni bunku pasky doprava,

je-li m = —1, hlava se posune na sousedni bunku pasky doleva,
je-li m = 0, hlava se nikam neposune.

Podivejme se ted na nésledujici seznam instrukei.

q1,a) = (g2, @, +1)
qi1, D) - (va D,O)
G2, a) — (q2,a,+1)
) — (g2, @, +1)
¢2,8) — (g3,a,—1)
q3,a) — (g3,a, —1)
) — (qs,a, 1)
g3, D) - (Q57 Da +1)
) — (qs,a, 1)
Qa,0) — (qu,a,+1)
)
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Tento seznam reprezentuje ur¢ity Turingtv stroj M = (Q, %, T, 6, qo, F).

Je zfejmé, ze Q = {q1,q2, 43, 4, G5, ¢r} a T = {a,a, O},

Které symboly jsou vstupni, tedy co je mnozinou ¥, neni ze seznamu instrukci
zfejmé; musime dodat, Ze zde bereme ¥ = {a}.

Jako pocatecni chapeme (obvykle) ten stav, kterym zacind prvni instrukce
v seznamu. V nasem piipadé je tedy qo = ¢i; stroj radéji mizeme rovnou
zapsat ve formé M = (Q, X, 1,9, ¢1, F).

Jak vidime z definice pfechodové funkce, koncové stavy u Turingova stroje
jsou ,opravdu koncové“, coz znamena, ze

vypocet po dosaZeni koncoveho stavu konci

(coz je rozdil oproti koneénym ¢i zasobnikovym automatiim).

Koncovy stav se tedy neobjevi na levé strané zadné instrukce. V nasem pri-
kladu tak snadno vyvodime, ze koncovym stavem je jediné g, tedy F' = {qs}.
(Samozfejmé muzeme pro vétsi nazornost informaci o mnoziné F' k seznamu
explicitné dodat.)

Seznam instrukeci je ovSem predevsim reprezentaci prechodové funkce d; napft.
vidime 0(q1,a) = (q2,a, +1), (g2, a) = (g2, a,+1) atd. VSimnéme si pfitom,
ze nas seznam nereprezentuje funkci J plné, protoze napr. neobsahuje in-
strukei s levou stranou (¢, a), apod. Takové ,vynechavani“ ¢asto pouzivame,
kdyz navrhujeme Turingtv stroj (tedy ,programujeme“) a jsme si jisti, ze
k prislusné situaci nemutze pii vypoctu nad jakymkoli vstupnim slovem do-
jit. (N&S stroj skutecné nemuze dosdhnout konfigurace, v niz by byla fidici
jednotka ve stavu ¢; a hlava ¢etla a.) Pro tplnost si ale muzeme napf. pred-
stavit, Ze seznam je vzdy automaticky doplnén tak, Ze pro chybéjici levou
stranu (¢, a) se doda instrukce (¢, @) — (qai, a,0), kde g je specidlni kon-
covy stav znamenajici ,ukon¢eni havarii“ (,run-time error).

Poznamka: Jak vidime z definice, zakladni verze Turingova stroje je de-
terministickd: nemtizeme mit dvé rtizné instrukce se stejnou levou stranou a
ke kazdému vstupnimu slovu tak existuje jediny vypocet. To je také vlast-
nost, kterou u algoritmt samoziejmé predpoklddame. (AZ pozdéji budeme
mit divod zkoumat také nedeterministické Turingovy stroje.)

Co je to

vypocet Turingova stroje M nad vstupnim slovem w
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je uz c¢tenari jisté jasné. Zpfesnit se tento pojem zase da pomoci relace od-
vozovani mezi konfiguracemi.

Konfigurace Turingova stroje je dana stavem fidici jednotky, obsahem pasky
a pozici hlavy. Konkrétni konfiguraci stroje M = (Q, %, T, 9, qo, F') popiSeme
trojici

(u, q,v), ¢i zkracené uqu, kde u,v € I'* a q € Q.

Rozumime tomu tak, Ze na pasce je v dané konfiguraci zapsano slovo uv a
vlevo i vpravo od néj jsou jen prazdné symboly O; fidici jednotka je ve stavu
q a hlava stoji na bunce odpovidajici prvni pozici ve v. V§imnéme si, ze zapis
uqu predstavuje stejnou konfiguraci jako Ofuqu? pro libovolné i, j; specialné
uq (kde tedy v = €) je totéz jako uqO, takze je jasné, co zde minime ,prvni
pozici ve v“ i v piipadé v = . Neptijdeme uz do dalsich formalnich detailt,
ale pfedvedeme vypocet naseho vyse uvedeného Turingova stroje pro vstup
aaa; vypocet tedy zacind v pocatecni konfiguraci ¢; aaa:

qaaa F agaa F aaga F aaaq 0 F aaqgsaa F aquaaa - qqacaa -
aqiaad - aaqaat- ...

Jisté jste pochopili, Ze relace - znamend odvozeni v jednom kroku (provedeni
zmény aktudlni konfigurace provedenim jedné instrukce); méli bychom psat
o, pokud potfebujeme zdiraznit, Ze se jedné o odvozeni podle (instrukei)
stroje M.

Kontrolni otdzka: Umite zapocaty vypocet dokoncit? (Udélejte to!)

Jisté jste zjistili, Ze vypocet skonci v konfiguraci aaaaaa gs. Navic jste jisté
pochopili, Ze pro jakékoli vstupni slovo w € {a}* vypocet skonéi v konfiguraci
s obsahem pasky ww.

Pro jistotu jesté zopakujme, ze kazdy vypocet Turingova stroje zacina v
pocdtecni konfiguraci, tj. konfiguraci gow, kde qq je poc¢atecni stav a w je slovo
nad vstupni abecedou. Vypocet je bud nekonecny nebo skonéi v koncové
konfiguraci, tj. konfiguraci uqu, kde ¢ je néjaky koncovy stav a slovo uwv
reprezentuje obsah pasky; pro konkrétnost bereme uv tak, ze prvni pozice
v wv odpovida nejlevéjsi burice pasky obsahujici neprazdny symbol (tj. jiny
symbol nez O) a posledni pozice v uv odpovidd nejpravéjsi butice pasky
obsahujici neprazdny symbol. (Mize se také stat, ze uv = ¢, tedy ze péaska
obsahuje na zavér jen symboly O.)
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Obsah pasky uv v koncové konfiguraci uqu je chapan jako vystup, ktery stroj
(vypocita a) vyda pro zadané vstupni slovo, tedy pro zadany wvstup.

Kontrolni otazka: Umite ted zformulovat, co to znamend, ze Turingtv stroj
M fesi problém P ?

Je to jasné: ke kazdému vstupu (tedy instanci) problému P stroj M (vy-
pocte a) vyda problémem predepsany vystup. Samoziejmé predpokladame,
ze vstupy a vystupy problému jsou kédovéany slovy v néjaké abecedé. (Tuto
abecedu lze vzit jako vstupni abecedu stroje M, pricemz M muze samoziejmé
pouzivat i dalsi (,,pracovni“) paskové symboly.

N4&s vyse uvedeny stroj tedy vlastné resi tento problém:

NAZEV: Zdvojeni slov v jednoprvkové abecedé
VsTtuPp: Slovo w nad abecedou {a} .

V¥sTuP: Slovo ww .

Znaceni: Jak jsme jiz uvedli, Turingovy stroje se daji zadavat seznamem
instrukci, s potfebnymi dalsimi informacemi, jako je specifikovani vstupnich
symboli, pfipadné explicitnim vyjmenovanim stavii a ur¢enim pocatecniho
a koncovych stavii.

Seznam instrukci ne nahodou pripomina pocitacovy program velmi nizké
urovné, dokonce s jen jednim typem instrukce. Aby byl delsi program tohoto
typu srozumitelny, je jisté mozné a vhodné zapis fadné strukturovat, dobie
okomentovat atd.

Nékdy se misto seznamu instrukei, ¢i navic vedle néj, miize uvést zobrazeni
grafem, podobné jak to zname u kone¢nych automati. Oznaceni hran je
ovsem slozitéjsi a nutné méné srozumitelné nez u kone¢ného automatu. Napft.
nas stroj pro zdvojovani slov je znazornén grafem na dalsim obrazku
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a— a;+

Pouzivame tedy pro strucnost nasledujici konvence. Vrcholy odpovidaji sta-
vam Fidici jednotky (pocatecni stav je oznaeny vstupujici Sipkou, koncové
stavy jsou oznaCeny dvojitym krouzkem); hrany reprezentuji provedeni jed-
notlivych instrukci. Pro instrukei (¢,a) — (¢,a’,m) vedeme hranu z vr-
cholu oznaceného ¢ do vrcholu (oznaceného) ¢’ a standardné k ni napiSeme
a— a;+ kdyz m = +1,a — d;— kdyz m = —1 a a — da’;0 kdyz m = 0.
Pokud @’ = a, tedy symbol se nepfepisuje (tj. pfepisuje se sebou samym),
oznac¢ujeme hranu struénéji a; + (nebo a; — ¢ a;0).

Jednotlivd hrana mtize mit vice oznadeni, protoze instrukei typu (¢, —) —
(¢',—,—) muze byt vice. Misto dvou oznaceni a;+ a b, + piSeme strucénéji
a,b;+; misto a — b;+ a @' — b;+ piSeme struénéji a,a’ — b; +. Podobné
pouzivame zkratky samoziejmé i pro posun ,—“ a ,,0, a pfipadné také pro
tTi a vice podobnych oznaceni.

Ctenai miize posoudit sdm, ktery zptisob (seznam instrukei & graf) je pro
komentait, mé-li byt takovy stroj (neboli program) srozumitelny. Sestrojme
si ted nékolik dalsich Turingovych stroji, fesicich zadané problémy.

RESENY PRIKLAD 6.1:  Sestrojte TS, ktery jako vstup oc¢ekava binarni
¢islo, tj. slovo z {0,1}*, a jako vystup méa (spocitat a) vydat binarni zapis
trojnasobku vstupniho cisla.

Reseni: Nejprve musime samoziejmé sestavit algoritmus, ktery pak ,napro-
gramujeme”, tedy ktery ,implementujeme” v instrukcich Turingova stroje.
Algoritmus jisté rychle navrhneme; uvédomime si, ze je vhodné postupovat
odzadu, pficemz plati:

- pokud je posledni ¢islice 0, v trojnasobku bude také 0 a nedojde k pirenosu
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(pfenos bude 0),

- pokud je posledni cislice 1, v trojnasobku bude také 1 a navic dojde k pie-
nosu 1,

- pokud si pamatujeme prenos 1 a ¢teme 0, nahradime ji 1 a vynulujeme
prenos,

- atd.

Zbyla pravidla jisté snadno doplnite a uvédomite si, Ze prenos muize nabyvat
jen hodnot 0,1, 2.

Hodnotu pfenosu si tedy TS mize pamatovat stavem Fidici jednotky (tedy
v omezené paméti). Sta¢i tedy naprogramovat pocatecni fazi prechodu na
pravy kraj vstupniho slova a pak prislusné prepsat vyse uvedena pravidla.
Vypocet skonci, az stroj narazi (pii zpracovani zprava doleva) na 0; nesmime
ale zapomenout, ze na pasku se v té chvili musi jesté zapsat aktualni prenos.

Vysledny stroj lze zachytit napt. grafem na obrazku 6.2; kromé pocatecniho
a koncového stavu pouzijeme tii stavy 0, 1, 2, které odpovidaji pamatovanym
prenosim.

Obrazek 6.2: Turingtiv stroj realizujici nasobeni tfemi

Zapisme si jesté predchozi Turingiiv stroj seznamem instrukci. Pfitom pro
strucnost také vyuzijeme schémat instrukci, jak to jiz zname napt. z popist
zasobnikovych automati. Stavy 0, 1,2 zde radé&ji oznacujeme qq, g1, q2, at se
vyraznéji odlisi od paskovych symboli 0, 1.

(¢p; ) — (gqp, z,+1) pro z € {0,1}
(QIH D) - (q07 D7 _1)
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(90,0) — (g0,0,—1)
(90,1) = (q1,1,-1)
(9,8) — (gr,5,0)

(qlay) - (q07 17 _1) pro y € {07 D}
(QIu 1) - (qQ707 _1)

(¢2,9) — (¢1,0,—1) pro y € {0,0}
(QQul) - ((J2717_1)

RESENY PRIKLAD 6.2: Navrhnéte TS, ktery ze zadaného slova nad abece-
dou {a, b} umaze od zac¢atku i od konce nejdelsi mozné stejné dlouhé tseky
znaki a (kde umazani samoziejmé znamena prepsani znaky 0). Tedy napf. k
vstupnimu slovu aaababaa stroj necha jako vystup slovo abab, kdezto vstupni
slovo aaabab nezméni; ze slova aaa zbude €.

Reseni: Nejprve si problém rozebereme. Pokud na za¢itku ¢te stroj O
(vstupni slovo je v tom piipadé €) nebo b, mize hned skonéit. Pokud ¢te
na zacatku a, je nutno zkontrolovat, zda je a i na konci; v kladném ptipadé
stroj ono koncové a umaze a vrati se na zacatek, kde umaze ono pocatecni
a (pokud tam jesté je, totiz pokud na pasce nebylo jen slovo a). Pak stroj
pokracuje stejnym zptsobem na zbylém slové (znovu se tedy provadi télo
urcitého cyklu) atd., dokud nenarazi na znak znamenajici ukonceni vypoctu.
Vsimnéme si, ze Turingtiv stroj nemiize obecné pocitat, kolik a je na zacatku
(¢i na konci) slova, protoze jeho Fidici jednotka méa omezenou pamét, tj. mize
se nachazet jen v omezeném poctu stavi. Proto jsme nuceni naprogramovat
v néjaké formé onen postup ,béhani zleva doprava“ a synchronizovaného
mazani na zacatku a na konci.

Navrzeny TS zase zachytime grafem (¢tendf si jej muze prepsat ve formé
instrukei k procviceni). Hrany odpovidajici instrukcim umazavajicim a-cka
jsou v grafu zvyraznény.
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a— 0O+

Pozndmka. Vsimnéme si, ze chybi instrukce popisujici, co se ma délat, kdyz
stroj Cte ve stavu ¢, znak O. Jednda se opét o situaci, ke které nemuze dojit,
takZe to nevadi. (Samozfejmé bychom ov§em nic nezkazili, kdybychom znak
O ptidali napt. k popisu hrany z ¢, do ¢y .)

RESENY PRIKLAD 6.3: Navrhnéte Turingtv stroj, ktery pro vstupni slovo
w € {a,b,c}* vyda jako vystup slovo v € {b, c}*, které vznikne z w vypusté-
nim vsech vyskytd znaku a.

Resend: Piiklad se v prvnim okamziku miZe zdat trivialni — TS by mohl
projit celé slovo zleva doprava, pricemz by kazdy vyskyt znaku a prepsal
znakem 0. Je to vSak korektni postup? Zadani prece tika, ze se znaky a maji
ve w vypustit, nikoliv nahradit specialnimi znaky. Kdyz si také pripomeneme,
jak je definovan vystup vypoctu, uvédomime si, ze musime nejen premazavat
a-cka, ale také zbylé symboly ,srazet k sobé®.

Pii podrobnéjsim promysleni navrhneme postup napi. takto: Stroj maze
vSechna pocatecni a-cka (jsou-li jakd); narazi-li pfitom na O, ukon¢i vypocet.
Kdyz narazi na znak b nebo ¢, ponecha jej (¢imz ziska prvni symbol pozdéj-
stho vystupu), ale vpravo od néj se jiz chova jinak: zase sice maze tsek a-cek,
pfi¢emz narazeni na O znamend konec vypoc¢tu, ale narazi-li ted na (dalsi)
znak x € {b, c}, pfemaze ho, posune se doleva pfes tsek znaki O a zapise x
za dosud vznikly prefix vystupu. (Onen tusek znakt O muZe byt i prazdny,
pak se vlastné znak x pfemaze a znovu zapiSe na totéz misto.)

Kdyz se ted ovSem stroj vyda doprava, narazi na znaky O a nevi, zda-li
jsou vpravo za nimi jesté jiné znaky. Toto lze oSetfit riznymi zpisoby; jedna
moznost je, ze po pfemazani x € {b, c}, se stroj pfed putovanim vlevo nejprve
podivd na policko napravo od puvodniho z, a kdyz je tam O (tedy x byl
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poslednim znakem vstupniho slova), pak tam zapiSe ,neskodné“ a, a teprve
pak se vyda doleva, aby zapsal x za dosud vytvofreny prefix vystupu.

(Samoziejmé to jde i jinak. Napf. misto zapisovani a-cka si stroj prosté mize
zapamatovat v Tidici jednotce, ze pravé prendseny znak x byl posledni, a
usettit si tak zaveérecny kus vypoctu, ktery vlastné jen smaze ptridané a-
¢ko. Toto Teseni by ovsem vyzadovalo zavedeni dalsich stavil a zvétsilo by
pocet stavil navrhovaného Turingova stroje; my radéji upfednostnime navrh
mensiho stroje pfed drobnym zefektivnénim vypoctu.)

Ted uz tedy jsme schopni navrZzeny postup pfimocaie realizovat instrukcemi
Turingova stroje; stroj zase zachytime grafem.

0; —

S pohledem na graf jesté jednou popiSme ¢innost stroje.

Na zacatku jsou ve stavu 0 umazavany vSechny znaky a. Po prvnim vyskytu
znaku b ¢i c stroj prejde do stavu 1, ktery je vlastné vstupem do hlavniho
pracovniho cyklu. Pti kazdém prichodu timto cyklem z 1 zpét do 1 je prene-
sen jeden nésledujici znak b (horni vétev) ¢i ¢ (dolni vétev) z ptivodni pozice
na novou (vlevo); pfipadné predchézejici znaky a jsou pfemazény. VSimnéme
si také onoho ,kouknuti se vpravo“ (ve stavu 2 ¢i 3) a pfipadného zapséani
,pomocného® a-cka.
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Turingovy stroje fesici ANO/NE problémy

Dosud uvedené Turingovy stroje feSily obecné problémy (kde kazdému
vstupu je pfifazen vystup z viceprvkové, typicky nekoneéné, mnoziny). Tu-
ringovy stroje mohou samoziejmé fesit také ANO/NE problémy (u nichz je
kazdému vstupu pfifazeno ANO nebo NE). Mohli bychom pfitom nap¥. vyza-
dovat, aby na pasce na zavér vypoctu zistalo zapsano jen ANO ¢i NE (nebo 1
¢i 0). Obvyklejsi (a technicky jednodussi) je ovSem pozadovat, aby ptislusny
stroj mél koncové stavy gano (,prijmout” [accept]) a gng (,zamitnout* [re-
ject]); misto zapsani odpovédi ANO na péasku stroj ukonéi vypocet vstupem
do stavu gano, misto zapsani odpovédi NE vstoupi do stavu gng.

Vsimnéme si, ze takto prirozené mizeme definovat, co to znamena, ze
Turinguv stroj M rozpozndvd (neboli rozhoduge) jazyk L .

Kontrolni otazka: Jak byste tedy pojem rozhodovani jazyka Turingovym
strojem definovali?

(Je to opravdu pfimocaré: pro (kazdé) vstupni slovo w, které patii do L,
stroj musi skoncit sviij vypocet ve stavu gano, pro vstupni slovo, které do L
nepatii, musi vypocet skoncit ve stavu gng.)

Otazky:

OTAZKA 6.2: Jak velky tsek pasky mize TS pfi svém vypocétu pouzit?

CVICENI 6.3: Navrhnéte TS, ktery zadané slovo nad abecedou {0, 1} inver-
tuje, tj. nuly prepise na jednicky a naopak.

CVICENI 6.4: Upravte v textu uvedeny Turingtv stroj pro zdvojovani slov
v abecedé {a} tak, aby zdvojoval slova v abecedé {a, b}.

CVICENT 6.5: Navrhnéte Turingtiv stroj, ktery rozpoznéava jazyk palindromu
v abecedé {a, b}, tedy mnozinu slov w € {a, b}*, pro néz plati w = w’ (kde
w® je zrcadlovy obraz slova w).

CVICENI 6.6: Popiste, pro jakd vstupni slova z {a,b}* je vypocet nasledu-
jiciho Turingova stroje konecny a jak v tom piipadé vypada vystup. (Stroj
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samoziejmé zac¢ina vypocet s hlavou na nejlevéjsim znaku vstupniho slova;
pokud je vstupni slovo ¢, hlava ¢te O.)

CVICENI 6.7: Navrhnéte TS, ktery ¢islo zadané terndrné nad abecedou
{0, 1,2} vynésobi dvéma.

CVICENI 6.8: Navrhnéte Turingtv stroj se vstupni abecedou {a, b} a pasko-
vou abecedou {a, b, ¢, O}, jehoz tikolem je nasledujici.

Pro jakékoli vstupni slovo w € {a,b}* musi vypocet skonéit a po skonceni
musi byt na pasce napsan vystup c...c, kde k je soucet poc¢tu vyskytt pod-

k
slova ab a poc¢tu vyskytt podslova ba ve w.

Navod: Zhruba feceno, vypocet stroje musi ve slové w zjistit vSechny
y,zmeény znaki“, z a na b iz b na a, a jejich pocet ,zapsat“ pomoci znaku c.
Napriklad pro aaa je vystup €, pro aaab je vystup c, pro ababa je vystup ccce,
pro aabbbbaabbbba je vystup také cccc. Pocet zmén znaki si stroj samoziejmeé
nemuze pamatovat stavem Fidici jednotky, ale kazdou zjisténou zménu hned
,b€z1 zapsat® dalsim c. Nezapomerite, ze ptivodni vstup musi zmizet, tedy
byt prepsan znaky O.

Shrnuti: Tak uZ vime, co jsou Turingovy stroje, a zvladli jsme zéklady
programovani v tomto ,programovacim jazyku velmi nizké trovné“. Diky
své jiné programatorské zkusenosti mame dobrou predstavu o tom, jak by
se daly konstruovat takové stroje i pro slozité algoritmické problémy (vyu-
zitim béznych postupt jako je modularni ptistup, definovani podprogrami,
apod.). Nebude pro nas tedy prekvapenim, kdyz pozdéji ztotoznime pojmy
yalgoritmus® a , Turingtv stroj“.
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6.3 Model RAM (Random Access Machine)

Orientacdni déas ke studiu této ¢asti: 3 hod.
Cile této casti:

V této casti mate zvladnout jiny programovaci jazyk ,velmi nizké
urovné“ ¢i vlastné strojovy jazyk® jistého (abstraktniho) pocitace.
Jedna se o model RAM (pocita¢ s libovolnym pfistupem), ktery je
realisti¢t€jsim modelem pocitaci nez Turingovy stroje. Jde o pocho-
peni instrukci stroji RAM a jejich vypoctt. Méte porozumét tomu,
ze vSechny algoritmy, které znéte, je mozné implementovat také stroji
RAM; jedna se tedy opét o univerzalni vypocetni model.

Klicova slova: Stroje RAM, instrukce RAMu, vypocet stroje RAM, RAMy
resici problémy

Jiz jsme hovorili o tom, Zze na Turingovy stroje se lze divat jako na wuni-
verzalni vypocetni model; mame jiz dobrou predstavu o tom, jak by Sel v
principu kazdy algoritmus, ktery zndme, implementovat vhodnym Turingo-
vym strojem. Ted se budeme vénovat jinému univerzalnimu vypocetnimu
modelu, jenz budeme nazyvat stroje RAM; jeho definice jiz byla ovlivnéna
tim, jak vypadaji a jak pracuji skuteéné pocitace (na rozdil od Turingovych
stroji, které byly navrzeny uz v t¥icatych letech dvacatého stoleti). D4 se Fici,
ze se jedna o jednoduchou abstrakci realného procesoru s jeho strojovym ko-
dem, pracujiciho s linearné usporadanou paméti, tj. posloupnosti ,bunék” s
adresami; jedna se o teoreticky model, ve kterém se snazime o maximalni
zjednoduseni, a tak nerozliSujeme mezi néjakou ,vnitini“ a ,,vnéjsi“ paméti,
atd. Nazev stroje RAM (Random Access Machine(s), v ¢estiné nékdy prekla-
déno jako ,pocitac(e) s libovolnym pfistupem*) neni zcela vystizny; nejedna
se zde o néjakou nahodnost, je tim mysleno, Zze v jednom kroku miize stroj
pfistoupit k butice paméti s libovolnou adresou (na rozdil od ryze sekvenc-
niho pristupu u Turingovych stroji, kde se v jednom kroku lze pohnout jen
na sousedni policko pasky).

Poznamka: Kromé vyrazi ,stroj RAM“ ¢ ,,RAM-stroj“ budeme uzivat
také jen zkratku ,RAM*; budeme napt. (trochu slangové) mluvit o sestrojeni
RAMu, porovnani dvou RAM1 apod.
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Do bunék paméti ukladda RAM celd ¢isla; jeho vstupy a vystupy jsou také
posloupnosti celych ¢isel (ulozenych v bunikdch vstupni a vystupni pasky). Da
se tedy Tici, ze RAMy mohou slouzit k feseni problémt, u nichz IN, OUT C
Z* (Z oznacuje mnozinu vsech celych ¢isel, véetné zapornych), tedy problémi,
jejichz vstupy i vystupy jsou kédovany posloupnostmi celych cisel.

Poznamka: To je sice rozdil od pfipadu Turingovych stroji, kde jsou vstupy
vstupil a vystupd vime, Ze tento rozdil je jen technického razu a rozhodné
neni nijak zasadni.

Nebudeme uvadét ryze formalni definici RAM1, podame jen neforméalni po-
pis, ze kterého by nicméné mélo byt vSe jasné. Konkrétni RAM se sklada
z téchto ¢asti (viz Obrazek 6.3):

e Programova jednotka, ve které je ulozen program, tvoreny konecnou
posloupnosti instrukei (piikazi), které budou popsany déle.

Jednotlivé RAMy se lisi jen svym programem, dale popsana
yhardwarova® struktura je u vsech stejna. Proto konkrétni
RAM muzeme ztotoznit s jeho programem, coz ¢asto délame.

e Neomezené pracovni pamét tvorend bunkami, kde kazda burika muze
obsahovat libovolné celé ¢islo. Buiky jsou ocislovany pfirozenymi ¢isly
0,1,2,...;. Cislo buiiky se nazyva adresa buiiky. Do bunék je mozno
zapisovat i z nich ¢ist.

e Vstupni péaska tvorend bunkami (poli¢ky), kde kazda burika obsahuje
jedno celé ¢islo. Z této pasky je mozno pouze sekvenc¢né ¢ist. Na aktual-
nim policku stoji (Cteci) hlava. Zakladni krok v ¢innosti hlavy spociva
v precteni obsahu snimaného policka a posunuti doprava o jedno po-
licko.

e Vystupni paska, do jejichz bunék se zapisuji cela cisla. Na tuto pasku
je pouze mozné sekvencéné zapisovat (pomoci zapisovaci hlavy).

e Centralni jednotka, obsahujici mj. programovy registr (instruction
counter, IC) ukazujici, ktera instrukce ma byt v daném okamziku pro-
vadéna (programovy registr prosté obsahuje pofadové ¢islo piislusné
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instrukce). Tato instrukce se provede a programovy registr se pii-
slusné zmeéni (napf. se zvysi o 1 ¢ se zméni jinak v piipadé skoku).
Instrukce mohou mj. pfedepisovat ¢teni ze vstupu ¢i zapisovani na vy-
stup; centralni jednotka pristupuje na vstupni a vystupni pasku pomoci
hlav zminénych vyse. Dalsi instrukce mohou pfedepisovat vykonani
néjakych aritmetickych ¢i logickych operaci (k tomu si lze predstavit
Arithmetical-Logical-Unit ALU jako sou¢ast centralni jednotky) a praci
s paméti; k paméti se pristupuje pfimo - na predepsanou (vypocétenou)
adresu.

e Jesté uvedme, Ze buiiky s adresou 0 a 1 maji zvlastni postaveni: buiika
0 se nazyva pracovni registr (také akumuldtor) a ,automaticky se
ucastni® provadéni témeér vsech instrukei; bunka 1 se nazyva indexovy
registr a slouzi k dynamickému adresovani, jak je vysvétleno dale.

pr'ogramové vstup operaér’li
jednotka | 7 | 5 | 5 | 0 | | | pameét

READ
JZERO 10
STORE *3
ADD 2
STORE 2
LOAD 1
ADD =1 IC
STORE 1
JUMP 1 ALU
LOAD 2
DIV 1
STORE 2
LOAD =0
STORE 1

O|lo|N[o|la|d|lw (N |-

=
o

[N
[N

[N
N

el NeolNol ool ool ol Ne]
IN

=
w

[
i

vystup

Obrazek 6.3: Stroj RAM

V pocdteéni konfiguraci (tj. na za¢atku vypoctu) je na urc¢itém pocatecnim
useku vstupni pasky uloZen vstup: prvnich n polic¢ek, pro néjaké n, obsahuje
(vstupni) cela ¢isla ¢y, o, ..., ¢,; vstupni hlava snimé prvni butiku s ¢islem
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¢1). Zbyla poli¢ka vstupni pasky, vsechna policka vystupni pasky a vSechny
pamétové bunky obsahuji ¢islo 0; programovy registr ukazuje na prvni in-
strukei programu (tj. obsahuje ¢islo 1).

Poznamka: Na obrazku jsou vstupni ¢isla 7,5,2. Mohlo by to ovsem byt
tfeba —3407, 29, 543865, —19 apod. VSimnéme si také, Ze podle definice RAM
pii pfecteni vstupniho ¢isla 0 nepozna, zda je toto ¢islo jesté soucast vstupu
nebo se uz jedna o prvni burnku za vstupem. To je technickd véc, ktera se
snadno ,,programatorsky* vyfesi (napf. je kazdému vstupnimu ¢islu predia-
zeno informacni jednobitové ¢islo 1). Teoreticky model slouzi k analyze al-
goritmu (zejména z hlediska slozitosti, tj. ¢asové ¢i paméfové narocnosti, jak
budeme diskutovat pozdéji) a nikoli pro skute¢né praktické programovani;
proto definici nekomplikujeme technickymi detaily jako je ten vySe zminény.

Konfigurace (tj. stav vypoc¢tu) se méni krok za krokem provadénim piede-
psanych instrukci. Nyni uvedeme instrukce, z nichz lze sestavovat RAM-
program. (Konkrétni program je napt. na Obrazku 6.4.)

Tvary ,,operandi“ instrukci a jejich pfislusné hodnoty jsou patrny z nasledu-
jici tabulky (i je zépis pfirozeného ¢isla). Za touto tabulkou pak jiz nasleduje
ptehled instrukei, logicky rozdélenych do nékolika skupin. (Oznaceni ndvést:
zde predstavuje prirozené ¢islo, udavajici poradové ¢islo instrukce, ktera bude
provadéna jako nasledujici, dojde-li ke skoku.)

Tvary operandii:

tvar hodnota operandu

=] primo c¢islo udané zapisem ¢

1 ¢islo obsazené v burnce s adresou @

*7 ¢islo v bunice s adresou 7 + 7, kde j je aktualni

obsah indexového registru
Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

zZapis vyznam

READ do pracovniho registru se ulozi ¢islo, které je v policku
snimaném vstupni hlavou, a vstupni hlava se posune
o jedno policko doprava

WRITE vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vystupni
pasky obsah pracovniho registru a posune se o jedno
policko doprava
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Instrukce pfesunu v paméti:

ZApis vyznam
LOAD op do pracovniho registru se nacte hodnota operandu
STORE op hodnota operandu se pfepiSe obsahem pracovniho regis-

tru (zde se nepfipousti operand tvaru =i)

Instrukce aritmetickych operaci:

zZapis vyznam

ADD op ¢islo v pracovnim registru se zvysi o hodnotu operandu
(tedy pricte se k nému hodnota operandu)

SUB op od ¢isla v pracovnim registru se odecte hodnota ope-
randu

MUL op ¢islo v pracovnim registru se vynasobi hodnotou ope-
randu

DIV op ¢islo v pracovnim registru se ,,celoc¢iselné” vydeéli hodno-

tou operandu (do pracovniho registru se ulozi vysledek
ptislusného celociselného déleni)

Instrukce skoku:

ZApis vyznam

JUMP navesti vypocet bude pokracovat instrukci urcenou naveéstim

JZERO navesti je-li obsahem pracovniho registru ¢islo 0, bude vypo-
¢et pokracovat instrukci ur¢enou navéstim; v opacném
pripadé bude pokracovat nasledujici instrukei

JGTZ ndvésti je-li ¢islo v pracovnim registru kladné, bude vypocet
pokracovat instrukci ur¢enou navéstim; v opacném pii-
padé bude pokracovat nasledujici instrukci

Instrukce zastaveni:

zZapis vyznam
HALT vypocet je ukoncen (,regulérné“ zastaven)

Jak lze ocdekévat, provedeni instrukce zpravidla také znamena zvysSeni pro-
b
gramového ¢itace o jednicku (vypocet pokracuje provadénim bezprostiedné
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nasledujici instrukce); vyjimkou jsou pfipady, kdy dojde ke skoku (a také
ptipad instrukce HALT).

Predpokladdme, Ze kdykoli by mélo pii béhu dojit k nedefinované akci (dé-
leni nulou, programovy c¢ita¢ ukazuje ,mimo program‘, adresa pri pouziti
operandu i vyjde zapornd), vypocet se (,neregulérné*) zastavi.

RAM M tesi problém P = (IN,OUT,p), kde IN, OUT C Z*, jestlize méa
tuto vlastnost:

zacne-li vypocet v pocatecni konfiguraci se vstupem cyico...c, € IN, pak
sviyj vypocet (regulérné) skonci, pfi¢emz na vystupu je p(cics ... cy,).

1 READ

2 JZERO 10
3 STORE *3
4 ADD 2

5 STORE 2
6 LOAD 1

7 ADD =1

8 STORE 1
9 JUMP 1
10 LOAD 2
11 DIV 1

12 STORE 2
13 LOAD =0
14 STORE 1
15 LOAD =3
16 JZERO 23
17 SUB 2

18 WRITE

19 LOAD 1
20 ADD =1
21 STORE 1
22 JUMP 15
23 HALT

Obrazek 6.4: Priklad programu pro stroj RAM
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Na Obrazku 6.4 je ptiklad programu pro stroj RAM, ktery fesi néasledujici
problém:

Vstup: Neprazdné posloupnost kladnjch celjch ¢isel ukonc¢ena nulou.

V¥sTupP: Odchylky jednotlivych ¢isel od aritmetického primeéru zadané
posloupnosti zaokrouhleného dolfi.

Upozornéni na animaci.
Na web-strance predmétu najdete i animaci vypoctu tohoto RAMu.

Dalsi ptiklad programu pro stroj RAM najdete v kapitole 8.

Poznamka: Jak uz jsme zminili, stroje RAM nejsou urceny pro skutec¢né
praktické programovani a ani pii teoretickych analyzach algoritmt vétsinou
neprogramujeme RAMy do detailu. Vystac¢ime obvykle se strukturovanym
popisem algoritmu (jako ve vySSich programovacich jazycich), z néhoz by
se implementace konkrétnimi instrukcemi RAMu dala pfimocafe (,,mecha-
nicky“) sestavit. Jesté se k tomu vratime pfi zkouméni vypocetni slozitosti.

CVICENI 6.9: Navrhnéte zptisob, jak byste na stroji RAM implementovali

jednorozmeérné pole o délce k.

CVICENT 6.10: Navrhnéte zptusob, jak byste na stroji RAM implementovali
dvourozmeérné pole k x .

CvVICENT 6.11: Navrhnéte zptuisob, jak byste na stroji RAM implementovali
vykonavani rekurzivnich podprogramii, tj. takovych, které mohou mnohokrat
rekurzivné volat samy sebe.

Shrnuti: Uz tedy zname stroje RAM a alespoii trochu jsme si je ,osa-
hali“ z programéatorského hlediska. Je ndm jasné, jak bychom programy ve
svém oblibeném programovacim jazyce implementovali v tomto ,,primitivnim
programovacim jazyku“, kdyby to (nedejboze) bylo nutné.
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6.4 Simulace mezi vypocetnimi modely;
Churchova-Turingova teze

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

V této c¢asti mate pfinejmensim na neformalni tirovni pochopit, co se
mysli simulaci mezi vypocetnimi modely. Specialné si mate promyslet
vzajemnou simulaci Turingovych stroju a stroji RAM. Déle se mate
zamyslet nad Churchovou-Turingovou tezi, tj. uvédomit si, na Cem
zakladame nase ztotoziovani pojmu ,algoritmus“ a ,,Turingiv stroj“
(¢i ,RAM* nebo ,program v bézném programovacim jazyku®).

Klic¢ova slova: simulace mezi ruznymi variantami Turingoviych stroji, vi-
cepdskovy Turingovych stroj, Turinguv stroj s jednostranné nekonecnou pas-
kou, Churchova-Turingova teze (ztotoznéni pojmu ,algoritmus® a ,Turingiv
stroj“)

Jiz jsme vicekrat pripomnéli to, co intuitivné citime (opirajice se o progra-
méatorskou zkuSenost): jak Turingovy stroje tak RAMy uméji simulovat (im-
plementovat) programy v jakémkoli b&Zném programovacim jazyku (a nic
jiného). Nebudeme formélné definovat, co to znamend, Ze jeden prostiedek
(neboli program) simuluje jiny. Spolehneme se na ,programatorské porozu-
méni“, které si potvrdime na nasledujicim piipadu.

Vicepdskovym Turingovym strojem minime model, ktery je definovan ob-
dobné jako Turingiv stroj, ale ma k pasek (k > 1) se samostatné Fizenymi
hlavami. Pfechodova funkce bere ohled na symboly ¢tené hlavami ze vSech
pasek a urcuje pohyb kazdé hlavy (na jeji pasce) zvlast. Napt. instrukce
2-paskového stroje je tak typu

(Q7a17a2) - (qluallum17a,27m2) (kde my, Mo € {_1707+1})

hlava na druhé péasce ¢te ao, tak fidici jednotka prejde do stavu ¢’, hlava na
prvni pasce prepise ¢teny symbol symbolem a) a pohne se podle hodnoty m;
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a hlava na druhé péasce prepise ¢teny symbol symbolem a), a pohne se podle
hodnoty ms;.

Upozornéni na animaci.
Mezi animacemi na web-strance najdete priklad konkrétniho dvoupaskového
stroje.

Model vicepaskovych Turingovych stroju je sice obecnéjsi nez (normalni jed-
nopaskové) Turingovy stroje, ale mélo by byt ziejmé, ze kazdy k-paskovy
stroj je mozné implementovat jednopaskovym:

Tvrzent 6.3
Kazdy k-paskovy Turinguv stroj Ize simulovat standardnim (jednopéskovym)
Turingovym strojem.

Nebudeme to formalizovat a dokazovat, ale zase odkdZzeme na animaci.

Upozornéni na animaci.

Na web-strance najdete animaci ilustrujici simulaci konkrétniho dvoupéasko-
vého stroje jednopéaskovym. Zobecnéni pro jakykoli k-paskovy stroj je pri-
mocaré.

V literatufe se Casto jako zékladni model bere varianta Turingovych stroji
s jen jednostranné nekonecnou pdskou: predstavme si, ze pred vstupnim slo-
vem je zapsan specialni symbol oznacujici zacatek pasky, ktery nemuze byt
prepsan a z néjz hlava nemiize nikdy jit doleva.

Neni tézké ukazat nésledujici tvrzeni.

Tvrzent 6.4
Kazdy Turingiv stroj M s oboustranné nekonecnou paskou lze simulovat
Turingovym strojem M’ s jednostranné nekonecnou paskou.

Diikaz (ndznak): V animaci ilustrujici simulaci dvoupaskového stroje jedno-
paskovym se uplatnila idea vicestopé pasky. Zde si u M’ predstavme dvousto-
pou pasku: kdyz M’ simuluje vypocet M v ramci vstupniho slova ¢i napravo
od néj, pracuje v horni stopé; kdyz M prechézi vlevo od ptvodniho vstup-
niho slova, M’ zacne pracovat v dolni stopé, kde se pohybuje opaéné nez M
(kdyz se hlava M pohne doleva, M’ to simuluje pohybem doprava a naopak).

OJ

Vyuzitim posledniho tvrzeni také snadno odvodime:
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Tvrzent 6.5
Kazdy Turingtiv stroj Ize simulovat strojem RAM.

Kontrolni otdzka: Dokazete naznacit dikaz predeslého tvrzeni?

(Jednostranné nekonecnou pasku pfimocafe simulujeme paméfovymi buii-
kami 2,3, ..., pozici hlavy pak hodnotou v indexregistru. Seznam instrukeci
Turingova stroje primocate prepiseme instrukcemi RAMu; stavy Turingova
stroje jsou reprezentovany vybranymi navéstimi instrukei.)

vz

Technicky komplikovan€jsi je ukazat opacny smeér:

Tvrzent 6.6
Kazdy RAM Ize simulovat Turingovym strojem.

Diikaz (ndznak):

Upozornéni na animaci.
Na web-strance najdete detailni animaci konkrétniho RAMu vicepaskovym
Turingovym strojem.

7 uvedené animace lze jisté pochopit princip simulace jakéhokoli RAMu vi-
cepaskovym Turingovym strojem; ten pak mizeme simulovat standardnim
jednopaskovym Turingovym strojem, jak jsme jiz diskutovali vyse. O

Je nam tedy naprosto jasné, ze Turingovy stroje a stroje RAM jsou ekviva-
lentni v tom smyslu, Ze pokud je néjaky problém fesitelny jednim z téchto
modelti, pak je fesitelny i druhym.

Podobné se d& ukazat ekvivalence téchto dvou modelt s celou fadou dalsich
modelu at uz teoretickych (jako jsou napfiklad A-kalkulus nebo tzv. rekur-
zivni funkce, kterymi se zde ovSem nebudeme dale zabyvat) ¢ praktickych
(vSechny obecné programovaci jazyky).

Doposud u kazdého modelu, ktery byl navrzen jako formalizace pojmu ,,algo-
ritmus“, se ukéazalo, Ze je ekvivalentni Turingovym strojim (umi Fesit tytéz
problémy). Toto ospravedliiuje obecné presvédéeni, ze Turingav stroj (¢i li-
bovolny model, ktery je s nim ekvivalentni) je vhodnou formalizaci pojmu
algoritmus. Predpoklada se, Ze neni mozné navrhnout zaddny model, ktery
by odpovidal intuitivni predstavé pojmu algoritmus a pfitom by jej nebylo
mozno simulovat Turingovym strojem.

Toto pfesvédceni je formulovano jako tzv. Churchova-Turingova teze:
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Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni
Turinguv stroj (s rozumngm kddovdnim vstupt a vystupi Tetézci
v urcité abecedé); ekvivalenci zde rozumime podminku, Ze algorit-
mus 1 Turingiv stroj vydaji pro tytéz vstupy tytez vystupy.

Bylo by mozné argumentovat, Ze nase intuitivni chapani pojmu ,algorit-
mus“ vyzaduje, ze kazdy algoritmus by se mél pro kazdy (pfipustny) vstup
zastavit, tedy jeho béh by nemél byt nekonecny. Pak by nebyla pravda, ze
kazdy Turingtv stroj je algoritmem. OvSem napi. operac¢ni systém pocitace
je zajisté také algoritmem, byt nefesi néjaky problém v ndmi definovaném
smyslu; opera¢ni systém pfitom v principu muZe bézet donekonecéna (pokud
si ,na vstupu nepfecte“ pokyn k zastaveni). Kdyz tedy podminku zastaveni
na algoritmus neklademe, je oc¢ividné, Ze kazdy Turinglv stroj je algoritmem.
Proto se Churchova-Turingova teze také stru¢né vyjadiuje takto:

Algoritmus = Turinguv stroj.

Churchova-Turingova teze neni véta v matematickém slova smyslu, kterou
zékladnim pojmem, nikoli odvozenym, ktery by byl definovan pomoci jinych
pojmu.) V praxi je Churchova-Turingova teze prijiméana jako definice pojmu
yalgoritmus®, tedy jako aziom.

Poznamka: My budeme Churchovu-Turingovu tezi (tise) vyuzivat pii du-
kazu algoritmické nerozhodnutelnosti problémi, jak o tom pojedname déale.

Otazky:

OTAZKA 6.12: Jak byste simulovali Turingtiv stroj s k-prvkovou paskovou
abecedou Turingovym strojem s paskovou abecedou {0,1,0} 7

Shrnuti: Diky nasi programatorské zkusenosti a promyslenim uvedenych
konkrétnich piipadii je nam jasné, co je to simulace mezi vypocetnimi mo-
dely. Promysleli jsme si, ze pojem ,algoritmus® mtizeme opravnéné ztotoznit
s pojmem , Turingtv stroj“ (¢i ,RAM“ nebo ,program v béZném programo-
vacim jazyku®).
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6.5 Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost

Orientacdni ¢éas ke studiu této ¢asti: 1 hod.
Cile této casti:

Mate se seznamit s né€kterymi algoritmicky nerozhodnutelnymi pro-
blémy a udélat si predstavu o zptsobu dikazu nerozhodnutelnosti.
Specidlné mate pochopit pojem algoritmické preveditelnosti mezi pro-
blémy.

Klic¢ova slova: rozhodnutelny problém, nerozhodnutelny problém, problém
zastaveni (Turingova stroje), dopliikovy problém, (algoritmickad) preveditel-
nost mezi problémy

Jiz jsme zminovali, ze existuji problémy, které algoritmicky fesitelné, ¢i algo-
ritmicky rozhodnutelné (v ptipadé ANO/NE problémi), nejsou. Jako piiklad
jsme uvedli problém

NAzev: Eq-CFG (FEkvivalence bezkontextovijch gramatik)
VsTup: Dvé bezkontextové gramatiky G, Gs.
OTAZKA: Jsou Gy, Gy ekvivalentni (tj. plati L(G1) = L(G2))?

Pripomenme si jesté definici algoritmické feSitelnosti a rozhodnutelnosti,
v niz se implicitné (tedy ,tiSe“) predpokladd, ze vstupy a vystupy jsou ké-
dovany napft. fetézci symbolil z néjaké konecné abecedy, ¢i jinym podobnym
zpusobem.

Definice 6.7

Problém P = (IN,OUT,p) (p : IN — OUT) je algoritmicky resitelny,
jestlize existuje algoritmus, ktery pro libovolny vstup w € IN sviij vypocet
skon¢i a vyda jako vysledek p(w). V pfipadé ANO/NE problému pouzivame
misto ,algoritmicky Tesitelny*“ radé€ji pojem algoritmicky rozhodnutelny, ¢i
strucnéji rozhodnutelny.

Dokézeme si ted nerozhodnutelnost konkrétniho problému (pouzitim tzv. me-
tody diagonalizace). Vstupem tohoto problému je jakykoli Turinguv stroj M
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se vstupni abecedou {0, 1} a paskovou abecedou {0, 1, 0}.

(MutzZeme si pfipomenout, ze Turingovy stroje s paskovou abecedou {0, 1,0}
de facto reprezentuji vSechny Turingovy stroje; jiz jsme se totiz zamysleli nad
tim, Ze stroj s libovolnou abecedou je mozné primocare simulovat strojem s
abecedou {0, 1,0}.)

Rikame-li, Ze vstupem je Turingfiv stroj M, rozumime tim samoziejms, Ze
M je reprezentovan dohodnutym kédem Kod(M).

Kontrolni otazka: Umite navrhnout néjaky primocary zpiisob, jak lze kon-
krétni Turingiiv stroj zapsat slovem v néjaké abecedé? A postaci vam k to-
muto kédovani abeceda {0,1} ?

Jisté jste si vzpomneéli, zZe konkrétni Turingovy stroje jsme zadavali de facto
seznamem instrukci. Takovy seznam instrukci ovsem je vlastné fetézcem sym-
bolil v pevné zvolené abeced€; napi. konkrétni stavy jsou reprezentovany fe-
tézci ql, ¢28, ¢608 apod.

A je ndm navic jasné, ze symboly pouzivané abecedy miizeme zakddovat do-
state¢né dlouhymi bloky bitt (tedy Fetézci symboli 0 a 1 s pevnou délkou),
takZze je mozné navrhnout piimocaré kédovani tak, ze Kod(M) € {0,1}* pro
kazdy Turingtv stroj M.

Takze dale budeme predpokladat, ze mame dohodnuto kédovani Turingovych
stroju (s paskovou abecedou {0, 1, 0}) pomoci Fetézct z {0, 1}*.
Ted uz specifikujme avizovany problém:

NAzev: DHP (Diagondlni problém zastaveni [Diagonal Halting Problem)])

Vstup: Kod(M) € {0,1}*, kde M je Turingtiv stroj se vstupni abecedou
{0,1} a paskovou abecedou {0, 1, O0}.

OTAZKA: Zastavi se M na sviij kéd? (Tedy je vypocet stroje M pro vstupni
slovo Kod(M) koneény?)

Poznamka: Slovo ,diagonalni“ odkazuje na zminénou metodu diagonali-
zace. Ta se pripisuje Cantorovi a da se mj. pouzit pro ditkaz faktu, Ze mnozina
realnych ¢isel ma vétsi mohutnost nez mnozina prirozenych cisel.

DHP je jisté korektné definovany problém: pro kazdy vstupni stroj M je
Kod(M) povolenym vstupem pro M (nebot je to fetézec v jeho vstupni abe-
cedé {0,1}) a pro tento vstup je vypocet stroje M bud koneény (v tom
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ptipadé je odpovéd na otdazku ANO) nebo nekoneény (v tom pfipadé je od-
povéd na otazku NE).

Muzeme se tedy zabyvat otazkou, zda problém DHP je rozhodnutelny. Podi-
vejme se ted na nésledujici tvrzeni a vétu.

Tvrzent 6.8
Neexistuje Turingiv stroj, ktery by rozhodoval problém DHP.

Véta 6.9
Problém DHP je algoritmicky nerozhodnutelny (strucnéji: nerozhodnutelny).

Za chvili se dostaneme k ditkazu Tvrzeni. Ted si uvédomme, Ze Véta plyne
z Tvrzeni za predpokladu pfijeti Churchovy-Turingovy teze (ktera tikd, ze
kazdy algoritmus lze implementovat Turingovym strojem).

Poznamka: Je béZnou praxi, ze kdyz pro konkrétni problém P dokaZzeme
neexistenci Turingova stroje, ktery by jej rozhodoval, fekneme, Ze jsme doka-
zali, ze P je nerozhodnutelny (tedy algoritmicky nerozhodnutelny). P¥itom
uz nedodavame, ze to vyvozujeme z Churchovy-Turingovy teze, protoze to
se bere za samoziejmé. My budeme také tuto praxi pouzivat, ale budeme si
védomi, Ze v tvrzenich o algoritmické nerozhodnutelnosti (¢i nefesitelnosti)
je vzdy skryt onen piedpoklad platnosti Churchovy-Turingovy teze.

Jak se tedy da dokazat Tvrzeni 6.87 Predpoklad existence Turingova stroje
rozhodujiciho DHP se jednoduchym, ale chytrym, ,trikem“ pfivede k logic-
kému sporu.

Komentai: Myslenka néasledujiciho ditkazu pripominé tuto logickou ha-
danku: Je mozné, Ze v (malém) méstecku Zije holi¢, ktery holi pravé vSechny
ty muze z méstecka, ktefi se neholi sami ?

(Odpovéd je NE; neni prosté mozné, aby takovy holi¢ existoval [kdyz mezi
muze z méstecka fadime i jehol: kdyz by se sdm neholil, tak by se musel holit,
a kdyz by se sam holil, tak by se neholil ...)

Vv

Predpokladejme, ze existuje Turingtiv stroj D rozhodujici DHP; stroj D se
tedy pro kazdy vstup Kod(M) € {0,1}* zastavi, a sice ve stavu qano, jestlize
vypocet stroje M pro vstup Kod(M) je kone¢ny, a ve stavu gyg, jestlize vy-
pocet stroje M pro vstup Kod(M) je nekonecny.

Uvazujme ted stroj D', ktery vznikne z D touto zménou: v D’ pouZijeme
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misto gano stav qr (L jako ,loop“, neboli ,smycka“), pro néjz dodame in-
strukéni schéma

(qr,a) — (qr,a,0), kde a € {0,1,0}.

Tedy misto piechodu do koncového stavu gano skoéi stroj D’ do nekonecéného
cyklu.

Stroj D’ mé vstupni abecedu {0,1} a mizeme navic pfedpokladat, Ze jeho
péaskova abeceda je {0, 1, 0}. (Jak uz jsme vicekréat diskutovali, dalsi paskové
symboly mohou byt kédovany bloky biti dostateéné délky.)

Stroj D" méa pochopitelné také sviij kdd, a sice slovo Kod(D') € {0,1}*.
Zeptejme se ted: zastavi se D’ pro vstupni slovo Kod(D’)?

Zjistime, Ze odpovéd nemtize byt ani ANO ani NE.

Kontrolni otdzka: Pro¢ neni mozné, aby byl vipocet D’ na slové Kod(D') ko-
necny? A pro¢ neni mozné, aby byl vypocet D' na slové Kod(D') nekone¢ny?

(V prvnim pfipadé by D pro vstup Kod(D’) skonéil ve stavu gano, tedy D’
by pro vstup Kod(D') provadél nekonecny cyklus (coz je spor). V druhém
ptipadé by D pro vstup Kod(D’) skonéil ve stavu gng, tedy i vypocet D’
by pro vstup Kod(D’) skonéil (coz je spor). [Vypocet stroje D' pro kon-
krétni vstup, v nasem piipadé pro Kod(D’), nemize samoziejmé byt zaroven
kone¢ny i nekone¢ny.])

Takze nezbyva nez vyvodit, ze stroj D’ viibec neexistuje! V tom ptipadé
ovsem nemiize existovat ani stroj D rozhodujici problém DHP, protoze z D

bychom snadno vyrobili onen D', ktery nemiize existovat. (Tim jsme dokon-
¢ili dtikaz Tvrzeni 6.8.) O

Méli bychom ted poznamenat, ze kdyz se v informatice (specidlné v teorii
algoritmil) fekne ,zédkladni nerozhodnutelny problém*, mysli se tim obvykle
trochu jiny problém nez DHP, a sice:

NAzev: HP (Problém zastaveni [Halting Problem])
Vstup: Turingiiv stroj M a jeho vstup w.

OTAZKA: Zastavi se M na w (tzn. je vypocet stroje M pro vstupni slovo
w koneény)?



214 Kapitola 6. Uvod do teorie vyéislitelnosti

Samoziejmé se zase automaticky predpokladad néjaké rozumné kdédovani
stroje M atd. Problém HP lze samoziejmé také formulovat pro RAMy, ¢i
programy ve zvoleném programovacim jazyku apod.; jiz vime, ze takto for-
mulované problémy jsou v zasadé ekvivalentni nasemu problému HP pro
Turingovy stroje.

Chceme-li dokazat nerozhodnutelnost problému HP, naskyta se pfirozené
myslenka, ze bychom néjak mohli vyuzit jiz dokdzané nerozhodnutelnosti
problému DHP.

Mutzeme uvazovat takto: Kdybychom méli algoritmus (tj. Turingtv stroj,
protoze se tiSe odkazujeme na Churchovu-Turingovu tezi) Ayp rozhodujici
problém HP, tak bychom pomoci néj snadno sestavili algoritmus Apgp roz-
hodujici DHP.

Kontrolni otdzka: Jak by pracoval onen Apyp, kdyz by na vstup dostal

Kod(M)?

Jisté véas napadlo, ze by Apyp zavolal (jako podprogram, ¢ proceduru,
checete-li) Ay p, kterému by predal Kod(M) jakozto kéd stroje a (totéz) slovo
Kod(M) jako vstupni slovo. Ayp by podle predpokladu skonéil. Kdyz by
jako odpovéd vydal (svému volajicimu programu Appp), Ze obdrzeny stroj
se zastavi na obdrzeny vstup, tedy Ze M se zastavi na Kod(M), tak Apyp
by také vydal ANO; kdyz by Ayp vydal odpovéd NE, tak by i Apyp vydal
NE.

Jelikoz ovSem vime, ze zadny algoritmus Apyp rozhodujici DHP neexistuje,
nemuze existovat ani algoritmus Agp rozhodujici problém HP; problém HP
je tedy také nerozhodnutelny.

D4 se vcelku pfirozené ¥ici, ze jsme ,(algoritmicky) prevedli problém DHP
na problém HP®“ coz nam pomohlo z nerozhodnutelnosti problému DHP
vyvodit nerozhodnutelnost problému HP.

Tyto pojmy a prislusnd pozorovani si ted zformulujeme presné.

Poznamka: Urcitou modifikaci vyuzijeme také v teorii slozitosti, specialné
u tzv. NP-obtiznosti problémii.

Definice 6.10
Méjme ANO/NE problémy Py, P,. Rekneme, Ze problém P; je algoritmicky
preveditelny, struénéji preveditelny, na problém P, coz oznacujeme

P1MP27
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jestlize existuje (pfevadéjici) algoritmus A, ktery pro libovolny vstup w pro-
blému P; sestroji (tzn. skonéi sviij vypocet a jako vystup vyda) vstup pro-
blému P,, ozna¢me jej A(w), pficemz plati, Ze odpovéd na otdzku problému
Py pro vstup w je ANO pravé tehdy, kdyz odpovéd na otézku problému P,
pro vstup A(w) je ANO.

Samoziejme si pojem ,algoritmus® zase mtizeme nahradit pojmem , Turingtv
stroj“. Schématicky mtzeme tedy preveditelnost P, ~ P, zachytit takto:
existuje algoritmus (TS) A tak, Ze

e (vstup Pl) w — — A(w) (vstup P2)

e odpovéd pro w v P1 = odpovéd pro A(w) v P2

Jiz jsme tedy ukézali, ze DHP~HP.

Kontrolni otazka: Co konkrétné déla algoritmus, prevadéjici problém DHP
na problém HP ?

(Velmi jednoduchou véc: vyda dvé kopie svého vstupu; tedy pro vstupni u
vyda u, u.)

Rovnéz jsme jiz de facto ukazali nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzent 6.11

Je-li P ~» P, a problém P, je nerozhodnutelny, je i problém P, nerozhodnu-
telny.

(Jinymi slovy: Je-li P| ~» P, a problém P, je rozhodnutelny, je i problém Py
rozhodnutelny.)

Vyslovme ted jako vétu nas zavér o problému HP (tj. o onom ,zakladnim
nerozhodnutelném problému*)

Véta 6.12
Problém HP je nerozhodnutelny.

Nerozhodnutelnost dalsich problémi se typicky ukazuje pomoci preveditel-
nosti z HP, resp. pomoci série preveditelnosti (také se tika redukci) mezi
problémy. Stoji za to explicitné upozornit na souvisejici oc¢ividné tvrzeni.
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Tvrzent 6.13
Je-li Py ~ Py a Py~ Py (strucnéji psano P, ~ P ~ P3), tak P; ~ Pj.
(Tedy relace preveditelnosti mezi problémy je tranzitivni.)

Rovnéz je v této souvislosti uziteény pojem doplitkového (neboli ,,opa¢ného*)
problému:

Definice 6.1

Mé&jme ANO/NE problém P. Dopliikovy problém k problému P, oznacovany
P, je problém, kterj méa stejné vstupy jako P, ale v§stupy ANO, NE jsou
prohozeny (kde ma P odpovéd ANO, ma P odpovéd NE, a naopak).

Napf. k problému HP je doplitkovym problémem HP s otazkou ,Nezastavi
se M na w?* & ,Je vypofet M nad vstupem w nekoneény?“, apod. (Sa-
moziejmé neni podstatna konkrétni formulace otazky, ale je podstatné to,
kterym vstupim otdzka pfifazuje ANO a kterym NE.)

Déle napt. problém Eq-CFG, oznaceny také Non-Eq-CFG, zformulujeme
tfeba takto:

NAzEv: Non-Eq-CFG (Neekvivalence bezkontextovijch gramatik)

VsTupP: Dvé bezkontextové gramatiky G, Gs.

OTAzZKA: Existuje slovo, které patii do jednoho z jazykia L(G;), L(Gs) a
nepatii do druhého? (Tedy: existuje w € (L(G1)—L(G3))U(L(G2)—
L(Gh)) ?

Vsimnéme si také trivialniho faktu:

Tvrzeni 6.15 B
Je-1i problém P rozhodnutelny, je i P rozhodnutelny.
(Jinak feceno: je-li problém P nerozhodnutelny, je i P nerozhodnutelny.)

Tedy pro kazdy problém P jsou bud oba problémy P, P rozhodnutelné, nebo
jsou oba nerozhodnutelné. V diitkazech nerozhodnutelnosti mtzeme tedy vy-
uzivat i doplitkovych problému. Napf. z néasledujiciho faktu plyne, Ze (nejen
Non-Eg-CFG, ale také) Eq-CFG je nerozhodnutelny.

Fakt 6.16
HP~>Non-Eq-CFG.
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Kontrolni otdzka: Umite rychle zformulovat, co déla algoritmus pfevadéjici

HP na Non-Eqg-CFG?

(Ke vstupu M, w (TS a jeho vstup) sestroji bezkontextové gramatiky G1, G,
pfi¢emz plati: jestlize se M zastavi na w, tak L(G) # L(G2), a jestlize se M
nezastavi na w, tak L(G;) = L(G3).)

Uvedeny fakt zde nedokazujeme, jen si fekneme, Ze jednou z moznosti, jak re-
alizovat tento prevod, je jit pres tzv. Postiv korespondencni problém (PKP);
tedy HP~PKP~»Non-Eq-CFG.

Poznamka: Vice o tom pojednéame v rozsifujici ¢asti, kde také zkouméame
tzv. castecnou rozhodnutelnost problémai.

Shrnuti: Ted uz mame plasti¢téjsi predstavu o tom, Ze nékteré problémy
jsou (algoritmicky) nerozhodnutelné (v€etné konkrétnich praktickych pro-
blému jako je napf. ekvivalence bezkontextovych gramatik). Vime, Ze zé-
kladem dtikazi nerozhodnutelnosti je ,,chytré odvozeni logického sporu“ pro
problém zastaveni (¢i pro jeho diagonélni verzi). Dale je ndm jasné, co je
to doplitkovy problém k danému problému, a hlavné rozumime pojmu ,,(al-
goritmickd) preveditelnost“ mezi problémy. Chépeme, jak ji lze pouzit pfi
ditkazech nerozhodnutelnosti problémii vyuzivajicich jiz dokdazané nerozhod-
nutelnosti jinych problému.
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Kapitola 7

Uvod do teorie vycislitelnosti -
rozsirujici cast

Orientacdni déas ke studiu této ¢asti: 3 hod.

Cile kapitoly:

V této kapitole si méte ujasnit, co to je castecnd rozhodnutelnost
problémt, a uvédomit si, ze napf. problémy HP a Non-Eq-CFG jsou
¢astecné rozhodnutelné; rovnéz mate pochopit Postovu vétu osvétlujici
vztah rozhodnutelnosti a Caste¢né rozhodnutelnosti. Mate pochopit
pojem ,univerzalni Turingtv stroj“. Dale mate porozumét Riceové
vété o nerozhodnutelnosti netrivialnich vstupné/vystupnich vlastnosti
programu (¢i Turingovych strojii) a méate se ji naudit aplikovat na
konkrétni pripady.

Klicova slova: castecné rozhodnutelné problémy, Postova véta, univer-
zdlni algoritmus (univerzalni Turingiv stroj), vstupné/vystupni vlastnosti
programu, Riceova véta

Céastecna rozhodnutelnost

Pripomerime si, Ze kdyz je problém P nerozhodnutelny, je nerozhodnutelny
i jeho doplnkovy problém P.

219



220 Kapitola 7. Uvod do teorie vyéislitelnosti - rozsifujici ¢ast

Kontrolni otdzka: Co je doplitkovym problémem problému P ?

(Samoziejmé je to problém P. Kdy# tedy je P nerozhodnutelny, je nerozhod-
nutelny i P.)

Tedy napi. HP i HP jsou nerozhodnutelné. Vsimnéme si ale jistého rozdilu
mezi nimi. KdyZz bychom dostali Turingtv stroj (¢i pocitacovy program) M
a jeho vstup w a méli zjistit, zda vypocet M na w je konec¢ny, tak nas hned
napadne M ,spustit“ na w (tedy zacit provadét [sami] ¢i nechat provadét
[pocitaci] vypocet M pro vstup w); kdyz se dockdme zastaveni, budeme znat
spravnou odpovéd ANO (v pfipadé problému HP). Pokud M stéle bézi (a
zabira stale vice a vice paméti), nemuzeme si byt stéle jisti, zda jeho vypocet
nakonec skonéi nebo ne. U problému HP tedy timto zptisobem nemame $anci
zjistit kladnou odpovéd.

Kontrolni otdzka: U problému Eq-CFG a Non-Eq-CFG je situace podobna.
Pro ktery z nich vas napadne algoritmus, u néjz se mame moznost dockat
spravné odpovédi ANO? (Alespori si uvazené tipnéte.)

Je to u Non-Eq-CFG. Neni tézké navrhnout algoritmus, ktery pro dané slovo
w a bezkontextovou gramatiku G rozhodne, zda w € L(G). (Tento pro-
blém diskutujeme v jiné &asti tohoto textu.) S vyuZzitim takového algoritmu
(jako ,podprogramu®) mtzeme tedy navrhnout algoritmus, ktery pro za-
dané bezkontextové gramatiky G, Gy systematicky generuje vsSechna slova
Wo, W1, W, . .. (v jejich spoleéné terminalni abeced€), pficemz pro kazdé w;
provétuje, zda w; € L(G1)—L(G2) ¢ w; € L(G2)— L(G1). V kladném piipadé
algoritmus skon¢i, s odpovédi ANO na otazku problému Non-Eqg-CFG.

Tyto avahy prirozené vedou k nasledujici definici.

Definice 7.1

ANO/NE problém P je cdstecné rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus
A, ktery pro kazdy vstup problému P, na néz je odpovéd ANO, skonéi a vyda
(spréavnou) odpovéd ANO a pro kazdy vstup problému P, na néz je odpovéd
NE, bud skonéi se (spravnou) odpovédi NE nebo je jeho béh nekoneény.
Rikdme také, Ze algoritmus A cdstecné rozhoduje problém P.

Kontrolni otdazka: Je kazdy rozhodnutelny problém také ¢asteéné rozhodnu-
telny?

Samozriejmé. Vidime, ze algoritmus A, ktery rozhoduje problém P, podle de-
finice také ¢astecné rozhoduje P. (Moznost nekoneéného vypoctu pro vstupy
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s odpovédi NE algoritmus A prosté viibec nevyuziva.)

Existuji ovsem problémy, které jsou ¢astecné rozhodnutelné, ale nejsou roz-
hodnutelné. De facto jsme jiz ukazali, ze ptriklady takovych problémt jsou
HP a Non-Eq-CFG. Ale co napt. HP a Eq-CFG? Sice nas pro 7adny z nich
nenapadl algoritmus, ktery by prislusny problém castecné rozhodoval, ale
tfeba by nas napadl pfi hlubsim zamysleni, nebo ne? Tuto otazku snadno
zodpovime, kdyz si uvédomime nasledujici vétu.

Véta 7.2 (Post) B
ANO/NE problém P je rozhodnutelny praveé tehdy, kdyz P i P jsou ¢astecné
rozhodnutelné.

Dukaz: Kdyz je P rozhodnutelny, pak je i P rozhodnutelny; pak oviem P
i P jsou ¢astecné rozhodnutelné (jak jsme jiz diskutovali dfive).

Dtikaz opac¢né implikace je o néco méné trivialni, ale je také jednoduchy;
hlavni myslenka spociva v tom, Ze k dvéma algoritmim (Turingovym stro-
jum) lze zkonstruovat algoritmus (Turingtv stroj), ktery vypoéty obou pro-
vadi ,paralelné”, tj. ,stfidavé sekvencné“. Kdyz takto ,soucasné spustime
algoritmus A;, ktery castecné rozhoduje P, a algoritmus A, ktery castecné
rozhoduje P, zaru¢ené dojde k situaci, kdy jeden z algoritmi skonéi; kdyz
skon¢i A; s odpovédi ANO (nebo As s odpovédi NE), kombinovany algorit-
mus skonéi s odpovédi ANO, kdyz skonéi Ay s odpovédi ANO (nebo A; s
odpovédi NE), kombinovany algoritmus skon¢i s odpovédi NE. 0

7 Postovy véty tedy hned odvodime, Ze problémy HP ani Eq-CFG nejsou
¢asteéné rozhodnutelné. (Protoze vime, Ze jsou nerozhodnutelné a jejich do-
plitkové problémy jsou ¢asteéné rozhodnutelné.)

Univerzalni algoritmus

Pti diskusi algoritmu c¢astecné rozhodujicitho problém HP jsme neformalné
zminili, Ze ,spustime* M na w, neboli ,nechame provadét® vypocet M pro
vstup w. Tim vyjadfenim vlastné myslime, Ze za¢neme provadét (nebo ne-
chame provadét) jisty algoritmus U, pro néjz je dvojice M, w vstupem. Al-
goritmus U tedy ,,provadi“ (,interpretuje“) jakykoli zadany algoritmus nad
zadanym vstupem. Jednd se tedy o v jistém smyslu vyjimecény algoritmus.
Neni navrzen pro specificky tikol jako je secteni dvou cisel, setiidéni data-
baze, Tizeni pracky ¢i podobné, ale je v dobfe definovaném smyslu schopen
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provadeét totéz, co jakykoli jiny algoritmus; potiebuje k tomu samoziejmé mj.
dostat popis (kéd) algoritmu, ktery ma provadét. Proto jej nazyvame

uniwerzalnim algoritmem.

Kontrolni otdzka: Znate néjaké zafizeni, na které lze velmi dobfe nahlizet
jako na realizator univerzalniho algoritmu?

(Jisté vas napadl pocita¢. Jeho hlavni ¢innost se pfece da popsat jako ,, Proved
zadany algoritmus (neboli program) pro zadany vstup (neboli data)“.)

Univerzalni algoritmus 1ze pochopitelné také prezentovat ve formé konkrét-
niho Turingova stroje. Dokonce neni prilis tézké takovy stroj sestrojit, my to
ale zde délat nebudeme. Jen vyslovime prislusnou vétu.

Véta 7.3 (O univerzalnim Turingovu stroji)

Lze sestrojit Turinguv stroj U takovy, zZe pro kazdy vstup (Kod(M),w), kde
M je Turingtiv stroj s abecedou {0,1,0} a w € {0,1}*, se U zastavi pravé
tehdy, kdyz M se zastavi na w; v pripadé zastaveni je navic vystup U na
vstup (Kod(M),w) roven vystupu M na w.

Riceova véta

Uvedeme ted dilezitou vétu, jez ukazuje nerozhodnutelnost celé t¥idy pro-
blémt. Nebudeme ji dokazovat a vyslovime ji jen v ponékud neforméalnim
znéni; slovo algoritmus (¢ Turingtiv stroj) zde ,pro prakti¢téjsi vyznéni“ na-
hrazujeme slovem program (v néjakém programovacim jazyku).

Véta mluvi o vstupné/vystupnich vlastnostech programi. Pfiblizme si, co se
tim mysli. Pro kazdy program Pg si pfedstavme (obecné nekone¢nou) tabulku
s dvéma sloupci: v prvnim sloupci jsou vSechny pripustné vstupy programu
a v druhém sloupci je ke kazdému vstupu w uveden bud prislusny vystup
Pg(w) (v ptipadé, Ze vypocet Pg pro vstup w je konecny a jako vystup vyda
Pg(w)) nebo znak L (,nedefinovano®“) v pfipadé, Ze vypocet Pg na w je
nekonecény. Tabulka tedy zachycuje [¢asteéné] zobrazeni vstupt na vystupy,
které Pg realizuje; muzeme ji fikat napt. I/O-tabulka (I=input, O=output).

Konkrétni viastnost V programu je vstupné/vystupni, jestlize u kazdého pro-
gramu Pg je plné uréeno jemu pfislusnou I/O-tabulkou, zda Pg vlastnost
V ma ¢ nemd. Jinymi slovy: vlastnost V' je vstupné/vystupni pravé tehdy,
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kdyz kazdé dva programy se stejnou I/O-tabulkou bud oba vlastnost V' maji
nebo ji oba nemaji.

RESENY PRIKLAD 7.1: Jako ,programovaci jazyk® vezméme Turin-
govy stroje. (Slovo ,program® je tedy totéz, co ,Turingiv stroj“.) Zjistéte
(a zdtvodnéte), které z nasledujicich vlastnosti (Turingovych stroji) jsou
vstupné/vystupni. Vlastnost je zaddna otézkou, na niz je odpovéd bud ANO
(prislusny stroj M vlastnost ma) nebo NE (M vlastnost nem4).

a/ Zastavi se M na Fetézec 001 7
b/ Ma M vice nez sto stavi 7

¢/ Ma v néjakém piipadé vypocet stroje M vice krokd nez tisicindsobek
délky vstupu ?

d/ Plati, Ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat
zastavi nez nezastavi 7

e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné nez |w|? kroka?
f/ Je pravda, ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni 7

g/ Je pravda, ze M mé nejvyse sto stavii nebo vice nez sto stavi ?

Reseni: Zda M m4 ¢ nem4 vlastnost (definovanou otézkou) a/ je jists plné
urceno 1/0 tabulkou pro M; vlastnost a/ je tedy vstupné/vystupni.

Je ziejmé, 7e I /0 tabulka pro M obecné neurcuje odpovéd na otazku b/; jisté
muzeme navrhnout konkrétni stroj M; napft. s 2 stavy a stroj M, se 101 stavy,
které maji stejnou I/O-tabulku. Vlastnost b/ tedy neni vstupné/vystupni.

Podobné I/0 tabulka pro M obecné neurcuje odpovéd na otazku ¢/; vlastnost
¢/ tedy neni vstupné/vystupni.

Vlastnost d/ je I/O tabulkou jisté urcena, a je tedy vstupné/vystupni.

Je zfejmé, Ze muzeme navrhnout konkrétni stroje M, M; se stejnou I/0O-
tabulkou, pfi¢emz jeden z nich vlastnost e/ ma a druhy neméd. Vlastnost e/
tedy neni vstupné/vystupni.

Vlastnost f/ je I/O tabulkou urcena, a je tedy vstupné/vystupni.
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Pozor u vlastnosti g/. Po pfedchozich zkuSenostech nds muze v prvni chvili
napadnout, Ze se nejedna o vstupné/vystupni vlastnost, kdyz se odkazuje k
poctu stavi stroje M. Kdyz se ale podivame dikladnéji, uvédomime si, ze se
jedné o trividini vlastnost, nebot ji maji vSechny stroje. Takova vlastnost je
také de facto I/O tabulkou urcena, nebot nemohou existovat dva stroje My,
M, se stejnou 1/O-tabulkou, kde jeden ze stroju vlastnost g/ mé a druhy ji
nema. Vlastnost g/ tedy je vstupné/vystupni.

Pfipomenme tedy jesté, Ze vlastnost V' je trivialni, kdyz ji maji bud vSechny
programy nebo ji neméa zadny program; takova vlastnost je podle definice
také vstupné/vystupni.

A ted uz vyslovime Riceovu vétu.

Véta 7.4 (Rice)
Kazdé netrividlni vstupné/vystupni vlastnost programu je nerozhodnutelna.

Zpresnit se znéni véty da napt. takto:
Je-li V' netrividlni vstupné/vystupni vlastnosti Turingovych strojt, pak je
nasledujici problém nerozhodnutelny.

NAzZEV: Zjistovdnd vlastnosti V
VsTup: Turingtv stroj M.
OTAZKA: Ma M vlastnost V' 7

RESENY PRIKLAD 7.2: Zjistéte, pro které vlastnosti z Reseného piikladu 7.1
plyne nerozhodnutelnost z Riceovy véty.

Resend: Zjistili jsme, 7e jen vlastnosti a/, d/, f/, g/ jsou vstupné/vystupni.
Vlastnost g/ je trivialni a snadno se presvédéime, ze a/, d/, f/ trividlni nejsou
(pro kazdou z téchto vlastnosti existuje stroj, ktery ji ma, a stroj, ktery ji
nema).

Takze z Riceovy véty vyvodime nerozhodnutelnost pro vlastnosti a/, d/, /.

Kontrolni otdzka: Co myslite, je pravda, ze kdyz pro néjakou vlastnost V'
programt neplyne jeji nerozhodnutelnost z Riceovy véty, pak je ta vlastnost
rozhodnutelnd (tj. problém zjistovani V' je rozhodnutelny)?



225

Neni tomu tak. Napft. vlastnosti ¢/ a e/ z Reseného piikladu 7.1 jsou neroz-
hodnutelné; jelikoz ale nejsou vstupné/vystupni, neplyne jejich nerozhodnu-
telnost z Riceovy véty.

Shrnuti: Vime jiz tedy, Ze nerozhodnutelné problémy se daji jistym zpt-
sobem klasifikovat podle miry své nerozhodnutelnosti; uvedli jsme si alespon
(velmi hrubé) rozdéleni na ty, co jsou (alespori) ¢astecné rozhodnutelné, a ty
co nejsou (ani) ¢asteéné rozhodnutelné. Je nam jasné, Ze Castecna rozhodnu-
telnost problémii P a P znamend rozhodnutelnost P (a P).

Uvédomujeme si, Ze na pocitac¢ lze nahlizet jako na realizator tzv. ,univer-
zélniho algoritmu®, provadéjiciho jakykoli algoritmus (jehoz zapis [kéd]| do-
stane).

Rozumime Riceové vété a uvédomujeme si tak, ze de facto kazda netrivialni
otazka tykajici se ovéfovani obecnych vypocetnich systému (jejich korekt-
nosti, spolehlivosti apod.) je algoritmicky nerozhodnutelna.
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Kapitola 8

Uvod do teorie slozitosti

Cile kapitoly:

vz

Cilem je zvladnuti zéklad teorie vypoctové slozitosti. Podrobnéjsi cile
jsou patrny z cilti jednotlivych sekci.

8.1 Slozitost algoritmu
Orientacdni déas ke studiu této ¢asti: 3 hod.
Cile této casti:

V této Casti si mate uvédomit praktickou motivaci definovani a zkou-
méani pojmil jako je ¢asovd a pamétova slozitost algoritmi. Méte po-
chopit, pro¢ k tomu potfebujeme (teoreticky) model pocitace, v na-
Sem pripadé RAMy; mate zvladnout presné definice slozitosti RAMu a
uvédomit si i technické otazky souvisejici s mérenim velikosti vstupn,
s jednotkovou a logaritmickou mirou pfi definovani ,,doby provadéni“
jednotlivych instrukci apod. Mate také pochopit detailni analyzu ca-
sové slozitosti konkrétniho algoritmu (bubblesortu).

Klicova slova: wvelikost vstupu, délka vgpoctu RAMu, ¢asovd (a pamétova)

slozitost RAMu, ¢asovd (a pamétovd) sloZitost algoritmu, sloZitost podle nej-
horsiho pripadu [worst-case complexity/
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Motivace a neformalni definice pojmu ,slozZitost algoritmu*

Jiz. diive jsme se zabyvali tim, co je to algoritmus, co je to problém, co to
znamena, ze algoritmus fesi dany problém apod. Jeden a tentyz problém
muze byt ovSem feSen fadou riznych algoritmi. Pokud by pocitace praco-
valy nekonec¢né rychle, ptilis by nezalezelo na tom, jaky konkrétni algorit-
mus pouZijeme, stacilo by, Ze by (korektné) fesil dany problém. Tak tomu
ovsem neni; pocitace sice pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle, provedeni
kazdé instrukce trva néjakou dobu (i kdyz je to tfeba jen jedna miliardtina
sekundy). Jisté mame dobrou pfedstavu napf. o tom, Ze dva rizné algoritmy
pro setfidéni (velké) databdze se mohou vyznamné lisit v dobé béhu; upied-
nostnime samoziejmé ten, ktery databazi setfidi do nékolika minut, pred
tim, kterému to trva tfeba pul hodiny ¢ dokonce déle. Pro dany (algorit-
micky Tesitelny) problém se tedy obvykle snazime navrhnout (& vybrat z
jiz navrzenych) algoritmus, ktery fesi dany problém nejrychleji. Ptirozenou
otazkou je, jak tedy mame algoritmy porovnavat a jak urcit, jak ,rychly“
je dany algoritmus, jinymi slovy, jakou mé ,éasovou slozitost“ [time comple-
xity]. Nékdy nés zajima i ,,pamétova slozitost® (téZ nazyvana ,prostorova
slozitost“ [space complexity]), ¢ili naroky na potfebnou pamét.

Pro konkrétnost si pfipomerime problém t¥idéni (sorting; v ¢estiné by zde byl
vhodnéjsi termin ,sefazovani®):

NAzeEv: Tridéni (¢isel)
VsTup: Konec¢na posloupnost pfirozenych cisel.

VYSTUP: Posloupnost tychz ¢isel usporadana podle velikosti ve vzestup-
ném poradi.

V ucebnicich se ¢asto mezi prvnimi algoritmy fesicimi dany problém uvadi
tzv. bubblesort, jehoz zakladni myslenka se da vyjadrit takto:

e Projdi posloupnost zleva doprava, piicemz prohazujes sousedni dvojice
¢isel, pokud v nich vétsi ¢islo predchazi mensimu.

e Tento postup prochéazeni posloupnosti opakuj, dokud nedostanes kom-
pletné usporadanou posloupnost.
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Poznamka: Poznamenejme, Ze bubblesort se v ucebnicich vyskytuje spise
jako odstrasujici pfiklad (jelikoZ lze snadno navrhnout podstatné lepsi algo-
ritmy, jak o tom také budeme hovorit déle). My zde tento algoritmus také
uvadime jen pro jeho jednoduchost a ilustraci déle zkoumanych pojmii, ni-
koliv snad pro jeho ,hodnotu“.

Zptesnéné vyjadreni algoritmu programéatorskym pseudokédem by mohlo vy-
padat takto (pole A obsahuje ¢leny vstupni posloupnosti, které oznacujeme

AN, A[2), ... Aln]):

BUBBLESORT(A, n)

while Nesetridéno
dofori—1lton—1
do if A[i] > Ali + 1]
then prohod A[i] a Afi + 1]

(V této chvili se nas navrh nezabyva tim, jak se pfifazuje do booleovské
proménné Nesetridéno.)

Kontrolni otdzka: Proc¢ je uvedeny algoritmus korektni — tj. vzdy skonci a
vysledna posloupnost je usporadana?

(Staci si uvédomit, Ze v prvnim béhu cyklu ,,probubla“ nejvétsi prvek na své
misto, po druhém béhu bude na svém misté zarucené i druhy nejvétsi prvek,

atd.)

Miuzeme zajisté vyuzit vétsiho porozuméni predepsanému procesu tiidéni a
upravit (a zpfesnit) algoritmus néasledovné:
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BUBBLESORT — progr. verze

>> Cleny vstupni posloupnosti nejprve nacteme do pole A
> predp., Ze ¢leny jsou nenulové a hodnota 0 oznacuje konec vstupu

n <« 0
repeat
n < n+ 1; READ(A[n])
until Aln] =0
n«—mn-—1

> v n je ulozen pocet ¢lent vstupni posloupnosti
for j—1ton—1

dofori«— 1ton—j

do if A[i] > Afi + 1]
then pom — Ali]; Afi] «— Ali + 1]; A[i + 1] < pom

> vysledna sefazenéd posloupnost se vypise
fori<— 1ton

do WRITE(A[i])

Ze tento algoritmus (to je vypodetni proces jim piedepsany) pro kazdou (ko-
nefnou) vstupni posloupnost skonéi, je zde zfejmé (pro¢ 7); usporadanost
vysledné posloupnosti plyne z naseho porozuméni korektnosti, diskutovaného
vyse.

Jak jsme uz zminili, bubblesort urcité neni nejlepsim algoritmem fesicim pro-
blém tt¥idéni. Pfipomenime si ted metodu (¢ili algoritmus) heapsort. K tomu
je potfebné si pfipomenout datovou strukturu halda (heap), tj. (specidlni)
binarni strom: kazdy vrchol v je ohodnocen ¢islem n(v) (prvkem t¥idéné po-
sloupnosti), pfi¢emz je-li v’ naslednikem v, pak n(v) < n(v'). Zafazeni dalsiho
prvku do haldy i vybér nejmensiho prvku z haldy se daji snadno realizovat x
kroky, kde x je hloubkou haldy (stromu); pfi po¢tu vrcholii n je tedy pfiblizné
x = logn.

Poznamka: V informatice pfi neuvedeni zdkladu logn vétSsinou myslime
dvojkovy logaritmus log, n. Pozdéji vysvétlime, proc je zaklad logaritmu pro
ucely analyzy algoritmi v zasadé nepodstatny.

Dilezitou myslenkou algoritmu heapsort je rovnéz efektivni zptisob reprezen-
tace haldy jednorozmérnym polem.

Vse se da vycist z déle uvedeného pseudokddu; je ovSem velmi zadouci, at
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si ¢tenar béh algoritmu ilustruje (pfipomene) na rozumné zvoleném malém
prikladu.

HEAPSORT — progr. verze

> pole H predstavuje haldu
> kon udava aktualni koncovy index haldy
kon < 0 > halda je prazdna
READ(clen)
while clen # 0
do ZARAD-DO-HALDY (clen)
READ(clen)
while kon > 0 > halda neni prazdna
do clen « VYDEJ-MIN-Z-HALDY()
WRITE(clen)

ZARAD-DO-HALDY (k)

kon «— kon +1; H[kon] «— k; p < kon
while p > 1 and H[|p/2]] > H[p]
do prohod H{|p/2]] a H]p];

p < [p/2]

VYDEJ-MIN-Z-HALDY ()
min «— HI[1]
if kon >1
then H[1] «— H|[kon]
kon < kon —1
p—1
while 2 xp+1 < kon and (H[p| > H[2p] or H[p| > H[2*p + 1])
doif H]2xp| < H[2xp+ 1]
then prohod H[p| a H[2*p|; p < 2x*p
else prohod Hlp| a H2*p+1];p«—2%xp+1
if 2% p = kon and H[p] > H[2 x p|
then prohod H|[p|] a H|2 * p]
return min

Oba algoritmy (bubblesort a heapsort) fesi nas problém t¥idéni, pticemz he-

vvvvvv
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spravnosti).
Kontrolni otdzka: V ¢em je tedy heapsort lepsi?

Odpovéd samoziejmé zni: heapsort ma mensi ¢asovou slozitost (narocnost)
nez bubblesort. Neformalné feceno, heapsort ,béha rychleji“ nez bubblesort.
Urcitym zpiisobem se o tom muzeme presvédcit, naprogramujeme-li obé me-
tody v nami oblibeném programovacim jazyku a srovname béh obou pro-
gramu na pocitaci na sadé instanci (tj. povolenych vstupii) problému t¥idéni
— pro kazdou instanci méfime cas, ktery na jeji zpracovani jednotlivé pro-
gramy spottebuji.

Jisté ovsem tusime, Ze obecné takovy test nemusi stacit, vysledky na vybra-
nych vstupech nemusi podévat spravnou informaci o celém chovani (o bézich
na v8ech moznych vstupech). Méli bychom tedy své porovnavani kvality al-
goritmi z hlediska ¢asové (a pamétové) narocnosti opfit o solidnéjsi zéklad.

Chtélo by to definovat pro kazdy algoritmus néjakou kvantitativni charakte-
ristiku, nazvanou casova slozitost (¢i pamétova slozitost), podle které pak
bude mozné rizné algoritmy srovnavat. Slozitost ovSem musi zachycovat
,dobu béhu“ (& ,spotfebu paméti“) globalné — tj. pro vSechny piipustné
vstupy, nejen pro vybranou sadu testovacich ptipadu.

Nabizi se napt. ¢asovou slozitost algoritmu prosté definovat jako funkci (zob-
razeni), kterd kazdému (pfipustnému) vstupu pfifazuje ,dobu béhu“ algo-
ritmu na onen vstup. To ma ovsem nékolik ,vad na krase“ (napft. pak neni
jasné, jak srovnavat rychlost algoritmi pracujicich s ruznymi vstupy). Jako
vhodnéjsi (jednodussi a pfitom postacujici) se ukazuje definovat

sloZitost jako funkci velikosti vstupu.

Poznamka: Slozitost (jakoZto funkce) ma tedy vétsinou nekonecény defini¢ni
obor (napf. i v nasem problému t¥idéni délku vstupni posloupnosti nijak
neomezujeme); nelze ji tedy zadat vy¢tem hodnot, ale je nutno pro ni hledat
néjaky kone¢ny popis (napf. typu 3n? — 4n + 3) ¢i spise odhad (napi. typu
O(n?)), jak o tom budeme hovotit pozdéji.

Vstupii se stejnou velikosti n ovSem mize byt hodné a vypocty pro tyto
jednotlivé vstupy mohou trvat rtiznou ,dobu“. Co je pak hodnotou (¢asové)
slozitosti (tj. zminéné funkce) pro n? Pro praktické ucely casto staci pristup

podle nejhorsiho mozného pripadu (worst-case),
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kdy dané velikosti n pfirazuje ona funkce maximum z ,,dob béhu“ algoritmu
na vsech vstupech velikosti n.

Poznamka: V praxi se Casto stava, ze vypocet pro bézny vstup velikosti
n je mnohem rychlejsi nez pro ten nejhorsi pripad. OvSem napi. zjiSténi
nez zjisténi (resp. odhad) délky vypoctu u nejhorsiho ptipadu.

Pristup ,,podle nejhorsiho piipadu“ poskytuje zaruku, ze ve skutecnosti se
implementace naseho algoritmu bude chovat leda 1épe, nez jsme odhadli.

Musime samoziejmé vyjasnit nékolik véci — napf. co je to wvelikost vstupu.

Kontrolni otazka: Jak byste napt. definovali velikost vstupu u problému
Tridéni?

Obecné pouzitelné feseni je chapat wvelikost daného vstupu jako pocet biti,
které vstup zabird (pii ,pfirozeném* zakédovani). Casto lze viak postacujici
vysledky analyzy slozitosti dosahnout bez nutnosti uvazovat tuto ,nizkou“
uroven (kterd muze pridavat zbyteéné technické komplikace). Napt. u naseho
problému TFidéni je vétSinou postacujici velikost vstupu definovat jako pocet
¢lenti zadané posloupnosti (pokud se velikost ¢isel=cleni d4 rozumné chépat
jako omezena; napr. tfidime databézi podle ¢iselného klice s fixnim poctem
byti).

Definice ¢asové a pamétové sloZitosti algoritmu pomoci RAMu

Vsimnéme si ted velmi nejasného mista v dosavadnich tvahéch, a sice uzi-
vani pojmu ,doba béhu“. Vzdyt napt. pfi riznych implementacich (v rtiznych
programovacich jazycich, na rtznych pocitacich apod.) budou ,,doby béhu“
jednoho a téhoz algoritmu pro jeden a tentyz vstup rtizné! Jako nejvhodné;jsi
exaktni definovani pojmu ,doba béhu“ se ukazuje volba néjakého (abstrakt-
niho) modelu pocitace, ke kterému se pak budeme odkazovat jako k jakémusi

referencnimu modelu.

Dobu béhu (tj. dobu trvani vypoctu neboli délku vypoctu) konkrétniho algo-
ritmu A na dany vstup pak chdpeme jako pocet provedenych (elementarnich)
instrukci implementace A na zminéném modelu pocitace. Model pocitace
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musi tedy byt dostatecné realisticky, aby takto definovana ,doba béhu“ né-
jak rozumné vypovidala o realité, kterou mizeme ocekavat pri implementaci
algoritmu na fyzickém pocitaci.

Jiz. diive jsme avizovali, Ze jednim takovym modelem, vhodnym z hlediska
analyzy slozitosti algoritmi, jsou stroje RAM (stru¢néji RAMy, ¢ RAM-
programy), se kterymi jsme se seznamili v Sekci 6.3.

Nadefinujeme ted pro RAMy casovou a pamétovou slozitost, jakozto funkce
velikosti vstupu. Pritom se omezujeme jen na RAMy, které se pro kazdy
vstup zastavi (provedou HALT, pfipadné skonéi ,neregulérné®); nedefinujeme
¢asovou ani pamétovou naroénost nekoneénych vypocti.

Definice 8.1

Velikosti vstupu stroje RAM rozumime pocet bunék (vstupni pésky), které
dany vstup zabira.

Délka vypoctu RAMu M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet provedeni
instrukci, které M pro dany vstup vykona, nez se zastavi.

Casovou sloZitosti RAMu M rozumime funkci Ty : N — N, kde Ty(n)
znamend délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorSim pripadé;
tedy Ths(n) = max{k | k je délka vypoctu M nad (n&jakym) vstupem
velikosti n }.

Definice 8.2

Velikosti paméti RAM-stroje M (potfebné pii vypoctu) pro konkrétni vstup
rozumime c¢islo p 4+ 1, kde p je maximum z adres bun€k, jez jsou béhem vy-
poctu (nad danym vstupem) navstiveny.

Pamétovou sloZitosti (nebo téz prostorovou sloZitosti) RAM-stroje M ro-
zumime funkci Sy : N — N, kde Sj/(n) znamena velikost potfebné pa-
méti pfi vypoc¢tu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim pfipadeé; tedy
Sy(n) = max{k |k je velikost paméti potiebné pii vypoctu M nad (néja-
kym) vstupem velikosti n }.

Ted uz je tedy jasnéjsi, co vlastné minime slozitosti algoritmni:

Casovou sloZitosti algoritmu A rozumime casovou sloZitost RAMu,
implementujiciho A; podobné pro pamétovou sloZitost.

Poznamka: Uvédomme si, Ze uvedena ,definice slozitosti algoritmu je
nutné neformalni, nemame totiz pfesnou definici toho, co je to implementace
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algoritmu RAMem. Je nam ale jisté jasné, o co jde: Abychom mohli mluvit o
slozitosti algoritmu A, musi byt popsan do té miry podrobnosti, kterd umoz-
nuje primocaré prepsani ve formeé instrukci RAMu.

Brzy se také dostaneme k tomu, ze slozitost algoritmu vétSinou zkoumame
a odhadujeme ,jen zhruba“; to umoznuje nejit pii popisu algoritmt do pti-
lisnych detaild, které nejsou potfebné pro tcel nasi analyzy (a jisté tak pro
bézné ucely analyzy slozitosti neni nutné algoritmus piepsat az do instrukci

RAMu).

Meéli bychom si byt védomi jesté jedné technické véci. Existuje totiz opodstat-
néna namitka proti uvedenym definicim slozitosti RAMu, tvrdici, ze takto
definovanéd délka vypoctu (pocitajici s provedenou instrukci RAMu jako s
jednotkou) a takto definovand pouzitd pamét (pocitajici s buiikou paméti
RAMu jako s jednotkou) mtize v konkrétnim piipadé dévat prehnané opti-
misticka ocekavani ohledné chovani skutecné realizace na pocitaci.

Kontrolni otdzka: Tusite podstatu této namitky? (Céstecné jsme se toho do-
tkli, kdyz jsme hovofili o tom, jak méfime velikost vstupu problému Ttidéni.)

Asi jste si uvédomili, ze ,zakopany pes® je v tom, ze nijak neomezujeme veli-
kost ¢isla, které je mozno ulozit do jednotlivé bunky paméti! Pritom velikost
paméti zabrané danou buiikou (a ¢as elementarni operace pracujici s danou
bunikou) chédpeme jako jednotku, jinymi slovy uvazujeme tzv.

jednotkovou (¢i uniformni) miru.

Uvedené definice tedy umoznuji ,Sikovné Setfit pamét* kédovanim celé série
Cisel (napf. matice Cisel) ¢islem jedinym. Podobnymi ,triky* se d& Set¥it i ¢as
vypoctu (pocet provedenych instrukei) a ziskané vysledky pak neodpovidaji
realité. Nam samoziejmé nejde o to, vymyslet tyto ,Sikovné triky“, musime
si ale byt problému védomi. Pokud podobny nezadouci efekt hrozi, uvazuje
se misto jednotkové miry

mira logaritmickad:
je-li v burtice ulozeno ¢islo z, poc¢ita se, ze je takto zabrdna pamét velikosti

[logs(|z| + 1) 4+ 1], tedy pocet bitid potfebnych k zapséni z (zhruba tedy
[log, |z|]). Podobné i cena (Cas) provedeni jedné instrukce neni 1, ale je
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umérné velikosti (binarniho) zépisu cisel, se kterymi se pfi provadéni in-
strukce operuje.

V nasich algoritmech pro Ttidéni ovsem zadné uvedené triky nepouzivame,
a predpokladame, ze velikost (bindrniho zapisu) ti¥idénych ¢isel je rozumné
omezena; v tom pripadé pfi analyze slozitosti téchto algoritmit mizeme uzivat
jednotkovou miru (pfi zachovani realisti¢nosti vysledki). (Pfedpokldadame
tak tedy, ze doba provedeni operaci jako nacteni ¢isla, porovnani dvou ¢isel
apod., je omezena konstantou.)

Implementace algoritmu Bubblesort pomoci RAMu

Jiz jsme tikali, ze pfi analyze slozitosti konkrétnich algoritmt nam jde vét-
sinou o ,hrubé odhady“, které nevyzaduji popisovat algoritmy na trovni in-
strukci RAMu. Pro ilustraci si ovSem alesponi jeden algoritmus na tak nizké
urovni popisme.

Prepiseme algoritmus bubblesort az do RAM-instrukei a budeme analyzovat
¢asovou slozitost vysledného RAMu. Vysledkem vcelku pfimocarého , ptelo-
zeni“ dfive uvedeného pseudokédu (Bubblesort — progr. verze) do ,jazyka“
RAM mize byt nize uvedeny program (predpokladdme v ném, Ze vstupni
posloupnost neni prazdna).

Vlastni RAM-program, tvofeny posloupnosti 69 instrukei je uveden v prvnim
ysloupci®“. V druhém sloupci je tentyz program v ponékud srozumitelnéjsi
podobé — uziva symbolickych navésti a symbolického adresovani (N = 2,
J =3 HM = 4,1 =5,IPJ] =6, POM =7, X =8, A =8; ¢len A[l]
bude ulozen v burice 9, A[2] v butice 10, A[3] v buiice 11 atd.). Tfeti sloupec
obsahuje komentare, ze kterych by mélo byt patrno, ze se skute¢né jedna
o ,preklad uvedené verze bubblesortu. (P¥ipomenme, Ze vSechny pamétové
buriky maji na zac¢atku hodnotu 0.)

Bubblesort, RAM-verze:

01 LOAD =1 LOAD =1 ; do indexreg. se vlozi 1,

02 STORE 1 STORE 1 ; tj. prvni volny index pole A
03 READ Cykl-vst: READ ; nacteni dalsiho vstupu

04 JZERO 10 JZERO Kon-vst ; 0 znamend konec vstupu

05 STORE %8 STORE *A ; Alindexreg] «— vstup

06 LOAD 1 LOAD 1 ;

07 ADD =1 ADD =1 ; indexreg. se zvysi o 1
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; N obsah. pocet vst. ¢isel

s J—J+1

; skok pfi J = N
; HM (hor. mez) «— N — J +1
I—0

s I —T+1
s IPJ — 1+1
; skok pti I = HM

; X — A[l
; skok pfi X > A[T + 1]

. POM — Al
X — AT +1]

s Al — X
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53 LOAD 6 LOAD IPJ ;

54 STORE 1 STORE 1 ;

55 LOAD 7 LOAD  POM :

56 STORE *8 STORE *A . A[I +1] «— POM

57 JUMP 23 JUMP Cykl-2 ;

58 LOAD =1 Vystup: LOAD = ;

59 STORE 1 STORE 1 . indezreg. «— 1

60 LOAD %8 Cykl-vys: ©LOAD  *A ;

61 WRITE WRITE ; write(A[indezxreg.])
62 LOAD 2 LOAD N ;

63 SUB 1 SUB 1 ;

64 JZERO 69 JZERO Konec ; skok pfi indexreg. = N
65 LOAD 1 LOAD 1 ;

66 ADD =1 ADD =1 :

67 STORE 1 STORE 1 ; indexreg. se zvysi o 1
68 JUMP 60 JUMP Cykl-vys ;

69 HALT Konec: HALT ;

Spoc¢téme nyni, kolik instrukci bude provedeno pfi zpracovani vstupu veli-
kosti n (v nejhorsim mozném piipadé).

Prvni (vstupni) faze vypoc¢tu, od za¢atku po prvni piichod na instrukei s né-
véstim Cykl-1, ziejmé zabere ,Cas* (tj. pocet provedeni instrukei)

Th=24+mMm+24+3=Tn+7.

Podobné tieti (vystupni) faze, od skoku na Vystup po Konec, zabere ziejmé
cas

T3=2+9n—-1)+54+1=9n—1.
Slozitéjsi je analyzovat zbylou (prostfedni) fazi, od prvniho skoku na Cykl-1

po skok na Vystup. Také s prihlédnutim k nasi progr. verzi bubblesortu neni
ovsem zase tak obtizné odvodit, Ze ona prostiedni faze trva

n—1 n—j
T = (Z (10+(D_34) +8)) +6.
= i=1
Poznamenejme, Ze vzdy predpokldadame ten horsi (tj. delsi k zpracovani) pii-
pad, kdy skutecné dojde k prohazovani prvku (tj. provadi se ,podprogram*
Prohod).
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Vyraz pro T, mizeme upravovat standardni manipulaci se sumami naptiklad
takto:

n—1 n—1 n—j n-l
=6+ 18+ 34:6+18(n—1)+z34(”—j):
j=1 j=1 i=1 J=1

n—1 n—1
=18n—124+34) n—34> j.
j=1 j=1

Dosadime-li za prvni sumu n(n — 1) a za druhou sumu (1+2+...4n—1) =
(n/2)(n — 1), odvodime pak jiz pfimocarymi upravami vztah

Ty =17 +n—12.

Celkovy cCas potfebny pro zpracovani vstupu velikosti n je tedy T+ 1o+ T35 =
17n2 4 17n — 6. Oznacime-li n4§ RAM-stroj M a jeho ¢asovou slozitost Ty,
ukazali jsme tak, ze pro kazdé n > 1 je

Ty(n) = 1% +17Tn — 6.

Shrnuti: Nage diivéjsi intuitivn porozuméni pojmu sloZitost algoritmu je
nyni postaveno na pevné bazi. Vime, ze (Casovd nebo pamétova) slozitost
algoritmu je funkci velikosti vstupu a vztahuje se k néjakému referenénimu
modelu pocitaci; v nasem piipadé jsme pouzili RAMy. Jsme si védomi tech-
nickych souvislosti (méfeni velikosti vstupu, jednotkova a logaritmickd mira,
ptistup ,podle nejhorsiho pfipadu®) a chédpeme, ze konkrétni algoritmus se
da prepsat az do instrukci RAMu, na nichz se mizeme pokusit prislusnou
slozitost detailné analyzovat. Nastésti uz ovsem také vime, ze obvykle se po-
pis algoritmt a analyza jejich slozitosti nedéla takhle detailn€, protoze ndm
pro praktické zavéry staéi daleko hrubsi odhady slozitosti algoritmi (o nichz
budeme mluvit v nasledujici ¢asti).

8.2 Asymptoticka sloZitost, odhady radového
rustu funkci

Orientac¢ni ¢as ke studiu této éasti: 3 hod.
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Cile této casti:

V této ¢asti mate porozumét znaceni O(.), o(.), ©(.), které se pouziva
pfi bézné analyze slozitosti algoritmd a vyjadiuje odhady fadového
rustu prislusnych funkci. Mate si uvédomit vztahy mezi zdkladnimi
funkcemi objevujicimi se pfi analyze slozitosti algoritmu a zvlddnout
rychlé vyvozovani téchto vztahi v konkrétnich pripadech.

Klicova slova: 7tadovy rist funkci, zanedbdvani konstantnich faktori,
asymptotické chovdni, znaceni O(.), o(.), ©(.), linedrni, kvadratické a dalsi
funkce, polynomidlni funkce, exponencidlni funkce

Pii analyze Casové slozitosti bubblesortu jsme vidéli, Ze pfesné (algebraické)
vyjadieni funkce Ty, (pro pfislusny RAM M) neni technicky uplné trivialni
tkol ani u tohoto jednoduchého programu. U vétsich a komplikovanéjsich

Vv

Pro naSe tcely (srovnavani algoritmil) nastésti presné vyjadieni casové slo-
zitosti neni nutné; vétsinou postacéi ,rozumny“ odhad prislusné funkce T},.
(Totéz se tyka pamétové slozitosti Sy, ale my se zaméfujeme prednostné na
¢asovou slozitost.)

Poznamka: Samoziejmé slovem ,odhad“ minime ,horni odhad“
(nefekneme-li jinak). PokraCujeme tak v pfistupu ,podle nejhorsiho pii-
padu“. Chceme totiz, aby (skute¢né) chovani algoritmu (z hlediska dob béhu,
¢i spotieby paméti) nebylo horsi, nez ¥ika vysledek nasi analyzy; pokud je ve
skutecnosti lepsi, nez ¥ikd nas (horni) odhad, je to pro nas jen pozitivni.

vvvvvv

zitosti algoritmi:

funkce f(n) a c- f(n) (kde c > 0) bereme jako ekvivalentni, tj.
,stejné rychle rostouci!

To vypadéa na prvni pohled jako velmi velké ,zhrubnuti“ nasich analyz; napf.
mezi odhady 0.0001n2, 17n2, 1000000072 nerozlisujeme, vSechny jsou prosté
typu ,,n? krat néjaks kladna konstanta“. Mfize takhle hruba analyza vtibec
prinést néjaké smysluplné vysledky, které maji prakticky smysl?

V praxi se ukazuje, Ze ano. My se k tomu vratime, ted si vSak nejprve za-
vedeme znaceni, které slouzi k elegantnimu vyjadifeni onoho ,zanedbavani
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konstantnich faktora®.
BéZné je pouzivano znaceni z nasledujici definice.

Definice 8.3
Pro libovolné funkece f, g : N — N znamend zapis f € O(g) ¢ f(n) € O(g(n))
toto:

(Fk € N)(Tng € N)(Vn > ng) : f(n) <k-g(n).

Neékdy se také pise f = O(g) ¢ f(n) = O(g(n)). Uvedené zapisy ¢teme jako
,f patii do O(g)“ nebo ,,f je v O(g)“ nebo ,f je O(g)* apod. Rikédme také,
ze ,,f(n) roste fadové nejvyse jako g(n)“ apod.

Je-li tedy f(n) € O(g(n)), slouzi funkce g(n) jako uré¢ity horni odhad
(fadového rustu) funkce f(n). Jak vidime, neznamena to nutné, ze plati
Vn : f(n) < g(n). Mluvime zde o hornich odhadech v onom ,hrubém smyslu“,
odhadujeme pouze ,fadovy riast“, pfi némz zanedbavame presnou hodnotu
konstantnich faktort.

Kontrolni otdzka: Je vdm napf. jasné, ze 17n? € 0(0.0001n?) ?

Jists ano. Urcité totiz plati (3k € N)(Vn > 0) : 17n% < k- 0.0001n%. (Staci
vzit k > 170000.)

Pro¢ je ale v definici vlastné ono . .. (3ng € N)(Vn > ng) ... 7 (V nasem pred-
chozim pfikladu jsme tiSe brali ny = 0.) Chceme samoziejmé, aby pfi nasich
analjzach (odhadujicich ¥adovy riist sloZitosti) byla napf. funkce g(n) = n?
hornim odhadem pro funkci f(n) = n+ 1. OvSem jelikoz g(0) = 0, nepomiize
v tomto piipadé vynasobeni jakkoli velkou konstantou k ,prebiti“ f(0) = 1.

Poznamka: Jinymi slovy se da ¥ici, ze f(n) € O(g(n)) pravé tehdy, kdyz
pro (dostatecné velkou) konstantu k plati f(n) < k- g(n) pro skoro vSechna
n, tedy s pripadnym konec¢nym poctem vyjimek.

Jesté jinak lze f € O(g) vyjadrit takto: existuji konstanty ¢, d > 0 takové, ze

VneN: f(n)<c-g(n)+d.

(Rozmyslete si, ze uvedena vyjadfeni jsou opravdu ekvivalentni.)
Snadno si také uvédomime nasledujici ,tranzitivitu“:

Tvrzeni 8.4
Jestlize f € O(g) a g € O(h), tak f € O(h).
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V naSem konkrétnim piikladu u bubblesortu jsme odvodili Ty (n) < 17n? +
17n —6. Pfipomenme, Ze jsme uvazovali jen neprazdné vstupy, takze bychom
méli presnéji psat: Vn > 1: Ty (n) < 17n% + 17n — 6.

Poznamka: U jakéhokoli stroje M musi samoziejmé byt Th/(n) € N pro
v8echny velikosti [pfipustnych] vstupti n. Nékdy pii analyzach pracujeme
i s funkcemi, jejichz hodnoty jsou pro nékteré argumenty zaporné (napf.
17n2 + 17n — 6 pro n = 0) & necelé (napf. 0.5n, nz, nlog,n apod.). V
takovych pripadech tise predpokladame, ze zaporné hodnoty jsou nahrazeny
nulou a necelé hodnoty jsou zaokrouhlovany.

Odvodili jsme tedy Ty/(n) € O(17Tn? + 17n — 6). KdyZ se ale zamyslime,

Yevs

Kontrolni otdzka: Proc?

Stac¢i ukazat, ze 17Tn? + 17n — 6 € O(n?) a n* € O(17n* + 17n — 6). Mame
oviem 17n?+17n—6 < ¢;n? napf. pro ¢; = 34 an? < co(17n* +17n—6) +ds
napi. pro c; = 1 a ds = 6.

Kdyz si to promyslime, uvédomime si, ze pro ziskani odhadu typu Ty, (n) €
O(n?) jsme bubblesort jisté nemuseli fyzicky naprogramovat jako RAM —
kdyZ ndm nejde o pfesné hodnoty konstant (a tedy nerozliSujeme, zda urcity
usek algoritmu se da implementovat péti, padesati, ¢i péti sty instrukcemi
RAMu), dokéZeme vyuzitim nasi programétorské zkusenosti ¢asovou slozitost
odhadnout napft. jiz z pseudokédu.

(Promyslete si to!)

Podivejme se pofadnéji na to, jak jsme ukézali jistou ekvivalenci funkei 17n2+
17n—6 a n%. Vede nas to k zavedeni dalsiho znadeni a vyvozeni nasledujiciho
tvrzeni.

Definice 8.5
Zapis f € ©(g) (¢i f(n) € ©(g(n))) znamena, ze f € O(g) a g € O(f).

Znaceni O tedy vyjadiuje, ze prislusné funkce rostou ,fadové stejné rychle”.

Tvrzeni 8.6
Pro libovolny polynom agn® 4+ aq_1n? ' 4+ ... + ain + ag, kde ag > 0, plati:

agn® +agn®t+ ...+ an + ag € O(n?).
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Objevi-li se tedy pii nasich analyzach (fadového riistu slozitosti) polynom, je
v ném rozhodujici ¢len s nejvétsim exponentem. (P¥i vynasobeni dostateéné
velkou konstantou jisté ,pfebije“ vSechny ostatni ¢leny dohromady.)

Na&§ zaver z (hrubé) analyzy bubblesortu znél ,bubblesort je v O(n?), coz

bereme jako zkratku pro ,casova slozitost algoritmu bubblesort je v O(n?)“.
Piipomenime ale, ze O vyjadiuje horni odhad (fadového ristu slozitosti),
takze toto vyjadieni nevylucuje, Ze je mozné uvedeny horni odhad zlepsit.
Ve skutecénosti je oviem funkce n? pro bubblesort nejen hornim, ale i spodnim
(fddovym) odhadem, a miiZzeme tedy piesnéji iikat ,bubblesort je v ©(n?)*.

Kontrolni otdzka: Pro¢ se odvozeny horni odhad n? pro bubblesort nedé
zlepsit?

Zde je to celkem jednoduché: program bubblesort jsme primo uvedli tak, ze
provadi fadové n-krat jisty cyklus, v jehoz téle probiha ,primérné 7-krat*
jisty vnoreny cyklus. Takze napt. i pro jiz sefazenou vstupni posloupnost
délky n provede bubblesort fadové n? krokd. (To by se zasadné nezménilo,
ani kdybychom vzdy testovali, zda uz nemizeme skoncit, protoze k zadnému
prohozeni nedoslo. Napi. na opacné sefazenou posloupnost by zase bylo po-
tfeba fadové n? krokt, takze pro kazdé n existuje (alesponi jeden) vstup
velikosti n, pro néjz se vykona fadové n? kroki.)

Kontrolni otdzka: Umite ted odhadnout ¢asovou slozitost heapsortu?

Jisté neni problém z naseho dfive uvedeného popisu zjistit, ze ,heapsort
je v O(nlogn)“. Dalsim promyslenim bychom odvodili, Ze se odhad nedé
zlepsit, Ze tedy ,heapsort je v O(nlogn)“, ale jiz zjisténi horniho odhadu
O(nlogn) umoziuje zavér, ze ,heapsort je (pfinejmensim asymptoticky)
rychlejsi nez bubblesort*.

Je totiz ziejmé, Ze (nlogn) roste ,Fadové (striktné) pomaleji“ nez n*: Nejenze
n? je hornim odhadem pro (nlogn), tedy (nlogn) € O(n?), ale je to ,ostry*
horni odhad, protoze n? ¢ O(nlogn).

Kontrolni otdzka: Umite zdtvodnit, ze n® ¢ O(nlogn) ?
At vynésobime funkci (nlogn) jakoukoli konstantou, pro dostatecné velké

hodnoty n ji n? ,ptebije“. Pfesn&ji vyjadieno: (Vk)(Ing)(Vn > no)
knlogn < n?. (Zdivodnéte, pro¢ klogn < n pro dostatecns velka n.)

K vyjadfeni onoho ostrého horniho odhadu se také pouziva znaceni o (jedna
se 0 malé-o, na rozdil od velkého-O):
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Definice 8.7
Zapis f € o(g), ¢ f(n) € o(g(n)), znamena, ze
(Vk € N)(3ng € N)(Vn > ng) : k- f(n) < g(n).

Poznamka: D4 se také ukazat, ze f(n) € o(g(n)) se da ekvivalentné vyjadrit

jako
tim 1 .

n—0o0 ’)’1,)

Shriime si dosud definované zapisy (odhadi rustu funkci) spolu s jejich ne-
formalnim vyjadfenim:

e f€0O(g) .... froste nejvyse tak rychle jako g,
e f€o(g).... froste (striktné) pomaleji nez g,

o f€0O(g).... froste stejné rychle jako g.

Poznamka: Jesté jednou zdlraznéme, ze nase ,hrubé“ odhady se zabyvaji
asymptotickym chovanim (sloZitosti algoritmu), tedy chovanim pro ,velké“
hodnoty. Kdyz tedy napf. vime, ze algoritmus A ma slozitost O(nlogn) a
algoritmus B m4 slozitost ©(n?), tak to jesté neznamena, Ze je lepsi A pouzit
za vSech okolnosti. Konstanta skryta v uvedeném O(nlogn) muze byt totiz
mnohonésobné vétsi nez konstanta skrytd v ©(n?), coZ miiZe znamenat, Ze
pro ty vstupy (omezené velikosti), které néas u piislusného problému zajimaji,
je B jesté porad rychlejsi nez A. (To ale neni pfipad bubblesortu a heapsortu.)

Funkce, které se bézné objevuji v analyzach slozitosti algoritmi, jsou napf.

2

n, nlogn, n?, n3, 2", n!, n" apod.

Je ziejmé, ze funkce jsou zde usporadany podle rustu. Plati f;(n) € o( f;(n)),
je-li f; v seznamu vlevo od f;. Je ovSem velmi uzZite¢né provést si srovnani
hodnot téchto funkci pro konkrétni n, kterd se daji ocekavat jako velikosti
vstupi. (Zkuste si to provést!)

Znaceni: Bézné se uzivaji nasledujici nazvy:

e f(n) € ©(logn) .... logaritmickd funkce,
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n) .... linedrni funkce,

(

(n?) .... kvadratickd funkce,

(n®) pro né&jaké ¢ > 0 .... polynomidlni funkce,
(

") pro néjaké ¢ > 1 .... exponencidlni funkce.

Priklad: (ilustrujici rozdil v rastu nékterych funkei)

- pro funkci f(n) € ©(n) plati: pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota
f(n) taktéz vzroste zhruba na dvojnasobek.

- pro funkci f(n) € ©(n?) plati: pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota
f(n) vzroste zhruba na ¢tyinasobek.

- ovSem pro funkci f(n) € ©(2") plati: pokud n vzroste (pouze) o 1, tak
hodnota f(n) vzroste zhruba na dvojnésobek. To ilustruje obrovsky rozdil
mezi polynomialnimi a exponencialnimi funkcemi.

Jiz jsme fikali, ze funkci logn bézné rozumime log, n, tedy logaritmus pii
zékladu 2. Zminili jsme také, ze zéklad logaritmti v analyze slozitosti de
facto nehraje roli. Ted toto tvrzeni zpiesnime.

RESENY PRIKLAD 8.1: Pro konstanty a,b > 1 ukazte, ze log, n € O(log, n).

Reseni: Stadi si uvédomit, ze log, n = (log, b)(log, n).

Otazky:

OTAzkA 8.1: Co muzeme usoudit ze vztahu f(n) € O(g(n)) pro porovnani
hodnot f(10) a ¢g(10)7

OTAZKA 8.2: Muze v pfipadé f(n) € O(g(n)) platit Vn : f(n) > g(n) ?
OTAzKA 8.3: Muze v piipadé f(n) € o(g(n)) platit Vn : f(n) > g(n) ?

CVICENI 8.4: Uvazme problém secteni dvou (velmi velkych) dekadicky za-

psanych cisel. Jaka je velikost vstupu pro vstupni ¢isla 21, xo 7 (Staci fadovy

odhad.)

CVICENT 8.5: Prumér z danych n > 1 ¢isel spoc¢itame néasledujici funkei:
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PRUMER(X, n)
z 0.0
fori— 1ton
do z «— z + X[i]
return z/n

Urcete, kolik tato funkce PRUMER vykona aritmetickych operaci v zavislosti
na n.

CVICENT 8.6: Urcete, kolik prichodi vnitinim cyklem provede pro vstup n
nasledujici jednoduchy program.

ALc1(n)

fori—1tonx*n
do for j — 1to 1
do print “jeden prichod”

Je to ©(n?) nebo ©(n?) nebo O(n*)?

CVICENI 8.7: Udejte spravny asymptoticky vztah mezi funkcemi \/n a logn.

CVICENT 8.8: Ktera z téchto funkci roste nejrychleji?

a) 1000n  b)n-logn c¢)n-vn

CVICENI 8.9: Rozhodnéte, které z nasledujicich vztahtt mezi funkcemi pro-
ménné n jsou platné.

a) logn € O(y/n)
b) vn € O(n)
c) 2" € O(n")
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d) 2" € O(n'"*)
e) n! € O(2")

f) nlogn c O(n1024)

CVICENT 8.10: Sefadte nasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich ristu, od
nejpomalejsiho ristu po nejrychlejsi.

a) n++/n-logn

b) n-logn
c) v/n-log’n

CVICENT 8.11: Sefadte nasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich ristu, od
nejpomalejsiho ristu po nejrychlejsi.

CVICENT 8.12: Seradte nasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich ristu, od
nejpomalejsiho ristu po nejrychlejsi.

a) n/2005
b) v/n-3n

c) n+n-logn

CVICENT 8.13: Seradte nasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich ristu, od
nejpomalejsiho ristu po nejrychlejsi.
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Shrnuti: Ted uz bezpeéné ovlddame znaceni O(.), o(.), ©(.) a chdpeme jeho
vyznam: umoznuje stru¢né vyjadiovat informace ziskané z bézné analyzy slo-
zitosti algoritmi, pfi niz nemusime jit do prilisnych detailti popisu algoritmi
(a nemusime je popisovat na trovni instrukci RAMu. Mame dobrou pted-
stavu o markantnim rozdilu mezi polynomialnimi a exponencialnimi funkcemi
z hlediska jejich rastu. Zvladame rychle porovnavat bézné funkce vyskytujici
se v analyzach slozitosti.

8.3 Polynomialni algoritmy, tridy slozitosti,
trida PTIME

Orientac¢ni ¢as ke studiu této déasti: 2 hod.
Cile této casti:

V této casti si mate promyslet pojem ,slozitost problému“ a umét jej
definovat pomoci ,t¥id slozitosti“. Specidlné si mate uvédomit, proc
je tfida PTIME (obsahujici problémy feSitelné polynomidlnimi algo-
ritmy) brana jako aproximace ,prakticky zvladnutelnych problémi‘.
Mate si rovnéz promyslet piiklady konkrétnich problému z PTIME.

Klicova slova: polynomidlni algoritmus, tridy sloZitosti, trida PTIME, po-
lynomadlné ekvivalentni vypocetni modely, robustnost tridy PTIME
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Polynomialni algoritmy

Ze své praxe vSichni jisté zname fadu riznych algoritmi pro feseni problémii.
Kdyz bychom se podivali podrobnéji na ty, které jsou bézné pouzivany (jako
programy bézici na pocitacich), zjistili bychom, Ze se vét$inou jedna o algo-
ritmy s polynomidlni casovou slozZitosti; takovy algoritmus ma tedy slozitost
v O(n) pro néjakou konstantu c. Typicky je pfitom ¢ velmi malé; zkuSe-
nost ukazuje, ze kdyz se pro pfirozené definovany prakticky problém podafi
nalézt polynomidlni algoritmus (¢imz zkracené oznaCujeme algoritmus s po-
lynomiélni ¢asovou slozitosti), pak se vétsinou podafi nalézt i algoritmus se
slozitosti O(n®) ¢i lepsi.

Poznamka: Metodami, které zde nebudeme diskutovat, se da ukézat, Ze
pro libovolné ¢ existuje problém, ktery se neda fesit v ¢ase O(n°) (tedy algo-
ritmem s Casovou slozitosti O(n¢)), ale da se fesit v ¢ase O(n°™). Jedn4 se
ovsem o umeéle zkonstruované problémy pro ucel dikazu takového tvrzeni.
V praxi se neobjevuji problémy, pro néz bychom znali algoritmy s ¢asovou
slozitosti napt. O(n®), ale ne lepsi.

Problémy, pro néz existuji polynomidalni algoritmy se obecné povazuji za
(prakticky) zvlddnutelné problémy. Bohuzel je mnoho problémi z béZné praxe,
pro néz polynomialni algoritmy nejsou znamy ¢i se dokonce vi, ze takové al-
goritmy neexistuji. Po nasich zkusSenostech s riistem funkci vime, Zze mame-li
slozitost), nemtzeme doufat v jeho pouziti pro vétsi vstupy (protoZze bychom
se u nich ,nedozili konce vypoctu®).

Mame-li tedy problém k feSeni, prvni otazkou je, jestli jsme schopni pro néj
navrhnout (nebo nalézt v literatufe apod.) polynomidlni algoritmus. Az v
druhé fazi se pak zabyvame tim, zda se podaii navrhnout takovy algoritmus
se sloZitosti napt. O(n3) nebo O(n?) ¢ jesté lépe O(nlogn) ¢i tplné idealns
O(n).

Kontrolni otdzka: Pro¢ u standardniho praktického problému nemiizeme
doufat, Ze se ho podafi Tesit jesté lépe, tedy v case o(n) ?

(U ,norméalniho“ problému musi feSici algoritmus pfinejmensim precist
vstup, coz zabere ©(n) krokd.)

Ted si alespon vyjmenujeme nékolik problémt, pro které zndme polynomiélni
algoritmy (v O(n°) pro malé c).
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- t¥idéni

- vyhledavani (a vkladani apod.) v linearné ¢i stromové (grafové) implemen-
tovanych datovych strukturach

- aritmetické operace (nésobeni ¢ déleni [velkych] ¢isel apod.)

- ekvivalence (deterministickych) kone¢nych automati

- problém piislusnosti k bezkontextovému jazyku (vstup: bezkontextova gra-
matika G a slovo w; otazka: je w € L(G) ?7)

- problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu
- problém minimalni kostry v grafu

- dale specifikované problémy

NAzev: Vybér aktivit

VsTUP: MnozZina koneéné mnoha aktivit {1,2,...,n} s pevné uréenymi
(VIaSOVSfIIli interva’ly (Slafl)a (827f2)7 RS (Snafn)7 kde (\V/Z,l <1<
n):s; < fi

VYSTUP: Mnozina obsahujici nejvétsi mozny pocet vzdjemné kompatibil-
nich aktivit (tj. aktivit s vzadjemné se nepfekryvajicimi intervaly)

NAzEV: Optimalizace nasobeni tetézce matic
VsTUP: Posloupnost matic Ay, As, ..., A,.

VYSTUP: Plné uzévorkovany soucin A;As, ... A, tz. pfi pouziti standard-
niho algoritmu néasobeni matic se vykona miniméalni pocet skalar-
nich nasobeni.

NAzeEv: LCS (problém nejdelsi spolecné podposloupnosti)
VsTUP: Dvé posloupnosti v, w v néjaké abecedé .

VYsTuP: Nejdelsi spoleéné podposloupnost posloupnosti v, w.

Poznamka: Navrhnout polynomialni algoritmy neni pro nékteré z uve-
denych problému trividlni tkol. Vétsinou se ale pfimocare uplatni obecné
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postupy pouzivané pii navrhu efektivnich (tj. rychlych polynomialnich) al-
goritmi, jako jsou napft. pristupy ,rozdél a panuj“, tzv. dynamické progra-
movani, ,hltavy [greedy| pfistup“ (u nékterych optimaliza¢nich problémi),
apod.

Slozitost problémnii

Neptimo jsme pti nasi diskusi narazili na to, ze vedle ,slozitosti algoritmi“
se potfebujeme vyjadfovat i o ,slozitosti problému“. Intuitivné citime, ze
rizné problémy mohou byt rizné ,slozité“; co to ale je ona slozitost pro-
blémt? Vime-li napf. o algoritmu (tedy RAMu), ktery dany problém fesi a
m4 sloZitost ©(n?), je toto ©(n?®) jen uréitym hornim odhadem ,skutecéné*
slozitosti problému (miZzeme fici ,slozitost problému je nejvyse kubicka®).
Je napf. mozné, Ze nalezneme jiny algoritmus, ktery fesi nas problém a ktery
m4 slozitost O(n?); tim jsme nas dosud zndmy odhad zlepsili (vime pak uz,
ze ,slozitost problému je nejvyse kvadraticka“).

Na urceni horniho odhadu O(f(n)) slozitosti problému staci tedy pro dany
problém navrhnout algoritmus s ¢asovou slozitosti O(f(n)).

Yvvs

slozitosti problému, tedy napr. to, ze neexistuje algoritmus, ktery dany pro-
blém fesi v ¢ase o( f(n)) apod.

Jisté nas ted napadne, Ze slozitost problému bychom mohli definovat jako
slozitost ,,optimalniho“ algoritmu, ktery dany problém fesi. Pti exaktni de-
finici onoho pojmu ,optimalni“ ovSem vzniknou jisté komplikace. Proto se
pojem slozitosti problému nedefinuje pfimo, ale zavadéji se tzv. t¥idy slozi-
tosti, definované nize.

Definice 8.8
Pro funkci f : N — N rozumime tridou casové sloZitosti T (f), téz znacenou
7 (f(n)), mnoZinu téch problému, které jsou feseny RAMy s ¢asovou slozitosti

v O(f).

Tridou prostorové slozitosti S(f), téz S(f(n)), rozumime t¥idu téch pro-
blémii, které jsou feseny RAMy s prostorovou slozitosti v O(f).

Dilezita umluva: V predchozi definici a vSude, kde hovotfime o t¥idach slo-
zitosti vztahujicich se k RAMu jako k referen¢nimu modelu, mame vzdy pfi
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odkazu na slozitost RAMu na mysli logaritmickou miru, pokud neni uvedeno
jinak. Jde o to, aby takto definované ttidy slozitosti rozumné odpovidaly
realité.

Poznamka: Podobné bychom mohli zavést definice t¥id slozitosti i pro jiné
vypocetni modely (napf. pro Turingovy stroje). V takovém piipadé vSak
dostaneme jin€ tiidy slozitosti, proto je tieba vzdy uvést, k jakému vypocet-
nimu modelu se dané t¥idy slozitosti vztahuji.

Rekneme-li tedy napfiklad, ze problém P patii do 7 (n?) (taky se v této sou-
vislosti k4 ,,Casova slozitost P je v O(n?)* ¢i jesté struéngji ,P je v O(n?)*),
fikdme tim, Ze existuje algoritmus s nejvys kvadratickou casovou slozitosti,
ktery fesi problém P (pfesnéji feceno: existuje RAM s nejvys kvadratickou
¢asovou slozitosti v logaritmické mife, ktery fesi problém P).

Poznamka: Pripomenme, Ze pro prislusnost problému k dané tfidé slozitosti
je dilezity i zptisob kédovani vstupu (a ten je tedy nutno chapat jako soucést
definice problému).

Vsimnéme si, ze plati
PeT(f) N feO(g) = PeT(g)
Takze napt.

T(n) CT(n-logn) C T(n?) CT(n®) CT(2")

Trida PTIME
Uz jsme neptimo hovotili o tridé
PTIME = | 7(n*)
k=0

obsahujici vSechny problémy resitelné polynomialnimi algoritmy. Zminili jsme
také, proc se tiida PTIME povazuje za tiidu zvladnutelnych problemdi.
Ted jesté alespori zaznamenejme

robustnost tridy PTIME,
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coz znamena nezavislost na zvoleném (rozumném) referenénim modelu podi-
tact. Kdyz bychom totiz jako referencni model vzali napt. Turingovy stroje,
tfida PTIME by se nezménila.

Kontrolni otdazka: Jak byste pfimocare definovali, co je to casova slozitost
Ty Turingova stroje M 7

Podivame-li se totiz znovu na vzajemnou simulaci RAMu a Turingovych
stroji, kterou jsme diskutovali diive, zjistime mj., ze pocet krokt Turin-
gova stroje M’ simulujiccho RAM M je (jen) polynomiélné vétsi neZ po-
¢et kroku M; presnéji Feceno, pro casové slozitosti stroju M a M’ plati:
Tar(n) € O((Ty(n))€) pro (malé) pevné c. Rikdme také, ze RAMy a Turin-
govy stroje jsou polynomidlné ekvivalentni, neboli simuluji se navzajem s
nejvys polynomidlni ztratou®.

Mluvili jsme o tom, Ze PTIME je robustni z hlediska vSech ,rozumnjych“
referencnich modelti. Obecné se rozumnymi modely mysli ty, u nichz ana-
lyza algoritmi (v nich ,naprogramovanych®) dava realistické vysledky pro
praxi (alespoii na turovni nasi ,hrubé“ analyzy fadového rustu sloZitosti).
Technicky 1ze definovat jako rozumné ty modely, jez jsou polynomialné ekvi-
valentni modelu RAM (mysli se samoziejmé s logaritmickou mirou, jak bylo
dohodnuto v tmluvé za definici 8.8). V literatufe se ovSem casto v uvedené
definici ,rozumnosti“ odkazuje k historicky prvnimu modelu, tedy k Turin-
govym strojim.

Shrnuti: Piipomnéli jsme si, 7e zndme nejriiznéjsi polynomialni algo-
ritmy pouzivané v praxi a vime, ze otazka polynomialni slozitosti je vétsinou
prvni otazkou kladenou pii zvazovani feSeni konkrétniho problému. Rozu-
mime pojmu ,t¥ida slozitosti“ (jejimi prvky jsou problémy) a chapeme také
vlastnost robustnosti t¥idy PTIME vzhledem k referen¢nim vypocetnim mo-
deltim.

8.4 Nedeterministické polynomialni algo-
ritmy, trida NPTIME

Orientadni ¢as ke studiu této éasti: 2 hod.
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Cile této casti:

V této casti si mate dukladné promyslet pojem nedeterministického
polynomialniho algoritmu a definici tfidy NPTIME. Mate se také na-
ucit prokazovat prislusnost konkrétnich problémi k NPTIME.

Klicova slova: nedeterministicky polynomidlni algoritmus, trida NPTIME,
robustnost tridy NPTIME, trida coNP

Vzpomenme si na problém SAT:

NAzEvV: SAT (problém splnitelnosti booleovskijch formulr)
VsTUP: Booleovské formule v konjunktivni norméalni formé.

OTAZKA: Je dana formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pfi kterém je formule pravdiva)?

To je priklad problému, pro néjz se zatim nikomu nepodafrilo nalézt polyno-
mialni algoritmus ani prokazat, ze takovy algoritmus neexistuje.

Kontrolni otdzka: Navrhnete rychle (nejvys) exponencidlni algoritmus pro
SAT, tedy algoritmus se slozitosti O(2") 7

Jisté vas napadl algoritmus néasledujiciho typu:
Vstup: formule F' s proménnymi xq, xs, . . ., Ty,

Postup:

systematicky generuj vSechna pravdivostni ohodnoceni
val : {x1,z9,.. ., 2y} — {0,1}

a pro kazdé z nich ovét, zda F(xy,z,...,7,) je pii dosazeni
hodnot val(z;) za x; (i = 1,2,...,m) pravdiva; kdyz je pravdiva,
skonc¢i s odpovédi ANO.

(Kdyz jsi prosel vSech 2™ ohodnoceni a pro zadné nebyla formule pravdiva,
tak) skon¢i s odpovédi NE.
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Vsimnéme si, ze ovéfeni pravdivosti F' pro konkrétni ohodnoceni lze pro-
vést rychle, tj. polynomialné; dokonce v ¢ase O(n). Exponencialita algoritmu
spo¢iva v tom, Ze je exponencialné mnoho ptipadi (zde pravdivostnich ohod-
noceni), které algoritmus ovétuje.

Podobny jev miizeme pozorovat napt. u problému

NAzEV: IS (problém nezdvislé mnoZiny [Independent Set] (také nazgvany
problém anti-kliky [anti-clique]))

VsTup: Neorientovany graf G (o n vrcholech); ¢islo k& (k < n).

OTAzKA: Existuje v G nezavisla mnozina velikosti & (tj. mnozina k vrchold,
z nichz zddné dva nejsou spojeny hranou)?

(Jedna se o ANO/NE verzi optimaliza¢niho problému.)

Zde totiz muZzeme prochézet (generovat) vSechny k-prvkové podmnoziny
mnoziny vrcholt grafu G a u kazdé z nich rychle ovéfit, zda je nezéavisla.

Ukézalo se, ze mnoho pfirozenych (ANO/NE-verzi) praktickych problémd,
u nichz nezname polynomidlni algoritmus, ma podobnou vlastnost: ke kaz-
dému vstupu existuje (Ize generovat) hodné (presnéji O(2"")) ,potencialnich
feseni“, pricemz pro kazdé z nich se da rychle zjistit, zda se jedna o ,,skutecné
feseni“. V pripadé, Ze existuje alespon jedno ,skutecné feseni“, je odpovéd na
vstup problému ANO, v pfipadé, Ze ,skutecéné feSeni“ neexistuje, je odpovéd
NE.

To vedlo k zavedeni pojmu nedeterministického polynomidlniho algoritmu.
Pojem ,nedeterministicky algoritmus® néas po zkusenostech s nedeterministic-
kymi koneénymi automaty a nedeterministickymi zasobnikovymi automaty
jisté neptekvapi.

Kontrolni otdzka: Jak byste definovali nedeterministicky Turingtv stroj?

(Povolime prosté vice instrukei se stejnou levou stranou (g, a) — . ... Vypocti
pro jeden vstup tak miize byt vice.)

Na trovni vyssiho programovaciho jazyka si miizeme predstavit zavedeni
speciélni ptikazové konstrukce ,nedeterministického vybéru“: comy [| coms
znamend, Zze se nedeterministicky zvoli bud provedeni piikazu com; nebo
coms.

Uvedme priklad nedeterministického algoritmu pro problém SAT:
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vstup: formule F' s proménnymi x1, zo, ..., %,

r1:=0[ 21:=1
Ty:=0[ 2p:=1

T =01 2, =1

vyhodnof F(x1,zs,...,zy); kdyz 1 (true), vydej ANO, kdyz 0 (false), vydej
NE.

Vsimnéme si, ze kdyz je vstupni formule splnitelna, existuje alespon jeden
vypocet uvedeného nedeterministického algoritmu, ktery vydd ANO. Neni-li
formule splnitelna, pak kaZdy vypocet vyda NE. Mlzeme si predstavit, Ze
uspésny vypocet spociva v ,uhodnuti® skutecného reseni a jeho nésledném
ovéteni.

Tento nedeterministicky algoritmus tedy ,rozhoduje“ problém SAT, ve
smyslu nasledujici definice. (Tato definice nés po zkusenostech s definici pfi-
jimani slov nedeterministickymi konec¢nymi a zasobnikovymi automaty nijak
neptekvapi.)

Definice 8.9
Nedeterministicky algoritmus A ,rozhoduje ANO/NE problém* P, jestlize:

e Pro vstup problému P, na néjz je odpovéd ANO, alespori jeden vypocet
nedeterministického algoritmu A vydd ANO.

e Pro vstup problému P, na néjz je odpovéd NE, kaZdy vipocet nedeter-
ministického algoritmu A vydd NE.

(Pro tplnost mizeme dodat podminku, Ze kazdy vypocet skonéi vydanim
ANO nebo NE.)

V souvislosti s uvedenym nedeterministickym algoritmem pro SAT jsme také
zminili polynomialitu. Vztahuje se to samoziejmé ke slozitosti, kterou u ne-
deterministickych algoritmi pro kazdy vstup urcuje nejdelsi mozny vypocet.
(Cili zase pouzivame piistup ,podle nejhorsiho piipadu“.)

Definice 8.10

Casovou slozitosti nedeterministického algoritmu A (implementovaného ve
zvoleném nedeterministickém referenénim modelu) rozumime funkci 7T} :
N — N, kde T'4(n) je délkou nejdelsiho vypoctu A pro vstup velikosti n.
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Nedeterministicky algoritmus nazveme polynomidlni, jestlize jeho casova slo-
zitost je O(n®) pro né&jaké c.

T¥ida
NPTIME

je t¥idou vSech ANO/NE problémi, které jsou rozhodovany nedeterministic-
kymi polynomialnimi algoritmy.

Poznamka: Ani jsme se explicitné nezminovali, ke kterému referenénimu
modelu se odvolavame, kdyz hovofime o slozitosti nedeterministickych algo-
ritm. To ovSem nevadi, protoze NPTIME ma stejnou vlastnost robustnosti,
o niz jsme hovorili u PTIME.

Kontrolni otdzka: Umite prokazat prislusnost problému IS (nezavisla mno-
zina) k NPTIME?

(Algoritmus nejprve (sérii nedeterministickych vybéra) zvoli k vrcholu z grafu
G a poté ovéri, zda tyto vrcholy tvoii nezavislou mnozinu.)

Uvedme si ted piiklady problémi, které jsou v NPTIME, spolu s ndznakem
myslenek prislusnych algoritmi.

NAzEV: SloZenost ¢isla
VsTuP: Pfirozené &islo £.

OTAZKA: Je &islo ¢ slozené?

Algoritmus nedeterministicky zvoli ¢islo x takové, ze 1 < x < £, a poté oveéri,
zda ¢ mod z = 0. Tj. algoritmus nedeterministicky hada netrivialni délitel
¢isla ¢.

NAzev: CG (Barveni grafu)
VsTUP: Neorientovany graf G a ¢islo k.

OTAZKA: Je mozné graf G obarvit k barvami (tj. existuje piifazeni ba-
rev vrcholim tak, aby zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou)?



258 Kapitola 8. Uvod do teorie slozitosti

V tomto piipadé algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli pfitazeni barev
jednotlivym vrcholiim a poté ovéri, zda se jedna o korektni obarveni.

NAzZEV: Isomorfismus grafi
Vstup: Dva neorientované grafy G a H.

OTAzZKA: Jsou grafy G a H izomorfni?

Algoritmus nedeterministicky zvoli bijekci mezi vrcholy zadanych grafi a
ovéri, zda se jedna o izomorfimus.

NAzev: HK (problém hamiltonovské kruznice)
VsTup: Neorientovany graf G.

OTAzZKA: Existuje v G hamiltonovskd kruznice (tj. uzaviena cesta, pro-
chazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Algoritmus nedeterministicky zvoli mnozinu k& hran, kde k je pocet vrcholi
GG, a pak ovéri, zda se jedna o kruznici, kde kazdy vrchol je navstiven pravé
jednou.

Podobné se prokaze prislusnost k NPTIME u néasledujiciho problému.

NAzev: HC (problém hamiltonovského cyklu)
VsTUuP: Orientovany graf G.

OTAzZKA: Existuje v G hamiltonovsky cyklus (tj. uzaviena cesta, procha-
zejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

NAzEV: Subset-Sum
VSTUP: Mnozina pfirozenych ¢isel M = {z1, z,, ..., x,} a pfirozené ¢islo s.

OTAZKA: Existuje podmnozina mnoziny M, pro niz soucet jejich prvki je
roven s?

Algoritmus nedeterministicky zvoli podmnozinu mnoziny M a ovéri, zda sou-
¢et Cisel v této podmnoziné je s.
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Otazky:

OTAZKA 8.14: Pro¢ se v definici t¥idy NP (to je zkratka pro NPTIME) ome-
zujeme jen na rozhodovaci (tedy ANO/NE) problémy?

OTAZKA 8.15: Je pravda, ze kdyz ANO/NE-problém P patii do PTIME, tak
doplitkovy problém P také patif do PTIME?

OTAzKA 8.16: Plyne z definice NPTIME, Ze kdyz ANO/NE-problém P patii
do NPTIME, tak doplikovy problém P také patii do NPTIME?

Poznamka: Dopliikové problémy k problémim z NP tvoii (dudlni) t¥idu,
kterd se oznacuje coNP. (Vypada to, Ze se jedné o ruzné ttidy, ale dokazano
to neni.)

Shrnuti: Ujasnili jsme si pojem nedeterministického polynomialniho algo-
ritmu; nedeterminismus ndm nedélal velké potize diky predchozim znalostem
nedeterministickych automati. Umime také rozpoznavat prislusnost jednot-
livych problémt k NPTIME.

8.5 Polynomialni preveditelnost, NP-uplné
problémy
Orientacni ¢as ke studiu této ¢asti: 2 hod.
Cile této casti:
Mate porozumét definici polynomialni preveditelnosti mezi problémy,
definici NP-uplnych problému a zptsobu prokazovani NP-obtiZnosti
problémt. Mate pochopit specifikace konkrétnich NP-tplnych pro-

blémi.

Kli¢ova slova: polynomidlni preveditelnost, NP-tézké a NP-uplné problémy,
Cookova véta
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Je PTIME =NPTIME?

Kontrolni otdzka: Je vam jasné, ze PTIME C NPTIME?

(Jisté ano. Je ndm jasné, Ze technicky vzato je deterministicky algoritmus
specialnim pfipadem nedeterministického, jen prosté nevyuziva nedetermi-
nisticky vybér.)

Otéazka, zda je uvedena inkluze vlastni, tj. zda PTIME C NPTIME nebo zda
PTIME = NPTIME, je jednim z nejvétsich otevienych problémt teoretické
informatiky (i matematiky obecné).

Vétsina odbornikt se priklani k prvni moznosti, tj. Ze existuji problémy v
NPTIME, které neni mozné rozhodovat deterministickymi polynomialnimi
algoritmy; dosud se to vSak nepodarilo dokazat.

Kdyz se v praxi zacaly objevovat problémy, o nichz se gzjistilo, ze jsou v
NPTIME, ale nikdo o nich neumél zjistit, zda jsou v PTIME, inspirovalo to si-
roky vyzkum v této oblasti. Jedno z vyusténi tohoto zkouméani bylo zavedeni

Vv

NPTIME“.

K uvedeni definice nejdiive potfebujeme pojem polynomidlni preveditelnosti
mezi problémy. Je to specidlni pripad algoritmické preveditelnosti (jak ji
zname z tvodu do teorie vy¢islitelnosti); pozadujeme jen navic, aby pte-
vadéjici algoritmus byl polynomialni.

Polynomialni preveditelnost

Definice 8.11
Méjme ANO/NE problémy Py, P,. Rekneme, Ze problém P; je polynomidiné
preveditelny na problém Ps, coz oznacujeme

P1<]P2,

jestlize existuje (prevadéjici) polynomidlni algoritmus A, ktery pro libovolny
vstup w problému P; sestroji vstup problému Ps, oznacme jej A(w), pfi¢emz
plati, Zze odpovéd na otazku problému P; pro vstup w je ANO pravé tehdy,
kdyz odpovéd na otézku problému P, pro vstup A(w) je ANO.

Kontrolni otdzka: Umite ukazat tranzitivitu relace <, tedy, ze z P, < P, < P3
plyne P, < P3 ?
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Zakladem je uvédomit si, ze v polynomialnim ¢ase vyrobi prevadéjici algorit-
mus vystup (jen) polynomiélni velikosti a Ze slozeni dvou polynomu je zase
polynom (byt vyssiho stupné). Kdyz tedy P; < P, diky algoritmu A; se slozi-
tosti O(n') a Py< P3 diky algoritmu A, se slozitosti O(n®) tak (sekvenénim)
spojenim algoritmi A;, Ay vznikne algoritmus A se slozitosti O(n?), ktery
prokazuje P; < Ps.

NP-uplnost

Definice 8.12

Problém () nazveme NP-tézZkym, pokud kazdy problém ve tiidé NP lze na
problém () polynomiélné prevést, tedy pokud plati VP € NPTIME : P < Q.
Problém @) nazveme NP-uplnym, pokud je NP-tézky a nalezi do tridy NP.

Z této definice je ziejmé, ze pokud bychom nalezli (deterministicky) polyno-
miélni algoritmus rozhodujici néktery (kterykoliv) NP-tézky problém, zname-
nalo by to, Ze existuje (deterministicky) polynomiélni algoritmus pro kazdy
problém v NP, tedy ze PTIME =NPTIME. Proto neni radno se pokouset o na-
lezeni polynomialniho algoritmu pro problém, o kterém se vi, ze je NP-tézky.
Zatim se takova véc nepodafila ani tém nejchytiejsim vyzkumnikim.

O tom, jak se prokazuje prislusnost k NPTIME, jiz vime. Jak se ale prokazuje
NP-obtiznost konkrétnich problémt? Podobné jako v piipadé nerozhodnutel-
nosti. Tam se ukazal jako zakladni nerozhodnutelny problém ,halting pro-
blem“ HP (¢i DHP) a nerozhodnutelnost dalsich se ukazuje hlavné pomoci
(algoritmické) preveditelnosti.

Cook (1971) ukazal ,zakladni NP-tézky problém*, ktery je ovSem také v NP
a je tedy NP-uplny:

Véta 8.13 (Cook)
Problém SAT je NP-tiplny.

Déle uz slouzi polynomialni preveditelnost:

Tvrzent 8.14
Jestlize Py < Py a Py je NP-tézky, pak P, je rovnéz NP-tézky; kdyz je navic
P, v NPTIME, je NP-iiplny.

Upozornéni na animaci.
Na web-strance pfedmétu najdete napf. animaci prokazujici SAT < IS. (Ve
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skutecnosti je tam ukazano 3-SAT < IS, kde 3-SAT je verze problému SAT,
ktera je také NP-uplnd, jak se jesté zminime pozdéji.)

Dusledek: Problém IS je NP-tplny.
Bez ditikazi jen zaznamename NP-tuplnost dalSich problémii.

Tvrzent 8.15
Problémy CG, HK, HC, Subset-Sum jsou NP-tiplné.

Poznamenejme, ze o problému ,Slozenost ¢isla“ se od r. 2002 vi, Ze je v
PTIME (coz se spi§ formuluje pro dopliikovy problém: prvociselnost je v
PTIME). O problému ,Izomorfismus grafi“ se nevi, zda je v PTIME, ale
ani se nevi, zda je NP-tuplny.

Uvedme jesté nékolik prikladi NP-uplnych problémii.

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujicitho (ANO/NE verze))

VSTUP: mnozina ,mést {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i =
1,2,...,71, j = 1,2,...,71), kde d“ =0a di]’ = dﬂ, dale ¢islo ¢
(,,limit“).

OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouha nejvyse /, tj. existuje permutace
(il, ig, c. ,Zn) mnoéiny {1, 2, c. ,n} tz. d(’il,’ig) + d(ig,iy,) + ...+
A(ip_1,1p) + d(iy,11) < 07

NAzEV: 3-SAT (problém SAT s omezenim na 3 literdly)

Vstup: Booleovskéd formule v konjunktivni normalni formé, kde v kazdé
klauzuli (tj. v kazdém konjunktu) jsou pravé 3 literaly (literal je
bud proménna nebo jeji negace).

OTAZKA: Je dand formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni
proménnych, pfi kterém je formule pravdiva)?

NAzev: 3-CG (problém barveni grafu tremi barvamsi)
Vstup: Neorientovany graf G = (V, F).

OTAZKA: Lze G obarvit tfemi barvami, tzn. existuje zobrazeni ¢ : V —
{coly, coly, cols} takové, ze V{vi,ve} € E : c(v1) # c(vq)?
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Poznamka: Problém 3-SAT je specidlnim piipadem obecnéjsiho problému
SAT a podobné 3-CG je specidlnim ptipadem problému CG. Ukazuje se, ze
tyto problémy ztistavaji NP-tplné, i kdyz se omezime jen na instance urci-
tého konkrétniho typu. To mtize byt vyhodné pii hleddni vhodnych redukeci
(tj. preveditelnosti) pfi dokazovani NP-obtiznosti dalsich problémt. Zejména
problém 3-SAT je k tomuto ucelu ¢asto vyuzivan.

NAzgev: ILP (problém celociselného linedrniho programovdni)

VsTUP: Matice A typu m X n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz
prvky jsou cela cisla.

OTAZKA: Existuje celoc¢iselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b?

Jedna se rovnéz o NP-uplny problém. Snadno se ukaze, ze je NP-tézky
(napt. prevodem 3-SAT < ILP), ale na rozdil od dfive uvedenych problému
pokud Feseni nerovnosti Ax > b existuje, existuje i feSeni , dostatecné malé®
— jeho zapis je polynomidlni vzhledem k zapisu A a b; TeSeni se tedy da
v polynomialnim c¢ase ,uhodnout® a oveérit.

CVICENI 8.17: KdyZ chceme napt. ukéazat, ze ISSHC, pomoci (pfevadéjiciho)

algoritmu A, co musi A konkrétné spliovat?

CVICENI 8.18: Promyslete si pfedchozi otazku pro dalsi dvojice diive uve-
denych problémii.

Shrnuti: Perfektné jsme si promysleli polynomialni pfeveditelnost mezi
problémy, a jeji vyuziti v definici a prokazovani NP-obtiZnosti (a NP-
uplnosti). Zname dobie piiklady NP-tplnych problému.
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Kapitola 9

Uvod do teorie slozitosti -
rozsirujici cast

Orientacni ¢as ke studiu této éasti: 1 hod.

Cile kapitoly:

Cilem je ptidat né€kolik poznatkt k slozitosti problému.

Klicova slova: trida PSPACE, Savitchova véta (implikujici PSPACE
=NPSPACE), PSPACE-ipiné problémy, problém kvantifikovanych booleov-
skych formuli (QBF), dokazatelné nezvlddnutelné problémy, EXPSPACE-
uplné problémy, superexponencidlni problémy (napt. rozhodovdni pravdivosti
v Presburgerové aritmetice)

Trida PSPACE

Pfedmétem naseho prvoradého zajmu je casovd slozitost algoritmi a pro-
blémt. Uz v pripadé konkrétnich algoritmt a problémti ovSsem mtze mit
dobry smysl zkoumat také prostorovou (neboli pamétovou) slozitost a
specidlné vztah Casové a prostorové slozitosti (dany algoritmus mize jit
napt. zrychlit jen za cenu zvySeni pamétové naro¢nosti a naopak).
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Zkoumaji se samoziejmé i tiidy problémi vymezené prostorovou slozi-
tosti. Ctenaf si jisté snadno doplni definice tiid PSPACE (= (J;»,S(n"))
a NPSPACE a vsimne si zfejmé inkluze PSPACE C NPSPACE. Pro tyto tiidy
se ovSem vi, Ze plati i inkluze obracena (a je tedy PSPACE = NPSPACE); to
ihned plyne z nésledujici véty (jen poznamenejme, Ze véta plati obecnéji—pro
nase ucely vSak postacuje uvedené znéni):

Véta 9.1 (Savitch, 1970)

Je-1i problém P rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem s pro-

storovou slozitosti O(n*), pak je také rozhodovan deterministickym Turingo-
vym strojem s prostorovou slozitosti O(n?¥).

Vsimnéme si, Ze pro libovolnou funkei f je 7(f(n)) C S(f(n)) (napt. Tu-
ringliv stroj ocividné navstivi pri vypoctu nejvyse tolik policek, kolik udéla
krokt). Mél by ted uz byt zfejmy vztah

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

Ptes velké usili védecké komunity, nemiizeme dosud vyloucit nejen moznost
PTIME = NPTIME, ale dokonce ani PTIME = PSPACE, byt se tyto moznosti
jevi velmi ,nepravdépodobnymi®.

Podobné jako u NP-tplnosti, 1ze definovat tzv. PSPACE-tplné problémy; de-
finici napiseme obecnéji:

Definice 9.2
O problému P fekneme, ze je C-tezky, kde C je n€jaka tiida problémii, jestlize
pro kazdy P’ € C plati P’ < P. Je-li navic P € C, tikame, ze P je C-uplny.

Znamym piikladem PSPACE-tuplného problému je problém

NAzev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovangch booleovskych formuli)

Vstup: formule (3x1) (Vo) (3xs) (Vay) . . . (xon_1)(Vae, ) F (21, 29, . . ., Topn),
kde F(xi,xs,...,Ts,) je booleovska formule v konjunktivni nor-
malni formé.

OTAZKA: je dand formule pravdiva?

(Jako u vSech uvazovanych problémt, napiste si hned nékolik pozitivnich a
negativnich instanci! Napt. (Jz1) (V) (x1 V), (z1) (Vo) (Fz3) (Vay) (xeAxs)
[kterd z nich je pozitivni?].)
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Poznamka: Problém QBF je nékdy oznacovan i zkratkou Q-SAT pro zdi-
raznéni vztahu k problému SAT.

Pravidelné stiidani existenc¢nich a univerzalnich kvantifikatortt samoziejmé
neni nutné; kazda plné kvantifikovana formule se ovsem da ptevést do uve-
dené formy (tfeba za cenu ,nadbyteénych® proménnych, jak jsme méli i v
nasem piikladu formule (3x;)(Vao)(3xs)(Vas)(xe A 3), kterd je samoziejmeé
ekvivalentni formuli (Vo) (3x3) (22 A x3)).

QBF casto slouzi jako jakysi vychozi PSPACE-uplny problém. PSPACE-
uplnost (¢i PSPACE-obtiznost) dalsich problému se pak dokazuje vyuzitim
polynomidlni preveditelnosti, jak to znadme u tridy NP.

Zaznamenejme alespon, ze

problém ekvivalence nedeterministickych koneénych automatu (a
podobné problém ekvivalence regularnich vyrazi)

je PSPACE-uplny problém.

Poznamka: Pripomenme si, Ze pro zjisténi ekvivalence deterministickych
konec¢nych automatti zname polynomialni algoritmus; pfi pfevodu nedetermi-
nistického automatu na deterministicky se ovsem obecné nemtizeme vyhnout
exponencialnimu nartstu poctu stavi.

Dokazatelné nezvladnutelné problémy

Jestlize prokazeme NP-obtiznost ¢i PSPACE-obtiznost néjakého problému,
fikdme, Ze je prakticky nezvladnutelny (intractable). Je totiz jasné, Zze
navrhneme-li algoritmus, ktery fesi (pfesné ten) dany problém, a neobjevime-
li pfitom genialni ,trik“, na ktery dosud nikdo nepfisel, bude mit algorit-
Obecné pouzivat algoritmus (resp. odpovidajici program) budeme moci jen
na velmi mald vstupni data. Teoreticky ovSsem porad jesté moznost rychlého
algoritmu (zalozeného na ,genidlnim triku“) existuje.

Poznamka: Samoziejmé je mozné, Ze exponencialni algoritmus ve skutec-
nosti chceme pouzit jen na mald data, anebo ho tfeba pouzivame na data,
pfi nichZ se neprojevi ona (worst case) exponencidlni slozitost. V tomto
smyslu prakticka nezvladnutelnost (obecného) problému jesté neznamena, ze
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ho v praxi nemuze pocitacovy program Uspésné feSit v pro nas zajimavych
ptipadech. (Existuji i jiné moznosti, jak v praxi uspésné Fesit i ,nezvladnu-
telny“ problém. Zminime se o tom v partiich o aproximac¢nich a pravdépo-
dobnostnich algoritmech.)

Zndme ovSem i tzv. dokazatelné nezvlddnutelné problémy (provably in-
tractable problems), tj. ty, u nichz mame dokdzdno, Ze pro né neexistuji
polynomialni algoritmy. Definujeme-li napt. t¥idy

EXPTIME = | J7(2"),  EXPSPACE = | JS(2")
k=0

k=0

pak EXPTIME-tézky ¢i EXPSPACE-tézky problém je takovym dokazatelné
nezvladnutelnym problémem.

D4 se totiz ukazat, ze inkluze PTIME C EXPTIME, PSPACE ¢ EXPSPACE
jsou skute¢né vlastni (tzn., Ze neplati rovnost). (My to zde ale dokazovat
nebudeme.)

Napft. nasledujici problém je EXPSPACE-uplny:

NAzEV: RE? (ekvivalence reguldrnich vyrazii s mocnénim)

VsTup: dva regularni vyrazy, v nichz je mozné pouzit mocnéni (tzn. je
mozno psat a? misto a - a).

OTAZKA: reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk?

Pfipometime, Ze stejny problém pro standardni regularni vyrazy (bez moc-
néni) je PSPACE-tplny. (Vime, Ze slozitost je funkei velikosti vstupu; moc-
néni v regularnich vyrazech umoziuje exponencialné zkratit zapis nékterych
dlouhych standardnich vyrazi.)

Existuji samoziejmé i dokazatelné tézsi (superexponencidlni) problémy. Ilu-
strujme je prikladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani prav-
divosti formuli teorie s¢iténi).



269

NAzev: ThAdd (problém pravdivosti teorie scitdni)

Vstup: formule jazyka 1. fadu uzivajici jediny ,nelogicky* symbol — ter-
narni (tj. 3-arni) predikdtovy symbol PLUS (PLUS(x,y,z) <
TH+y=2).

OTAZKA: je danad formule pravdivd pro mnozinu N = {0,1,2,...}, kde
PLUS(a,b,c) je interpretovano jako a + b = ¢?

Zde vibec neni zfejmé, Ze existuje algoritmus, ktery dany problém fesi.
Presburger ukazal takovy algoritmus ve 20. létech 20. stoleti (jednim z cili
tzv. Hilbertova programu bylo ukazat podobny algoritmus i s pripusténim
predikatu pro nasobeni — nemoznost feseni tohoto tkolu ukazal pozdéji Go-
del). Mnohem pozdéji bylo ukazano, Ze kazdy algoritmus, FesSici problém
ThAdd m4 slozitost minimalné 22",

Presburger ukazal algoritmus vyuzitim tzv. metody eliminace kvantifikator.
Elegantni dikaz umoznuji také vysledky, které zname z teorie konec¢nych
automat.

Véta 9.3
Existuje algoritmus rozhodujici problém ThAdd.

Dukaz: (Idea.) (Pro hloubavé ¢tenare.) Predstavme si t¥istopou pasku, kde
v kazdé stopé je Tetézec nul a jednicek, tj. binarni zapis ¢isla. Na pasku sa-
moziejmé miizeme hledét jako na jednostopou s tim, ze povolené symboly
abecedy jsou usporadané trojice nul a jednicek. Snadno nahlédneme, ze exis-
tuje konecny automat, ktery prijima prave ta slova v ,abecedé trojic“, ktera
maji tu vlastnost, ze soucet Cisla v prvni stopé s cislem v druhé stopé je
roven Cislu ve tieti stopé. Ihned je to jasné pii ¢teni odzadu; pak si staci
pripomenout, ze regularni jazyky jsou uzavieny na zrcadlovy obraz.

7 dalsich uzavérovych vlastnosti snadno vyvodime, ze pro libovolnou formuli
F(x1,22,...,7,) jazyka ThAdd kterd neobsahuje kvantifikatory, lze zkon-
struovat kon. automat Ar prijimajici pravé binarni zapisy téch n-tic ¢isel
(na n-stopé péasce), pro které je F (1, xs, ..., x,) pravdiva.

Pro formuli (3z,)F(x1,22,...,2,) je mozné zkonstruovat automat,
ktery piijimd pravé binarni zapisy téch (n—1)-tic ¢isel (dosazenych za
x1,Ta,...,Tp 1), pro které je (3x,)F(x1,x2, ..., x,) pravdivd: automat pra-
cuje na (n—1)-stopé pasce, ale simuluje Az tak, Ze obsah n-té stopy nedeter-
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ministicky had4! (Pak ho samoziejmé lze prevést na ekvivalentni determinis-
ticky automat.)

Jelikoz (Vx,)F(x1,x2,...,2,) je ekvivalentni —(3x,)~F (21, 2o, ..., T,), na-
¢rtli jsme takto postup, ktery k formuli jazyka ThAdd v prenexni formé
postupnou aplikaci zminénych konstrukci sestroji konecny automat, ktery
pfijme prazdné slovo (neboli néjakou ,,posloupnost 0-tic*) pravé tehdy, kdyz
vychozi formule je pravdiva. O



Kapitola 10

Dalsi partie teorie a praxe
algoritmul (rozsir. ¢ast)

Poznamka: Tato kapitola muze slouzit jako urcity impuls k pokrodilej-
Simu rozsifujicimu (samo)studiu. Je jiz zpracovana ,méné interaktivné“, bez
kontrolnich otazek apod. Prvni sekce jesté dopliuje dfive diskutovanou syn-
taktickou analyzu postavenou na bezkontextovych gramatikach ilustraci jed-
noduchého ptekladu. Druha sekce se vice vénuje obecnym metodam navrhu
polynomidlnich algoritmi, o nichz jsme se diive jen letmo zminili. Dalsi sekce
se pak vénuji problematice aproximacnich, pravdépodobnostnich, paralelnich
a distribuovanych algoritmii; mj. je téz objasnéna podstata Sifrovani s verej-
nym klicem (metoda RSA).

10.1 TIlustrace jednoduchého prekladu

Ptipomenme, ze tlohou syntaktické analyzy v prekladacich je rozpoznat, zda
zadévany program (tj. zadavana posloupnost znaki) je skutené programem,
tj. zda je (syntakticky) spravné utvoren. Nestaci ale jen odpovéd Ano/Ne.
V kladném piipadé je pouzivanym vystupem napf. derivaéni strom (resp.
jeho vhodna reprezentace), jenz slouzi jako vstup pro dalsi faze prekladace.

[ustrujme si ted kompletni pieklad jednoduchych pfifazovacich piikazi typu
V = E, kde V je identifikdtor proménné typu real a E je aritmeticky vy-
raz vytvoreny z identifikdtorl proménnych a zapisi cisel typu real pomoci
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operatortu +, x a pomoci zavorek. Takovym piikazem je napf.
Zisk = (Cena + Dan) % 0.12 (10.1)

Vsimnéme si, ze vSechny takové piikazy lze generovat bezkontextovou gra-
matikou G ve tvaru

S — (id) :=F
E-— E+E|ExE|(E)|(id)

(kde {S,E} je mnozina netermindld, S pocatetni netermindl a {:=
,+,%,(,), (id) } mnozina terminéla ) za predpokladu, Ze kazdy vyskyt termi-
nélu (id) bude nahrazen konkrétnim identifikdtorem proménné nebo zapisem
¢isla typu real.

Chceme navrhnout algoritmus, ktery libovolny zminény pfitazovaci piikaz
prelozi do asembleru stroje s jedinym pracovnim registrem, zvanym akumu-
lator (ACC), s paméti tvofenou posloupnosti (adresovanych) bunék a s na-
sledujicim instrukénim repertoarem:

Instrukce Efekt

LOAD m c¢(m) - ACC

STORE m | ¢c(ACC) —m

ADD m c(ACC) + ¢(m) — ACC
MPY m c(ACC) % ¢(m) — ACC
LOAD =m | m — ACC

ADD =m | ¢(ACC)+m — ACC
MPY =m | ¢(ACC)*m — ACC

K vysvétleni snad staci nasledujici poznamky:

e napt. ¢(m) — ACC znamend, Ze obsah pamétové butiky m (tedy buriky
s adresou m) se zkopiruje do akumulatoru

e vyraz = m znamena piimo numerickou hodnotu m

e predpokladame, ze ADD a MPY jsou ,floating-point* operace

Prace prekladace se da rozdélit zhruba do nésledujicich fazi:
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o lexikdlni analyza, kdy se ve zpracovavaném zdrojovém textu (tj. ve
vstupnim Fetézci) zjisti tzv. lexikalni jednotky (napi. identifikatory, za-
pisy ¢isel, znaky +, %, := apod.),

o syntaktickd analyza, kdy se zjisti syntakticka struktura Ttetézce
predzpracovaného lexikalni analyzou,

e generovani kodu, kdy se s vyuzitim zjisténé syntaktické struktury vy-
tvari cilovy kéd (tj. preklad vstupniho fetézce).

(V redlném piipadé se tyto faze ruzné prolinaji, jsou doplnény o dalsi faze —
napi. o optimalizaci kédu, zotaveni z chyb apod.; ale to neni pro nas priklad
podstatné).

Vysledkem lexikalni analyzy vstupniho Fetézce (10.1) by mohl byt Fetézec
(id)1 == ({id)2 + (id)3) * (id)4 (10.2)

zdroven s tabulkou TAB:

Pot. cislo | Identifikator | Informace
1 Zisk prom. real
2 Cena prom. real
3 Dan prom. real
4 0.12 konst. real

Vysledkem syntaktické analyzy pro fetézec (10.2) by mohl byt (derivacni)
strom na obrazku 10.1, ve kterém cislo v ohodnoceni vnitinich uzli udava
maximalni vzdalenost k listu.

(Derivaéni strom podle G by mél 7 vnitinich uzli. Zde predpokladdme, ze
»zbytecné® uzly byly vyhozeny, takze vysledny strom ma jen 3 vnitini uzly;
naprt. zavorky jsou potfeba k spravnému vytvoreni stromu, ale pro dalsi ticely
nejsou potiebné).

Poznamka: Nezabyvame se zde tim, jak konkrétné k derivacnimu stromu
dospéjeme; ¢tenatre by ale mélo napadnout, Ze to 1ze udélat vhodnym algorit-
mem zalozenym na zasobnikovém automatu. Také si vzpomernime na diskusi
ulohy jednoznacnosti prislusné gramatiky; rovnéz tento problém bychom mu-
seli v nasem pripadé néjak resit.

Vysledny kéd lze ze sestrojeného stromu sestavit pomoci nasledujicich pra-
videl, ktera kazdému vnitinimu uzlu v piitazuji Cod(u):
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S, 3]
(£, 2]
E
| E,1 |
o
(id), = ( Uds +  lid)s ) o« (id)4

Obrazek 10.1: Vystup syntaktické analyzy

e uzel u je ohodnocen (id);: jestlize i-t4 polozka v tabulce TAB je pro-
ménnd typu real, pak Cod(u) je piislusny identifikdtor (napf. je-li u
ohodnocen (id);, je Cod(u) Tetézec ‘Zisk’); jestlize i-ta4 polozka v ta-
bulce TAB je konstanta (typu real), pak Cod(u) je ptislusny zapis
Cisla pfedchazeny znakem = (napf. je-li u ohodnocen (id)4, je Cod(u)
fetézec ‘= 0.127)

e je-li uzel u ohodnocen nékterym ze symboli =+, x pak Cod(u) je
prazdny fetézec

e uzel u je ohodnocen [S,n] a ma nasledniky wuy, us, ug: Cod(u) je pak
‘LOAD’ Cod(us) ‘; STORE’ Cod(uy)

e uzel u je ohodnocen [E,n] a mé néasledniky wq, us, us: pak

— jestlize usy je ohodnocen +, Cod(u) je
Cod(ug) ; STORE $'n ‘; LOAD’ Cod(u;) 5 ADD $'n
— jestliZe uy je ohodnocen *, Cod(u) je

Cod(us) ; STORE $'n ‘; LOAD’ Cod(uy) ‘s MPY $'n

Napf. kéd pfislusny k uzlu ohodnocenému [E, 1] je
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Dan ; STORE $1 ; LOAD Cena ; ADD $1

Kéd prislusny k uzlu ohodnocenému [S, 3] (tedy kyZeny program v asem-
bleru) je

LOAD = 0.12 ;
STORE $2 ;
LOAD Dan ;
STORE $1 ;
LOAD Cena ;
ADD $1 ;
MPY $2 ;
STORE Zisk

10.2 Obecné metody navrhu algoritmt

V této casti si pripomeneme zakladni obecné metody navrhu algoritmi, které
mnohdy vedou k rychlym (tj. polynomidlnim) algoritmm.

10.2.1 Prohledavani

Soucéasti feseni mnohych problémii je nutnost prohledani jakéhosi prostoru
(ktery obsahuje napf. vSechna ,pfipustna feseni®, z nichz je potfeba vybrat
optimalni).

Prikladem je hledani zadaného prvku v wutridéném seznamu, napi. jména
v telefonnim seznamu

,Naivni“ algoritmus zalozeny na myslence

projdi sekvencné vSechny prvky seznamu, pficemz kazdy z nich
porovnas se zadanym

mé ocividné slozitost ©(n) (jako velikost vstupu bereme pocet prvki v se-
znamu). Ctenaf ale zajisté fesi tento problém v praxi jinak a je schopen na-
vrhnout algoritmus se slozitosti ©(logn). (Zde je ovSem predpokladan pfimy
ptistup k prvkim seznamu — u stroje RAM je tedy ©(logn) relevantni, pokud
je jiz seznam uloZen v paméti).
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Uvedme dalsi problém:

NAZEV: Maz. vzddlenost v polygonu

VsTUup: Konvexni polygon v dvourozmérném prostoru — zadany posloup-
nosti vrcholi (x1,y1), (22, ¥2), - - - (Tn, yn) (,dokola“, napt. ve sméru
hodinovych rucicek).

VYSTUP: Dvojice vrcholti s max. vzdalenosti.

Je prirozené povazovat n, tj. pocet vrcholli, za velikost vstupu.

Velmi jednoduse lze navrhnout algoritmus, ktery pii hledani maxima pro-
bir4 vSechny dvojice vrchold. Ten pak m4 celkem ocividné slozitost ©(n?).
Ovsem pri urc¢itém veétsim vhledu a zamysleni se nad problémem neni tézké
navrhnout algoritmus se slozitosti ©(n). Kli¢em je idea prohledavéni jen ,per-
spektivnich“ (konkrétnéji: ,protilehlych“) dvojic. (Zkuste domyslet potiebné
detaily!)

10.2.2 Metoda ,,rozdé€l a panuj“

Casto pouzitelnou metodou pii fefeni ,velkého“ tikolu (tj. nalezeni vystupu
pro ,velky“ vstup urc¢itého problému) je rozdéleni na podikoly, jejich vyfe-
Seni a nalezeni hledaného vystupu zkombinovanim mezivysledkt ziskanych
z podukoli.

Jestlize zminéné podikoly spocivaji v feSeni téhoz problému pro mensi
vstupy, nabizi se rekurzivni algoritmus.

Péknym piikladem je utfidéni (velké) posloupnosti ¢isel. Tu je mozné roz-
délit na dve c¢asti, utfidit kazdou zvlast a vysledky pak ,slit“ dohromady.
Rekurzivni algoritmus zalozeny na této myslence se nazyva mergesort.
Ozna¢ime-li T'(n) Cas, ktery mergesort spotiebuje pii setfidéni posloupnosti
délky n, je zfejmé, ze plati

e 7'(1) =0O(1) (©(1) znamena prosté néjakou konstantu)

e pron > 2 T(n) = T(|n/2)) + T([n/2]) + f(n)

Zde f(n) znamena Cas potfebny k slévani a ziejmé je f(n) = O(n).
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Pomineme-li zde nepodstatné komplikace se zaokrouhlovanim (napf. vSechny
zlomky si miZzeme predstavovat zaokrouhlené nahoru), mizeme psat

T(n)=2T(n/2)+ ©O(n).
D4 se ukézat (napf. dosazenim) Ze FeSeni uvedené rekurentni rovnice splituje
podminku 7'(n) = ©(nlogn) (stejné jako tomu bylo u heapsortu).

Daéle uvedeme obecné tvrzeni, které je uzitecnym néastrojem pro feseni po-
dobnych rekurentnich rovnic.

Tvrzent 10.1
Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N) a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T(n)=al(n/b) + f(n).
Pak plati:

1. Je-li f(n) = O(n°) ac < logya, pak T'(n) = O(n'°s %),

2. Je-li f(n) = O(n'&?), pak T'(n) = ©(n'*s* - logn).
3. Je-li f(n)

©(n°) a c > log, a, pak T'(n) = ©(n°).
Diuikaz alespon nastinime, a sice pro ptipad T'(n) = aT'(n/b) + n¢. (Problémy
se zaokrouhlovanim ignorujeme.)

Ptedstava rekurzivniho vypoctu hodnoty T'(n) vede pfirozené k a-arnimu
stromu, jehoZ hloubka je log, n; pocet listt je tedy a'°®™ neboli n'°8:® (je
totiz log, a'®™ = (log,n) - (log, a) = log, n'*&®).

Predpokladdme-li rovnou, ze 7'(1) = 1, pak se T'(n) rovna nasledujicimu
souctu:

nc+a<ﬁ)c—|—a2 (ﬁ>c+ + a8 (L)c:
b b2 blogy n

. c<a>+ c<a)2+ n c(a>1°gb”_
=nt+n (5 (5 SRR =

e (1 () (@) ()™)
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Pfipomerime si soucet (zac¢atku) geometrické fady

qk+1_1
1+q+qQ+...+qk:ﬁ

wr v ; o i1
V piipadé 0 < ¢ < 1 mame ) .~ ¢" = st
v piipadé ¢ = 1 méme E?:o ¢=k+1la

qk+1

v pfipadé ¢ > 1 méame Zf:o q = o q%l = O(q").

Tedy v pripadé
e ;& <1 (tj. log,a < c) mame

T(n) <n° = 0(n°)

o 2 =1 (tj. log,a = c¢) mame
T(n) = n°(1 +log, n) = O(n'& *log, n)

e 2 >1 (tj. logya > ¢) mame

logy n+1 1 1
Tn)=n- () .
be a1 ]
Tedy T'(n) = ©(n°-n'°& ). Jelikoz log, & = log, a—log, b° = log, a—c,
dostavdme T'(n) = O(n'°s ).
Vsimnéme si, ze u naseho piikladu mergesort nastéval 2. piipad (a = 2,
b=2, f(n) = O(n) = O(n'2%)), coz dava onen vysledek T'(n) = O(nlogn).

Podivejme se ted na problém ndsobeni matic:

NAzZEV: Ndsobeni dvou matic

VsTup: Dvé ¢tvercové matice A, B rozméri n X n.
V¥sTup: Matice C tz. C' = AB.

Predpokldadame, Ze prvky matice jsou celd ¢isla (omezené velikosti). Z hle-
diska naseho vniméani je zde vhodné jako velikost vstupu povazovat ¢islo n,
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ackoliv pocet zadavanych ¢isel je ©(n?) (je pro nés totiz prirozendgjsi tvrzeni
,program za 1 minutu zvladne nasobeni matic 800 x 800“ nez ... matic
s 640000 prvky“).

Presvédcte se, ze bézny algoritmus (podle definice nésobeni) méa slozitost
O(n?), da-li se omezit konstantou ¢as pro provedeni jedné aritmetické ope-
race. (Tento odhad se samoziejmé vztahuje k uvedenému chapéni velikosti
vstupu. Kdybychom jako velikost vstupu brali pocet vstupnich c¢isel, dostali
bychom odhad ©(n'?) !)

Podivejme se, jestli piistup ,rozdél a panuj“ pfinese zlepseni. Omezime se na
zkouméni piipadd, kdy n je mocninou dvojky (jinak bychom toho mohli do-
cilit prislusnym doplnénim matic nulami, ¢imz by se velikost vstupu zvétsila
méné nez dvakrat).

Matice A vznikne ,pfirozenym poskladanim“ ze ¢tyr ¢tvercovych matic roz-
méru n/2 X n/2, ozna¢me tyto matice Ajy, A, Ay, Aze. Podobné oznacme
prislusné podmatice pro B a C. Snadno ovéfime, ze

Ci = A B + A2 By
Cia = A11Big + A12Bs
Co1 = Ap Byy + Az By
Cho = A1 By + A2 Bao

Pro ¢asovou slozitost T'(n) odvodime z tohoto postupu rekurentni vztah
T(n) =8T(n/2) + 6(n),

coz d& rovnéz feseni T'(n) = O(n?).
Strassen ovSem vymyslel postup, pfi kterém se jedno nasobeni dé usetfit (za
cenu zvysSeni poctu s¢itani), a kde pak prislusna rovnice je ve tvaru

T(n) =7T(n/2) + O(n?).
Vysledn4 slozitost T'(n) = ©(n'°827) (pozn.: log, 7 je zhruba 2.81) je asympto-
ticky lepsi nez u standardniho algoritmu.
10.2.3 ,,Greedy* algoritmy

Jako Cesky ekvivalent slova ,greedy“ budeme uzivat slovo ,hltavy®.
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Hltavy pristup se osvéd¢uje u nékterych optimaliza¢nich problémi. Jsou to
problémy, u nichz je tfeba udélat fadu rozhodnuti — lokalnich kroki. Hltavy

vvvvvv

vvvvvv

nuti skutecné vede ke globalné optimalnimu feseni. Tuto péknou vlastnost
samoziejmé nemaji vSechny optimalizacni problémy a dikaz toho, Ze dany
problém (resp. dany hltavy pfistup) tuto vlastnost ma, je ¢asto obtizny (ob-

vvvvvv

Uvedeme priklad aspésného pouziti hltavého algoritmu:

NAzev: Vybér aktivit

VsTUP: MnozZina koneéné mnoha aktivit {1,2,...,n} s pevné uréenymi
Casovymi intervaly (s, f1), (S2, f2), -+, (Sn, fn), kde (Vi,1 < i <
n):s; < fi

VYSTUP: Mnozina obsahujici nejvétsi mozny pocet vzdjemné kompatibil-
nich aktivit (tj. aktivit s vzadjemné se nepfekryvajicimi intervaly)

Je mozné si napt. predstavit, ze mame dan seznam, kde kazdy prvek seznamu
je né¢jaké prednaska, cviceni, skoleni, ¢i jina aktivita s pevné pridélenou do-
bou konani (tj. s pfidélenym pocatkem s a koncem f). Jde o to, umistit
maximum z téchto aktivit do jedné poslucharny. Poznamenejme nejdiive, ze
pristup hrubou silou, spoc¢ivajici v provéreni vsech moznych vybéra aktivit,
je exponenciélni slozitosti (¢asové sloZitost piislusného algoritmu je 2°) a
jiz pii ,,malém® n nepouzitelny.

Hltavym zptisobem mtizeme fesit problém napiiklad takto:

Dokud to jde, opakuj nasledujici krok:

vyber aktivitu, kterd je kompatibilni s dosud vybranymi (na za-
¢atku nejsou vybrany zadné) a skonéi co nejdiive (kdyz je tako-
vych vic, tak kteroukoli z nich).

Hltavost, ¢i maximalni ,lokalni nadéjnost® spociva v tom, ze po kazdém
takovém vybéru zbyde maximum casu pro dalsi aktivity.

Poznamka: Vsimnéme si jisté ,nedeterministi¢nosti“ naseho problému —
k danému vstupu mtize uvedené podmince odpovidat vice vystupi. I uvedeny
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postup neni plné deterministicky. Resime-li takovy problém (deterministic-
kym) algoritmem, upfednostiiujeme vlastné vzdy jeden vystup mezi vSemi
moznymi. Tak je tomu i v dale uvedeném pseudokdédu.

Kontrolni otdzka: Pro¢ neni uvedeny postup plné deterministicky?

Je zejmé, ze je uziteéné aktivity nejdiive setfidit podle koncovych casti; to je
mozné udélat néjakym zndmym algoritmem v ¢ase O(nlogn) (pocet aktivit
budeme povazovat za velikost vstupu).

VYBER-AKTIVIT(n, s, f)
> predp., ze poc. Casy jsou jiz v poli s a konc. casy v poli f
> déle predp. f[1] < f[2] < ... f[n], kde n predstavuje pocet aktivit
A—{l}; 5«1
fori«—2ton
do if s[i] > f[j]
then A — AU{i}; j «—1
return A

V uvedeném ptipadé je ditkaz faktu, ze hltavy pristup skutecné vede k opti-
malnimu feSeni, celkem snadny. (Indukei podle poctu aktivit n.)

Jak jsme jiz uvedli, pocet aktivit n je zde prirozenou mirou velikosti vstupu
a snadno odvodime, ze uvedeny algoritmus ma slozitost ©(n), kdyz predpo-
kladame, ze aktivity jsou jiz utiidény podle koncovych casii.

Typickym pfikladem tspésného pouziti hltavého pristupu je problém mini-
malni kostry v grafu (N, oznacuje mnozinu vsech kladnych celych ¢isel):

NAzZEV: Minimdlni kostra

VsTup: Neorientovany souvisly graf G = (Vg, E¢), ohodnoceni hran f :
EG’ - N+

Vystup: Graf H = (Vy, Eg), kde Vi = Vg a Ey C Eg, ktery je souvisly
a piitom ), f(e) je minimalni.

Jednou moznou interpretaci je problém stavitele zeleznic. Ma danu mnozinu
mést (vrchola grafu) a dale vSechna mozZna spojeni mezi dvojicemi mést,
kudy je mozné vést Zeleznici. Kazdému takovému moznému spojeni (hrané
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grafu) odpovidaji ur¢ité naklady na postaveni Zeleznice (ohodnoceni prislusné
hrany). Ukolem stavitele je postavit Zeleznici tak, aby kazdé mésto bylo spo-
jeno s kazdym (pfipadné pfes dalsi mésta) a aby néklady stavby byly co
nejmensi.

Opét poznamenejme, Ze ptistup hrubou silou (probrani vSech moznosti po-
staveni Zeleznice) vede k exponencidlnimu algoritmu a neptipadd pro vétsi
vstupy v uvahu.

Vsimnéme si nyni, Ze feSeni (tj. graf H) je urcité stromem; kdyby ne, obsa-
hoval by cyklus a mohli bychom pak pii zachovani souvislosti jednu hranu
odstranit a dostat tak lepsi feseni. Jednou z ,hltavych® moznosti je nasledu-
jici pristup ,liného* stavitele:

Postav nadrazi v libovolném mésté.

Dokud to jde, opakuj:

k dosud postavené Zeleznici pfipoj co nejlevnéjsi tsek (hranu),
ovsem tak, aby nevznikl cyklus.

Tento postup je zachycen pseudokédem na Obrazku 10.2. (Zde nechévame
urcity nedeterminismus i v pseudokédu; samoziejmé jakykoli deterministicky
vybér z prislusnych moznosti vede k cili — tj. k jedné z minimalnich koster
grafu).

Neni samoziejmé, ze tento pristup vede k optimalnimu feseni, a je to potieba
dokazat.

Ukazme sporem. Uvazujme prvni situaci, kdy nas algoritmus k dosud vy-
tvofenému stromu 7', ktery je (dosud) podgrafem néjaké minimalni kostry
K, prida hranu (u, v) zpusobici, ze takto vznikly strom (jiz) neni podgrafem
zadné minimalni kostry. V. K ovSem vede cesta z u do v pfes néjakou hranu
(z,y),kde z € T ay ¢ T. Odejmu-li ovSem z K hranu (z,y) a pfidam (u, v),
dostanu opét minimélni kostru (promyslete si to!), coz je spor.

Pokud za velikost vstupu povazujeme pocet vrcholi n (kolik hran pak graf
miize mit?), je slozitost uvedeného algoritmu ©(n?). Poznamenejme, Ze exis-
tujii jiné algoritmy; pro jejich srovnani je pak vhodné uvazovat slozitost jako
funkci dvou parametri: poc¢tu vrchold n a po¢tu hran m (jeden z nich mé
napiiklad slozitost O(mlogn)).
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MIN-KOSTRA(Vg, Eg, f)

zvol lib. u € Vg
Vir — {u}; By <0
M — VG - {u}
for each v e M
do if (u,v) € Eg
then otec[v] — u; d[v] — f(u,v)
else d[v] — oo
while M # ()
do najdi v € M tz. djv] = min{d[w] | w € M}
Vi «— Vg U{v}; Eg «— Ex U{(v, otec[v])}
M — M — {v}
for each w € M
do if (v,w) € Eg and f(v,w) < d[w]
then otec[w| «— v; d[w] — f(v,w)
return H = (Vy, Ey)

Obrazek 10.2: Algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu
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10.2.4 Dynamické programovani

Pojem ,,dynamické programovani“ pochézi z teorie fizeni a nemé nic spolec-
ného s béznym vyznamem tohoto souslovi v oblasti programovani pocitaci.
Zde se jedna o nazev metody, pti které se problém fesi pomoci postupného
(vypliiovéani ,tabulky*) feSeni podproblémi (od nejmensich po nejvétsi). (Né-
kteri autofi hledaji jiné nazvy, napf. dynamické planovani).

Metoda dynamického programovani je jakymsi limitnim piipadem metody
,rozdél a panuj“. Reseni (velké) instance (tj. vstupu) problému také spocivé
v kombinaci vysledkt podukolt; jelikoz ovsem pii feseni riiznych podikold by
mnohokrat dochéazelo k feseni spole¢nych podpodikola (atd.), je lepsi rekur-
zivni TeSeni (pFistup shora-dolit) nahradit pfistupem zdola-nahoru: nejdiive
se vytesi vSechny potfebné elementarni (nejmensi) tkoly, z jejich FeSeni pak
odvodime TeSeni vétsich tkolt, z nich pak feseni jesté vétsich atd. az ziskame
feseni naseho (velkého) tkolu.

Tento pristup se nékdy uplatni u optimalizac¢nich tloh, u kterych selhavaji
hltavé algoritmy. My jej budeme ilustrovat na dvou ptikladech.

Nasobeni fetézce matic

NAzZEV: Ndsobeni Tetézce matic
VsTUP: Posloupnost matic Ay, As, ..., A,.

VYSTUP: Plné uzévorkovany soucin AjAs, ... A, tZ. pfi pouziti standard-
niho algoritmu néasobeni matic se vykona miniméalni pocet skalar-
nich nasobeni.

Pripomenme, Ze soucin matic AB, kde A mé rozméry k x £ a B ma rozméry
m X n, je definovan jen v pfipadé ¢ = m (vyslednd matice ma rozméry k x n);
pocet potfebnych skalarnich nasobeni je zde kin.

Budeme tedy predpokladat, ze pro kazdé i,1 < ¢ < n ma matice A; rozméry
Pi—1 X pi, kde po, p1, ..., pn jsou prislusna celd kladna cisla. VSimnéme si, ze
vlastné tato cisla jsou podstatna v nasem problému, nikoli hodnoty prvkt
jednotlivych matic.

Navic pripomenme, ze nasobeni matic je asociativni, takze nezalezi na potradi
nasobeni dvojic matic, které zvolime pfi vypoétu soucinu A; A, . .. A, (poradi
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nasobeni dvojic matic jednozna¢né uréime piislusnym vlozenim zavorek).

Ctenai se snadno presvédéi (konstrukei jednoduchého piikladu), Ze poéty po-
tfebnych skalarnich nasobeni se pfi rtiznych uzavorkovanich mohou vyrazné
lisit.

D4 se také ukazat, ze pocet moznych uzavorkovani roste s rostoucim n ex-
ponencialné, takze probrani vSech moznosti nepiipadd v tvahu (s vyjimkou
malych hodnot n).

Vsimnéme si, ze optimalni vynasobeni fetézce A;A,...A, lze popsat
tak, Ze nejdfive se optimalné vynasobi fetézec A;A,... A, potom fetézec
Api1Akyo ... A, ana zavér se vynasobi ziskané dva mezivysledky; k je ovSem
(nezndmy) ,optimalni index“ v rozmezi 1 < k < n — 1 (k urcuje umisténi

vvvvvvv

Zminény optimalni index oznacime s[1,n]; obecné s[i,j] (1 < i < j < n)
oznacuje optimdlni index pii nasobeni fetézce A;A;11...A;. Oznacme déle
jako mli, j| pocet skaldrnich nésobeni pfi optimélnim vynésobeni Fetézce
A;Ais1 ... A; (zde pfipoustime i rovnost ¢ = j; pochopitelné m[i,:] = 0).
Vsimnéme si, ze je-li s[i, j] = k, pak m[i, j| = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi—1peD;-

Nasledujici procedura, parametrizovana vektorem ¢isel (rozméru matic) p =
(po, P15 - - -, Pn) POstupné vyplni  tabulky” m a s:

MATRIX-CHAIN-ORDER(p)

n « length(p) — 1
fori—1ton
do mli,i] < 0
for / —2ton
dofori«+—1ton—/(+1
doj—itl—1
mli, j] < oo
for k—itoj—1
do q « m[i, k| + m[k + 1, j] + pi—1pkD;

if ¢ <mli, 7]
then m[i, j| < ¢
sli, j] — k

return m, s

Je snadné vyvodit, ze slozitost Matrix-chain-order je O(n?) (a také Q(n?),
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tedy ©(n?)). Vlastni program nasobeni fetézce A;A,...A,, oznacme tento
fetézec A, pak spociva ve vytvoreni tabulky s pomoci procedury Matrix-
chain-order (volané pro pfislusny vektor rozméri) a v nasledném vyvolani
Matrix-chain-multiply(A, s, 1, n), kde procedura Matrix-chain-multiply je re-
kurzivné definovana takto:

MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s, 1, j)
if j>i

then
X « MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s, , si, j])
Y < MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A, s, s[i, j| + 1, j)
return X - Y

else
return A;

Problém nejdelsi spoleéné podposloupnosti

Slovem posloupnost zde minime konecnou posloupnost prvkt néjaké mno-
ziny (abecedy), oznacené tfeba X; je to tedy slovo (neboli Fetézec)
v abecedé Y, tedy prvek X*. Abeceda miZe byt napf. mnoZina stan-
dardnich velkych pismen a pfikladem posloupnosti (slova) je pak tieba
(A,B,C,B,D, A, B). (Nemuize-li dojit k nejednozna¢nostem, lze ¢arky vy-
nechavat a psat ABCBDAB.)

Rekneme, Ze posloupnost u je podposloupnosti posloupnosti v, lze-li u dostat
vynechdnim (vymazénim) nékterych ¢lentt posloupnosti v. Napt. ACA je
podposloupnosti ABC'BDAB, ale napt. DC' A podposloupnosti ABCBDAB
neni.

CVICENT 10.1: Podejte formalni definici pojmu podposloupnost posloupnosti.

Vsimnéte si, ze podposloupnost neznamena totéz co podslovo. V ¢em je roz-

dil?

Jak ocekavame, fekneme, Ze u je spolecnou podposloupnosti posloupnosti
v, w, je-li u podposloupnosti jak v, tak w. Problém, ktery nas zde zajima, je
specifikovan nasledovné (LCS je z ‘Longest Common Subsequence’)
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NAzEv: LCS (problém nejdelsi spolecné podposloupnosti)
Vstup: Dvé posloupnosti v, w v néjaké abecedé ..

V¥sTuP: Nejdelsi spole¢na podposloupnost posloupnosti v, w.

Uvédomte si, ze vystup obecné nemusi byt vstupem urcen jednoznacné
(nicméné jeho délka ano); uvedte néjaky jednoduchy priklad, ktery to ilu-
struje.

Kontrolni otdzka: Jaky je pozadovany vystup, jsou-li vstupem ABCBDAB
a BDCABA?

U takto malého vstupu ,neni co fesit“. Kdyz se ale alespon na chvili zamyslite
nad tim, jak byste problém (v rozumném case) fesili (a pak tfeba postup
feSeni naprogramovali) pro posloupnosti, jejichz délky jsou fadové tieba ve
stovkach, zfejmeé zjistite, ze to viibec neni trivialni.

Jak v daném kontextu ocekavate, nasadime metodu dynamického progra-
movani, tedy budeme vyplinovat tabulku — nejdfive feSenimi téch nejmensich
podinstanci problému, pak téch vétsich atd. atd. Samoziejmé to chce nejprve
dikladnéjsi porozumeéni problému, nez bychom (doufejme) pfisli na to, jakou
tabulku a jak vyplnovat.

Bude se ndm hodit znaceni PREFIX;(u) (¢ > 0); bude oznacovat posloup-
nost, kterd je prefixem (pocatkem) posloupnosti v a ma délku ¢ (klademe
PREFIX;(u) = u, jestlize i > |ul; |u| oznacuje délku posloupnosti u).

Klicové pozorovani je jednoduché:

Necht v = zy29 ... 2, W = Y1Y2 ... Yp a U = 2123... 2 je LCS posloupnosti
v, w. Pak

e jestlize x,, = yn, pak zx, = =, = Y, a PREFIX;_1(u) je LCS posloupnosti
PREFIX,,_1(v) & PREFIX,_1(w)

e jestlize x,, # y,, pak z, # x, implikuje, ze u je LCS posloupnosti
PREFIX,,—1(v) a w

e jestlize x,, # Y., pak z; # vy, implikuje, Ze u je LCS posloupnosti v a
PREFIX,,_1(w)

To by nas mélo privést k nasledujicimu:
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Budeme vypliiovat tabulku s tadky ¢ = 0,1,2,...,m, kde m je délka prvni
zadané posloupnosti v, a sloupci j = 0,1,2,...,n, kde n je délka druhé
zadané posloupnosti w. Pf¥itom do policka (i, j) pfijde délka LCS posloupnosti
PREFIX;(v) a PREFIX;(w); pro 4,j > 0 bude policko (i, j) zaroveil obsahovat
odkaz na (i—1,j—1), (i—1,7), nebo (i,j—1) (podle toho, ktery z piipadi
v nasem vySe uvedeném pozorovani nastava).

CVICENI 10.2: Provedte vyplnéni tabulky pro vyse uvedené posloupnosti

ABCBDAB a BDCABA. Postup zapiste aspon stru¢nym pseudokédem,
promyslete si spravnost algoritmu a analyzujte jeho ¢asovou slozitost.

10.3 Aproximacni algoritmy

Setkali jsme se s fadou optimalizac¢nich tloh — v takové tloze je hledano op-
timum v jisté mnoziné pfipustnych feseni (napf. se jednd o minimdalni kostru
ohodnoceného grafu, maximalni nezavislou mnozinu vrcholt grafu, nejkratsi
okruzni jizdu obchodniho cestujictho apod.). Pro nékteré tlohy jsou znamy
rychlé (tj. polynomidlni) algoritmy (napf. pro zminénou minimélni kostru);
pro mnohé ovSem polynomiélni algoritmy (pfesnéji feceno, algoritmy s po-
lynomidlni ¢asovou slozitosti), které by vzdy nalezly optimum, nemame — a
podle mnoha indicii tyto algoritmy ani neexistuji (je tomu tak u problému
maximalni nezavislé mnoziny i u problému nejkratsi okruzni cesty; pripo-
meiite si otazku P = NP).

Co lze délat, nemame-li pro feseni tlohy pouzitelny algoritmus a presto ji po-
tfebujeme fesit v praxi? Jednou z moznosti je pouzit aprorimacni algoritmus,
¢imz rozumime rychly (polynomidlni) algoritmus, ktery alespon aproximuje
optimum — tj. vypoc¢te néjaké pripustné feseni (napf. okruzni cestu), které
neni pokud mozno moc horsi nez optimum (tedy napf. vypoctend okruzni
jizda neni ,0 moc del$i“ nez ta nejkrat$i mozna).

Pro sestaveni aproximacniho algoritmu muzeme napi. pouzit nékterou obec-
nou metodu vedouci k rychlym algoritmtim; napf. okruzni jizdu je mozné
sestavit ,hltavym“ (greedy) piistupem — jeho podstatu lze vyjadfit slovy
ydosel-li jsi uz do mésta A, pokracuj dale do jemu nejblizs§tho mésta, které jsi
dosud nenavstivil, atd.”“. Nebo lze napt. pouzit néjakou heuristiku specifickou
pro dany problém (tj. blize nezdivodnény postup, ktery dava v praxi uspo-
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kojivé vysledky nebo o kterém se alesponn domnivame, ze takové vysledky
muze davat).

Jak ale hodnotit kvalitu aproximac¢niho algoritmu, tj. kvalitu jeho vy-
stuptt 7 Urcitou orientaci nam samoziejmé vzdy muze poskytnout experi-
ment; napf. srovnanim vystupi dvou riznych aproximacnich algoritmt pro
vybrané (pro nds zajimavé) instance problému muZzeme pfipadné usoudit,
ktery z algoritmii se pro nase ucely jevi jako vhodnéjsi. Byly a jsou ovsem vy-
pracovavany i teoretické postupy, které umoznuji vyjadrovat kvalitu aproxi-
macnich algoritmii na exaktnéjsi bazi a navic umoznuji klasifikovat problémy
podle miry jejich aproximovatelnosti. Zde si to budeme jen struc¢né ilustro-
vat na zminéném problému obchodniho cestujicitho (Travelling Salesperson
Problem); uvazujme jej v této formé:

NAzEv: TSP (problém obchodniho cestugiciho)

Vstup: Uplny neorientovany graf s n vrcholy (,,mésty“) (tiplny znamen4,
ze mezi kazdymi dvéma rtznymi vrcholy je hrana); kazdé hrané
(1,7) je pritazeno celé kladné ¢islo d(i, j) (vzdalenost mezi mésty i
a j), pricemz d(i,7) = d(j,1).

VYsTupP: Permutace m = (41,149, . ..,4,) mnoziny {1,2,... ,n} (tj. ,okruzni
cesta“) tz. D(?T) = d(’il,’ig) + d(ig, Zg) + ...+ d(in_l, Zn) + d(ln, Zl)
(tj. délka okruzni cesty) je minimalni mozna.

Bude uzitecné zvlast uvazovat i podproblém problému TSP, ktery oznac¢ime
A-TSP — pro jeho vstupy je vyzadovano splnéni trojihelnikové nerovnosti
(tj. pro lib. vrcholy i, j, k je d(i,5) < d(i, k) + d(k, 7)).

Poznamka: Pripomenme si standardni pfevod instance problému hamilto-
novské kruznice (HK) na instanci (rozhodovaciho problému pfislusného k)
TSP (pii prokazovani HK<TSP); jestlize (u,v) je hrana ve vychozim grafu,
polozime d(u,v) = 1, jinak polozime d(u,v) = 2. (Ve vychozim grafu G; s n
vrcholy existuje hamiltonovska kruznice pravé tehdy, kdyz ve vytvoreném
(Gplném) grafu G5 existuje okruzni cesta délky n.) Jedna se vlastné o prevod
HK« A-TSP, coz ukazuje, ze uz podproblém A-TSP je NP-tézky.

CVICENI 10.3: Zapiste (pseudokédem) algoritmus Al, ktery k vstupu pro-

blému TSP sestroji okruzni cestu (tj. permutaci) hltavym pfistupem, jak
jsme se o tom zminili vyse.
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Abychom se mohli vyjadiit o kvalité algoritmu Al (a dalsich aproximacnich
algoritmil), zavedeme nékolik pojmu a oznaceni. Pro vstup G problému TSP
ozna¢me m(G) délku nejkratsi (tj. optimélni) okruzni cesty. Pro aproximaéni
algoritmus A (pro problém T'SP) oznacme m4(G) délku okruzni cesty vydané
algoritmem A pro vstup G. Je zfejmé, Ze absolutni chyba m4(G) — m(G) je
nezapornd; idealni by bylo, aby byla co nejmensi. VSimnéme si nejprve, ze
nemiuizeme doufat, ze by tato chyba byla omezena, a to ani v pripadé A-TSP:

Tvrzent 10.2
Kdyby pro A-TSP existoval (polynomialni) aproximacni algoritmus A s ome-
zenou absolutni chybou (tj. existovalo by k € N tak, ze pro vs. instance G je

ma(G) —m(G) < k), pak P = NP.

Diikaz: Predpokladejme, ze takovy algoritmus A a prislusné ¢islo £ existuji.
Pak by nasledujici polynomiélni algoritmus vydaval optimalni feseni A-TSP
(tj. nejkratsi okruzni cestu):

- v dané instanci G problému A-TSP vynasob kazdé d(i, j) ¢islem
k+1; dostanes tak instanci G’ (trojihelnikova nerovnost zistane
zachovéna)

- na G’ spust algoritmus A; ten nutné vyda optimdlni feseni (per-
mutaci vrchold, odpovidajici nejkratsi cesté) (pro¢ ?), které je
ovSem i optimélnim feSenim pro G (pro¢ ?7)

t

Kdyz uz nemuZzeme zajistit omezeni absolutni chyby m4(G)—m(G), mizeme
alespori omezit (n&jakou konstantou) aprozimacni pomeéer ma(G)/m(G) ?
Algoritmus Al nespliuje ani to:

CvVICENT 10.4: Ukazte, Ze pro kazdé ¢ > 1 a kazdé n > 3 existuje instance

G s n vrcholy problému TSP tak, ze ma;(G)/m(G) > c¢. Narotnégjsi je pak
ukazat, ze pro kazdé ¢ > 1 existuje pro nekonec¢né mnoho n instance G s n
vrcholy problému A-TSP tak, ze ma1(G)/m(G) > c.

Aproximac¢ni pomeér se u algoritmu Al da alespon omezit pomalu rostouci
funkci velikosti vstupu - v pfipadé problému A-TSP; konkrétné se da ukazat
(n oznacuje pocet vrcholu grafu )
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mal (G) <

mG) = % ([logn] + 1)

To ale neznamend, ze problém A-TSP neni aproximovatelny s omezenym

Vv

goritmus A2 (formulujeme ho obecné pro TSP):

ALGORITMUS A2
Pro dany vstup TSP, tj. ohodnoceny graf s n vrcholy:
- sestroj miniméalni kostru grafu (podalgoritmem slozitosti O(n?))

- zvol lib. vrchol a z néj realizuj prohledani sestrojené kostry
(ktera je stromem) do hloubky (depth-first search)

- potadi navstiveni jednotlivych vrcholii pfi onom prohledévani
udava permutaci, ktera je vystupem algoritmu

Pro A2 snadno ukazeme, ze v pripadé problému A-TSP je aproximac¢ni pomér
omezeny konstantou, konkrétné

mAg(G)
@) =

Cwiceni. Dokazte predchozi vztah; specidlné dokazte ¢ < m(G) a mas(G) <
2¢, kde ¢ je soucet ohodnoceni hran v minimalni kostie.

Algoritmus A2 je tedy lepsi nez Al; v ptipadé problému A-TSP nam vzdy
zarucuje nalezeni okruzni cesty, kterda je nejvyse dvakrat tak dlouha jako
nejkratsi cesta (optimum).

Poznamka: Christofides (1976) ukézal jesté lepsi algoritmus A3 pro A-
TSP, pro né&jz mas(G)/m(G) < 3/2. (Sestaveni algoritmu a jeho ovéfeni je
neni znam, ani neni zndmo, zda by existence takového algoritmu implikovala
P=NP.

U obecného problému TSP nelze ovSem zadny r-aproximacni algoritmus,
tj. algoritmus s aproximac¢nim pomérem omezenym konstantou r, ocekavat:
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Tvrzent 10.3
Jestlize pro TSP existuje r-aproximacni algoritmus (pro néjaké r € N), pak
P=NP.

Dukaz: Predpokladejme, Ze existuje r-aproximacni algoritmus A pro TSP.

Nyni v pfevodu instance problému hamiltonovské kruznice (HK) na instanci
TSP zminéném vyse polozme d(u,v) = 1, je-li (u,v) hrana vychoziho grafu,
a jinak polozme d(u,v) = 1+ nr, kde n je pocet vrcholt vychoziho grafu.
Algoritmus A spustény na vytvofené instanci problému TSP by de facto
rozhodl, zda ve vychozim grafu je hamiltonovska kruznice (pro¢ 7). O

K dalsimu studiu problematiky aproximacnich algoritmii lze doporucit pte-
devsim piehledovou monografii [AT99]; nékteré aspekty jsou také rozebirany
napi. v [Hro99].

10.4 Pravdépodobnostni algoritmy

Existuji rozhodovaci (tedy ANO/NE) problémy, pro které nezndme rychlé
(tj. polynomidlni) algoritmy, a presto je lze v praxi spolehlivé Fesit nejen
pro malé vstupy. Staci slevit z absolutniho naroku na fesici algoritmus, totiz
z toho, aby algoritmus vzdy vydal zarucené (tedy stoprocentné) spravnou
odpovéd. Presnéji feceno, piestaneme vyzadovat, aby algoritmus nutné pre-
depisoval deterministicky proces, a pfipustime nadhodny prvek (hézeni kost-
kou). Opakované béhy algoritmu na tentyz vstup pak mohou vydavat rizné
vystupy — kazdy z nich s urc¢itou pravdépodobnosti.

K formalizaci pojmu pravdépodobnostniho algoritmu mtzeme pouzit jed-
noduchou verzi pravdépodobnostniho Turingova stroje (probabilistic Turing
machine, PTM); takovy stroj PM = (Q, %, T, 4, qo, F’) si muzeme predstavit
jako standardni Turingiiv stroj s tim, Ze §(g, @) mize byt nyni dvouprvkova
mnozina — v tom pfipadé se pri vypoctu v konfiguraci ugav voli jedna ze dvou
moznych bezprostfedné nasledujicich konfiguraci ndhodné — tak, ze kazda ma
pravdépodobnost zvoleni 1/2 (mtZeme si predstavit, ze se zde hazi minci).

Podobné jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovida jednomu
vstupu PTM strom vypocti. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi;
koren je ohodnocen pocatecni konfiguraci a naslednici vrcholu ohodnoceného
konfiguraci ¢ jsou ohodnoceni pravé bezprostiedné nasledujicimi konfigura-
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cemi konfigurace c.

Kazda hrana je pritom ohodnocena pfislusnou pravdépodobnosti — hrané
vychéazejici z vrcholu s jednim néaslednikem je prifazena 1, kazdé ze dvou
hran vychazejicich z vrcholu s dvéma nésledniky je pfifazena 1/2. Kazdému
vrcholu v je prifazena pravdépodobnost jeho dosazeni — tj. soucin ohodnoceni
hran na cesté od kofene k vrcholu v.

Pak lze napt. presné definovat pravdépodobnost jevu, ze dany PTM vyda na
dany vstup z odpovéd ANO — tato pravdépodobnost je ddna souctem prav-
dépodobnosti vrcholii ve stromu vypoctu pro vstup z, které jsou ohodnoceny
koncovymi konfiguracemi, znamenajicimi odpovéd ANO (tedy pfijimajicimi
konfiguracemi).

Neptijdeme zde do dalsich formalnich detaili, ale budeme si pravdépodob-
nostni algoritmy ilustrovat na problému prvociselnosti:

NAzEV: Prvociselnost
VSTUP: Pfirozené ¢islo k (v dekadickém zapise).

VY¥sTup: ANO, kdyZ k je prvocislo, NE, kdyZ k je ¢islo sloZené.

Zminovali jsme uz diive, ze pfimocaré testovani prvociselnosti podle definice
vede k algoritmu s exponencidlni sloZitosti. Zadny polynomialni determinis-
ticky algoritmus nebyl az do 1éta 2002 znam. (Ted uz je zndm, ale pfesto ma
smysl kvuli vétsi rychlosti nadale uvazovat pravdépodobnostni algoritmus.)

Poznamka: Vsimnéme si, ze je zfejmé, ze doplikovy problém — tj. problém
slozenosti ¢isla — je v NP (pro¢?). Vyuzitim jistych vysledku teorie ¢isel se da
ukazat, ze i problém prvociselnosti je v NP. Tento problém byl dlouho jednim
z mala ,pfirozenych“ problémt v NP (resp. v NP N coNP), u kterych neni
znam polynomialni algoritmus a ani se neumi prokazat NP-tuplnost. (Méli
bychom upfesnit, ze jiz dfive byla znama existence polynomialniho algoritmu,
ktery by prvociselnost rozhodoval za predpokladu, ze plati tzv. Riemannova
hypotéza — to se ovSem nevi.)

S vyuzitim poznatkil teorie ¢isel lze sestavit rychly pravdépodobnostni algo-
ritmus A (existuje polynom p tak, ze délka kazdé vétve stromu vypoctu pro
k je omezena p(logk); délka vypoctu je tedy omezena polynomialni funkci
velikosti vstupu), ktery mé tyto vlastnosti
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- jestlize n je prvocislo, vyda A odpovéd ANO s pravdépodob-
nosti 1 (NE vibec nemuze vydat)

- jestlize n neni prvocislo, vydad A odpovéd NE s pravdépodob-
nosti alespori 1/2.

Predstavme si nyni, ze A zopakujeme pro dané n napt. 50-krat. Kdyz (aspor)
jednou vyda NE, vime, Ze n jisté neni prvocislo (a dale uz A opakovat ne-
musime). Kdyz ve vSech ptipadech vyda ANO, tak n je prvocislo s pravdé-
podobnosti vétsi nez 1 — 27 — tedy ,,prakticky stoprocentn&“ (pro¢ ?).

Naznacime, jak algoritmus A vypada. Mj. se opird o tzv. malou Fermatovu
vetu:

Véta 10.4 (Mala Fermatova véta)
Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati

a? =1 (mod p)

Diikaz (ndznak): Rozvineme-li (a+b)P podle binomické véty, ovéfime snadno,
ze vysledek modulo p je roven a” + bP, je-li p prvocislo (ovérte !). Tedy (po-
¢itdno modulo p) mame 17 =1,2? = (1+1)? = 1P+ 1P =1+ 1 = 2 a obecné
aP = a, z éehoz plyne aP~! = 1. O

Jako dikaz sloZenosti (tj. neprvociselnosti) daného ¢isla m nejlépe slouzi
néjaky netrividlni délitel a ¢isla m (vSichni zndme rychly algoritmus, kterym
se presvéd¢ime, ze dané a skutecné déli m). Z Fermatovy véty ovSem plyne
dilezité pozorovani: kdyz nalezneme pro dané m ¢islo a,0 < a < m tak, ze
a™ ' # 1 (mod m), tak jsme nasli svédka sloZenosti ¢isla m (tedy svédka
toho, Ze m neni prvodcislo), byt tim neziskdme netrivialniho délitele m (jen
jsme tak dokézali jeho existenci).

Poznamka: Je dulezité si uvédomit, ze poc¢itani mocnin modulo m umime
rovnéz velmi rychle, a sice tzv. metodou ,,opakovaného umocnovani“: poci-
tanim zy = a, 1 = (29)> mod m, zy = (x1)* mod m, x3 = (r2)?> mod m,

., &; = (x;21)* mod m, ... dostdvdme postupné a, a® mod m, a* mod m,
a® mod m, ..., a® mod m, .... Chceme-li pak naptiklad znat a®®°, vynaso-

bime a®? - a3? - a'% (tj. xg - 14 - T5; vie poditano samozfejmé modulo m).

Predstavme si nyni hypoteticky, ze by platilo:
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Hypotéza:
jestlize m neni prvocislo, tak alespon jedna polovina z Ccisel
1,2,...,m—1 jsou svédkové slozenosti ¢isla m

Pak by kyZzeny pravdépodobnostni algoritmus A pro testovani prvociselnosti
(ktery se pro zadané slozené ¢islo mohl splést s pravdépodobnosti nejvys 1/2)
byl nabiledni. (Jak by vypadal ?)

Jak ukazuji dalsi vysledky teorie Cisel, situace neni takto jednoducha — uve-
dend hypotéza neplati pro vSechna slozena ¢isla; definice svédka sloZenosti se
ale d4 upravit tak, aby hypotéza (pro nové definovaného svédka) platila!

Poznamenejme, Ze a¢ problém testovani prvociselnosti je takto uspokojivé
vyTeSen, nejsou znamy zadné rychlé algoritmy pro nalezeni prvociselného
rozkladu slozeného ¢isla. Tedy a¢ napi. umime rychle zjistit, ze dané 200-
mistné ¢islo je slozené, nezarucuje nam to rychlé nalezeni netrivialniho dé-
litele. Specialné, kdyz nam nékdo da 200-mistné ¢islo, které vytvoril jako
soucin dvou 100-mistnych prvocisel, nemame (zatim?) praktickou Sanci tato
prvodisla najit. (To, Ze tato ,praktickd Sance* skutené neexistuje, neumime
dokazat. V této souvislosti si v§imnéte zminky o Shorové algoritmu v ka-
pitolce o kvantovych vypoctech!). V néasledujici podkapitolce si ukazeme,
k ¢emu se to pouziva.

10.5 Sifrovaci systém s vefejnym kli¢em;
RSA-kryptosystém

Stru¢né nastinime podstatu jednoho pouzivaného zptisobu elektronické ko-
munikace, pfi kterém se zprava Sifruje vefejné znamym klicem adresata a
ktery rovnéz umoznuje tzv. ,elektronické podpisy“. Pfitom bude zfejméa sou-
vislost bezpec¢nosti popsaného zptisobu s otazkami teorie slozitosti.

Méjme doménu D (pfipustnych) zprav; napt. si pfedstavme mnozinu vSech
(zapist) 200-mistnych dekadickych ¢isel. (Ctenaf si snadno predstavi kédo-
vani textu pomoci retézce dekadickych cislic; delsi zpravy pak sestavaji z vice

bloki.)

Dvéma permutacim (vzdjemné jednoznaénym zobrazenim) enc : D — D
a dec : D — D ftekneme oboustranné komutativni Sifrovaci par, dale jen
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Sifrovaci par, jestlize
Vm € D : dec(enc(m)) = enc(dec(m)) =m

Pfitom enc a dec jsou efektivné vydcislitelné (to zde znamena, Ze pro né exis-
tuji rychlé algoritmy) a neméme zpusob, jak z algoritmu pro enc odvodit
algoritmus pro dec.

Princip Sifrovaciho systému s vefejnym klicem, v némz spolu uzivatelé ko-
munikuji, spoc¢iva v tom, ze kazdy uzivatel X si vyrobi svij Sifrovaci par
(encx, decx), zvefejni algoritmus pro encx a drzi v tajnosti algoritmus pro
decx.

KdyZ chce uzivatel A zaslat zpravu m uzivateli B, vyhleda ve vefejném se-
znamu (algoritmus pro) encp a zasle mu encg(m). B po obdrzeni aplikuje
decp a ziska decg(encg(m)) = m.

Oboustrannd komutativnost u Sifrovactho paru umoznuje elektronické
podpisy: A zasle dvojici encg(m), encg(deca(m)); B po preCteni
decg(encg(m)) = m zjisti, ze zprava ma byt od A (A uvede v m své jméno),
druhd ¢ast decg(encp(deca(m))) = deca(m) je pro néj nesrozumitelnd —
ovSem po vyhledani a aplikaci encs musi dostat m, ¢imz ovéti pravost (kdyz
se napr. jedna o podepsany Sek, muze ho B predlozit bance k proplaceni;
vSimnéte si, Ze B neni schopen podpis A zfalSovat).

V RSA-systému si uzivatel X vyrobi Sifrovaci par podle nasledujicitho algo-
ritmu:

1. Zvol dvé ndhodna ruzna (velkd, napf. 100-mistnd) prvocisla p, g.
2. Spocitej souciny n = pg a ®(n) = (p —1)(¢ — 1).

3. Urd (malé) e tz. ged(e, ®(n)) = 1 (ged oznacuje nejvétsi spolecny dé-
litel).

4. Vypocti d tz. de =1 (mod ®(n)).
5. Zvefejni dvojici (e, n); Sifrovaci funkce je encx(m) = m® mod n.

6. Drz v tajnosti (d,n); desifrovaci funkce je decx(m) = m? mod n.
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Bod 1 lze provést takto: Nahodné zvolime 100-mistné liché ¢islo a otestujeme
jeho prvociselnost pravdépodobnostnim algoritmem zminénym vyse. Kdyz
prvocislem neni, vygenerujeme nového kandidata, atd., dokud test prvoci-
selnosti neskonc¢i pozitivné. D4 se ukézat, ze prvocislo bude ,takika jisté®
nalezeno mezi prvnimi 200 testovanymi ¢isly. (To lze odvodit z faktu, ze
funkce m(n) udavajici pocet prvocisel mezi prvnimi n pfirozenymi ¢isly, je
velmi dobfe aproximovéana funkci n/Inn.)

Body 3. a 4. se daji Fesit takto: postupné probirdme (kandidaty na ¢islo)
e a Eukleidovym algoritmem ovéfujeme zda, ged(e, ®(n)) = 1; v kladném
ptipadé dostaneme (pfi uréité varianté Eukleidova algoritmu) pfimo linedrni

kombinaci a-e+b- ®(n) =1 a tedy lze vzit d = a.
7Z elementarnich fakti teorie ¢isel se d4 ukéazat korektnost, tj. Vm : me? =

(mod n).

m

Ptfipomeneme-li si metodu ,opakovaného umocnovani“, je zfejmé, ze
(de)sifrovat se da velmi rychle.

Bezpecnost systému spociva v tom, zZe se nevi, jak d zjistit jinak, nez pro
n nalézt rozklad n = p - ¢; jak jsme uz zminili, nejsou ale znamy zadné
algoritmy, které by byly v rozumné dobé schopné nalézt prvociselny rozklad
200-mistnych cisel.

Dalsi informace o problematice pravdépodobnostnich algoritmii, Sifrovani
apod. najde ¢tenar napi. v [CLR90] ¢ v [Sip97].

10.6 Paralelni algoritmy

V této casti se jen letmo dotkneme oblasti paralelnich algoritmii a paralelni
vypoctové slozitosti.

S rozvojem paralelnich architektur, specialné pocitacii s vice procesory, se pfi-
rozené vynorila otazka, zda a které problémy lze TeSit rychleji, pouzijeme-li
k jejich feSeni paralelni pfistup, tedy algoritmus, ktery (na rozdil od stan-
dardniho sekvenc¢niho algoritmu) po¢ita s vice vykonavateli (procesory).

Uvazujme napiiklad nésledujici problém:
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NAzZEV: Vzorek v textu

Vstup: Vzorek p (,kratkd“ posloupnost symbolil) a text ¢ (,,dlouhd“ po-
sloupnost symbolti)

VYsTup: Mista vSech vyskytt p v ¢.

U tohoto problému mizeme néjaky standardni algoritmus A nahradit nasle-
dujicim paralelnim algoritmem:

- rozdél vstup t na dvé (pfiblizné stejné dlouhé) ¢asti 1, to
- spust paralelné A na p,t; a A na p,ty

- zpracuj (,slej“) vysledky obou paralelné bézicich
»(pod)procesi® (pfitom oSetfi rozhrani t¢;,f;) a vydej na
vystup

Mame-li skuteéné moznost paralelni béh implementovat (mame dva vyko-
navatele), doba vypoctu se v zasadé dvakrat zmensi oproti algoritmu A —
za predpokladu, ze pfidana c¢innost spojena s rozdélenim prace a zkombi-
novanim vysledkt préace jednotlivych (pod)procest je v celkovém kontextu
zanedbatelna.

Ctenai snadno navrhne tipravu algoritmu pro piipad tii, étyf, ¢i obecné k
procesori. Na druhé strané asi tusi, ze chceme-li néjak postihnout a studo-
vat paralelni vypocty obecné, nestac¢i se omezit na model s fixnim poctem
procesort. Proto budeme poéitat s (potencidlné) neomezenym paralelismem,
konkrétné s modely umoznujicimi nasadit na vstup velikosti n az f(n) pro-
cesort, kde f je néjakad (napf. i exponencidlni) funkce.

V pripadé hledani vyskytt vzorku p v textu ¢t délky m si mizeme predstavit
nasazeni m procesori 1,2, ..., m, pfi¢emz procesor i zjistuje, zda se vzorek p
nachazi na pozici i (v kladném piipadé vyda i na vystup). Pomineme-li etapu
rozdé€leni prace mezi procesory a feseni pripadnych konflikti na vystupu, je
délka ,jadra“ vypoctu celého systému timérna délce ¢ vzorku p.

Mizeme ovSem také paralelizovat ¢innost ovéreni, zda p se vyskytuje na
pozici i: na tento kol nasadime tym — ¢-tici procesori (i, 1), (¢,2),. .., (i,£),
kde procesor (i, ) zjistuje, zda p(j) = t(i + j — 1) (zde p(j) oznacuje j-ty
znak v p); v zadporném piipadé napf. zapiSe 1 do jisté pamétové buiiky b;
vyhrazené i-tému tymu (jeji hodnota byla na zacatku 0). Po ukonceni prace
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vSech ¢lent tymu ,manazer tymu“ (napf. (i,1)) vyda na vystup ¢ v pfipadé,
ze b; = 0. Takto je délka trvani , jadra“ vypoctu nezavisla na velikosti vstupu
a lze ji omezit né€jakou konstantou.

Abychom mohli tvahy o paralelnich algoritmech a jejich vypoctové slozitosti
zpresnit, potfebujeme néjaky konkrétni ,paralelni pocitac“, resp. jeho abs-
traktni model. Podobné jako nam v pripadé sekvencnich algoritmii poslouzil
model RAM, mize nam zde poslouzit PRAM (parallel RAM), definovany
nize. Na rozdil od ,sekvenc¢niho pripadu“, kde RAM je skutecné obecné pri-
jimanym referenénim modelem, v , paralelnim pripadé“ je otazka ,toho pra-
vého“ modelu daleko komplikovanéjsi. Nejdiive se ale soustiedime na PRAM
a pak se ke zminéné otazce vratime.

Stroj PRAM sestava z potenciilné nekone¢ného pole stroju (procesori) RAM
ocislovanych 0,1,2,... a ze (sdilené) globalni paméti; pfitom

e kazdému procesoru je jeho jedinecné identifikac¢ni ¢islo ptistupné jako
hodnota specidlniho registru PID (processor identifier)

e kazdy procesor miize kromeé své lokalni paméti pristupovat také ke spo-
lecné globalni paméti (kterd je organizovana stejné jako paméti lokalni)

Pritom (je mozné si predstavit centrélni Fidici pocitaé¢, ktery zajistuje, Ze)
e vsechny procesory se Tidi tymz algoritmem

e procesory pracuji paralelné a synchronizované, tj. v kazdém kroku
PRAMu se provede jedna instrukce na kazdém RAMu

Dilezitou technickou otazkou jsou pripadné konflikty pii paralelnim ¢teni ze
stejné bunky a hlavné pfi paralelnim zapisovani do stejné buiiky (globélni)
paméti. Zde predpokladame

e ze stejné bunky sdilené paméti miize v ramci kazdé instrukce libovolny
pocet procesort ¢ist (CR = Concurrent Read)

e do stejné bunky sdilené pameéti miize v ramci kazdé instrukce libovolny
pocet procesori zapisovat za predpokladu, Ze vSechny zucastnéné pro-
cesory zapisuji tutéz hodnotu (CW-C Concurrent Write Common).
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Poznamenejme jen, ze pouzivanych variant PRAMu je vice; napt. typ CREW
umoziiuje soubézné ¢teni, ale zakazuje soubézné zapisovani (Exclusive Write).

Jinak jesté dodejme, ze vstupni data jsou uklddana v pocateénim tseku glo-
béalni paméti (kam se také ulozi vystup).

Ctenéi si ted miize rozmyslet naprogramovani vyse uvedeného algoritmu pro
hledani vzorku v textu pro PRAM. Diilezitym bodem k promysleni je vyuziti
PID procesorti k rozdéleni prace (kazdy procesor na zakladé svého PID zjisti,
v jakém tymu a na jakém tkolu méa pracovat). My to zde provadét nebudeme,
ale ilustrujeme na pfikladu nasobeni (booleovskych) matic.

Uvazujme nejdiive standardni nasobeni dvou matic n x n; provadime pfitom
©(n?) &iselnych operaci (coz odpovida sloZitosti standardniho sekven¢niho
algoritmu). MtZeme-li nasadit n? procesort, z nichz kazdy (nezavisle) spo-
¢itd jeden prvek vysledné matice, potiebny cas se snizi na O(n). Nebudeme
ted zkoumat, jak se d& postup vylepSit nasazenim tymu na soucet n ¢isel,
ale zjednodusime si situaci uvazovanim nasobeni booleovskych matic: mame
spocitat C' «— A x B, kde prvky jsou 0 a 1, pficemz 1 + 1 = 1. Nasadme
n? tymh o n ¢lenech, tedy celkové n® procesorit — ozna¢me je (i,7,p) pro
1 <4,7,p < n. Pokud kazdy procesor (i, j, p) vykona (paralelné s ostatnimi)
prikaz

if A(i,p) and B(p,j) then C(i,j) < TRUE

je tkol hotov!

Pseudokdéd celého programu, jimz se kazdy procesor tidi, je zachycen nize
(C¢tenaf samoziejmé vidi, jak by Sel tento pseudokdd piimocafe prepsat jako
posloupnost skuteénych instrukci RAMu). VSimnéte si, Zze pro konkrétni i, j
provede piikaz C(i,j) < TRUE nula az n procesort — jelikoz vSechny pro-
cesory ovSem prifazuji C'(i, j) tutéz hodnotu, jedné se o povolené soubézné
zapisovani (CW-C). Také je vyuzito pfedpokladu, Ze matice C je na zac¢atku
vynulovana (v8echny prvky jsou false).

VSTUP: Ve sdilené paméti je ulozeno ¢islo n a dvourozmérna
pole A, B,C' : array [1...n,1...n] of boolean; vSechny prvky C
jsou pfitom 0 (tj. false).

VYSTUP: Pole C obsahuje booleovsky souéin matic A, B
POSTUP:
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begin
> kazdy procesor zacind vypocétem (i, 7, p) ze svého PID
i+ 1+ |PID/ n?|
j < 1+ [(PID modn?)/n|
p «— 1+ PID modn
if A(i,p) and B(p, j)
then C(i,j) < TRUE
> pise 0 az n procesort, ale vzdy stejnou hodnotu
end

Takto mame tedy (paralelni) algoritmus, ktery vynésobi booleovské matice
A, B typu n x n v konstantnim ¢ase pii pouziti n® procesorti.

Zminili jsme jiz, ze v paralelnim pripadé je otazka vsSeobecné prijimaného
ted diskutovat nakolik je PRAM blizky ¢i vzdaleny redlnym paralelnim ar-
chitekturam, jen zminime, ze patii do tzv. druhé tiidy vypocetnich modelt
(viz napt. [VEBI0]). Proni pocitacovou tiidu zde tvoii vSechny tzv. rozumné
sekvencni modely, urcené tezi

Rozumné sekvencni modely dokazou simulovat a byt simulovany
Turingovymi stroji s nejvys polynomialni ¢asovou ztratou a s nej-
vys lineadrni prostorovou ztratou.

Pozn.: Nebudeme se zde zabyvat nuanci, zda se vyzaduje, aby obé podminky
platily u pfislusné simulace zaroven.

Druhou pocitacovou tridu pak tvori tzv. rozumné paralelni modely, urcené
tzv. paralelni tezi (strucné: sekvenéni prostor = paralelni ¢as):

Problémy fesitelné na rozumnych sekvencénich modelech v poly-
nomialné omezeném prostoru se daji fesit na rozumngyjch paralel-
nich modelech v polynomialné omezeném case.

Pozn.: Nékdy se teze formuluje obecnéji: M je rozumny paralelni model,
jestlize pro libovolnou funkci F' je

| M-TIME(F*(n)) = | JSPACE(F*(n))
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(Pfipometime, ze F*(n) oznacuje (F(n))k.)

Poznamenejme, ze ma rozumny smysl uvazovat i jiné tfidy pocitacd,
napt. jisté slabsi ale fyzikdlné realizovatelnéjsi“ paralelni modely (viz
napi. [Wie92]).

Praxi nejblizsi je zfejmé navrhovani efektivnich paralelnich algoritmt pro
konkrétni problémy. U pojmu efektivniho (a prakticky realizovatelného) pa-
ralelniho algoritmu doslo k urcité shodeé: efektivnim paralelnim algoritmem se
rozumi paralelni algoritmus (je mozno dosadit PRAM), ktery pracuje v po-
lylogaritmickém prostoru (tj. s celkovou prostorovou sloZitosti (logn)* pro
néj. k) a s nasazenim polynomidlniho poc¢tu procesori. (Nasazeni vétsiho nez
polynomidlniho po¢tu procesorti lze tézko povazovat za zvladnutelné.) Ttida
problémi, které jsou feSitelné takovymito efektivnimi paralelnimi algoritmy,
se oznacuje NC (Nick’s Class; nazev je podle Nicka Pippengera); pozname-
nejme, ze definice tfidy NC je robustni vzhledem k mnoha variantdm modeli
paralelnich algoritm.

Je snadné vyvodit NC C PTIME; opét se ale neumi dokéazat, zda inkluze
je vlastni (mé se zato, Ze ano). Zhruba feceno, NC obsahuje ty (sekvencné
zvladnutelné) problémy, které 1ze efektivné paralelizovat. Napt. kniha [GR88|
ukazuje fadu takovych prikladt; problémy na grafech, tfidéni, analyza bez-
kontextovych jazyku apod.

Poznamka: Vsimnéme si, Zze nutnou podminkou k existenci efektivniho
paralelniho algoritmu pro dany problém je moznost jeho feSeni v polyloga-
ritmickém prostoru na sekvenénim stroji (viz paralelni tezi pro F' = log).
Napi. pro rozpoznavani bezkontextovych jazyk bylo znamo, ze prostorova
slozitost je v O(log®n); netrividlni efektivni paralelni algoritmus pro tento
problém rozebiré také napi. [CM90].

Jak jsme tekli, neumi se dokéazat, ze existuji problémy v PTIME — NC,
tzv. vnitiné sekvencni (inherently sequential) problémy. Nejpravdépodobnéj-
Simi kandidaty na takové problémy jsou tzv. PTIME-uplné (struc¢né P-tiplné)
problémy; problém je P-uplny jestlize je v P a kazdy jiny problém v P je na néj
preveditelny (sekvenénim) algoritmem pracujicim v logaritmickém prostoru
(konkrétnéji: Turingovym strojem s jednou vstupni paskou, jez je ,read-only*“
a je na ni napsan vstup velikosti n, jednou ,read-write“ pracovni paskou, na
niz je mozno navstivit logn policek, a jednou ,write-only“ vystupni paskou).

Poznamka: Neni tézké ukazat, ze takovato LOGSPACE redukce je realizova-
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telna v polylogaritmickém case s pouzitim polynomialniho poc¢tu procesort;
je to tedy instance tzv. NC-redukce. Nékdy se P-uplnost definuje v Sirsim
smyslu — pomoci NC-redukei.

Prikladem P-uplného (a tedy pravdépodobné ,vnitiné sekvencniho“) pro-
blému je problém vyhodnoceni booleovského obvodu, a to i v monotdénni
verzi (bez negace), kterou uvedeme:

NAzEV: (mono) CVP (monotone Circuit Value Problem)

Vstup: Koneény acyklicky orientovany graf (obvod), ktery ma jediny vy-
stupni vrchol (nevychazi z néj hrana), vSechny jeho vstupni vrcholy
(nevchézi hrana) jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a vSechny nevstupni
vrcholy jsou oznaceny A (and) ¢ V (or).

V¥sTup: Hodnota na vystupnim vrcholu (hradle)

(Z kontextu je snad zfejmé, Ze hodnota hradla A je 1 pravé kdyz hodnota
vsech jeho pfedchtidetl je 1 a hodnota hradla V je 1 pravé kdyz hodnota aspon
jednoho jeho predchidce je 1.)

Poznamenejme, ze podobné jako u NP-uplnych problémi a v jinych ana-
problému. P-tiplnost (resp. P-obtiznost) dalsich problému lze pak ukazovat
LOGSPACE redukcemi (resp. NC-redukcemi) z uz zndmych P-tplnych pro-
blémi. (D& se totiz ukazat, Ze slozeni dvou LOGSPACE-redukei je také rea-
lizovatelné jako LOGSPACE-redukce, byt to neni tak trivialni jako v ptipadé
PTIME-redukci; zkuste si rozmyslet proc.)

10.7 Distribuované algoritmy

Distribuované algoritmy také predstavuji jisty druh paralelismu. Typické
ovsem je, ze bézi zaroven na tfeba i hodné vzdalenych samostatnych po-
¢itacich, které nejsou svazany s néjakym centralnim pocitacem, a pracuji
asynchronné (nikoli ,v taktu®). Vzdjemné komunikuji zasilanim zprav po
siti, kterou jsou vzajemné propojeny.

Stru¢né jen nacrtneme jeden problém z dané oblasti a feseni nechdme na
¢tenari. Podrobné informace o distribuovanych algoritmech 1ze nalézt napft.
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v [Lyn96].

Volba koordinatora

Zadani je prevzato z [CP91]. Pfedstavme si procesory spojené v kruhové siti.
Predpokladame:

1. Kazdy procesor je pfipojen na dva obousmérné komunikacni kanaly,
jejichz prostfednictvim si vymeénuje zpravy se svymi dvéma sousedy.

2. Komunikace je asynchronni; kazdy procesor mize v libovolném oka-
mziku vyslat zpravu jednomu ze svych sousedt. Zpravy jsou doruco-
vany bezpefné (neztréceji se ani nekomoli) a v poradi, ve kterém byly
odeslany (pfedpoklada se, Ze kanély jsou vybaveny na pfijmu i vysilani
vyrovnavaci paméti, organizovanou jako fronta).

3. Vsechny procesory se 1idi tymz algoritmem. Kazdy procesor je opatien
svym (zarucené jedine¢nym) identifika¢nim ¢islem PID (jehoZ hodnota
je mu dostupna). Zadny z procesorti nevi, jak je kruh dlouhy ani jaké
maji ¢isla jini ucastnici.

4. VSechny procesory jsou trvale pripraveny pfijimat a zpracovavat
ZPravy.

Zadani ulohy:

Prostiednictvim vymény zprav zjistit maximalni identifika¢ni
¢islo na kruhu. Proces zjisfovani maxima, zvany téz ,,volba koor-
dinatora“, muze zaroven spustit libovolny pocet procesori. Pro-
ces skon¢i v okamziku, kdy vSechny procesory znaji maximum a
je dorucena posledni zprava, ktera byla s timto procesem spojena.

Mirou velikosti zadani je pocet n procesori na kruhu. Prirozenou mirou
slozitosti algoritmu je celkovy pocet M (n) vyslanych zprav (komunikaéni
slozitost). Zkuste navrhnout (distribuovany) algoritmus s pokud mozno co
nejmensim M (n).
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10.8 Nové vypocetni modely

Zde v podstaté jen poznamename, ze provadéni vypocti (computation) neni
nutné omezeno jen na elektronické pocitace, jak je zname.

10.8.1 Kvantové vypocty (Quantum computing)

Zhruba v 80. 1étech 20. stoleti se zacala diskutovat moznost realizace vypocti
(pocitacti) na bazi kvantové mechaniky. Z téchto (fyzikalnich) tvah vznikl
jisty teoreticky model pocitace, pro ktery byly v 90. 1étech navrzeny zajimavé
algoritmy. Patrné nejznaméjsi je existence Shorova algoritmu pro prvociselny
rozklad ¢isel, ktery pracuje (na kvantovém pocitaci) v polynomidlnim case
— v pripadé praktické realizace by tak umoznil rozbiti Sifrovacich algoritmii
uzivanych pro bezpe¢nou vymeénu zprav, elektronické podpisy apod. (viz ka-
pitolku o pravdépodobnostnich algoritmech a Sifrovani).

Kvantovy pocitac, resp. jeho model, je v nééem podobny pravdépodobnostni
verzi Turingova stroje (jednotlivé moZnosti nemaji ovSem pfifazeny prav-
dépodobnosti (redlna ¢isla), ale komplexni ,amplitudy“). Zdroj moznych
efektivnich algoritmt je v tom, ze kvantovy stroj dokaze de facto najednou
(a deterministicky) ovéfovat exponencialné mnoho moznosti, z nichz ovsem
dostaneme k dispozici jen jednu v okamziku ,,pozorovani“ vypoctu; pointa je
v tom, jak navrhnout algoritmus (a dobu pozorovani), aby se pravdépodob-
nost pozorovani ,dobrych“ feseni blizila k jednicce, zatimco pravdépodobnost
pozorovani ,Spatnych® feseni sla k nule.

Zde téma nebudeme dale rozebirat a ¢tenafe odkazujeme napt. na [Gru99).
10.8.2 DNA-vypocty (DNA-computing)
Experimentalni vysledky (napf. pfi FeSeni instanci nékterych NP-uplnych

problémi1) byly dosazeny pti vypoctech na ,biologické bazi“; ¢tenafe mizeme
odkézat napf. na [PRS98].
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Priloha A
Reseni priklad

OTAzKA 1.1: Ano, pfestoze se jim Fikd ,redlna“ ¢isla, maji omezeny rozsah
i presnost, proto mohou nabyvat jen konecné mnoha hodnot.

OTAzZKA 1.2: Nenli, je jich nekoneéné mnoho, jak byste méli znat z mate-
matiky.

OTAZKA 1.3: Je, lze je sefadit napf. podle velikosti do jedné posloupnosti.
OTAZKA 1.4: Treba 0,1,-1,2,-2,3,-3,....

OTAzkA 1.5*: Cisla tvaru £ sefadime nejprve do skupin podle souctu |p|+|q|
a pak uvnit? jednotlivych skupln podle hodnot gq.

OTAZKA 1.6: axb
OTAzkA 1.7: 2°
CVICEN] 1.8:

a) Licha pfirozena ¢isla
b) Suda cel4 ¢isla

c¢) Sudéa pfirozena disla

307
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d) Pfirozena ¢isla délitelna 6

e) Neobsahuje zaddné prvky, jedna se o prazdnou mnozinu

CVICENT 1.9:

a) {1,10,100}
b) {n€Z|n>5}

)
)
¢) {neN|n <5}
d) 0
)

e) {Y|Y C X}

CVICENT 1.10:

a
b) Ano.

¢) {z,y, z} neboli mnoZina A.

e) {(z,2),(z,y), (v, 7), (W, ), (2,7), (2,9)}

) N

)

)

d) {z,y} neboli mnozina B.
)

£) {0, {«}, {y} . {=.y}}

CVICENT 2.1:

a) aaa,aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb

b) slovo v je pochopitelné brano jako celek, tedy vysledek dosazeni v = ab
do vyrazu musime psat (ab)? - ba - (bba)? (nikoliv ab® - ba - (bba)?); spravny
vysledek je tedy abababbabbabba

¢) 00,01,10
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d) €,0,00,001,0010

e) £,0,10,010,0010

CVICENT 2.2: Je dilezité si nejprve uvédomit, ze slovo neobsahujici aa uve-
denou podminku automaticky spliiuje; nespliuji ji totiz jen ta slova, ktera
obsahuji né&jaky vyskyt podslova aa, za nimz nendasleduje b (tedy nasleduje a
nebo nenésleduje nic, jelikoz se jedna o konec slova). Spravnou odpovédi je
tedy seznam ¢, a, b, ab, ba, bb, aab, aba, abb, bab.

OTAzZKA 2.3: Ne, neni totiz konecnd, coz je dulezita podminka.

OTAZKA 2.4: Ano, pfenesené, tieba jako jazyk vSech neprazdnych slov nad
abecedou {0,1,...,9}; pro jednoznacnost mizeme pfipadné vyloucit slova
zacinajici nulami, s vyjimkou jednoznakového slova 0.

OTAZKA 2.5: Nelze.

OTAZKA 2.6: Velky — prazdny jazyk nemé v sobé zadné slovo, je to prazdna
mnozina, kdezto prazdné slovo je slovem jako kazdé jiné, jen ma nulovou

délku.

OTAZKA 2.7: Jen pokud je L = () & L = {e} (v obou ptipadech je L* = {e}).
OTAzZKA 2.8*: Ne. Podle definice kazdé slovo u € (L*)* lze rozdélit na
nékolik ¢asti, z nichz kazd4a patii do L*; tedy u lze psat u = vjvs ... v, (pro
néjaké n), kde kazdé v; je z L*. Jelikoz podle definice 1ze kazdé v; rozdélit
na nékolik ¢asti, z nichz kazda patii do L, mizeme i ptvodni u (rovnou)

rozdélit na (mensi) ¢asti, z nichz kazda patii do L. Prokazali jsme tak, ze
kazdé u € (L*)* patii do L*; celkové tedy L* = (L*)*.

CVICENT 2.9: Slova ¢, 10 a celé slovo 101110110.
CvICENI 2.10: {11001,110000,011101,0111000}

CVICENI 2.11: (Uvédomme si, Ze € & Ls.)
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Pro Ly U Ls: €,a,b, aa, bb, aaa

Pro Ly N Lsy: b, aa, bb, aba, bbb, aaaa

Pro Ly — Ls: €, aab, baa, aabb, abab, baba

Pro L;: a,ab, ba, aaa, abb, bab

CVICENI 2.12: Tteba L; = {e} a Ly = {1}.
CVICENT 2.13*: Ne, jen vSechna ta slova, co nekonci lichym poétem 0.

CVICENT 2.14: Ze slov neobsahujicich zZadny vyskyt 1 je to jen €. Pro jediny
vyskyt 1 mame v priniku slova 01,10. Pro dva vyskyty znaku 1 mame v
pruniku slova 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100; atd.

CVICENI 2.15: a, b, abba, abbb, abbabba, bbaa, bbab, bbaabba

CVICENT 2.16*: Do Ly - Ly patii pravé ta slova u, pro néz existuje rozdéleni
u = vw, v némz plati |v|. # |v|q a |w|. # |w|q. Tedy v nemize byt napf.
tvaru v = cded . . . cde ani tvaru u = dedc. . .ded. Kdyz ovsem je tvaru u =
cded . . .cd (tedy (ed)® pro i > 1) nebo tvaru u = dedc. .. de (tedy (dc)® pro
i > 1) nebo obsahuje podslovo cc ¢i dd, pak se patfi¢né rozdélit da. (Ovérte!)

CVICENT 2.17: Takové posloupnosti, ve kterych je sudy rozdil mezi poctem
stisku tlacitka A a poc¢tem stisku tlacitka B.

CVICENT 2.18: Takové posloupnosti, ve kterych jsou pocty stisku tlacitka A
liché, B liché a C' sudé nebo A sudé, B sudé a C' liché.

CVICENI 2.19: Je to jazyk vSech téch slov, v nichz kazdy tsek nul (ktery
nelze prodlouzit) mé sudou délku a kazdy tsek jedni¢ek mé délku délitelnou
tremi.

CVICENT 2.20: Slova ze samych nul nebo ta slova, ktera maji jediny znak 1
praveé uprostied, tj. £, 0, 00, 000, ..., 1, 010, 00100, ...
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CVICENI 2.21: Tf¥eba pro Ly = {1}, Ly = {11} a Ly = {1,11} vyjde
LlﬂLQZQ, ale 111€L1'L3 1 111€L2'L3.

CVICENI 3.5: Miuzeme uvazovat napt. takto: Vidime, ze kazdé slovo w z
LEZACC, tedy splitujici ¢ — ¢2, je bud € nebo kondi 1, tedy je tvaru w = ul
pro libovolné u, nebo je tvaru w = w00, pficemz v tomto poslednim ptipadé
je o — ¢o. To miizeme vyjadfit tak, ze LZZACC = {w | nejdelsi sufix w, ktery
je fetézcem nul, tedy je prvkem {0}*, mé sudou délku}.

Jazyk pfijimany automatem, tedy LfﬁAcc je pak ocividné tvofen témi slovy,
ktera splnuji uvedenou podminku charakterizujici jazyk LEZACC a zaroven ob-
sahuji alespon jeden vyskyt symbolu 1.

OTAzZKA 3.8: Mize, potom bude pfijato i prazdné slovo, pro néjz vypocet
skon¢i jiz v pocatku.

OTAZKA 3.9: Ano, automat nemusi mit zadny pfijimajici stav nebo priji-
majici stav nemusi byt dosazitelny.

OTAzKA 3.10: Ano, je. Samoziejmé pro pevné dané usporadéani abecedy.

CvVICENT 3.11: Existuje:

=

(@)

a,b,c

Y

et

CVICENT 3.12: Ano.
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CvICENT 3.13: Cteni znaku b neméni stav:
b b

T
S

CVICENT 3.14: Po¢itani na cyklu délky 3:

CVICENT 3.15: Pravé takova, ve kterych pocet vyskytt znaku a minus pocet
vyskyti b dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENT 3.16: VsSechna takova, ve kterych se vyskytuje a a po jeho prvnim
vyskytu nasleduje sufix ,a“, ,aa“ nebo ,b“ (a nic vic).

CVICENT 3.17: Prostfedni a ten vpravo. Automat vlevo se dostavéa do priji-
majiciho stavu jen kdyz délka dava zbytek 2 po déleni 3.

CVICENT 3.18:

CVICENT 3.19:
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CVICENI 3.20:

CVICENI 3.21: Ano, poditame paritu vyskytt pro a i b zvlast podle Pii-
kladu 3.1 a udélame automat pro sjednoceni téchto dvou jazyki.

CVICENT 3.22: Ano, sta¢i dvoustavovy automat. Také lze vyuzit automat
z predchozi tlohy, jen patficné pozménime pfijimajici stavy. Jak?

CVICENI 3.23: Ano, ale uz se nam tento automat bude obtizné kreslit,
protoze ma 102 stavil; musi ,pocitat® prvnich 100 znakt, a pak pfijmout
vsSechna delsi slova.

CVICENI 3.24:
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CVICENT 3.25:

CVICENI 3.26: Nejmensi takovy KA m4 a) 8, b) 7 stavii.
CVICENI 3.27: Nejmensi takovy KA ma 5 stavi.

OTAzZKA 3.31: Protoze II vznikl sloucenim stavii 4,5 a mezi nimi vedly
prechody znakem b. Nyni se tyto dva prechody slouc¢i do jedné smycky.

OTAzZKA 3.32: Neukdze, naopak bude postup obvykle dosti dlouhy, protoze
bude muset rozlozit mnozinu stavi az na jednotlivé jednoprvkové podmno-
zZiny.

CvICENI 3.33:  Ano, postupem minimalizace zacneme s rozkladem
{{1,3},{2}} a hned v prvni iteraci rozlisime stavy 1, 3 pfechodem znakem 0.

CVICENT 3.34: Ano, jiz po dvou iteracich dojde k rozliSeni vSech stavil.

al|b

. —1121]3
CVICENT 3.35: 51513
~3131|3

CVICENT 3.36: 4 stavy, je nutno pocitat paritu poc¢tu jak a, tak b.

CVICENT 3.37: Jiz po dvou iteracich postupu minimalizace dojde k rozloZeni
na jednotlivé stavy zvlast; hledand slova jsou tedy délky nejvyse dvé.
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CVICENT 3.38: Spojit 12; 348; 567.
CVICENI 3.39: Spojit 12; 348; 5; 67.

CVICENI 3.40: 5 stavi, 2 x 2 jsou nutné k rozpoznavani parity po¢ti a a b
jeden dalsi pro odliSeni prazdného slova.

CVICENT 3.41: Vyjdeme ze zdkladniho automatu na 3 x 3 = 9 stavech, ktery
poc¢ité vyskyty a a b do dvou (tj. jako 0, 1, mnoho) a na vhodnych mistech ma
prijimajici stavy. Tento automat pak minimalizujeme. Vysledek ma 7 stavti.

CVICENI 3.42: Obdobné piedchozimu 5 stavii.
CVICENI 3.43: Obdobné piedchozimu 9 stavii.
OTAzZKA 3.44: Ne, protifecilo by to vété 3.16.

CVICENI 3.45: Samoziejmé ne, ten prvni nepfijima prazdné slovo, kdezto
druhy ano.

CVICENT 3.46: Ano, po minimalizaci je ten druhy stejny jako prvni.

OTAZKA 3.47: Ano, poditat pocet znakti modulo dand konstanta konecny
automat umi.

OTAZKA 3.48: Ano, takovou omezenou informaci si kone¢ny automat snadno
mize zapamatovat.

OTAZKA 3.49: Ne, vidime, Ze tady by se napt. pti dlouhém pocateénim tiseku
a-Cek automat bez pamatovani jejich poctu neobesel. Samoziejmé zpresnit
to zase muzeme pomoci nekone¢né mnoha kvocienti.

OTAZKA 3.50: Ano, jednda se o booleovskou kombinaci podminek, pro néz
snadno umime sestrojit konecny automat. Je samoziejmé uzite¢né si pripo-
menout, ze logicka formule A = B je ekvivalentni formuli =A V B.
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OTAzKA 3.51: Ne, regularni podminka ,konéi baa* ndm nepomuze, kvoci-
entu je porad oc¢ividné nekone¢né mnoho. Automat prosté musi pocitat napt.
pocatecni a-cka, nemize se ,spoléhat®, Ze slovo skonci baa.

OTAZKA 3.52: Ano; nesmime soudit povrchné napf. podle podobnosti s
predchozim prikladem. Rozebranim podminky snadno zjistime, ze si staci
pamatovat, zda pocet a-Cek je 0,1 ¢i > 2 a zda pocet b-Cek je 0,1 ¢ > 2. (Co
je napft. kvocient jazyka podle slova aa ?)

OTAzZKA 3.53: Ne, napi. poc¢atecni tisek a’ by si automat musel pamatovat
piesné, aby byl pfipraven na moZny sufix bba'. [Kvocienty podle a, aa, aaa,
... jsou zase rtizné.]

OTAzZKA 3.54: Ne, opét aplikujeme podobnou tvahu jako u piedchozich
prikladi.

OTAzZKA 3.55: Ano! V jednoprvkové abecedé je piece kazdé slovo rovno
svému zrcadlovému obrazu.

OTAzZKA 3.56: Ne. Analogickymi tivahami jako vySe.

OTAZKA 3.57: Ano. V jednoprvkové abecedé to znamend jen sudou délku
slova.

OTAzkA 3.58: Ne. Opét jsou kvocienty podle a* a a’ pro i # j o¢ividné
rizné.

OTAzZKA 3.59: Ano. O¢ividné stac¢i pocitat pocet jednotlivych symboli jen
do 100. [To oviem neznamené, %e minimélni automat méa (101)? stavi; pro¢
ne’|

OTAZKA 3.60*: Ne, ani jednoprvkova abeceda nepomiize. Méli bychom to
vytusit, i kdyz tfeba nejsme sbéhli v teorii ¢isel. [Co to je prvocislo ovSem
jist& v&ichni vime.] UZ kdyby totiz dva kvocienty podle a', @’ pro i < j mély
byt stejné, tak by pro kazdé k mélo byt ¢ + k£ prvocislo pravé tehdy, kdyz
J + k je prvocislo. Jinymi slovy, kdyz bychom k libovolnému prvocéislu py > @
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pticetli j—i, tak bychom méli dostat prvocislo p; = po + (j—i). Pak ovSem i
P2 = b1+ (—i) = po + 2(j—i) je prvodislo, ps = pa + (j—i) = po + 3(G—i) je
prvodislo, atd. Tedy i po+ po(j —7) je pak prvoéislo — to je ovSem spor, nebot
Po + po(j — i) miizeme vyjadiit jako soucin pg- (7 — i+ 1), kde oba ¢leny jsou
veétsi nez 1.

OTAZKA 3.65: Nemusi byt — definice nam povoluje se neustale presouvat
po e-pfechodech a necist vstup. Takovy vypocet vSak nikdy k pfijeti slova
nevede, takze pro nas nema prakticky vyznam.

OTAZKA 3.66: Vznikne de facto stejny automat — vzniklé stavy budou
reprezentovat jednoprvkové mnoziny obsahujici ptivodni stavy; metoda by
ovsem odstranila pripadné nedosazitelné stavy.

OTAZKA 3.67: Pravé tehdy, kdyz se pro nékterou posloupnost vstupnich
znaki u kazdy prislusny vypocet ,zasekne® — tedy neprecte celé u a skonci
ve stavu, v némz neni definovan pfechod pro nasledujici pismeno z u ani
e-prechod.

OTAZKA 3.68: Pochopitelné nemiize, neobsahuje samoziejmé zadny ptivodni
prijimajici stav; kon¢i v ném vsechny ,zaseklé® vypocty.

CvVICENT 3.69: Nikdy, jiz prvni pfechod znakem a neni definovan.

CVICENT 3.70: Asi jste konstruovali tabulku; ta by méla byt ekvivalentni
nasledujicimu grafu.

CvICENI 3.71: Kromé ¢ a ,bb“ vSechna. (Viz sestrojeny deterministicky
automat. )
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CVICENT 3.72: Pfirozené vyuZijeme nedeterminismu:

CVICENT 3.73:

a b
—~1,2,3]1,2,3]1,2
1,2 2,3 | 2
—2,311,2,3| 1
20 2,3 | 0

1| 2 2

0| 0 0

CVICENI 3.74: Asi nejpiimocaiejsi je toto FeSeni:
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Dokazete tento automat prevést na deterministicky?
CVICENI 3.75: Tieba bab.
CVICENI 3.76: Tieba abb.

CVICENT 3.77:

a b

—1,3] 1,2 [1,2

1,211,2,3] 2

—1,2,3/1,2,3|1,2

21 1,3 | 0

0 0 0
CVICENT 3.78:

a b

—1 2 2

21 23 | 0

—2.311,2,3] 1

0 0 0

—1,2,3(1,2,3]1,2

1,2 2,3 | 2

CVICENI 3.79*: Slova zac¢inaji b, konéi ba, opakuji se < 2x a za sebou.

OTAzZKA 3.81: Ne, tieba (041)* a (04004 1)* oznacuji stejny jazyk. Kazdy
regularni jazyk lze popsat nekone¢né mnoha regularnimi vyrazy.

CVICENT 3.82: Trieba takto a*(c + £)b*.
CVICENI 3.83: Tteba takto aa*(c + €)b*b.

CVICENI 3.84: Tteba takto aa*(cc + ¢ + €)b*b.
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CvVICENI 3.85: Nejsou, tfeba prvni jazyk obsahuje prazdné slovo, kdezto
druhy ne.

CVICENI 3.86: Nejsou, tieba slova v prvnim jazyku mohou kon¢it znakem
1, kdezto v druhém jazyku ne.

CVICENI 3.87*: Napt. (00 + 100 4+ 010 + 1010)*

CVICGENT 3.89: Zde:

CVICENT 3.90: Jen piidame smycku s 0 nad stav 3.

CVIGENT 3.91% (¢ + 1+ 11)(01 + 011 + 001 + 0011)*(c + 0 + 00)
CVIGENT 3.92: (((b+ ¢)* + (a + ¢)*)e)*(b* + a*)

CVICENT 3.93: ((b+c+a(b+¢)) (e +a)

CVICEN] 3.94: ¢

CVICENI 3.95: ¢*(abb* + b*)*

CVICENT 3.96*: ((c+¢)(a+0b)(a+b)*) (c+e)aa ((c+e)(a+b)(a+b)*) (c+e)
CVICEN] 3.97*:

a) Nejkratsi je ¢ a nejdelsi 01100110, nebot jazyk L nedovoluje opakovat
stejny znak za sebou vice nez dvakrat.
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b) Protoze 1 € K — L a 010101 € L — K.

c) 10101 jednoznac¢né.

OTAZKA 4.2: Ano, tfeba gramatika S — 55 | € generuje jen prazdné slovo,
ale to l1ze odvodit nekone¢né mnoha derivacemi.

OTAZKA 4.3: Préazdny, protoze z neterminalu S nevygenerujeme zadné ter-
minalni slovo.

CVICENT 4.4:

S — AaB|¢
A — AA|aSb|e|SB
B — SA]ac

e S = AaB = AAaB = aSbAaB = abAaB = abaB = abaSA =
abaAaBA = abaaBA = abaaacA = abaaacSB = abaaacB =
abaaacac

e S = AaB = AaSA = AaSSB = AaSSac = AaSac = AaAaBac =
AaAaacac = Aaaacac = AAaaacac = Aaaacac = aSbaaacac =
abaaacac

CVICENI 4.5: S — ¢ | aSa | bSh.

CVICENT 4.6: Zadna, v odvozeni z S se nikdy nezbavime vyskytu netermi-
nalu .S nebo C.

CVICENT 4.7: Ne, druhé generuje tieba slovo ,abba“, které v prvni odvodit
nelze.

CVICENT 4.8:

o Gy : S — AbaabA, A—c|aA|bA
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e Gy: S — A | AbADADS, A—c|aA
e G3: S —¢c|aSalbSb
e Gy: S—¢€]0S0]|T, T —¢e| 1T

e Gs: S —01]011]051]0S11

CVICENT 4.9: Jazyk je generovan napi. gramatikou

S e 510 | ASQ
S1 — €] aSib
Sy — €] bSyc
A — €]dA

C — €]|cC

CVICENI 4.10: Gramatika o¢ividné jednoznacné neni. Napf. slovo aac lze
odvodit levou derivaci S = AaB = aB = aac, ale také levou derivaci
S = AaB = AAaB = AaB = aB = aac. (Také napi. S = AaB =
SBaB = BaB = SAaB = AaB = aB = aac.)

CVICENT 4.11: Napt. S — aSb | Sb | b
CVICEN] 4.12: S — ¢ | aaSaa | abSba | baSab | bbSbb

CVICENI 4.13*: S — aTa |bTb| e, T — aUa | bUb | a | b, U — aSa | bSh
(T generuje palindromy, jejichz délka modulo 3 je rovna jedné, U generuje
palindromy, jejichz délka modulo 3 je rovna dvéma.)

CVICENT 4.14: Negeneruji, nebot v G5 neodvodime ¢.
CVICENT 4.15: Negeneruji; v Gy neodvodime aaaabb, v G ano.

CVICENI 4.16: b),d),e),f)
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CVICENT 4.17*: Napiiklad

S — €|bS|eS|TU
T — aTbb| abb
U — TU|e|eS

OTAZKA 4.18: Musi mit moznost udélat na zacatku e-krok (pfipadné vice
e-krokt), kterym(i) vyprazdni zasobnik; naptiklad mé instrukei (qo, €, Zy) —
(q,€) pro pocatecni stav qo, poc¢atecni zasobnikovy symbol Z, a néjaky stav
q.

OTAzKA 4.19: Ke kazdému ptechodu (,instrukci“) ¢ - ¢’ kone¢ného au-
tomatu sestrojime analogickou instrukei (q, a, Zy) — (¢, Zy) zdsobnikového
automatu (obsah zasobniku se neméni) a pro kazdy prijimajici stav ¢ konec-
ného automatu dodame instrukei (¢, e, Zp) — (g, ¢).

CVICENT 4.20: (qo,a % (a+a),
C)F (qo,ax (a+a),CxC)HE
(qo, (a +a),C) F (qo, (a + a),(

) (q07a’x(a’+a)7B)}_(q07a'x(a’+a)va
(qo,a x (a+a),axC)F (g, x(a+a), xC)
A F (go,a+a),A)) ... (qo,€,¢)
CVICENI 4.21: (r1,e,Z) — (r1,€)

(ri,z,2) — (r1,2%), pro x € {a,b}

(r1i,¢,2) — (r1, 2), pro z € {Z,a, b}
(Tlaxay) (Tl y) pro z,y € {a’ b}
(ri,e,x) — (re,x), pro x € {a, b}
(ro,x,x) — (rg,€), pro x € {a, b}
(re,c,x) — (rg,x), pro x € {a,b}
(T2vcv Z) - (T272)

(ro,e,Z) — (rg,€)

CVICENI 4.22: Jedné se o jazyk L = {u € {a,b,c}* | po vynechéni vSech
vyskytii symbolu ¢ z u dostaneme slovo ve tvaru w(w)f }, pro ngjz jste méli
zkonstruovat zasobnikovy automat v jiném ptikladu.

CVICENI 4.23: Jednd se opét o jazyk L = {u € {a,b,c}* | po vynechani
véech vyskytii symbolu ¢ z u dostaneme slovo ve tvaru w(w)? }.
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CVICENT 4.24: Da se aplikovat standardni konstrukce zasobnikového auto-
matu ekvivalentniho zadané gramatice.

CVICENT 4.25%: Jedna se o jazyk L = {w € {a,b}" | |w|, = |wl|p}. Determi-
nisticky automat mize mit stavy ¢, a ¢,. Kdyz bude fidici jednotka ve stavu
a, tak v dosud precteném useku u vstupniho slova plati |w|, > |wl,, pro stav
¢ bude platit |w|, < |wl,. Se zbytkem konstrukce uz si musite poradit sami.

CVICENI 5.1: Po odstranéni neterminéli, které neni mozno prepsat na ter-
minalni slovo dostaneme gramatiku:

S — aSb|aDaS | ¢
C — CC|eS

D — aSb|c¢D | aEE
E — bD

Po nasledném odstranéni nedosazitelnych neterminali dostaneme:

S — aSb|aDaS | ¢
D — aSb|c¢D | aEE
E — bD

CVICENI 5.5: regularni: Lo, L3
bezkontextové neregularni: Ly, Lg
nebezkontextové: Ly, Ls, Ly

OTAZKA 6.2: Libovolné velky, paska je (potencidlné nekonecnda) a jeji vyuziti
pri vypoctech neni nijak omezeno.

CVICENT 6.3:
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CVICENI 6.4: Toto zobecnéni je pfimocaré; stavy , prenasejici kopii pismene
doprava“ ted ovSem budou dva, protoZe stroj si musi pamatovat, ktery sym-
bol praveé prenasi.

CVICENI 6.5: Lze vyuzit (tj. patfiéné modifikovat) stroj z ReSeného pii-
kladu 6.2.

CVICENI 6.6: Vypocet se zastavi na vSech slovech kromé e. Pokud je vstupem
neprazdny Tetézec a-cek, vystup z néj vznikne prepsanim posledniho a na b;
jinak je vystup roven vstupu.

CVICENT 6.9: Vyhradime volny tsek paméti délky k a pocatku p a potom
budeme k prvku a[j] pfistupovat jako k pamétovému mistu na adrese p + j
(vyuzitim indexregistru).

CVICENT 6.10: Vyhradime volny tisek paméti délky k¢ a poc¢atku p. Pfistu-
povat budeme k ali, j] na adrese p + il + j.

CVICENT 6.11: Ve vymezeném useku paméti implementujeme zésobnik pro
lokalni proménné a navraty. (Podobné to déla bézna CPU.)

OTAZKA 6.12: Puvodni symboly reprezentujeme bloky s dostateénym po-
¢tem ,bitd"“; simulujici stroj musi provedeni jedné instrukce simulovaného
stroje implementovat pomoci kroki, v nichz nacte cely blok do fidici jed-
notky (mé tedy vice stavi) a pak patfi¢né zméni reprezentaci simulovaného
stavu v fidici jednotce, zapiSe novy obsah aktualniho bloku a pfresune se na
sousedni blok predepsanym smeérem.

OTAzZKA 8.1: Viibec nic.

OTAZKA 8.2: Ano, napf. mame n+ 1 € O(n).

OTAzZKA 8.3: Ne, muze to platit jen pro koneéné mnoho n.

CVICENI 8.4: Dekadicky zapis ¢isla méa délku zhruba log,, . TakZze mtizeme

Iici, ze velikost vstupu je ©(log z; +log x2) (nebo napt. O(log(max{xy,x2}).)
(Jak vime, na zakladu logaritmu nezalezi.)
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CvICENT 8.5: Cyklus for se vykona pravé n-krat, takze n-krat se i pricte
hodnota do z a n-krat se inkrementuje i. Déale mezi aritmetické operace
pocitame n+ 1 porovnani ¢ < n a jedno zavérecné déleni. Celkem tedy mame

3n + 2 aritmetickych operaci. Radové je to ©(n).

CVICENT 8.6: Vné&jsi cyklus se jasné iteruje n?-krat. Podet iteraci vnitiniho
cyklu vsak zavisi na proménné ¢ vnéjsiho cyklu. Vnitinich iteraci proto pro-
behne soudtem S i = 1+2+3+...+n2—1+n2. Nektek z vas mozn4 vi,
ze soucet této rady je %nQ(n2 + 1), ale my si vysledek umime asymptoticky

odvodit sami

142434+ . +n2<n?4+n?+.. . +n2=n2-n?>=n

ale na druhou stranu

1
n+-n’+1+...4+n%>

1, 2
1+24+...+=n"+...+n" > 5

2

DN | =
DO |

Pocet priichodt vnitinim cyklem tedy je ©(n?).
CVICENT 8.7: logn € o(n®?) (protoze lim,, .o, %62 = 0).
CVICENI 8.8: (c)

CVICENI 8.9: a), b), c)

CVICENI 8.10: ¢) < a) < b)

CVICENI 8.11: b) <a) < ¢)

CVICENI 8.12: a) < ¢) < b)

CVICENI 8.13: ¢) <a) < b)

n?--n
2

4

)

2

O(n*).

OTAzZKA 8.14: Kdyby bylo pro dany vstup vice moznych vystupii nedetermi-
nistického algoritmu nez jen ANO/NE, nemohli bychom rozumné definovat,

jaky vystup k onomu vstupu tedy prifadime.
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OTAZKA 8.15: Ano. U rozhodovaciho (deterministického) algoritmu staci
prohodit vydavané odpovédi ANO a NE.

OTAzKA 8.16: Neplyne. Navic si vS§imnéme, Ze napt. u problému SAT lze
v pozitivnim piipadé uhodnout a ovéfit spliujici pravdivostni ohodnoceni.
Neni ale viibec jasné, zda existuje néco takového (,,polynomialné malého*),
co by se dalo ,,uhodnout a ovéfit“ k prokazani nesplnitelnosti dané formule.

CvICENT 8.17: K instanci problému IS, tedy k zadanému grafu G a ¢islu
k musi sestrojit instanci problému HC, tedy orientovany graf G’ tak, Ze je
zaruceno, ze kdyz v G existuje nezévisla mnozina velikosti k, tak v G’ existuje
hamiltonovsky cyklus, a kdyz v GG nezavisld mnozina velikosti k& neexistuje,
tak v G’ neexistuje hamiltonovsky cyklus; navic musi mit A polynomiélni
¢asovou slozitost.
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