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Optimalizační problémy

Ke každému vstupu množina přípustných řešení,
na nich definována cílová funkce (objective function),
hledaným výstupem je (nějaké) optimální řešení
(tj. s minimální, či maximální, hodnotou cílové funkce).

Příklady:
- minimální kostra v (hranově-ohodnoceném) grafu
- problém obchodního cestujícího

U min. kostry hltavý (greedy) přístup vede k řešícímu polynomiálnímu
algoritmu.
Jak je o u TSP ?

Název: TSP (problém obchodního cestujícího) (Ano/Ne verze)
Vstup: množina „městÿ {1, 2, . . . , n}, přir. čísla („vzdálenostiÿ) dij
(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n); dále číslo ℓ („limitÿ).
Otázka: existuje „okružní jízdaÿ dlouhá nejvýše ℓ, tj. existuje permutace
{i1, i2, . . . , in} množiny {1, 2, . . . , n}
tž. d(i1, i2) + d(i2, i3) + · · · + d(in−1, in) + d(in, i1) ≤ ℓ?
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Nedeterministické algoritmy (Turingovy stroje)

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0,F ), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů,

Σ je konečná neprázdná množina vstupních symbolů,

Γ je konečná neprázdná množina páskových symbolů, kde Σ ⊆ Γ a
v Γ − Σ je (přinejmenším) speciální znak � (prázdný znak [blank]),

q0 ∈ Q je počáteční stav,

F ⊆ Q je množina koncových stavů,

δ : (Q − F ) × Γ → Pfin(Q × Γ × {−1, 0, +1}) je přechodová funkce.

(jeden) výpočet pro w ∈ Σ∗:
q0w = C0 ⊢M C1 ⊢M · · · ⊢M Cm = uqv , kde q ∈ F (či nekonečný výpočet)

Definice relace ⊢M (píšeme jen ⊢)
jestliže δ(q, a) ∋ (q′, a′, +1), což píšeme (q, a) → (q′, a′, +1), tak

ubqav ⊢ uba′q′v ,
jestliže (q, a) → (q′, a′, 0), tak ubqav ⊢ ubq′a′v ,
jestliže (q, a) → (q′, a′,−1), tak ubqav ⊢ uq′ba′v .
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Časová složitost nedeteterm. Tur. strojů. Třída NPTIME.

Časová složitost NTM (nedet. Tur. stroje) M je funkce
TM : N → N ∪ {⊥}, kde TM(n) je délka (počet kroků) nejdelšího výpočtu
M nad vstupem velikosti n.

NT (f (n)) je třída (ANO/NE) problémů rozhodovaných nedeterm. Tur.
stroji s časovou složitostí v O(f (n)).

(Připomenutí. V případě pozitivní instance problému alespoň jeden
výpočet příslušného algoritmu úspěšně skončí. V případě negativní instance
všechny výpočty skončí neúspěšně.)

NPTIME =
⋃
k∈N

NT (nk) . . . třída problémů rozhodovaných
nedeterministickými polynomiálními algoritmy.

Příklad nedeterm. polynom. algoritmu rozhodujícího problém SAT
(kde [] značí nedeterm. výběr):
Vstup: booleovská formule F (v cnf) s proměnnými x1, x2, . . . , xm
Postup: x1 := 0 [] x1 := 1; x2 := 0 [] x2 := 1; . . . ; xm := 0 [] xm := 1;
vyhodnoť F (x1, x2, . . . , xm); (* jednoduchým polynomiálním algoritmem *)
když výsledek je 1 (true), vydej Ano, když 0 (false), vydej Ne.
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Polynomiální převeditelnost mezi problémy

Mějme ANO/NE problémy P1,P2. Řekneme, že problém P1 je
polynomiálně převeditelný na problém P2, což označujeme

P1 ⊳ P2,

jestliže existuje (převádějící) polynomiální algoritmus A, který pro libovolný
vstup w problému P1 sestrojí vstup problému P2, označme jej A(w),
přičemž platí, že odpověď na otázku problému P1 pro vstup w je Ano
právě tehdy, když odpověď na otázku problému P2 pro vstup A(w) je Ano.
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NP-úplnost

Problém Q nazveme NP-těžkým, pokud každý problém ve třídě NP lze na
problém Q polynomiálně převést, tedy pokud platí ∀P ∈ NPTIME : P ⊳ Q.

Problém Q nazveme NP-úplným, pokud je NP-těžký a náleží do třídy NP.
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Šachy jsou „řešitelné v polynomiálním prostoruÿ

MaBilyVS(Pozice, NaTahu, Limit):

if ((Pozice, NaTahu) představuje mat Černému) return ANO;
if ((Pozice, NaTahu) představuje pat nebo mat Bílému nebo Limit=0)
return NE;
if (NaTahu=Bílý) {Postupně pro každý tah Bílého v Pozice zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Černý, Limit), kde Pozice’ vznikne z Pozice provedením
příslušného tahu; když je v nějakém případě vráceno ANO, tak return
ANO, jinak return NE};
if (NaTahu=Černý) {Postupně pro každý tah Černého zavolej
MaBilyVS(Pozice’, Bílý, Limit-1); když je ve všech případech vráceno
ANO, tak return ANO, jinak return NE}.
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Prostorová složitost. Třída PSPACE.

Přirozeně lze chápat

prostorovou složitost Turingova stroje M jako funkci SM : N → N

tak, že SM(n) udává počet navštívených políček pásky při výpočtu stroje
M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v nejhorším případě (worst-case
complexity).

S(f (n)) je třída (ANO/NE) problémů rozhodovaných Tur. stroji s časovou
složitostí v O(f (n)).

PSPACE =
⋃
k∈N

S(nk) . . . třída problémů rozhodovaných algoritmy s
polynomiální prostorovou složitostí.

Ze Savitchovy věty vyplývá PSPACE =NPSPACE.

PSPACE-úplné problémy . . .
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Vybrané třídy složitosti

LOGSPACE ⊆

⊆ PTIME ⊆ NPTIME ⊆ PSPACE = NPSPACE ⊆

⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME ⊆ EXPSPACE = NEXPSPACE ⊆ . . .

Co je LOGSPACE? . . .
Je potřeba definovat pracovní pásku . . . čtení vstupu se do prostorové
složitosti nepočítá . . .

Např.
EXPSPACE =

⋃
k∈N

S(2n
k
)

Příklad EXPSPACE-úplného problému:

Název: ekvivalence regulárních výrazů s mocněním (RE 2)
Vstup: dva regulární výrazy, v nichž je možné použít mocnění (tzn. je
možno psát α2 místo α · α).
Otázka: reprezentují zadané výrazy tentýž jazyk?
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Příklad superexponenciálního rozhodnutelného problému

Název: problém pravdivosti teorie sčítání (ThAdd)
Vstup: formule jazyka 1. řádu užívající jediný „nelogickýÿ symbol –
ternární (tj. 3-ární) predikátový symbol PLUS .
Otázka: je daná formule pravdivá pro množinu N = {0, 1, 2, . . . },
kde PLUS(a, b, c) je interpretováno jako a+ b = c?
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Připomenutí: nerozhodnutelnost aritmetiky

Přidáme-li ke sčítání i násobení . . .

Název: problém pravdivosti v aritmetice
Vstup: formule jazyka 1. řádu užívající dva nelogické symboly – ternární
predikátové symboly PLUS a MULT .
Otázka: je daná formule pravdivá pro množinu N = {0, 1, 2, . . . },
kde PLUS(a, b, c) je interpretováno jako a+ b = c
a MULT (a, b, c) je interpretováno jako a · b = c ?
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