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0.1 Predmluva

Vazeni ¢tenari,

dostava se vam do rukou vyukovy text pro Uvod do Teoretické Informatiky, ktery
je primarné uréeny pro studenty informatickych obort (od bakaldiského stupné) na
technickych vysokych skolach.

Teoretickd informatika nam dava formalni a teoretické zaklady nezbytné pro presné
formulace a spravna reSeni problému spojenych s informatikou. Teoretickd stranka in-
formatiky se pocala rozvijet jiz s prvnimi (mechanickymi) vypocetnimi stroji v prvni
poloviné 20. stoleti, jak muzeme zminit naptiklad na pracech Turinga ¢i jinych. Skutec-
ného rozmachu dosahla pak v druhé poloviné stoleti s prudkym nastupem pocitact do
vSech oblasti zivota, coz vyvolalo i naléhavou potfebu teoreticky definovat a resit mnohé
zcela nové védecké otazky spojené s algoritmizaci praktickych problémii.

Nas text vas seznami s ivodnimi partiemi dvou asi nejvyznamnéjsich oblasti teore-
tické informatiky — s teorii jazykt a koneénych automati a s teorii vypocetni slozitosti
algoritmti. Jde o sezndmeni jen velmi zbéZné, nebot podani pouhych uplnych zékladi
kazdé jedné z téchto oblasti by vydalo alespon na jeden semestr vyuky. Presto jsme se
pokusili do jednoho celku z kazdé ¢asti shrnout nékolik zdkladnich pojmt a poznatki,
které by studentim umoznily nahlédnout pod poklicku teoretické informatiky a poznat
jeji uzitecnost v ruznych informatickych aplikacich.

Nas vyukovy text je koncipovan jako sobéstacny celek, ktery od ¢tenare nevyzaduje o
mnoho vice nez b&zné stredoskolské matematické znalosti, zkuSenosti s pocitacem a chut
do studia. Svym rozsahem text odpovida jednomu semestru bézné vyuky véetné cviceni.
Vhodnym doplitkem pfi jeho studiu je obdobny vyukovy text Diskrétni Matematika [4]
stejného autora.

Pri pripraveé latky vychazime zcasti ze stavajicich vyukovych materiald pro teoretic-
kou informatiku na FEI VSB-TUO od Doc. RNDr. Petra Jancara, Ph.D., z druhé ¢asti
z autorovych vlastnich studijnich zkusenosti na MFF UK. Proti zabéhlym zvyklostem
vyuky teoretické informatiky uvadime nékolik méné béznych motivi, z nichz za zminku
stoji napiiklad “ndpovédny” pohled na nedeterminismus a na tiidu NP ve vypocetni
slozitosti.

Ve strucnosti se zde zminime o strukture naseho textu. Pfedneseny material je déleny
do jednotlivych lekei (kapitol), které zhruba odpovidaji obsahu tydennich prednasek v
semestru. Lekce jsou dale déleny tematicky na oddily. Vyklad je strukturovan obvyk-
Iym matematickym stylem na definice, tvrzeni, algoritmy, pfipadné dikazy, poznamky
a neformalni komentéare. Navic je prolozen fadou vzorové fesenych priklad® navazujicich
na vykladanou latku a doplnén dalsimi otazkami a tlohami. Kazda lekce je zakoncena
zvlastnim oddilem uréenym k dodateénému procviceni latky. Spravné odpovédi k otaz-
kam a tloham jsou shrnuty na konci textu.

Prejeme vam mnoho tspécht pfi studiu a budeme potéseni, pokud se vam nas vy-
ukovy text bude libit. Jelikoz nikdo nejsme neomylni, i v této publikaci zajisté jsou
nejasnosti ¢i chyby, a proto se za né predem omlouvame. Pokud chyby objevite, dejte
nam prosim védét e-mailem mailto:petr.hlinenyQvsb.cz.

Autor

iv


mailto:petr.hlineny@vsb.cz

Par slov o vzniku

Tento ucebni text vznikal v pribéhu let 2004 az 2005 podle autorovych pirednasek a
cvideni pfedmétu Uvod do teoretické informatiky na FEI VSB — TUO. Jeho zakladni
verzi utvofil soubor autorovych slidi pro pfednasky predmétu. Vétsina pridanych rese-
nych prikladt a aloh k procviceni pak vychazi z naplné skuteénych cviceni a pisemnych
zapoc¢ti a zkousek v predmétu.

Vyznamné podékovani za vznik tohoto textu patii doc. Petru Jancarovi, ktery ne-
zistné poskytl ¢asti svych vjukovych materialt tykajicich se teoretické informatiky i
pro nas text. Za pfipravu nékterych ptikladd a zvlasté za kontrolu celého textu patii
diky také cvi¢icim — byvalym i soucasnym doktorandskym studentim Martinu Kotovi,
Premyslu Teperovi, Ondfeji Kohutovi, Dusanu Fedorcéakovi.



Cast I
Jazyky a Automaty

1

Uvodni pojmy, jazyky

Uvod

Predmét Teoreticka informatika poskytuje formalni zaklady a nastroje pro praktické
tkolem je matematicky popsat rizné typy algoritmickych vypocti, jejich proveditelnost a
slozitost. Pfitom pro matematicky popis zadani (vstupu a vystupi) vypoctu je potfebné
nejprve zavést pojmy abecedy symbolu a formalnich slov nad touto abecedou.

Pouziti symbolické abecedy pro vstupy a vystupy vypoctu zavisi na dohodnuté formé za-
pisu, v praxi u pocitaci se nejcastéji pouzivaji bindrni zapisy s abecedou {0, 1}, obcas hexa-
decimalni s abecedou {0,1,...,9,a,..., f}, nebo nejcastéji “lidsky ¢itelny” zapis s abecedou
ASCII ¢i novéji UTF-8. Matematicky muZzeme za abecedu povazovat libovolnou (dohodnu-
tou) kone¢nou mnozinu symbolil, pfitom prevody zapisti mezi ruznymi abecedami jsou velmi
Jjednoduché. (Volime si proto obvykle abecedu, ktera se nejlépe hodi pro vyieSeni daného
problému.)

Diilezitym teoretickym pojmem je “slovo”, které znamena libovolny konecny Fetézec sym-
bolii nad abecedou, pfitom mezera zde nema zadny zvlastni vyznam. Urcena mnozina slov se
nazyva “jazykem”. Tyto pojmy v tivodni lekci pFesné definujeme a zaroven zavedeme diilezité
operace s formalnimi jazyky.

Cile

Za hlavni cil dvodni ¢asti povazujeme jednak spravné (viceméné filozofické) pochopent
pojmii konecnosti a nekonecnosti mnozin; za druhé nastudovani pojmii abecedy, formalniho
jazyka a operaci s nimi.

1.1 MnozZiny a operace s nimi

Uvodem si pfipomeneme zndmé matematické pojmy tykajici se pfevazné mnozin a jejich
konec¢nosti ¢i nekone¢nosti. Zaroven si takto zavedeme (pro ujednoceni) nékteré zakladni
konvence a znaceni pouzivané dale v textu.

Symbolika mnozin

MmnoZiny obvykle zna¢ime velkymi pismeny A, B, X,Y, ...
a jejich prvky malymi pismeny a,b, x,y, ...,
symbol () znaéi prazdnou mnoZinu.

M = {a,b,c,z} je mnozina se ¢tyfmi prvky a,b,c,x a piSeme a € M, b € M,
ale d & M. Pocet prvka znacime |M| = 4.
N ={a,b,x} je podmnozinou M, coz pisSeme jako N C M.

Sjednoceni mnozin znac¢ime A U B, jejich prunik AN B.

Rozdil mnozin je definovan A\ B={a € A:a ¢ B}
a symetricky rozdil je AAB = (A\ B)U (B \ A) (jako “XOR”).

n n
Rozsitené znaceni sjednoceni |J X; a priniku () X; pouzivame jako u sumy.
i=1 i=1



Komenta¥: Pro nazornou ukéazku si zvolme napiiklad mnoziny
A={a,b,c,d}, B={b,ce f}.

Pak sjednocenim téchto dvou mnozin je AUB = {a,b,¢c,d, e, f} a prinikem je ANB = {b, c}.
Vysledkem rozdilu je A\ B = {a, d} a symetrického rozdilu AAB = {a,d,e, f}.

Koneéné a nekoneé¢né mnoziny
e Mnozina je konecna pokud pocet jejich prvki je prirozené ¢islo.

e Mnozina je spocetnd pokud vsechny jeji prvky lze sefadit do jedné posloupnosti,
neboli o¢islovat pfirozenymi ¢isly. (Muze byt koneéné i nekonecnd.)

e Mnozina je nespocetna pokud neni spocetné. (Naptiklad mnozina vSech redlnych ¢isel
je nespocetna.)

Potencialni a aktualni nekonecéno

Pro lepsi pochopeni pojmu nekonec¢nosti mnoziny si pfipomenme jeden ze zakladnich
antickych paradoxt — zéavod Achilla se Zelvou: Achilles bézi 10x rychleji nez Zelva, ale
zelva ma 100m néaskok. Nez Achilles téchto 100m probéhne, Zelva je dalsich 10m pred
nim, po ub&hnuti dalsich 10m m4& Zelva stale 1m néskok, atd...Vzdy, kdyz Achilles
naskok zelvy dobéhne, Zelva se posune jesté o kousek dale. Predbéhne Achilles viibec
nékdy zelvu?

Tento filozoficky paradox vznika z rozdilnych pohledd na pojmy konecéné a nekonecné
velikosti, které stru¢né shrneme takto:

— “Omezené velke” — uvazujeme mnoziny /objekty, jejichz velikost je omezend (jakou-
koliv) pfedem danou konstantou.

— “Potencialni nekonecno” — uvazujeme stéle jesté koneéné mnoziny /objekty, ale jejich
velikost nelze shora omezit univerzalni konstantou. Jinymi slovy, ke kazdému objektu
nalezneme mezi uvazovanymi jesté vétsi objekt. Také se rika, ze velikost roste nade
vSechny meze.

— “Aktudlni nekonecno” — uvazujeme skuteéné nekone¢né mnoziny v celé jejich $iri.

Matematickd odpovéd na Achilltiv paradox je dédna rozdilem mezi chapanim poten-
cidlniho a aktudlniho nekonecna. Pii uvedené paradoxni ivaze stale pridavame dalsi a
dalsi (zkracujici se) tseky béhu, ale nikdy nevidime drdhu béhu v celku (rozdélenou
na nekoneéné mnoho ¢im dél mensich usekd, tj. jako aktudlni nekoneéno). Samoziejmé
Achilles Zelvu pfedbéhne ve vzdalenosti 111.1m.

1.2 Orientované grafy

S pojmem grafu jsme se dobfe seznamili v diskrétni matematice — graf se sklada z
mnoziny vrchold a mnoziny hran spojujicich dvojice vrchol. V nékterych piipadech
(jako tfeba u automati) potfebujeme u kazdé hrany grafu vyjadrit jeji smér. To vede na
definici orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou formalné usporadané dvojice vrcholi.
Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické.

ZnaZeni: Hrana (u,v) v orientovaném grafu D zacind ve vrcholu u a konci ve (mifi do)
vrcholu v. Také pfipoustime tzv. smycku (u, ) mifici z u zpét do u. Opaéné hrana (v, u)
je rtizna od (u,v)! Ptiklad kresleni orientovaného grafu nasleduje.

)



1.3 Formalni abeceda a jazyk

Pro zapis zadani a vysledki vypoctu je nezbytné se domluvit na pouziti jednotnych
znaki—symbold abecedy. Sdélované informace pak maji formu fetézcti nad témito znaky,
které nazyvame prosté “slovy”.

Definice: Abecedou myslime libovolnou koneénou mnozinu Y. Prvky X nazyvame sym-
boly (pismena) této abecedy. (Tteba ¥ = {a,b}.)

Slovem nad abecedou % rozumime libovolnou kone¢nou posloupnost prvkd 3, naptiklad
‘abbbaaab’ (jako pocitacovy retézec).

Prazdné slovo ‘’ je také slovem a znadi se €.

Znateni: Vyrazem X* zna¢ime mnozinu vsech slov na abecedou .

Poznédmka: Mnozina vSech slov nad kone¢nou abecedou je vzdy spocetna — staci vSechna slova
uspofadat nejprve podle délky a pak podle abecedy mezi slovy stejné délky. Tim budou vSechna
slova napsana do jedné posloupnosti, ve které je 1ze po radé ocislovat pfirozenymi cisly.

ZnaZeni: Délku slova w, tj. podet pismen ve w, zna¢ime |w|.

ZnaZeni: Pro zjednoduseni zapisu slov nékdy pouzivame “exponenty” u znaki, kde ‘x*’
znamend k opakovani znaku z za sebou. Napiiklad zapis ‘a®bc?a’ je zkratkou pro slovo
‘aaabcccca’.

Prirozenou operaci se slovy je jejich spojeni za sebou do jednoho vysledného slova.

Definice: Rikame, zZe slovo z je zretézenim slov x a gy, pokud z vznikéd zapsanim = a y
za sebou bez mezer. Znacime z = x - y, nebo zkracené z = zy.

Naopak nékdy potfebujeme slovo zpét rozdélit na jeho pocéatecni a koncovou ¢ést.
Usek znakii, kterym néjaké slovo za¢iné, se nazjva predponou, neboli odborné matema-
ticky prefixem. Obdobné se tsek znakti, kterym slovo kondéi, nazyva priponou, odborné
sufixem.

Definice: Slovo t je prefizrem slova z, pokud lze psat z = tu pro néjaké slovo u, pritom
u je také nazyvano sufixem.

Komenta¥: Vezméme si napriklad slovo ‘abcadbcedc’. Pak slovo ‘abce’ je jeho prefixem, kdezto
‘be’ prefixem neni. Naopak ‘bedc’ je sufixem. Préazdné slovo € je prefixem i sufixem kazdého
slova.

Nakonec pfichazime k dulezité formalni definici jazyka, ktery je tvoreny jakoukoliv
vybranou mnozinou slov.

Definice 1.1. Jazykem nad abecedou %
rozumime libovolnou podmnozinu L C ¥* mnoziny ¥* vSech slov.



Komenta¥: Na rozdil od pfirozeného jazyka (CeStiny) budou nase jazyky obvykle obsahovat
nekone¢né mnoho slov, feceno slovy nekonecny jazyk. V analogii s pfirozenou mluvou si
formalni jazyk mtzeme predstavit tfeba jako mnozinu vSech knih, které kdy byly na svéte
napsany, nebo tfeba jako mnozinu vSech moznych knih, které 1ze gramaticky spravneé v cestiné
napsat.

Piiklady formdlnich jazykt nad abecedou {0,1} jsou

Ly = {¢,01,0011,1111,000111} ,
Ly = {véechny posloupnosti z {0, 1}* majici stejné ‘0’ jako ‘1’} ,
Lj = {vSechny posl. z {0,1}* zapisujici binarné ¢islo délitelné tiemi} .

Jazyk L je zde konecny, kdezto zbylé dva jsou nekonecné. Slovo ‘101100’ patii do jazyka Lo,
ale ‘10100’ do Lo nepatii, nebot obsahuje vice nul nez jednicek. Slovo ‘110’ binarné vyjadiuje
¢islo 6, a proto patii do jazyka L3, kdezto ‘1000’ vyjadiujici 8 do L3 nepatii.

Neékteré operace s jazyky
Pti praci s formalnimi jazyky pouzivame nejcastéji nasledujici matematické operace:
e BéZzné mnozinové operace sjednoceni K U L, pruniku K N L, nebo rozdilu K \ L.

o Zretézeni dvou jazyku K- L = {uv : u € K,v € L}, tj. jazyk vSech slov, které zacinaji
slovem z K a pokracuji slovem z L.

e [ierace jazyka L, znacend L*, ktera je definovana rekurentné pomoci zietézeni
IO ={e}, L' =L, L""' =L"-L,celkem L* =L°UL'UL?2UL3U...,

tj. jazyk vsech slov vznikljch libovolnym opakovanim slov z jazyka L za sebou.

Komenta¥: Dejte si pozor, Ze operace zietézeni dvou jazykt neni komutativni, tj. obecné
nelze zaménit poradi K -L # L - K.

Vsimnéte si, ze znaceni pro iteraci L* odpovida znaceni mnoziny vSech slov ¥* nad
abecedou ¥ — abeceda samotna je mnozinou vSech jednopismennych slov, pfitom jejich
iteraci vzniknou vSechna konecnd slova.

Pfiklad 1.2. Uvedme si nédsledujici ukazky operaci s jazyky nad abecedu {0,1}:

a) Sjednocenim jazyka Lo vSech slov obsahujicich vice ‘0’ nez ‘1’ a jazyka L; vSech slov
obsahujicich vice ‘1’ nez ‘0’ je jazyk vSech slov majicich pocet ‘1’ rizny od poctu ‘0’.

b) Co vznikne zfetézenim Lg - Ly jazykt z pfedchozi ukdzky (a)? Patii sem vSechna mozna
slova?

Vsechna slova do tohoto jazyka nepatii, napfiklad snadno najdeme ‘10’ & Lg - L1.
Obecny popis celého zietézeni vsak neni Gplné jednoduchy. Dle definice do tohoto zietézeni
patii vSechna slova, ktera lze rozd€lit na pocatecni tsek majici vice ‘0’ nez ‘1’ a zbytek majici
naopak vice ‘1’ nez ‘0’.
c¢) Je pravda, ze Lo - L1 = Ly - Lo v pfedchozi ukézce?

Neni, napiiklad, jak uz bylo uvedeno, ‘10’ & Lq - L1, ale snadno ‘10’ € Ly - Lg.

d) Co vznikne iteraci jazyka Lo = {00,01,10,11}?

Takto vznikne jazyk L3 vSech slov sudé délky, véetné prazdného slova. Zdivodnéni je
snadné, slova v L3 musi mit sudou délku, protoze vznikaji postupnym zretézenim tsekt
délky 2. Naopak kazdé slovo sudé délky rozdélime na tseky délky 2 a kazdy tsek bude mit
zfejmé jeden z tvard v Lo. O

Ulohy k feSeni

(1.3.1) Kterd slova jsou zaroven prefixem i sufixem slova ‘101110110°? (Najdete vSechna tii
takova?)



(1.3.2) Vypiste slova ve zietézeni jazykd {110,0111} - {01,000}.
(1.3.3) Najdéte dva rizné jazyky, které komutuji v operaci zfetézeni, tj. Ly - Lo = Lo - Ly.
*(1.3.4) Co vznika iteraci jazyka {00,01,1}? Patii tam vSechna slova nad {0,1}?

Rozsirujici studium

Pro teoretickou informatiku existuje mnozstvi ucebnich textii a knih. (Obvykle byvaji
oddélené zvIlast pro automaty a jazyky, zvlast pro vypocetni slozitost, tak jako je délen i nas
ucebni text.) Jak jiz bylo uvedeno, nas text vychazi ¢astecné z uc¢ebniho textu P. Jancara [8],
ale je zjednodusen a Iépe zpristupnén studentiim bakalarského studia bez piedchozich znalosti
informatické teorie.

Mimo zminéného textu [8] pro rozsifujici studium problematiky automatii doporucujeme
napiiklad [7] a [0], ¢i nepfeberné mnozstvi anglickych texti. Dobie zpracovany tvod do
problematiky slozitosti a N'P-tiplnosti pfedevsim kombinatorickych algoritmii ¢tendf najde
v knize [9].

1.4 Cviceni: Prace s formalnimi jazyky

Priklad 1.3. Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L, je jazykem vsech téch

slov obsahujicich nejvyse pét znakii ‘1’ a Lo je jazykem vsech téch slov, ktera obsahuji

stejné ‘0’ jako ‘1’. Kolik je slov v priniku L1 N Ly?

V prvé radé si uvédomme, ze oba jazyky jsou nekonec¢né. Piesto je prinik koneény
— slovo patfi do obou jazykt jen pokud mé nejvyse pét vyskytu kazdého ze znakt 0,1,
tj. celkem nejvyse délku 10. (Podle definice L1 mé slovo w € L1 N Ly nejvyse pét znaka
‘1’ a podle Ly mé stejné znaka ‘0’.) Navic slovo v priniku L; N Le mé sudou délku 2/,
kde ¢ <5 je pocet vyskytt znaku 0 i 1.

Pro ¢ = 0 mame jediné slovo ¢, pro £ = 1 jsou dveé slova ‘01’ a ‘10’ a obecné je v
priniku (25) slov pro kazdé ¢ = 0,1,2,3,4,5. (Vybirdme pozice znakt 1 z 2¢ pismen ve
slové.) V souc¢tu pak je

4 6 8 10
LiNLy=1+2 —351.
|L1 N Lo + +<2>+<3>+<4>+<5> 35

Piiklad 1.4. Uvazujme jazyky nad abecedou {a,b}. Vypiste vSechna slova ve zfe-

tézeni jazyka Ly = {e,abb,bba} a Ly = {a,b,abba}.

Postupujeme jednoduse podle definice — bereme jedno za druhym slova z L a zfe-
tézujeme za né jedno po druhém slova z Ls. Celkem vyjde

a

Ly - Ly = {a, b, abba, abbb, abbabba, bbaa, bbab, bbaabba} .

(Vsimnéte si dobfe, ze vysledek obsahuje jen 8 < 3 - 3 slov. Jak je to mozné? To proto,
ze slovo ‘abba’ se ve zfetézenich objevi dvakrét, jako ¢ - abba a jako abb - a.) O

Piiklad 1.5. Uvazujme jazyky nad abecedou {c,d}. Necht L je jazyk vSech téch
slov, ktera obsahuji riizné pocty vyskytii symbolu ¢ a vyskytii symbolu d. Popiste
slovné zietézeni Lg - Ly.

Za prvé si v§imnéme, Ze prazdné slovo e & Lg- Lo, nebot € € L. Ze stejného divodu
ani jednopismenna slova c a d nejsou v Lg- Ly — pokud by byly slozeny ze dvou slov, jedno
z nich by bylo €. Naopak kazdé slovo liché délky musi mit rizny pocet ¢ a d, protoze
dva stejné pocty by vynutily sudou délku slova, a tudiz néalezi do L. Kazdé neprazdné
slovo w sudé délky lze napsat jako zietézeni jeho prvniho pismene wi a zbylého sufixu



liché délky ‘ws . ..w:’, a proto je w € Ly - Lg. Co vSak se slovy w liché délky vétsi nez 17
Pokud v nich najdeme sudy prefix nebo sufix, ktery neobsahuje stejné ¢ jako d, mame
opét w € Lg - Ly.

Na zakladé vyse uvedenych tvah odhadneme, Ze slovo w nepatii do Lg - Ly pouze
tehdy, kdyz w = ¢ nebo w je liché délky ve “stfidavém” tvaru ‘cdcdc...dc’ nebo
‘ded . .. ed’. (Je pomérné ziejmé, Ze takova slova do L - Ly patfit nemohou.) Nyni zbyva
nase tvrzeni korektné dokézat: Pokud slovo w neni ve vySe uvedeném vyjimecném tvaru,
mé bud w sudou délku a potom w € Lg - Ly, jak jsme jiz uvedli vyse, nebo w mé lichou
délku a obsahuje dva vyskyty ¢ za sebou nebo dva vyskyty d za sebou. Potom bud za
prvnim nebo za druhym z téchto opakovanych znakt w rozdélime na prefix a sufix z Ly.

O

Priklad 1.6. Zjistéte, ktery z nasledujicich dvou vztahu jsou platné pro vSechny
jazyky L1, Lo:
a) (L1 U LQ) -Lg = (Ll . L3) U (L2 . L3) ?
b) (Ll ﬂLQ)* = LT ﬂLE ?
Univerzalni platnost (a) plyne pfimo z definice zfetézeni, jak si sami snadno ovéfite.
Naopak vztah (b) je obecné chybny, nebot snadno najdeme dvojici jazykt nemajici
z4dné slovo ve svém pruniku, ale zaroven majici spole¢né iterace slov. Napiiklad pro
disjunktni L; = {0} a Ly = {00} obé iterace L}, L} obsahuji slovo ‘00’ nebo ‘0000, atd.
O

V dalsi ¢ésti si neformélné pfiblizime praktické motivacéni piiklady vedouci k (poz-
déjsi) definici kone¢ného automatu.

Priklad 1.7. Predstavme si néasledujici elektricky obvod s dvéma piepinac¢i A a
B. (Prepinace jsou provedeny jako aretacni tlacitka, takze jejich polohu zvnéjsku
nevidime, ale kazdy stisk je piehodi do druhé polohy.) Na pocatku zérovka sviti.
Pokusme se schematicky popsat, jaké posloupnosti stiskii A, B vedou k opétovnému
rozsviceni zarovky.

Posloupnosti stiski prepinac¢u A, B vedouci k rozsviceni zarovky si miZeme popsat
formalné jako mnozinu (tj. jazyk) R jistych slov nad abecedou {A, B}. (Kazdy znak A
nebo B znamend pfepnuti pfislusného piepinace.) Za zadani je zfejmé, ze ¢ € R. Naopak
tteba ‘A’¢ R. Kdyz se na znazornény obvod blize podivame, zjistime, ze kazdy stisk
kteréhokoliv tlacitka zméni soucasny stav sviceni. Schematicky tak pozorovatelné zmény
v obvodu mutizeme znézornit nasledujicim diagramem, ve kterém levy stav s je po¢atecni
a znamena, ze zarovka sviti, kdezto v pravém stavu n zarovka nesviti. (Tento diagram—
model si v nésledujici lekci matematicky popiSeme jako tzv. “koneény automat”.)



Vsimnéme si jesté jedné zajimavosti — kazdy pfechod v nasem diagramu je syme-
tricky, tj. dvojim stiskem téhoz tlacitka se dostaneme zase zpét. To je dano fyzickou
stavbou naseho obvodu, ale vitbec to nemusi byt vlastnosti jinych systémi (predstavte
si tfeba obvod s cyklickymi tfistavovymi pfepinadi). O

Priklad 1.8. Obdobné jako v piedchozim piikladé si vezméme nésledujici obvod s
prepinaci A, B,C' a jednou zZarovkou. (Piepina¢ C' ma dva spole¢né ovladané kon-
takty, z nichz je spojeny vzdy pravé jeden.) Na pocatku zarovka nesviti. Jaké po-
sloupnosti stiski A, B, C vedou k rozsviceni zarovky?

+

e §

O—QE\O—O

Ozna¢me nyni R’ mnozinu (jazyk) vSech téch slov nad abecedou {4, B,C}, ktera
rozsviti zarovku. Nyni e ¢ R', ale tieba ‘C’e R’ a ‘AB’€ R’. Zamysleme se v8ak dobfe
nad tim, zda dokaZeme chovani obvodu plné popsat jen dvéma stavy “sviti-nesviti”.
Napriklad z pocatecniho stavu lze rozsvitit zarovku jedinym stiskem C|, ale ze stavu
po prepnuti A jiz zarovku zaddnym stiskem C nelze zapnout. Analyzou této komplikace
prijdeme na to, ze asi bude tfeba popsat vice rtiznych vnitinich stavi, které se navenek
projevuji jako “nesviti”.

Méme tedy pocateéni stav obvodu n1, jiny nesvitici stav ng, do kterého se dostaneme
prepnutim A, jesté jiny nesvitici stav ng, do kterého se dostaneme piepnutim B (na rozdil
od ny z ng nelze rozsvitit zarovku stiskem B), a nakonec svitici stav s. (V obecnosti
i sviticich stavii muze byt vice neZ jeden, ale to nenastavd v nasem obvodé.) Kdyz
pochopime toto rozdéleni vnit¥nich stavii, uz ndm nebude ¢init potize doplnit jednotlivé
prechody:



Ulohy k feSeni

(1.4.1) Uvazujme jazyky nad abecedou {0,1}. Vypiste vSechna slova ve zfetézeni
{0,001,111} - {e,01,0101}.

(1.4.2) Uvazujme jazyky nad abecedou {0,1}. Popiste (slovné) jazyk vznikly iteraci
{00,111}*.

(1.4.3) Uvazujme jazyky nad abecedou {0, 1}. Necht L1 je jazykem vSech téch slov obsahu-
jicich nejvyse jeden znak ‘1’ a Lo je jazykem vSech téch slov, ktera se ¢tou stejné zepredu
jako zezadu (tj. palindromil). Ktera vSechna slova jsou v priniku Ly N Lo ?

Néavod: Pozor, prinik obou jazykt je nekoneény.

(1.4.4) Proc¢ obecné neplati (Ll N L2) . L3 = (L1 . Lg) n (L2 . Lg) ?

(1.4.5) Navrhnéte obvod s tfemi pfepinaci a zarovkou majici vice nez jeden vnitini svitici i
nesvitici stav.

*(1.4.6) Uvazujme jazyky nad abecedou {a,b}. Necht L, je jazyk vSech téch slov, ktera
obsahuji vice a nez b, a Ly je jazyk vSech téch slov, ktera obsahuji vice b nez a. Jaky
jazyk vznikne zietézenim L, - Ly?

*(1.4.7) Jazyk L, obsahuje 6 slov a jazyk Lo obsahuje 7 slov. Kolik nejméné slov musi
obsahovat zretézeni L1 - Ly?

*(1.4.8) Pro¢ obvod s tfemi (dvoupolohovymi) pfepinaci a Zarovkou nemiize mit vice nez 8
vnitinich stavi?

2 Konecné automaty

Uvod

Prvni ¢ast naseho kurzu se vénuje predevsim nejjednodussimu klasickému vypocetnimu
modelu — konecné-stavovému automatu, ktery popisuje procesy s predem omezenym poctem
moznych stavi.

Strucné receno, konec¢ny automat je model systému, ktery miize nabyvat kone¢né mnoho
vnitrnich stavii. Tento stav se méni na zakladé jednoduchého vnéjsiho podnétu s tim, ze pro
dany stav a dany vstupni podnét je jednoznac¢né urceno, jaky (vnitini) stav bude nésledujici.



Pritom pro vnéjsiho pozorovatele je viditelné pouze, zda aktualni vnitini stav automatu je
tzv. “prijimaci” nebo neni.

Konkrétni konecny automat se casto zadava diagramem — ohodnocenym orientovanym
grafem, ktery také nazyvdame stavovym diagramem ¢i grafem automatu (kde sipky prechodii
Jsou oznaceny vstupnimi podnéty). Pro piiklady nemusime chodit daleko, jiz jsme si je ukazo-
vali v predechozim cviceni pfi popisu chovani obvodii s prepinaci a zarovkou. Jinou ukazkou
Jje toto:

Cile

Ukolem této lekce je pfesné zavést pojem koneéného automatu, jeho deterministickou
a nedeterministickou variantu. Jsou zde uvedeny zakladni poznatky o automatech a defi-
novan pojem regularniho jazyka. Ukazan je prevod obecného automatu na deterministicky
automat.

2.1 Definice koneéného automatu

Kone¢ny automat je model systému, ktery mize nabyvat koneéné mnoho (obvykle ne
“ptili§ mnoho”) vnitinich stavii. Tento stav se méni na zdkladé jednoduchého vnéjsiho
podnétu (moznych podnétl také neni “pfili§ mnoho”) s tim, Ze pro dany stav a dany
vstupni podnét je jednoznaéné urceno, jaky vnitini stav automatu bude nasledujici (tj.
do jakého stavu systém prejde). Vnéjsi pozorovatel pfitom vnitini stavy automatu nevidi,
vnimé z automatu pouze jednoduchou dvoustavovou informaci — zda se automat pravée
nachdzi v tzv. prijimajicim stavu nebo v neprijimajicim.

Prirozenym zpusobem vizualizace koneéného automatu je pouziti orientovaného
(multi)grafu, kde vrcholy reprezentuji jednotlivé vnitini stavy a ohodnocené oriento-
vané hrany (Sipky) ukazuji pfechody mezi stavy pro jednotlivé vstupni podnéty. Stavy
automatu obvykle ¢islujeme a zac¢indme v predepsaném pocatecnim stavu. Vstupni pod-
néty obvykle reprezentujeme symboly zvolené abecedy a celé posloupnosti podnétt pak
zapisujeme jako slova nad touto abecedou.

Matematicky kone¢ny automat popiseme nasledovné:

Definice 2.1. Koneény automat (zkracené KA)

je usporadand pétice (tzn. je dan pétici parametrt) A = (Q, %, 9, qo, F), kde
— @ je konefna neprazdnd mnozina stavil,

— X je kone¢na neprazdnd mnozina zvana (vstupni) abeceda,

- §:Q x X — Q je prechodovad funkce,

— qo € @ je poCatecni (inicidlni) stav

— a F C @ je neprézdna mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi.

Komenta#: Vyznam mnozin @) a X v definici je jasny. Pfechodové funkce 6 ma dva argumenty
d(q, x), které maji nésledujici vyznam: Pokud se automat pravé nachdzi ve stavu ¢ a ¢te ze



vstupu znak x, musi pfejit do stavu 6(q,z) (ten muize byt jiny i stejny jako ¢). Dilezité je,
ze pro kazdy stav a kazdy vstupni podnét musi byt definovano, kam automat ptejde.

Pocatecni stav gg musi byt uréen jednoznacné, ale automat mize mit vice pfijimajicich
stavi, tfeba i vSechny. Pfijimajicim stavim se také casto fika koncové, ale vibec to ne-
znamend, Ze by v téchto stavech mél vypocet vzdy koncit. (Na rozdil od pozdéjsi definice
Turingova stroje.)

ZnaZeni: Grafem automatu (neboli stavovym diagramem) rozumime orientovany ohod-
noceny graf, ve kterém

— vrcholy jsou stavy automatu, tj. mnozina @,

— pocatecni stav (qo) je vyznaceny piichozi Sipeckou a koncové stavy (F') dvojitym
krouzkem,

— hrana z v do v je oznacend vyctem vsSech pismen abecedy, které stav u prevadéji na
v, tj. {x € £ :0(u,z) = v}.

Hrany nekreslime pro dvojice vrcholi mezi kterymi neni prechod Zadnym pismenem

abecedy. Pokud se z vrcholu u piechézi zpét do u, kresli se smycka.

Komentaf#: Zde vidime ukazku grafu jednoduchého t¥istavového automatu:

V ukézce je Q = {1,2,3} a ¥ = {a,b, c}. Pfechodova funkce napiiklad iiké, ze 6(1,a) =
5(1,¢) = 2 nebo §(2,¢) = 2, §(2,b) = 1, atd. Pocatecni stav je 1 a pfijimajici stav je také
jediny 3. Pokud na vstupu bude slovo ‘acchbb’, stane se nasledujici: Automat zacne v 1, prejde
¢tenim a do 2, pak ¢tenim c dvakrat zustava v 2, ¢tenim b se vrati do stavu 1 a dalsim b
pfejde do stavu 3, kterym celé slovo pfijme.

Poznamka: Mnozi autofi davaji prednost zapisu konecného automatu pomoci tabulky pfechodové
funkce §. (Jednim z dtivodu zajisté je i to, Ze tabulku zapiSeme na poéitaci snadnéji nez nakreslime
obrizek grafu automatu.) Graf automatu je vSak mnohem nézornéjsi a snadnéji uchopitelny.
Proto v nasem textu budeme disledné davat prednost zakresleni automatu jeho grafem.

ZnaZeni: Prechodovou tabulkou automatu rozumime tabulku s raddky oznacenymi stavy
automatu a sloupci oznacenymi symboly abecedy, ve které policko na fadku g a sloupci
a udava stav 6(q, a). Poc¢ateéni stav je znafeny — a piijimajici <.

Komenta#: Napriklad vyse zakresleny automat méa prechodovou tabulku:

alb]ec
—112(3]|2
2 31112
~3(1]2]|1

Formalné si postup vypoctu automatu definujeme takto:
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Definice: Vypocet konecného automatu na vstupnim slové s probiha nasledovné.
e Zacne v pocateCnim stavu gy na zacatku slova s.

e Precte aktudlni pismeno z slova s a prejde do stavu uréeného 0(q, x), kde g je soucasny
stav automatu. Zaroven se jeho vstup presune na néasledujici pismeno slova s.

e Ptedchozi bod se opakuje, dokud nejsou prectena vSechna pismena v s.

e Pokud je posledni stav automatu pfijimajici (¢ € F'), pak je slovo s p7ijato, v opa¢ném
ptipadeé je s odmitnuto.

Rikdme také, 7e jsme dosahli / nedosahli piijimajici stav.
Komenta¥: Vypocet automatu A na slové w si také muzeme predstavit jako sled v grafu A,
ktery zacind v pocateénim stavu ¢y a znaky jeho hran tvofi posloupnost pismen slova w.

Tento sled se muze libovolné cyklit a opakovat hrany i stavy, jen musi byt koneény. Slovo w
je prijato, pokud jeho sled vypoctu kon¢i v mnoziné F.

Piiklad 2.2. Navrhnéme automat nad jednoznakovou abecedou {a} pfijimajici pravé ta
slova majici sudou délku.

To je velmi jednoduché — automat bude obsahovat jeden cyklus délky 2, ktery bude
pocitat paritu délky vstupniho slova:

a
AN
@ W
X
a

Neboli, vzdy, kdyZ je automat ve stavu ¢;, posledni pFectena je lich4 pozice slova, a ve stavu
¢s je to suda pozice. -

Komenta¥: Pro vice (feSenych) piikladii na jednoduché kone¢né automaty doporucujeme

Ctenafi se podivat do Cviceni 2.3.

Definice: Rikdme, Ze stav ¢ automatu A je dosaZitelny slovem w, pokud vipocet A se
po precéteni (celého) slova w zastavi ve stavu g.

Komentaf: Uvédomme si, ze v automatu mohou byt stavy, do kterych nevede zadny sled z
pocatku gg. Takové stavy jsou ocividné zbytecné a nazyvaji se nedosazitelné. Je nasi priro-
zenou snahou se takovych stavt zbavit.

Normovany tvar automatu

Jeden automat lze prezentovat mnoha riznymi zpisoby, a proto nas také zajima néjaka
jeho jednoznacna — normovana prezentace.

Definice: Automat A je v normovaném tvaru jestlize jeho stavy jsou ocislované 1,2, ...
v abecednim poradi nejmensich slov, kterymi tyto stavy lze dosahnout.

Poznédmka: Touto definici také automaticky vylou¢ime nedosazitelné stavy — stavy, do kterych
nevede zadna orientovana cesta z pocatecniho stavu.

Komenta#: Uvedend definice je sice matematicky pfesnd, neposkytuje vsak zadny rozumny
primy postup pro nalezeni normovaného tvaru. Kdyz se vSak nad timto problémem hloubé;ji
zamyslime, uvidime, Ze je velmi podobny hledani nejkratsi cesty v grafu a prosté prohledavani
grafu do sitky jej dokdze vyfesit. (Viz. pfednasky Diskrétni matematiky [4, Lekce 6,8].)

Metoda 2.3. Prevod KA do normovaného tvaru
(precislovanim stavi) provede ndsledugici jednoduchy algoritmus.

e Pocateéni stav oznacime 1.
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e Dile, napf. v ptipadé abecedy {a,b}, zjistime stav g, do néhoz automat ptejde ze
stavu 1 symbolem a; kdyZ g neni oznacen, oznacime jej 2.

e Pak zjistime stav ¢, do néhoz automat piejde ze stavu 1 symbolem b; kdyz ¢ neni
dosud oznacen, oznac¢ime jej nejmensim dosud nepouzitym cislem.

e Takto jsme ”vyridili” stav 1, pokracujeme ”vyfizenim” 2 atd..., dokud neziskame
vSechny dosazitelné stavy.

Jedna se vlastné o prochazeni grafu do sitky pfi sefazeni hran podle abecedy.

Priklad 2.4. Stavy ndsledujiciho automatu sefadte tak, jak maji byt ¢islovany v normova-
ném tvaru.

Podle Metody 2.3 ocislujeme stav ¢q; ¢islem 1. Znakem a z ¢q; se dostaneme do nového
stavu qq2, kterému prifadime cislo 2. Znakem b z ¢; zlstaneme v jiz ocislovaném stavu q;.
Z druhého stavu g pfejdeme znakem a do g4, kterému dame cislo 3, a znakem b do gs,
kterému dame cislo 4. Ze tretiho stavu ¢4 se pres a dostaneme do jiz oc¢islovaného g3 a pres
b do nového g5, ktery dostane ¢islo 5.

Vysledny normovany tvar tak vyjde

Ulohy k feSeni

(2.1.1) Navrhnéte konecny automat pfijimajici vSechna ta slova nad abecedou {a, b}, ktera
obsahuji lichy pocet vyskytii a.

(2.1.2) Navrhnéte kone¢ny automat pfijimajici vSechna ta slova nad abecedou {a}, jejichz
délka dava zbytek 2 po déleni 3.

(2.1.8) Jakd vSechna slova piijimé automat z tvodu lekce na strané 97
(2.1.4) Jakd vSechna slova pfijima automat z Prikladu 2.47

(2.1.5) Které z téchto dvou automatt nad abecedou {a, b} pfijimaji néjaké slovo délky presné
1007

(2.1.6) Nakreslete koneény automat piijimajici pravé vsechna slova nad {a,b}, ve kterych
je treti znak stejny jak prvni.

(2.1.7) Nakreslete kone¢ny automat piijimajici pravé vSechna slova nad {a,b, c}, ve kterych
se prvni znak jesté aspon jednou zopakuje.

(2.1.8) Méjme konecny automat A. Jak (jednoduse) sestrojite automat —.A pfijimajici pravé
vSechna slova, ktera A nepiijima? (Tj. opak A.)
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2.2 Jazyk rozpoznavany automatem

Jazyk rozpoznavany (neboli pfijimany, akceptovany) koneénym automatem .4 je mno-
zinou vsech téch slov, které automat pfijima, tj. téch slov, kterymi automat A4 dosdhne
néktery z prijimajicich stavi. Mnohem formalnéji (ale také neptehlednéji) lze definovat
tento pojem nésledovné:

Definice: Pfechodovou funkci automatu A = (Q, %, 0, qo, F') zobecnime na funkei §* :
Q x ¥X* — Q touto induktivni definici:

1. 0*(q,¢) = q,

2. 0*(q,wa) = §(6*(q,w), a).

Pak jazykem L(A) rozpozndvanym (pfijimanym) automatem .4 je mnozina slov
L(A) = {w € ©* : §*(qo,w) € F}.

Komenta¥: Zobecnénd prechodova funkce §* (¢, w) ndm vlastné udavé, kam koneény automat
prejde ze stavu ¢ prectenim slova w.

Definice: Jazyk L C X* je reqularni pravé kdyz jej lze rozpoznat koneénym automatem
nad abecedou X, tj. existuje kone¢ny automat A, ze L = L(A).

Poznamka: Nepletme si zatim regularni jazyky s regularnimi vyrazy, které asi znate u poéitacu,
tfeba v prikazu grep. I kdyz, brzy si uz ukazeme, ze regularni vyrazy popisuji pravé regularni
jazyky.

Zakladni poznatky o jazycich rozpoznévanych automaty jsou uvedeny zde.

Lema 2.5. Pro konecény automat A s n stavy je jazyk L(A) neprazdny pravé tehdy,
kdyz existuje slovo w € L(A) délky mensi nezn (4. |w| < n).

Dikaz: Jazyk je neprazdny prave kdyz existuje orientovany sled, tedy i cesta, v grafu
automatu A z pocatku do nékterého pfijimajiciho stavu. Nejkratsi takova cesta ma jisté
méné nez n hran. a

Lema 2.6. Pro koneény automat A s n stavy je L(A) nekoneény pravé tehdy, kdyz
existuje w € L(A) splriugici n < |w| < 2n.

Dikaz (ndznak): Pokud existuje sled v grafu automatu A z pocatku do nékterého
ptijimajiciho stavu o délce aspor n, pak je tento sled nékde “zacykleny” (vraci se do stej-
ného vrcholu) a tento cyklus mizeme libovolné krat zopakovat, tj. vygenerovat libovolné
mnozZstvi prijimanych slov.

Naopak v nekone¢ném jazyce existuje libovolné dlouhé prijimané slovo. Sled vypoctu
takového slova (myslime tim sled v grafu automatu .A) mize mit mnoho cykld, ale kazdy
z jeden téchto cyklt je délky mensi nez n, a proto lze postupnym vypousténim cykld
nakonec ziskat prijimajici sled délky mezi n a 2n. O

Definice: Dva kone¢né automaty A;, Ay prijimajici shodné jazyky, tj. L(A;1) = L(As),
se také nazyvaji (jazykové) ekvivalentni .
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Sjednoceni a prunik jazyku

Pro ukazku, které jazyky lze rozpoznévat konetnymi automaty, si ukédzeme konstrukci
automatt pro sjednoceni a prinik regularnich jazykt. (Pozdéji si ukédzeme i jiné zajimavé
a uziteéné operace, které zachovéavaji regularitu jazyka.)

Veéta 2.7. Jestlize jazyky L1, Lo C ¥* jsou reguldrni, pak také jazyky L1 U Lo a L1 N Lo
jsou requldrni.

Diikaz nejprve pro sjednoceni: Necht Ly = L(A;), L2 = L(Az2) pro koneéné automaty
A1 = (Q1,%, 61,901, F1), A2 = (Q2, X, 62, qoz, ).

Definujme automat A = (Q, 3,9, qo, F) tz.
e ) =Q1 X Qs

e 0((q1,92),a) = (61(q1,a),02(g2,a) ) pro viechna q; € Q1, q2 € Q2, a € X,

® Go = (QO1,(J02),

o ' = (Fl X Qz) U (Ql X FQ)
Je oé¢ividné (exaktné lze ukazat napi. indukci podle délky |w|), Ze pro libovolné ¢; € Q1,
@2 € Q2 aw € X* je 0"((q1,q2),w) = (07(q1,w), 05 (q2,w) ). Jinymi slovy, kazdym
vstupnim slovem w automat A prejde do stavu (qi1,q2), kde ¢1 je stav automatu .A;
dosazeny slovem w a obdobné ¢s je prislusny stav automatu As. Z toho snadno plyne,
ze L(A) =11 U Ls.

Pro prinik je dikaz témér stejny, jen vyslednd mnozina prijimajicich stavi je F =
Fy x Fy. O

Komenta¥: Konstrukci uvedenou ve Vété 2.7 si mizeme snadno vizualné predstavit — au-
tomat A vypada jako “miizka”, jejiz sloupce predstavuji automat A; a Ffadky predstavuji
automat As. Pfechody se pfitom dé&ji jak po sloupcich, tak po Fadcich zaroven. Ptijimajici
stavy jsou ty, které jsou pfijimajici aspoii v jednom z automatt A; a As. Podivejme se na
obrazek:

Al XAQ

Ulohy k feseni

(2.2.1) Lze konecnym automatem rozpoznavat jazyk vsech slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je soucin poctu vyskytiu znaki a a b sudy?
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(2.2.2) Lze koneénym automatem rozpoznavat jazyk vsech slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je soucet pocti vyskyti znaki a a b sudy?

(2.2.3) Lze koneénym automatem rozpoznavat jazyk vsech slov nad abecedou {a,b}, ve
kterych je soucet pocti vyskyti znakii a a b vétsi nez 1007

(2.2.4) Navrhnéte automat rozpoznéavajici vSechna ta slova nad {a, b}, kterd zac¢inaji znakem
a a konc¢i znakem b.

2.3 Nedeterministické automaty

P1i konstrukci koneénych automatt je v mnoha ptipadech velmi vyhodné ponechat au-
tomatu moznost se “rozhodovat mezi vice prechody”, tj. povolit nedeterminismus. Co
vSak je tou autoritou, kterd mezi vice prechody rozhodne? Jak pak jednoznacné pozname,
ktera slova jsou prijata?

Priklad 2.8. Sestrojme automat piijimajici vSechna slova nad {0,1}, ve kterych je tieti
znak od konce 1.

Sestrojit takovy automat podle Definice 2.1 asi nebude lehké. Jak mame poznat dopiedu,
ktery znak bude t¥eti od konce? Asi nejjednodussim (t¥ebaze zavangjicim podvodem) fesenim
je ponechat rozhodnuti na “vys$si moc”, ktera vidi slovo doptedu. Proto navrhneme nasledujici
automat, ktery setrvava pii ¢teni 0 i 1 ve stavu q;, az dosdhne tfeti znak od konce slova.
Pokud je ten 1, automat mutze pfejit do stavu go. Z néj jiz jenom piecte ndsledujici (dle
predpokladu posledni) dva znaky a slovo pfijme.

Stavy g3 a g4 jsou v automatu proto, abychom si ovérili, ze za vybranym znakem 1
skutecné nasleduji dalsi dva znaky a konec. Co se stane ve stavu g4, pokud jesté konec slova
neni dosazen? Zadny dalsi prechod z ¢4 neni definovan, a proto zde vipocet selze a takové
slovo neni prijato. O

Komenta¥: Nyni zbyva najit matematickou definici, ktera by zptisob automatového vypoctu
naznaceného v Prikladé 2.8 pfesné formalizovala. Pochopitelné zde nemtzeme mluvit o zadné
“vys$si moci”, ale to lze nahradit pozadavkem prijeti vSech téch slov, pro kterd existuje
alespon jeden prijimajici vypocet. Jinak fe¢eno, misto vyssi moci si lze velmi dobfe predstavit
vSevédouci pomocnou “napovédu”, kterd ndm poméaha vybrat pfechody vedouci k prijeti
(pokud to viitbec je mozné).

Definice 2.9. (Zobecnény) Nedeterministicky koneény automat (ZNKA)
je usporadana pétice A = (Q, %, 4,1, F), kde

Q@ je konecna neprazdna mnozina stavi,

Y. je kone¢na neprazdnd mnozina zvand vstupni abeceda ,

§:Q x (XU {e}) — 29 je (nedeterministickd) prechodovd funkce

I C @ je neprazdna mnozina pocatec¢nich stavi

a F' C @ je mnozina piijimajicich (koncovych) stavi .

Komenta#: Rozdil proti béznému automatu z Definice 2.1 je v této definici na dvou mistech:

e V daném stavu méame pii ¢teni vstupniho znaku moznost prechodu do vice stavi, nebo
také prazdnou moznost prechodu. Dokonce muzeme prechazet po hranach znacenych
symbolem ¢ bez ¢teni ze vstupniho slova — tzv. e-prechody.
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e Je povolen vice nez jeden pocatecni stav.

Poznamka: Pro dané vstupni slovo tak diky nedeterminismu miize existovat mnoho (i nekone¢né)
riznych vypocti toho samého ZNKA.

Definice: Slovo s € ¥* je prijimdano nedeterministickym automatem A, pokud alespon
néktery z moznych vypoc¢ti A nad s vede do pfijimajiciho stavu, tj. pfi vhodné volbé
z nedeterminovanych moznosti. (Mozné vypocty nevedouci do prijimajiciho stavu nés
pritom nezajimaji.)

Prevod na deterministické automaty

Ctenaf si nejspise ted klade pfirozenou otazku, o kolik “silnéjsi” je nedeterministicky
automat oproti deterministickému. Odpovéd je docela prekvapiva — o nic! Jak nyni doké-
zeme, kazdy ZNKA lze jednoduchym postupem prevést na ekvivalentni deterministicky
automat.

Véta 2.10. Pro kazdy zobecnény nedeterministicky konecny automat A existuje ekuvi-
valentni (deterministicky) konecny automat A’, tj. rozpozndvagjici stejny jazyk L(A) =

L(A").
Dtikaz: Necht A = (Q,%,4, I, F). Sestrojime KA A" = (Q', X, ¢, qo, F'), kde
— Q' = 29 je mnozina vsech podmnozin stavii Q a ¢qo =1 € Q’,

— F' C @' obsahuje vSechny podmnoziny ptivodnich stavii @, které obsahuji néktery
stav z F' nebo se z nich da jen po e-hranach pfejit do F'.

— Piechodova funkce ¢’ : Q' x ¥ — Q' kazdé podmnoziné piivodnich stavii P € Q' a
pismenu x € ¥ pfifadi podmnozinu R € Q' téch stavii automatu A, do kterych se
Ize v A dostat z nékterého stavu v P prechodem po jedné hrané oznacené x a po
libovolném poétu hran (pied i po) oznacenych e.

Neni tézké nyni zdtvodnit, Ze novy automat A’ piijimé stejna slova w jako ptivodni A —
po kazdém kroku vypoc¢tu deterministického A’ aktudlni stav ¢ pfedstavuje podmnozinu
téch stavi A, které lze dosdhnout riznymi (nedeterministickymi) vétvemi vypocétu A
na w. (I stav prazdnd mnozina () mé sviij vyznam, nebot vypocet nedeterministického
A nemusi mit definovany zadny prechod nad uréitym znakem.) O

Metoda 2.11. Konstrukce determin. automatu z nedeterministického.
Postup konstrukce primo vyplyvd z dikazu Véty 2.10. Uveédomme si, Ze sestrojovany
automat A" md az exponencidlni velikost vzhledem k A, ale v praxi ndm staci sestrojit
pouze dosaZitelné stavy A, kterjch obvykle nebjvd tak mnoho. Neboli ndsledovné:

e Zacneme se stavem reprezentujicim mnozinu I pocatecnich stavii nedeterministického
automatu A.

e Dokud mame v sestrojovaném automatu A’ stavy s nedefinovanymi ptfechody, vy-
bereme si jeden takovy ¢ a znak x. Pro vsechny stavy reprezentované ¢ najdeme
viechny moznosti pfechodu znakem z v A a shrneme je v nové mnoziné stavii ¢’ (ta
jiz v nasem automatu mize byt sestrojend).

e Kdyz novy stav reprezentuje mnozinu, ktera protind nebo ze které se v A da dostat
e-prechody do F, oznacime jej jako prijimajici.

Poznamka: Bohuzel ne vzdy deterministicky automat sestrojovany z nedeterministického n-
stavového automatu mé rozumnou velikost, jsou piipady, kdy musi mit nejméné 2"/2 stav,
coz uz muze byt prakticky nezvladnutelné.
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Priklad 2.12. Sestrojte k tomuto nedeterministickému automatu ekvivalentni determinis-
ticky:

Postupujeme presné podle Metody 2.11. Tento automat mé jediny nedeterministicky
pfechod znakem b ze stavu 3, ale presto budeme muset pouzit vSech 7 stavli odpovidajicich
neprazdnym podmnozindm. Pro jednoduchost mnoziny stavii z 1,2, 3 vepisujeme do krouzkt
bez zavorek a ¢arek, jako 123. Zac¢neme v mnoziné stavii {1} a zleva doprava sestrojime
nasledujici automat:

Poznamka: Zavérem se kratce zminime o tzv. “chybovém stavu” automatu. V praktickych prikla-
dech konstrukce automatt se obvykle stava, ze po precteni nékterych nechténych posloupnosti
znakl automat prechazi do stavu, ktery neni pfijimajici a ve kterém uz navzdy ztustava. Tako-
vému stavu se pak prirozené ¥ika chybouvy.

Ve zjednodusenych zobrazenich automatu se pak takovy chybovy stav vynechava a prechody
do néj nejsou definovany. To je zcela v souladu s definici nedeterministického automatu, nebot
nedefinované prechody znamenaji nepfijeti slova. Takovy automat vsak rozhodné neni determi-
nisticky ve smyslu nasich definic, prestoze tfeba vSechny ostatni pfechody deterministické jsou.
Pokud mate za kol sestrojit deterministicky automat, pak ten musi obsahovat i pfipadny chy-
bovy stav! (Pokud by zakresleni chybového stavu udélalo automat p¥ili§ nepfehledny mnozstvim
Sipek, musite aspon jasné slovné poznamenat, ze vSechny zbylé Sipky vedou do tohoto chybového
stavu.)

Ulohy k feSeni
(2.3.1) Kdy automat z nasledujici Ulohy 2.3.2 pfijimé slovo slozené ze samych pismen a?

(2.3.2) Sestrojte ekvivalentni deterministicky automat k tomuto:

(2.3.3) Kdy automat z Ulohy 2.3.2 piijima slovo slozené ze samych pismen b?
*(2.3.4) Uméli byste slovné (a ndzorné) popsat jazyk piijimany automatem z Ulohy 2.3.27
(2.3.5) Navrhnéte ZNKA piijimajici jazyk vSech téch slov nad {a,b}, které kon¢i sufixem
‘abb’ nebo sufixem ‘aa’.
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Rozsirujici studium

Ctenaitim, ktefi chtéji lépe “vidét”, jak vlastné koneény automat pracuje, viele doporu-
Cujeme shlédnuti pocitacovych animaci, které jsou piilohami skript [8]. Tyto animace jsou
pro vas extrahované na web strankdch vyuky [5].

2.4 Cviceni: Konstrukce a prevody automati

Priklad 2.13. Existuje konec¢ny deterministicky automat se dvéma stavy rozpo-
znavajici jazyk vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a,b,c}, ktera obsahuji
alespori jeden znak a? Pokud ano, prislusny automat zde nakreslete.

Existuje, staci se po prvnim pfec¢teni znaku a presunout do pfijimajiciho stavu, ve

kterém uz zustaneme.
b,c a,b,c
9 a 8

Priklad 2.14. Existuje konecny deterministicky automat se tfemi stavy rozpoznava-
jici jazyk vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a, b, c}, kterd neobsahuji zadny
znak a? Pokud ano, prislusny automat zde nakreslete. (Nezapomerite, Ze piijimana
slova maji byt neprazdna.)

a

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze sta¢i vzit automat z predchoziho prikladu a
prehodit pfijimajici stav. To v8ak neni tak jednoduché, nebot takovy automat by p¥ijimal
i prazdné slovo. Nas automat ma vypadat takto:

b,c
>\@

a O

a,b,c

Priklad 2.15. Jak pozname, Ze dva konecéné automaty A; a As prijimaji shodné

jazyky, tj. zda L(A;) = L(A3)?

Asi neni schtidnou cestou kontrolovat vsSechna slova pfijimand jednim z téchto au-
tomatd, mtze jich byt nekoneéné mnoho. Presto jiz znate dost, abychom mohli po-
psat jednoduchy koneény postup pro rozhodnuti dané otéazky. Nejprve ovérime, zda
L(A;) C L/(Ag):

Podle Ulohy 2.1.8 sestrojime automat —.4s pfijimajici opak (doplnék) jazyka L(.A1).
Poté sestrojime podle Véty 2.7 automat B pfijimajici prinik jazyka L(A;) N L(—A2).
Elementarni poznatky teorie mnozin nam ¥ikaji, ze L(A;) C L(Az) pravé kdyz L(A1) N
L(—=A3) = (). Takze nam staci ovéfit, ze automat B nepfijima zadné slovo, neboli ze v
grafu B nevede zadn4 orientovand cesta z pocate¢niho do pfijimaciho stavu. (Pokud by
naopak B piijimal néjaké slovo w, pak by w rozliSovalo nase dva automaty.)

Symetricky si pak ovéfime, zda L(A3) C L(A;). Pokud to opét vyjde, celkové do-
jdeme k zavéru, ze L(A;) = L(As). O
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Priklad 2.16. Sestrojte ekvivalentni deterministicky automat k tomuto:

Postupujeme presné podle Metody 2.11 a automat tentokrat vyjde maly:

a,b
(3=
> (D=3 1)
’ a,b
Vsimnéme si, ze vysledny automat vlastné jenom pocita paritu délky vstupniho slova a
vibec nezaleZi na tom, ktery ze znakd a, b prijde na vstup. O

Priklad 2.17. Je deterministicky automat sestrojeny v Prikladé 2.16 nejmensi
mozny pro sviij jazyk?

Neni, snadno je vidét, ze poc¢ateéni stav 1 lze sloucit se stavem 12. (Pozdéji si uvedeme
vice o tzv. minimalizaci automatu.) O

Priklad 2.18. Nasledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat prevedte
na deterministicky bez nedosazitelnych stavii.

Pozor, vSimnéme si nejprve, ze dany automat mé dva pocateéni stavy, takze poca-
te¢ni stav deterministického automatu bude tvofen mnozinou {1,3}. Dalsim bodem k
zamysleni je hned pfechod znakem a z {1,3} — pfimymi pfechody se lze dostat do stavi
2 a 1, ale navic se mizeme dostat i do stavu 3 prechodem z 3 nejprve po ¢ a nasledné
po a. Dalsi pfechody odvodime obdobné.

Na zavér si vsimnéme, Ze ze stavu 2 neni prechod b definovan, a proto v deterministickém
automatu prislusny prechod povede do stavu (), ve kterém jiz automat ztstane navzdy
(to je nékdy nazyvano “chybovym” stavem). a
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Piiklad 2.19. Sestrojme nedeterministicky automat (ZNKA) rozpoznavajici jazyk

vSech téch slov nad abecedou {a,b,c}, kterd neobsahuji zadny znak a, nebo pocet

vyskytii znaku b je sudy nebo pocet vyskyti znaku c dava zbytek 2 po déleni tremi.

Pozadovany automat jednoduse poskladdme z opaku automatu v Piikladé 2.13 a z
automatt v Piikladé 2.2 a v Uloze 2.1.2. Budeme mit jeden novy poc¢ateéni stav (ktery
bude pfijimajici, nebot prazdné slovo je v nasem jazyce) a z néj e-pfechody do pocatku
téchto tfi vyjmenovanych automati.

Dokéazete tento automat pfevést na deterministicky? O

Ulohy k feSeni

(2.4.1) Navrhnéte konec¢ny deterministicky automat p¥ijimajici pravé ta slova nad abecedou
{a,b, c,d}, které nezacinaji a, druhy znak nemaji b, tieti znak nemaji ¢ a ¢tvrty znak
nemayji d. (Véetné téch s délkou < 4.)

(2.4.2) Navrhnéte konec¢ny deterministicky automat p¥ijimajici pravé ta slova nad abecedou
{a,b, c,d}, které nezacinaji a nebo druhy znak nemaji b nebo tieti znak nemaji ¢ nebo
¢tvrty znak nemaji d.

(2.4.3) Sestrojte deterministicky konec¢ny automat p¥ijimajici vSechna ta slova délky asporn
4 nad abecedou {a, b},

a) ve kterych jsou druhy, tfeti a ¢tvrty znak stejné
b) ve kterych jsou tfeti a posledni znak stejné.

(2.4.4) Sestrojte deterministicky konec¢ny automat p¥ijimajici vSechna ta slova délky asporn
2 nad abecedou {a, b}, ve kterych nejsou posledni dva znaky stejné.

(2.4.5) Najdéte libovolné slovo nad abecedou {a,b}, které nepatii do jazyka prijimaného
timto nedeterministickym automatem se dvéma pocatecnimi stavy:

Néavod: Pozor, piestoze vSechny stavy jsou prijimajici, odpovéd neni tak trividlni.
(2.4.6) Najdéte libovolné slovo nad abecedou {a,b}, které nepatii do jazyka prijimaného
timto nedeterministickym automatem se dvéma pocatecnimi stavy:
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(2.4.7) Nésledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat prevedte na determinis-
ticky bez nedosazitelnych stavii.

(2.4.8) Nisledujici zobecnény nedeterministicky konecny automat prevedte na determinis-
ticky bez nedosazitelnych stavu.

3 Vyhledavani a regularni vyrazy

Uvod

Vyznamnou oblasti aplikaci koneénych automati je vyhledavani vzorki (slov) v textu.
Jisté bude ¢tenar souhlasit, ze s takovou tilohou se pri pocitaci potkava témér kazdodenné. Na
vyhledavani existuji standardni softwarové nastroje, které jsou obvykle primo zabudovany
do systému nebo do textovych editori. Predstavme si vsak, ze takovy nastroj nemame a
chtéli bychom v rozsahlém souboru nalézt slovo ‘PES’. Jak na to?

Naivni programatorsky pristup by bylo z kazdé pozice v souboru zkontrolovat, zda se
v nasledujicich tifech bytech nachazeji znaky P, E a S. Co je vSak nevyhodou takového
pristupu? Ke znakium souboru zbytecné pristupujeme trikrat. (A bylo by to jesté horsi,
pokud bychom hledali dlouh4 slova.) Copak by to neslo rychleji? Pokud se nad problémem
hloubéji zamyslime, vidime, Ze na kazdém misté souboru nam mimo aktualniho znaku staci
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si pamatovat dva piedchozi. To by piece mél zvladnout i kone¢ny automat.

(Pro vysvétleni, nds automat hledd po sobé znaky P,E,S, pfitom pf¥i vyskytu jinych znaki
se vraci zase na zacatek.)

Co je dilezité, automaty umi v textu vyhledavat nejen fixni slova, ale i proménlivé
vzorky textu podle popsané struktury. Presnéji feceno, kone¢nym automatem lze vyhledavat
v daném textu vSechny vyskyty slov z néjakého regularniho jazyka. A tato aplikace nas pak
pfimo pfivadi k otdzce, jak bychom dokazali symbolicky (textové) zapsat néjaky reguldrni
jazyk. K tomu ucelu si popiseme tzv. regularni vyrazy, se kterymi jste se jiz mohli diive
setkat na vaSem pocitaci (tfeba u pfikazu grep).

Cile

Nasim cilem je ukazat teoreticky zaklad algoritmi pro vyhledavani vzorki v textu a také
formalné zavést tzv. reguldrni vyrazy pro symbolicky zapis celym tiid slov (pravé regularnich
jazyki, jak uvidime). Ctenar by mél pochopit silu regularnich vyrazii a naucit se je pouzivat
v praxi.

3.1 Automaty a vyhledavani v textu

Navrhnout automat pfijimajici préavé jedno dané slovo s je snadné. Uvédomte si vSak, ze
vyhledani slova v textu je tplné jiny tikol — predstavme si jej jako automat, ktery ¢te
vstupni text a projde na konci kazdého vyskytu hledaného slova prijimajicim stavem.
Formalné feceno, tento automat mé prijimat pravé vsechna slova majici hledané slovo s
jako sufix (na konci).

Priklad 3.1. Navrhnéte konecny automat piijimajici pravé ta slova nad ASCII abecedou,
ktera maji za sufix ‘PAPA’.

Je docela ziejmé, ze zékladem naseho automatu bude posloupnost pfechodi — P, — A,
— P, — A vedouci do pfijimajiciho stavu. Co vSak udélame, pokud a vstupu nalezneme jiny
znak? Vétsinou se vratime do pocateéniho stavu. Ne vSak vzdy!

Napftiklad znak P na chybném misté automat posle do stavu 2, coz je nutné, aby tento znak
byl také zapocitan jako prvni v mozném sufixu ‘PAPA’. Dokonce ze stavu 5 musi pii dal$im
znaku P automat prejit rovnou do stavu 4, nebot za prvnim ‘PAPA’ miize hned nésledovat
dalsi (s prekryvem vyskytu) jako ‘PAPAPA’. Souhrnem téchto avah ziskdme vyse nakresleny
vysledny automat. O
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Fakt: Simulaci automatu z predchoziho Pfikladu 3.1 a sledovanim prtchodd jeho pfiji-
majicimi stavy ziskdme ten nejrychlejsi algoritmus pro vyhledavani vzorka v textu.

Obecné muzeme vyhledavat v textu nejen jednotliva slova, ale také vzorky pattici do
libovolného regularniho jazyka. To ndm (dokonce konstruktivné) umoziiuje nasledujici
tvrzeni:

Véta 3.2. Pro kazdy requldrni jazyk Lo existuje konecény automat prijimajici prave
vsechna ta slova majict za sufix nékteré slovo z Ly.

Dikaz: Necht Ay = (Qo, X, do, g0, F') je koneény automat pfijimajici jazyk Lg. Nade-
finujeme zobecnény nedeterministicky koneény automat A; = (Q1,%,01,q1, F') nésle-
dovné:

e Q1 =QoU{q1}, kde ¢1 € Qo je novy pocéteéni stav,

e 1 vznikne z &g priddnim smycky na ¢; ohodnocené vSemi znaky X a e-hrany z ¢

do qq.
Ay

Ao

*

© () A9
. G®

Nakonec A; (piipadné) pievedeme dle Véty 2.10 na deterministicky automat. O

Komenta#: Pokud bychom konstrukci uvedenou v dikaze Véty 3.2 aplikovali na automat z
Piikladu 3.1, vySel by ndm (po slouceni v podstaté zbyteéného pfidaného stavu ¢; s ptivodnim
pocatednim stavem) stejny deterministicky automat. Zkuste si to sami.

Ulohy k feseni

(3.1.1) Sestrojte deterministicky koneény automat vyhleddvajici v textu slovo ‘TATAR’.
Udélejte to jak heuristickym pristupem popsanym v Prikladé 3.1, tak i formalnim po-
stupem podle Véty 3.2. Vysly vam oba automaty stejné?

(3.1.2) Sestrojte deterministicky kone¢ny automat vyhledavajici v textu nad abecedou {a, b}
mista, ve kterych se posledni znak opakuje nejvyse dvakrét. (Préazdné slovo nechceme.)

(3.1.3) Jaky jazyk vlastné méate vyhleddvat v predchozi tloze?
Névod: Je to jazyk vSech slov s jistymi sufixy, ale navic jesté nékolik specidlnich kratkych
slov. Najdete je?

3.2 Vyhledavani z pohledu programatora

Komenta¥: Vyhleddvani zadanych fetézcii v textu (Casto v rozsdhlém, tieba v baliku celych
zdrojovych kédi systému) je ¢astou a oblibenou ¢innosti v programatorské praxi. Jak je ale
takové vyhledavani implementovano, aby bylo rychlé i na velmi rozsahlych textech?

Neni idedlni za¢inat na kazdé pozici souboru zvlast hledat celé slovo, protoze ¢asto tak
budeme ¢ist stejné znaky vicekrat po sobé. To by znamenalo velky problém pro datova média
s fyzicky sekven¢nim pfistupem. (ZkuSeny ctenaf jisté hned namitne, Ze vétSina takovym
problému se automaticky vyfesi keSovanim vstupu, ale stale to znamend zbyteéné pamétové
operace navic, pfitom p¥i rozsdhlém hleddni je kazdd sekunda drahd.) Pomoci koneéného
automatu, jak jsme popsali v pfedchozi ¢asti, vSak lze vyhledavani implementovat se striktné
sekvenénim piistupem ke vstupnim znakém (jeden po druhém, kazdy jen jednou).
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Jinou véci je, Ze Casto chceme vyhledat ne jeden fixni fetézec textu, ale néjaky obec-
néjsi vzorek, ktery mize nabyvat “rtiznych podob”. Jak lze takovy proménny vzorek viibec
symbolicky zadat? Toho se obvykle dosahuje pouzitim tzv. regularnich vyrazi, které maji
na ruznych vypocetnich platforméach a v rtznych programech riznou podobu a syntaxi, ale
jejich obecny smysl je (téméf) jednotny.

V této casti si misto suché teorie prakticky ukidzeme dva velmi mocné nastroje na
vyhledavani a zpracovavani v textu, znamé predevsim z unixovych systému. (Avsak
dostupné volné pro vSechny POSIX systémy. Zajemce z fad obdivovateli M$ Windows
odkazujeme na projekt CygWin [1].)

Priklad 3.3. Vyhledejme ze zdrojovych kodii v jazyce C vSechny radky obsahujici piifazeni
celych c¢isel do proménné i.
Pro vyhleddvani tohoto typu je pfimo stvofeny ptikaz grep [3]. Jednoduché Feseni pii-
kladu je tifeba toto:
grep ’\<i *= *[0-9]\+;’ *.c
Co v8ak tento piikaz znamena?
— Zjednodusend syntaxe piikazu je ‘grep regexp files’, kde regexp je zkratka oznacujici
reguldrni vyraz, zde ‘\<i *= *[0-9]\+;’.
— Cést “\<i’ tiké, ze pozadujeme vyhleddni znaku i, kterj je zacatkem svého slova (tj.
vylou¢ime napiiklad proménné bi=6).
— Poté ¢ *=’ fika, Ze muze nasledovat libovolné opakovani mezer, tieba i zadna, nésledované
znakem ‘=’.
— Po dalsim volitelném opakovani mezer vidime ‘[0-9]1\+’, coz je vycet zde povolenych
znaku — ¢islic, opakovanych jednou nebo vicekrat.
— Na konci ; ukoncuje prikaz pfitazeni v C.
Pozorny ctenai nyni mize namitnout nékolik nedostatkd. Treba jak najdeme cisla se zna-
ménkem? Co kdyz na konci pfitazeni jesté budou dalsi mezery? A co kdyz pfifazeni bude
ukonceno ¢arkou misto stfednikem? Pro takové pripady mtzeme nas vyhledavaci piikaz jesté
zobecnit o volitelné znaménko a volitelné zakonceni:

grep ’\<i x= *[-+]\7[0-9]\+ x[;,]’ *.c
O

Poznémka: Pokud bychom takto vybrané fadky z textu nejen radi vidéli, ale i chtéli zpracovavat,
moznym a vhodnym nastrojem by byl tfeba klasicky skriptovy jazyk awk.

Jesté obecnéji si muzeme piedstavit program filtrujici a upravujici vstupni text podle
zadanych (i slozitych) pravidel — zde jiz nejde o jednoduchy piikaz, ale o komplexni pro-
gramétorsky tkol. Pro jeho tvorbu je volné k dispozici metaprogramovaci jazyk flex [2].
(Slovem “metaprogramovaci” myslime, Ze flex preklddd dana pravidla do zdrojového
kédu C programu, ktery poté mizeme zatadit do svych projekti.) Zhruba feceno, flex
pracuje jako velmi zobecnény automat, ktery podle vstupniho textu prechazi mezi svymi
vnitfnimi stavy a v nich tento text dale zpracovava.

Priklad 3.4. Simulujte na pocitaci nasledujici automat:

Bez dlouhych fe¢i ukazeme, jak jsou pfechody tohoto automatu zapsany prechodovymi
pravidly jazyka flex:
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<INITIAL>O ;

<INITIAL>1 BEGIN(Q2);
<Q2>1 H
<Q2>0 BEGIN(Q3);
<Q3>0]|1 BEGIN(Q2) ;
<Q2><<E0F>> printf ("slovo p¥ijato!"); return;
. \n printf ("neznamy znak ’%s na vstupu",yytext);

(Poc4tedni stav ¢ je zde nazyvan “initial”. Plny text tohoto programu, tj. véetné nezbytngch
hlavi¢ek a startovniho kédu, je uveden ve cvigeni — P¥iklad 3.15.) O

Poznamka: V obecnosti flex umi ze vstupu nacitat kromé jednotlivych znaki i celé fetézce
popsané reguldrnimi vyrazy najednou. Pt¥i kazdém z nich kromé pfechodu vnit¥niho stavu umozni
nac¢teny fetézec zpracovat libovolnym kédem v C. Pro pfipadné dalsi (vyssi) zpracovani textu
¢teného flexem poslouzi tieba nastroj yacc.

3.3 Regularni operace a vyrazy

A7 nyni ptistoupime k formalni definici regularnich vyrazi, které byly jiz vysSe pouzivany
pti praktickém vyhledavani v textu. Ctenafe necht nezaskoéi, ze v teorii se pouziva poné-
kud jina syntaxe zapisu regularnich vyrazt, nez jakd je zvykem v unixovych systémech.
Vyznam regularnich vyrazu je vSak stale stejny.

Definice 3.5. Regularnimi operacemi s jazyky nazyvame operace

— sjednoceni L1 ULy ={w | w € L1 V w € Lo},

— zretézeni Ly - Lo = {uv | u € Ly,v € Lo}

— a iterace L* = ;2o L™, kde L" je definovéno induktivné L® = {¢}, L"*1 = L. L".

Komenta¥#: Priiklady regularnich operaci budiz tfeba vyrazy
{0,11}* - {000, 11}*,
{0,11}* U {010, 101}*.

Co tyto zapisy znamenaji?

V prvnim ptipadé nejprve iterujeme jazyk skladajici se ze dvou slov ‘0’ a ‘11’ — vytvoirime
jazyk vsech slov skladajicich se z nul nebo z dvojic jednicek. Poté iterujeme jazyk ze dvou
slov ‘000’ a ‘11’ a vzniklé dva jazyky zfetézime.

Ve druhém piipadé iterujeme obdobné dva jazyky, ale nakonec je sjednotime (jako mno-
Ziny).

Poznamka: VSimnéte si, Ze reguldrni operace nezahrnuji prinik dvou jazykt nebo doplnék (pfitom
reguldrni jazyky jsou uzaviené také na tyto operace). To ale neznamend, Ze bychom t¥eba prinik
dvou jazykt nebyli viibec schopni pomoci regularnich operaci vyjadfit. Mozné to obecné je, jen
se na to musi jit “oklikou”.

Hlavni vyznam regularnich operaci je v tom, Ze jimi mtzeme zapisovat rizné ja-
zyky. K tomu si vSak nejprve musime domluvit spravnou “syntaxi” takového zapisu —
nazyvame ji reguldrnim vyrazem.

Definice 3.6. Regularnimi vyrazy nad abecedou X
rozumime nejmensi mnozinu RV (X) slov v abecedé XU {0, e,+,-,*,(,) } (pfitom pred-
pokladame, ze 0,e,+,-,*,(,) € ¥) spliujici tyto podminky:

e e € RV(X) ax e RV(X) pro kazdé pismeno = € X.

o Jestlize a, f € RV (X), pak také (o + ) € RV (Y), (a- ) € RV(X) a (a*) € RV(X).
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Jinymi slovy do RV (X) pat¥i pravé vSechny vyrazy konstruované z (), ¢ a pismen abecedy
Y vyse uvedenymi pravidly.

Komenta¥: VysSe uvedené piiklady jazykt zapsanych reguldrnimi operacemi se v zapisu re-
gularnimi vyrazy vyjadri

(0+11)*- (000 + 11)*,

(0+11)* + (010,101)*.

Definice: Regularni vyraz « reprezentuje jazyk, ktery oznacujeme [a], podle této re-
kurzivni definice

o (0] =0, [e] ={e}, [a] = {a}
e addle [(a+ )] = [a]U[F], [(a-B)] = [a] - 4], [(a)] = [a]*.

Komentaf: Tato definice neformélné znamenad, ze regularni vyrazy zkratkovité zapisuji regu-
larni operace nad regularnimi jazyky. P¥itom atomickymi vyrazy jsou ¢, () a jednotlivé znaky
abecedy. Operace se zapisuji svymi obvykljymi symboly -, * a zdvorkami (), jenom sjednoceni
se zapisuje jako 4.

Znovu si uvédomte, ze v regularnich vyrazech neni operace priniku jazyk!

ZnaZeni: Pfi zépisu reguldrnich vyrazi vynechdvame zbyteéné zavorky (asociativita
operaci, vnéjsi par zavorek) a tecky pro zietézeni; dalsi zavorky lze vynechat diky do-
hodnuté priorité operaci: * vaze silnéji nez -, ktera vaze silnéji nez +.

Napf. misto ((((0-1)*-1)-(1-1)) 4+ ((0-0) + 1)*) napiSeme (01)*111 + (00 + 1)*.

Regularni vyrazy, tak jak je formalné definujeme zde, se syntaxi velmi 1isi od béznych
“pocitacovych regularnich vyrazi”, ale presto zde mizeme vidét spole¢ny ideovy zaklad.

vvvvvv

— sjednoceni, zfetézeni a iterace. Ty se ve shodném vyznamu objevuji jak v nasi definici,
tak v poéitacové praxi (podivejte se na man regexp [11]).

Poznamka: V této souvislosti je nutné upozornit, Ze tzv. zpétné reference, které se vyskytuji tfeba
v novych verzich regexp knihovny, nepatii do regularnich vyrazi v matematickém smyslu!

Ulohy k feSeni

(3.3.1) Jak zapiSete reguldrnim vyrazem jazyk vSech slov, kde za pocdtecnim tsekem znaku
a se miize jednou (ale nemusi viibec) objevit znak ¢ a pak néasleduje tsek znaku b?

(3.3.2) A co kdyz v piedchozi tloze vyzadujeme, Ze tsek a 1 tsek b musi byt neprazdny?

(3.3.3) A co kdyz v piedchozi tloze jesté povolime, Ze znak c se mezi a a b miize vyskytnout
0-, 1- nebo 2-krat?

(3.3.4) Zjistéte, zda plati [(011 + (10)*1 4 0)*] =? [011(011 + (10)*1 + 0)*].
(3.3.5) Zjistéte, zda plati [((1+0)*100(1+ 0)*)*] =? [((1+ 0)100(1 + 0)*100)*].

3.4 Ekvivalence regularnich vyrazu a jazyku

Hlavnim teoretickym divodem, pro¢ jsme regularni vyrazy zavadéli, je fakt, ze popisuji
pravé nase regularni jazyky. Davaji nam tedy alternativni (textovy) zptisob, jak popsat
jazyk pfijimany koneénym automatem.

Veéta 3.7. Jestlize jazyky L1, Lo C X* jsou reguldrnt, pak také jazyk Ly - Lo je regquldrni.
Jestlize L je requldrni, pak také L* je reguldrni.
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Dtkaz: Necht A;, As jsou automaty pfijimajici jazyky L1, Lo. Jejich nésledujicim
sloZzenim sestrojime ZNKA pfijimajici zfetézeni L - Lo:

.A1 -A2

e
000
e

Pro druhou ¢éast dikazu vyjdeme z automatu A pfijimajiciho jazyk L a sestrojime
odvozeny ZNKA A’ ptijimajici iteraci L*:

,4'
A £

© T o

© o | R .

@

Nasledujici tvrzeni se jiz implicitné vyskytlo dfive, nyni si jej znovu uvedeme expli-
citné pro uplnost.

a

Tvrzeni 3.8. Jestlize L je requldrni, pak také jeho dopinék L je requldrni. Jestlize
Ly, Ly jsou regularni jazyky, pak také rozdil Li\ Lo je reguldrni.

Dikaz: Necht L = L(A), kde A = (Q, %, d,qo, F). Pak L je ziejmé rozpoznavan KA
(Q,%,0,q0, Q—F). (Pfijimajici a nepfijimajici stavy byly prohozeny.)
Druhé ¢ast tvrzeni pak jiz plyne z toho, ze Ly \ Ly = L1 N Lo. O

Pfevod mezi automatem a vyrazem

Veéta 3.9. Regularnimi vyrazy lze reprezentovat pravé requldrni jazyky.

Dikaz (ndznak): Nejprve ukdzeme, ze ke kazdému reguldrnimu vyrazu « lze sestrojit
koneény automat piijimajici jeho jazyk [a]. Atomické vyrazy snadno pfijmeme automa-
tem. Ke sjednoceni dvou jazyki pak sestrojime induktivné automat podle Véty 2.7, pro
zietézeni nebo iteraci obdobné podle Véty 3.7. Takto indukci podle délky regularniho
vyrazu « vzdy sestrojime prislusny automat.

V opac¢ném sméru — jak popsat jazyk konecného automatu reguldrnim vyrazem, uve-
deme jen velmi hruby néstin:

Slovo w je pfijimano automatem A pravé kdyZ v grafu automatu existuje sled (ohod-
noceny) w zac¢inajici v poc¢atecnim stavu qg a konéici v prvnim pfijimajicim stavu nebo
v druhém pfijimajicim stavu atd. — v onom “nebo” lze snadno rozpoznat sjednoceni
jazyku. Pak jiz staci pomoci zfetézeni a iteraci popsat jednotlivé podcesty a cykly na
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téchto prijimacich sledech a vSe dat dohromady. ..
Cely diikaz by vsak byl velmi obtizny. a

Otazkou je, jak pro dany koneény automat najdeme regularni vyraz popisujici jeho
jazyk? Diukaz Véty 3.4 je sice svym zpusobem konstruktivni, ale jen tézko si lze predsta-
vit, ze u vétsich automati najdeme vSechny mozné cesty od poc¢ate¢niho do prijimajicich
stavli najednou. Jiny piistup ke hledani takovych cest (pfesnéji Feceno sledit) poskytuje
modifikace klasického algoritmu pro vypocet metriky grafu [4, Cast 8.2].

Metoda 3.10. Vypocet regularniho vyrazu z automatu
Dany automat nemusi byt deterministicky. Jeho stavy libovolné oc¢islujeme 1,2,...,n a
vytvorime tabulku n x n ¢islovanou v fadcich i sloupcich stavy automatu.

e V nultém kroku na kazdé pole i,j tabulky napiSseme reguldrnim vyrazem vSechny
pfimé piechody ze stavu i do stavu j (Sipky nebo smycky pro i = j). Piseme () pokud
prechod neni moznjy.

e Vkrokut=1,2,...,n k poli i, j pfedchozi tabulky pfi¢teme (4 ve smyslu sjednoceni

jazykt) zretézeni predchoziho prechodu z i do t, iterace pfechodu z t do t a pfechodu
z t do j.

e Na konci se¢teme (sjednotime) v8echny pfechody z pocéatecénich do pfijimajicich stavi.
Pro vysvétleni, v kroku ¢ > 0 pole ¢, j tabulky obsahuje regularni vyraz popisujici vSechna

mozna slova, ktera prevedou automat ze stavu ¢ do stavu j za pouziti vnitinich prechodu
pouze pies stavy s Cisly < t.

Priklad 3.11. Pro piiblizeni Metody 3.10 nasledné uvadime postupné vytvoiené tabulky
regularnich vyrazi pro tento jednoduchy dvoustavovy automat.

b a a
a,b

1 2 1 2

1|e+d a 1 b* a+b'a

a+ble+a 2| (a+b)b* | e+a+ (a+bd*a
1 2
1| b +b*ala+ (a+Db)b*a) (a+b)b* | (a+b*a)(a+ (a+ b)b*a)*
2 (a+ (a+b)b*a)*(a + b)b* (a+ (a+b)b*a)*

Napriklad prvni tabulka nam ¥ika, ze ze stavu 1 prejdeme zpét ¢i zistaneme v 1 slovy b
nebo €. Z 1 do 2 pfimo pfejdeme jen znakem a. V druhé tabulce, kde jsou povoleny vnitini
prechody pfes stav 1, jiz mame zajimavéjsi vyrazy. Napriklad z 1 do 1 nyni kromé prazdného
slova muZzeme piejit libovolnym Fetézcem samych b, tedy slovy [b*]. JeSté zajimavéjsi je
pfechod z 2 zpét do 2, kde k pivodni moznosti [e+a] pFibylo zFetézeni pfechodu 2 — 1 [a+D],
iterovaného pfechodu uvnitt 1 [b*] a pak pfechodu 1 — 2 [a]. Zbylé vyrazy v tabulkich maji
analogicky vyznam a odvozeni. ..

Jak vidime, v tabulkdch vychézeji docela dlouhé vyrazy (a to jsme pfitom uz automaticky
udélali n&jaka zjednoduseni, jako t¥eba vypusténi explicitniho € u nasledné iterace). Nakonec
nas z posledni tabulky zajimaji jen pfechody z po¢atecniho stavu do pfijimajicich stavi, tedy
zde pole 1, 2. To je vyraz (a + b*a)(a + (a + b)b*a)*, ktery vSak dale dokdZeme zjednodusit:

[(a+ba)(a+ (a+b)b*a)] = [Ba((a+)b"a)*] = [(a+b)"a]
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Ted vidime, Ze vysledek je uz docela jednoduchy. Ano, nas automat skuteéné pfijima vSechna
ta slova, ktera konci znakem a. O

Ulohy k feseni
(3.4.1) Sestrojte koneény automat (tieba nedeterministicky) piijimajici jazyk zapsany vy-
razem (0 + 11)*01.
(3.4.2) Upravte pfedchozi automat, aby pfijimal jazyk zapsany (0+ 11)*00*1
(3.4.3) Jak byste zapsali regularnim vyrazem jazyk pfijimany automatem z Prikladu 3.47
*(3.4.4) Jak byste zapsali reguldrnim vyrazem jazyk pfijimany automatem z Pfikladu 2.127

Rozsifujici studium

Pro dalsi, hlavné prakticky orientované, studium problematiky vyhledavani v textu a
reguldrnich vyrazu je nejlépe ¢tenafre odkéazat na dokumentaci knihovny regexp [11] a pro-
gramu grep [3]. Dokumentaci Ize standardné nalézt také v Linuxovych distribucich.

3.5 Cviceni: Vyhledavani a regularni vyrazy

Priklad 3.12. Najdéte v platném zdrojovém kédu jazyka C vsSechny for cykly
pouzivajici fidici proménnou i, tj. i je v hlaviéce cyklu inkrementovano. (Pozor,
nestac¢i hledat vyskyty ‘for (i=0’, nebot cyklus muze vypadat tieba takto ‘for
(i=0,3j=1;j<5;j++ ")

Pouzijeme zdkladni regularni vyrazy knihovny regexp (ty se lisi od rozsifenych v
zésadé jen syntaxi — pouzitim backslashu). Ridici proménnou cyklu pozname nejlépe
podle toho, Ze je inkrementovana ve treti stfednikem oddélené sekci hlavicky prikazu
for(;;). (Pro jednoduchost uvazujeme, Zze program je slusné napsin a celd hlavicka
cyklu je na jednom fadku.)

Zacneme vyhledanim zacatku tteti sekce v hlavicce for, tj.:

N<for *([7;)]*;[7;)]%;°

Zde [~;)] znamend vyctovy typ vSech znaki, které nejsou ; ani ). VSimnéme si, ze pred
for musime kontrolovat, Ze je to zacatek slova \< a ne néjaky identifikator jako tfeba
xxxfor. Pak nésleduje vyhledani fetézce i++ nebo ++i. Opét si musime dat pozor, ze
identifikator i neni zacatkem nebo koncem del$iho jména. Navic jeSté méjme na paméti,
ze pred i++ muzZe byt jiny vyraz oddéleny ¢arkou. (Znate Gplny vyznam ¢arky v syntaxi
jazyka C7) Takze celkem feSeni vyjde:

grep ’\<for *([7;)1*;[7;)1*; [T IR\ (++i\>\|\<i++\) > *.c

Zde \ (. .\) neznamena vyskyt skuteénych zavorek v textu, ale zavorkuje prislusny re-
gulédrni podvyraz uvnitf. Tam je pomoci znaku \| (nebo) Feceno, 7Ze nalézt se ma ++i
nebo i++. To je vSe (az na extrémné degenerované pfipady). |

Piiklad 3.13. Najdéte v daném textu vSechny vyskyty aplnych (a pokud mozno
platnych) e-mailovych adres, oddélenych mezerami ¢i konci Fadku.

Jak jisté znate, e-mailové adresy se typicky vyznacuji znakem @ nékde uvnit¥. Co
miize byt pred nim a za nim? Bézné se tam vyskytuji pismena, ¢islice a tecka. Pro vétsi
obecnost jesté zahrneme znaky -_. Takze nas regularni vyraz bude néasledovny:

> [a-zA-Z0-9-_.]1\+@[a-zA-Z0-9-_.]\+’
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Je to ale presné, co po nas tloha chtéla? Na jednu stranu tento regularni vyraz roze-
zna vsechny normalni platné e-mail adresy, ale na druhou stranu vezme tieba i slovo
x0@@y0z.t. (To proto, ze se rozpozna sufix y@z.t, ale nezkontroluje se, ze pfed nim je
vice neoddélenych znaki.)

Proto musime pfed i za vyraz rozpoznavajici adresu dat mezery nebo specidlni sym-
boly = $ rozpoznavajici zacatek a konec fadku. Cely vyraz pak vypada:

'NC\I7N\) [a-zA-Z0-9-_.]\+@[a-zA-Z0-9-_.I\+\ C \[$\)’
VyzkousSejte si to na pocitaci samil! a

Piiklad 3.14. Navrhnéte reguldrni vyraz, ktery zkontroluje, jestli vstupni text (cely
od zacatku do konce radku) vypada jako platné e-mail adresa.

Pouzijeme obdobné uvahy jako v predchozim piikladé, ale navic se zamyslime, jak
by méla vypadat iplna a platnd doména — mit alespon dvé slozky a posledni by mél byt
dvoupismenny kéd narodni domény nebo nékteré specialni vrchni domény jako treba
‘.edu’. Vysledek nyni bude (spojte si oba fadky dohromady):

>~ [a-zA-Z0-9-_.1\+@[a-zA-Z0-9-_.]\+[.]

\ ([a-zA-Z] [a-zA-Z]\ | com\ | edu\ | gov\ Imil\|info\)$’

(Jiz neuvazujeme mezery pied nebo za adresou, viz. zadani.) |

Priklad 3.15. Simulace automatu uvedend v Prikladu 3.4 ma kompletni zdrojovy
kod (flexu) uvedeny zde. Zkuste si jej na néjakém Linuxovém stroji prelozZit a spustit!
/*
compile with "flex flex.l; gcc lex.yy.c",
run as "echo -n ’01001001’ | ./a.out".
*/

/*%option debugx/
%option noyywrap
%s Q2 Q3

w{

#include "stdio.h"
ht

hh

/*

flex rules start here (with meaning like in an automaton):
*/

<INITIAL>O ;

<INITIAL>1 BEGIN(Q2) ;

<Q2>1 H

<Q2>0 BEGIN(Q3);

<Q3>0|1 BEGIN(Q2) ;

<Q2><<E0F>> printf("slovo p¥ijato!\n"); return;

.I\n printf ("neznamy znak %s na vstupul\n",yytext);

hh

/*

supplementary C code for running the program:
*/

void main(void) {

yylex();

3
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O

Priklad 3.16. Dalsi priklad filtru ve flexu nasleduje zde. Jedna se o jednoduchy
program, ktery ze vstupu cte text a diva se, zda jde o celé nebo desetinné ¢islo nebo
jiny text.

/* nepouziva na konci souboru fci yywrap() => neni potreba linkovat s knihovnou f1l */
%option noyywrap

/* deklarace vsech vnitrnich stavux/
%s ql 92 93 g4 g5 g6

%{ /* deklarace globalnich promennych */
char m[255];
char *m_ptr=m;

13
hh

<INITIAL>-{strcat(m,yytext);BEGIN(q2);
/* vstupni stav, jestlize bude zacinat cislo - tak se presune do */
/* stavu q2, do promenne m postupne kopiruje symboly ze vstupux*/}

<INITIAL>[0-9] {strcat(m,yytext);BEGIN(q3);}

<INITIAL>"." {strcat(m,yytext);BEGIN(q4);}

<q2>[0-9] {strcat(m,yytext);BEGIN(q3);}

<g2>"." {strcat(m,yytext);BEGIN(q4);}

<q3>[0-9] {strcat(m,yytext);BEGIN(q3);}

<q3><<E0F>>{printf("cele cislo %s\n",m);yyterminate();

/* jestlize bude automat ve stavu q3 a zaroven na konci vstupniho */
/* souboru, pak vytiskne cislo a fci yyterminate() ukonci cinnost */}

<g3>"." {strcat(m,yytext);BEGIN(q4);}

<q4>[0-9] {strcat(m,yytext);BEGIN(q5);}

<g5>[0-9] {strcat(m,yytext);BEGIN(q5);}

<g5><<E0F>>{printf ("desetinne cislo %s\n",m);yyterminate();

/* jestlize bude automat ve stavu g5 a zaroven na konci vstupniho */
/* souboru, pak vytiskne cislo a fci yyterminate() ukonci cinnost */}

<q6><<EOF>>{printf("%s neni cislo\n",m);yyterminate();
/* jestlize bude automat ve stavu g6 a zaroven na konci vstupniho */
/* souboru, pak vytiskne cislo a fci yyterminate() ukonci cinnost */}

. {strcat(m,yytext) ;BEGIN(g6) ;
/* jestlize neni rozpoznan symbol libovolnym pravidlem, pak prechazi */
/* automat do stavu g6, kterym jsou rozpoznana slova, ktera nejsou cisly */}

hh

/* vlastni kod programu */

int main()

{

yylex(); /* funkce, ktera spousti automat#*/

return O;

}

Jedna se hlavné o vyukovy kéd demonstrujici moznosti flexu, ktery by vsak bylo
mozno na druhou stranu zjednodusit a zkratit. (Napfiklad ¢tenim celych sekvenci znaki—
¢islic regularnimi podvyrazy.) Spustte si jej a pak se pokuste kéd vylepsit tfeba o ¢teni
¢isel v exponencialni notaci. O

Priklad 3.17. Podle postupu Metody 3.10 sestrojte reguldrni vyraz popisujici jazyk
tohoto automatu:
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Jedna se o automat z Prikladu 2.8, takze vysledny regularni vyraz by mél vyjit
ekvivalentni vyrazu (0 + 1)*1(0 4 1)(0 + 1). Tabulkovym postupem nam vyjde:

1]2 3 4 1 2 3 4
1le+0+1]1 0 0 10+ (0+1)*1 0 0
2 Dle|0+1 0 2 0 e|0+1 0
3 010 e|0+1 3 0 0 e|0+1
4 00 0 € 4 0 0 0 £
1 2 3 4
L O+1)*[(O0+1)*1|(0+1)*1(0+1) 0
2 0 € 0+1 0
3 0 0 e 041
4 0 0 1) €
1 2 3 4
L{O+D)*[O0+1)* 1| (0+1)*1(0+1) | (0+1)*1(0+1)(0 +1)
2 0 £ 0+1 (0+1)(0+1)
3 0 0 £ 0+1
4 0 0 0 €

Z toho jiz vy¢teme ptrechodovy vyraz (0 + 1)*1(0 4+ 1)(0 + 1), jelikoz zadné ptechody s
vnitinim stavem 4 zfejmé nejsou mozné. (Ze 4 jiz nic dél nevede.) Takze ndm vysledek
vysel spravné, ze? O

Ulohy k feSeni
(3.5.1) Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {0,1} neobsahujici tii
stejné znaky za sebou.

(3.5.2) Zapiste reguldrnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {a,b,c}, ve kterych se
nikde nevyskytuji znaky a, b hned za sebou (ani ab, ani ba).

(3.5.3) Zapiste reguldrnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {a,b,c}, ve kterych se
nikde nevyskytuji dva znaky a hned za sebou.

(3.5.4) Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {a,b,c}, ve kterych je
po a vzdy b a po b vzdy a.
(3.5.5) Zapiste regularnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {a,b,c}, ve kterych je
po a vzdy b a po b nikdy neni c.
*(8.5.6) Zapiste reguldrnim vyrazem jazyk vSech slov nad abecedou {a,b,c}, ve kterych je
podslovo aa a neni podslovo cc.

*(3.5.7) Zapiste reguldrni vyraz pro grep hledajici vSechny ty fadky zdrojového kédu C, na
kterych je proménna xyz, ale ne uvnitr radkového komentaie //. . ..

*(3.5.8) Méjme dva regularni jazyky K a L popsané reguldrnimi vyrazy
K =[0*170*170*], L =[(01 + 10)*].
a) Jaké je nejkratsi a nejdelsi slovo v priiniku L N K?

b) Pro¢ zadny z téchto jazyki K, L neni podmnozZinou toho druhého?
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¢) Jaké je nejkratsi slovo, které nepatfi do sjednoceni K U L? Je to jednoznacné?
Vsechny vase odpovédi dobre zduvodnéte!

(3.5.9) Sestavte regularni vyraz popisujici jazyk pfijimany nasledujicim zobecnénym nede-
terministickym automatem. Pouzijte bud tabulkovou metodu, nebo vlastni (spravnou)
tvahu.

4 Minimalizace a omezeni automatu

Uvod

Vezmeme-li v tvahu praktické (implementacni) hledisko, jisté neni tfeba sahlodlouze
motivovat otazku mozné minimalizace daného kone¢ného automatu. Zdiraznujeme, ze zde
mame na mysli minimalizaci vyhradné deterministického automatu. Jak jsme si jiz uvedli
drive, napiiklad v nasledujicim automatu

a,b
a,b b

je stav 1 vlastné zbytecny, nebot Ize stejné dobfe zacit vypocet ve stavu 3 a stav 1 vypustit.
Jak ale Ize takové “zmensovani” automatu aplikovat mechanicky?

Ukézeme, Ze odpovéd je v tomto piipadé potésujici — existuje algoritmus (ktery je dokonce
velmi rychly), ktery k zadanému KA sestroji ekvivalentni automat s nejmen$im moznym
poctem stavii.

Dalsi zajimavou otazkou je, jak vubec poznat, zda pro dany jazyk existuje automat
jej rozpoznavajici. Ctendi asi tusi, Ze nékteré jazyky automaty nemohou byt rozpoznavany.
Napiiklad jazyk vSech spravné vyvazenych zavorkovych vyrazu (jako ‘(()(())()())’) automat
nerozpozna, protoze si v konecné mnoha svych stavech neumi “spocitat” levé a pravé zavorky.
Co Ize na takové neformalni zdiivodnéni Fici matematicky? To bude naplni druhé casti.

Cile

V této lekci si predevsim ukazeme, jak lze dany automat mechanickym postupem jed-
noznac¢né minimalizovat. Dilezitym teoretickym prinosem lekce je uvedeni kritérii, ktera
umoznuji rozhodnout, zda dany jazyk je viibec rozpoznatelny koneénym automatem.

4.1 Minimalizace koneéného automatu

Komenta¥: Jeden mozny zptsob zmensSeni automatu jsme si jiz ukazali — sta¢i se omezit
na dosazitelné stavy (do kterych vede néjaké orientovand cesta z pocateéniho stavu). Je
vsak jesté jind moznost, dany automat totiz mize obsahovat stavy, které se “chovaji stejné”
vzhledem k pfijeti slov automatem. Pak pfirozené staci vSechny takto ekvivalentni stavy
sloucit do jednoho a pfijimany jazyk se nezméni.

V praxi pfi minimalizaci automatu postupujeme opacnym smérem, tedy rozkladame
mnozinu v8ech stavi automatu na neekvivalentni podmnoziny. To délame v jednotlivych
krocich tak dlouho, dokud jesté dochazi k dalsimu rozliSeni. Po ukonceni procedury jsou
podmnoziny nerozlisitelnjch stavi slou¢eny do jednotlivych stavi nového, jiz minimalniho,
automatu.

Pro aplnost si zopakujeme definici ekvivalentnich automat z Lekce 2. Na ni nava-
zeme prirozenou definici minimélniho automatu (vzhledem k poc¢tu jeho stavi).
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Definice: Dva koneéné automaty Ay, Ay nazveme (jazykové) ekvivalentni, jestlize pii-
jimaji tyz jazyk, tj. jestlize L(A1) = L(As).

Definice: Deterministicky konecny automat nazveme minimdlnim automatem jestlize
neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi pocet stavi.

Pred uvedenim samotného postupu minimalizace je vhodné si osvézit znalosti o roz-
sifené prechodové funkei 6*(q, w) automatu (strana 13) udavajici, do kterého stavu je
nas automat preveden z libovolného stavu g pfec¢tenim (pod)slova w. Myslenka sledovat
mnoziny vSech podslov (sufixt), kterd néjaky stav ¢ prevedou do pfijimajicich stavi, je
zde tou hlavni ideou.

Véta 4.1. Euxistuje rychly algoritmus, ktery k zadanému koneénému automatu A sestroji
minimalni (deterministicky) automat ekvivalentni s A.

Tuto vétu postupné dokazeme nékolika jednoduchymi tvrzenimi a naslednym popi-
sem tohoto minimaliza¢niho algoritmu. Zavedeme nejdiive hlavni ideovy pojem.

ZnaZeni: Uvazujme koneény deterministicky automat A4 = (Q, %, J, qo, F') bez nedosazi-
telnych stavi. Pro kazdy stav ¢ € ( definujme

La(q) = L(A,), kde A, = (Q,%,6,q,F).

(La(q) je tedy jazyk rozpoznavany automatem, jenz vznikne z A prohldSenim stavu ¢
za pocateni; tedy mnoZina téch slov z, pro kterd 6*(q,z) € F.)

Nyni dokézeme, Ze rizné jazyky La(q) # La(q') na stavech ¢,q¢" automatu nutné
rozlisi tyto stavy.

Lema 4.2. Méjme v automatu A dva stavy q1,q2 € Q takové, Ze La(q1) # La(qe).
Nechf stav q;, i = 1,2 je dosaZitelny v A z poédtku qo slovem z;. Pak kazdy automat A
ekvivalentni A must bijt slovem z1 preveden do jiného stavu neZ slovem zs.

Dikaz: Necht y € L4(q1) \ La(q2) (nebo symetricky naopak). Podle definice tedy je
21y € L(A), ale 29y & L(A). Pokud by néjaky (jakykoliv) automat A’ nad ¥ byl slovem
21 preveden do stejného stavu ¢, jako slovem zo, pak by A’ zaroven piijal nebo zaroven
nepiijal obé slova z1y i z9y. (Uvédomte si dobfe, Ze od stavu ¢, jiz v obou piipadech
automat A’ ¢te tentyz sufix y a pifitom je deterministicky.) To by vsak A’ nemohl byt
ekvivalentni nasemu automatu A, spor. a

7 ptedchoziho lematu jiz velmi snadno vyvodime nésledujici dilezité dusledky.

Dusledek 4.3. Automat, ve kterém kazdy stav je dosazitelny a pro kazdé dva jeho stavy
q # ¢ plati La(q) # La(q), je minimdlni.

Dusledek 4.4. KazZdé dva minimdlni automaty pro stejny jazyk jsou si isomorfni.

Komenta¥: Zde se jiz jasné rysuje idea konstrukce minimalniho automatu. VSechny stavy
g € Q automatu A majici stejny jazyk L.4(g) “slouc¢ime” vzdy do jednoho stavu a vysledny
automat 4y pak bude dle Dusledku 4.3 minimalni. Jak v§ak budeme algoritmicky porovnavat
jazyky La(q) pro ¢ € @ mezi sebou? A bude nase “slouceni” stavii konzistentni, tj. budou
$ipky ze dvou slou¢enych stavli mifit do také stejné sloucenych stavii? Odpovéd na obé otézky
nam d& ptrimo nasledujici algoritmus.

ZnaZeni: Mé&jme mnozinu M, kterd je rozlozend do sjednoceni £ podmnozin M =
N1UN3U. . .UNy, které jsou vzajemné disjunktni, tj. N;NN; = () pro vSechny indexy i # j.
Pak podmnoziny N1, ..., Ni nazyvame rozkladem mnoziny M a znac¢ime jej jako systém
(mnozinu) mnozin R = {Ny, No,..., Ni}.
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Nasleduje metoda odvozeni miniméalniho automatu, kterd bude postupné rozklddat
mnozZinu stavi daného automatu, az uz nebude mozné mezi stavy kazdé jedné podmno-
ziny rozkladu nijak rozlisit.

Metoda 4.5. Minimalizace koneéného automatu
Dang je deterministicky automat A = (Q,X%,9,qo, F') bez nedosazitelnijch stavi.

e Zalneme rozkladem Ry = {Q \ F, F'} mnoziny vsSech stavii A na ty nepfijimajici a
prijimajici.

e Nechf v kroku k£ > 0 mame rozklad Ry = {P1, P», ..., P, } mnoZiny vSech stavi. Pro
v8echna i € {1,2,...,m} a a € ¥ udéldme nasledovné:
— Rozlozime P; na rozklad P; podle toho, do kterych mnozin z Ry vedou ze stavi v
P; sipky se symbolem a.

e Udélame sjednoceni pruniki téchto (mini-)rozkladd Rp41 = U; N, P§. Tim ziskame
vSechna mozné dalsi rozliSeni uvnitt t¥id rozkladu R vSemi znaky abecedy.

e Pokud Ry41 # Ry, tj. doslo k dalsimu rozdéleni v rozkladu, vracime se krokem £ + 1
na druhy bod postupu.

e Jinak necht R je mnozina stavll po jednom vybranych z t¥id rozkladu Ry (reprezen-
tanti, pfitom gq je také vybrano) a ¢’ je restrikce prechodové funkce § na jednotlivych
tiidach rozkladu Rg. Pak minimélni automat je Ay = (R, %, ¢, qo, F N R).

Dikaz (naznak): Jelikoz automat A ma jen n stavl, nejvyse n — 2-krat v prabéhu
algoritmu miize dojit ke zjemnéni rozkladu R vSech stavii. Proto algoritmus skonci po
nejvyse n — 1 iteracich.

Pro zdivodnéni spravnosti si v§imnéme, ze v kroku k > 0 t¥idy rozkladu Ry vyja-
diuji rozlisitelnost stavii automatu A pomoci slov délky nejvyse k (snadno lze dokazat
indukei podle k). Pokud v nékterém kroku k nas postup uz dalsiho rozliSeni nedosahne,
jsou jiz stavy A v jednotlivych podmnozinach rozkladu Ry (napofad) nerozlisitelné. Na-
vic, vzhledem k nemoznosti dalsiho rozliSeni stavi v rozkladu Ry je jasné, Ze vysledny
automat Ay nebude zaviset na tom, které reprezentanty stavii R v poslednim bodu
vybereme. a

Komenta#: Pii praktickém pouziti Metody 4.5 postupujeme tak, Ze si stavy automatu A4
v jednotlivych podmnozinach rozkladu R symbolicky oznac¢ime indexem jejich podmnoziny
(tfeba Fimskymi ¢islicemi, aby se to nepletlo se stavy). Timto symbolickym zdpisem stavi
pak vypliiujeme v kazdém kroku k£ symbolickou pfechodovou tabulku. Posledni tabulka nam
nakonec udava vysledny minimalni automat. Blize viz nasledujici ptiklad.

Priiklad 4.6. Minimalizujme nasledujici automat:
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Podle komentaie k Metodé 4.5 vyplnime symbolickou pfechodovou tabulku pro prvotni roz-
klad Ro = {{1,2,4,5},{3,6} }:

D W|| O =[N+~

Prvni podmnozina rozkladu se tak déle rozpadéd na {1,2} a {4,5}, mezi kterymi lze rozlisit
prechodem pfi znaku b. V dalsich dvou krocich tedy ziskdme obdobné pfechodové tabulky:

iii

1ii

1
1] il iii

i il
il

]
1
2
4
5
i
EaR

iii | i

S| W|| O =[N

Posledni tabulka nam udavé rozklad Ro = {{1,2},{4,5},{3},{6}}, ktery jiz zidnym ze
znaki a, b nelze vice rozlisit (zjemnit), a proto je automat udany touto tabulkou minimalni.

Porovnani automatu

Véta 4.7. Existuje algoritmus, ktery pro zadané KA Ay, As rozhodne, zda jsou ekvi-
valentnd, tj. zda L(A;) = L(As).

Dikaz: Staci k obéma KA sestrojit minimélni automaty v normovaném tvaru a ty
pfimo porovnat (Dusledek 4.4). Jind moZnost porovnani dvou automatt jiz byla pre-
zentovand v Prikladé 2.15. |

Poznamka: VSimnéte si, ze jsme ukazali u algoritmu minimalizace, Ze pokud dva stavy automatu,
ktery mé n stavi (n > 2), nelze rozlisit slovem délky nejvyse n — 2, pak je nelze rozlisit vibec.
Tento fakt ukazuje, Ze pro rozhodovani otdzky, zda L(q) = L(q’), stali probrat vSechna slova do
délky n — 2 (jichz je samoziejmé koneéné mnoho). Ovsem algoritmus zaloZeny na této myslence
by byl pro praktické pouziti velmi nevhodny, protoze ¢as jeho vypoctu roste exponencialné s
velikosti danjch automati.

Ulohy k feSeni
(4.1.1) Minimalizujte podle uvedeného postupu automat:

a,b
a,b ab

)

36



(4.1.2) Je tento automat minimalni?

(4.1.4) Necht L je jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, kterd obsahuji lichy pocet
vyskyti znaku a a sudy pocet vyskyti znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavii ma
konecny deterministicky automat rozpoznavajici jazyk L7

4.2 Neregularni jazyky

Je pomérné ziejmé, ze konecné automaty jsou natolik primitivni stroje, Ze nemohou
rozpoznavat vSechny mozné jazyky. Jak ale vypada néjaky konkrétni neregularni jazyk?

Komentaf: Neregularnijazyk musi mit néjakou vlastnost, kterd neumoznuje rozpoznani jeho
slov, médme-li pouze omezenou pamét. Uvazujme napiiklad jazyk

L={a’t :j >0}

(kde kazdé slovo zac¢ind usekem a-cek, za nimz nésleduje stejné dlouhy tsek b-¢ek ). Intuitivné
je vidét, ze pri Cteni slova zleva doprava nam nezbyva nic jiného, nez a-cka podcitat a pak
porovnat s poctem b-Cek. K tomu ndm ovSem predem omezend pamét nestaci, protoze tsek
a-¢ek mize byt libovolné dlouhy!

Naplni této sekce je podani rigorézniho argumentu pro neregularnost néjakého ja-
zyka. Tento argument bude zalozeny na (jiz poznaném) faktu, Ze pfijimaci vypocet do-
statecné dlouhého slova se musi v automatu nékde “zacyklit”, pfitom takovy cyklus pak
mutzeme opakovat libovolné krat. Preciznim vyjadfenim téchto myslenek je nasledujici
tzv. “Pumping lemma’.

Lema 4.8. Necht L je requldrni jazyk. Pak nutné existuje n takové, Ze kazdé slovo
z € L, |z| > n lze psdt jako zretézeni z = uvw, kde |uv| < n, |v| > 1 a pro vSechna i > 0
je uv'w € L.

Dikaz: Necht L je pfijiman deterministickym automatem A s n stavy. Pak pfijimaci
sled slova z je nutné zacyklen po nejpozdéji n prechodech. Ozna¢me u prefix slova z,
ktery je ¢ten pred prvnim zacyklenim, a v tu ¢ast z, kterd je ¢tena béhem prvniho cyklu
sledu. Pak jsou zfejmé tvrzeni véty splnéna — pfijimaci vypocet mize cyklus v libovolné
krat zopakovat. O

Priklad 4.9. Jazyk L = {a?b’ : j > 0} neni reguldrni.

Pro spor predpokladejme, ze L je regularni, a vezméme slovo a™b"™ = uvw. Pak podslovo
v podle podminky |uv| < n Lematu 4.8 obsahuje jen pismena a. TakZe slovo uv?w (dvakrat
zopakujeme stted v) ma vice a nez b, a tudiz wv?w & L, coz je spor. O
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Poznéamka: Ctenafe mozna napadla otdzka, zda Pumping lema presné charakterizuje regularni
jazyky, tj. zda pro jakykoli neregularni jazyk lze toto lema pouzit pro ziskani sporu. Neni tomu
tak, jak doklada napt.jazyk

L={a,b}*U{c}-{c}* {a’V’ : j >0},

ktery spliiuje podminku v Pumping lematu a pfitom neni regularni. (Ovéite si oboje jinym
postupem.)

Ulohy k feSeni

(4.2.1) Je regularni jazyk vsech téch slov nad abecedou {a, b}, ve kterych je stejné znakii a
jako znaku b?

4.3 Véta Myhilla—Neroda

Je tedy mozné presné popsat neregularni jazyky néjakym “testem” podobnym Le-
matu 4.87 Kupodivu to mozné je a takovy popis byl publikovan zhruba ve stejné dobé
jako pumping lemma, presto je méné znamy a méné pouzivany.
Komentaf#: Princip takového rozpoznani neregularnosti jazyka je postaveny na stejné mys-
lence jako Lema 4.2. Pro demonstraci si vezméme stejny jazyk L = {a’t/ : j > 0} a
predpokladejme, Ze je prijimany automatem A. Slova a? a a? pro j # j' musi prevést A do
rtznych stavii ¢, ¢, nebot b € La(q), ale b & L 4(q'). Jelikoz viak pifpustnych prefixti a’
je nekonecné mnoho, nemuze mit automat A jen kone¢né mnoho stavi.

Takovéto “zduvodnéni” mé vSak v sobé znacnou davku schizofrenie — neexistenci au-
tomatu A dokazujeme pouzitim jazykt L 4(q) definovanych pravé pomoci stavii tohoto ne-
existujictho automatu. (Toto nelze jen tak obejit formulaci dikazu sporem...) Proto pro
jazyky “jako” L 4(¢q) musime nejprve najit vhodnou definici nezavislou na (neexistujicim)
automatu A. Vlastné zde podame “popis stavil ¢ automatu” dany pouze vlastnostmi ja-
zyka L.

Definice: Necht L je jazyk na abecedou X. Pravou kongruenci indukovanou L nazyvame
relaci ekvivalence ~j definovanou na vsech slovech ¥* predpisem

x~pyprave kdyzVze X :xze L& yz € L.

Intuitivné, prava kongruence indukovana jazykem L vyjadiuje “pribuznost” prefixt
slov ve smyslu, Ze se chovaji stejné v L vzhledem ke vSem moZznym sufixim.

Véta 4.10. (Myhill, Nerode) Jazyk L je reguldrni pravé kdyzZ pravd kongruence indu-
kovand jazykem L vytvdri konecné mnoho trid ekvivalence.

Vétu zde dokazovat nebudeme, ale v§imnéme si, ve spojeni s Lematem 4.2, ze tiidy
ekvivalence ~j vlastné odpovidaji stavim minimalniho kone¢ného automatu rozpozna-
vajictho L. Takze Vétu 4.10 lze vyuzit nejen k dokazovani neregularnosti jazyka, ale i
pri zdtivodnovani minimality automatu primo ze zadani jazyka.

Pi¥iklad 4.11. Jazyk L = {a,b}* U {c} - {c}* - {a?V’ : j > 0} neni reguldrni.

Zde okamzité vidime, Ze prefixy ca? pro j = 1,2,... musi patiit do r@iznych t¥id pravé
kongruence ~r: Plati ca’ - b/ € L, ale ca’ - b* ¢ L pro k # j. Proto L neni regularni z
Véty 4.10. |

Ulohy k feseni

(4.3.1) Je regularni jazyk vsech téch slov nad abecedou {a, b}, ve kterych je stejné znakii a
jako znaki b?
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(4.3.2) Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve kterych je rozdil podtu
znakii a a znakii b nezdporny? Jak odpovéd souvisi s piedchozi tilohou?

(4.3.3) Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve kterych je rozdil podtu
znaki a a znaki b vétsi nez 1007

4.4 Cviceni: Minimalizace a neregularnost

Priklad 4.12. Minimalizujme nasledujici automat:

Zacneme s rozdkladem stavi {{1,4,5},{2,3}} podle pfijimajicich. Opét budeme
postupné vyplnovat symbolické prechodové tabulky odpovidajici sou¢asnému rozkladu,
pritom tridy rozkladu si budeme po radé ¢islovat fimskymi ¢islicemi. Vyjde:

i

1] [

411 | i 4 | iv | i
5 i | i 5 [iv | ii
2 |ii [ iii
3] |ii i

Po prvni tabulce se ndm obé tfidy rozpadnou na dvé podtfidy kazda. Po druhé iteraci jiz
k dalsimu rozliseni nedojde, a proto skonéime. Vidime tedy, ze v minimalnim automatu
dojde ke slouceni stavti 4 a 5 do jednoho. a

Priklad 4.13. Je regularni jazyk vsech téch slov nad {a,b,c}, ve kterych je rozdil
pocti znakil a a znakid b rovny poctu znaki c?

Intuice ndm napovi, ze i v tomto jazyce L se po nés zada “spocitat” pocty vsSech
jednotlivych znaki, takze jazyk asi regularni nebude. Podivejme se proto na pravou
kongruenci ~7, podle Véty 4.10: Viechny prefixy a’b patii do ruznjch t¥id ~ pro riizna
i > 0, protoze jsou navzajem rozliSeny rtznymi sufixy ¢!, kde a’b - ¢! € L, ale
a'b-c? ¢ L pro j # i — 1. Proto ~, vytvaii nekone¢né mnoho tiid ekvivalence. a

Ulohy k feSeni

(4.4.1) Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?
a a
=00 =D

(4.4.2) Jsou tyto dva automaty nad abecedou {a} ekvivalentni?

a a
=05 =D
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(4.4.3) Zdivodnéte minimalitu tohoto automatu:

(4.4.6) Necht' L je jazyk vSech téch neprazdnych slov nad abecedou {a,b}, kterd obsahuji
sudy pocet vyskytu znaku a nebo sudy pocet vyskyti znaku b. Jaky nejmensi mozny
pocet stavii ma konec¢ny deterministicky automat rozpoznavajici jazyk L a proc¢?

(4.4.7) Necht L je jazyk vsech téch slov nad abecedou {a,b,c}, kterd obsahuji alespori dva
vyskyty znaku a a méné nez dva vyskyty znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavii ma
konecny deterministicky automat rozpoznavajici jazyk L a proc¢?

(4.4.8) Necht L je jazyk vsech téch slov nad abecedou {a,b,c}, kterd obsahuji alespori dva
vyskyty znaku a nebo alespori dva vyskyty znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavi
ma konec¢ny deterministicky automat rozpoznavajici jazyk L a proc¢?

(4.4.9) Necht L je jazyk vsech téch slov nad abecedou {a,b,c}, kterd obsahuji alespori dva
vyskyty znaku a a alespon dva vyskyty znaku b. Jaky nejmensi mozny pocet stavii ma
konecny deterministicky automat rozpoznavajici jazyk L7

(4.4.10) Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve kterych je soucet pocti
znaki a a znaki b vétsi nez 1007

(4.4.11) Je regularni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve kterych je soudin pocti
znaki a a znaki b vétsi nez 1007

*(4.4.12) Je reguldrni jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b}, ve kterych je podil pocti
znaku a a znaki b vétsi nez 1007

*(4.4.13) Je reguldrni jazyk vsech téch slov nad abecedou {a}, ve kterych je pocet znaki a
prvociselny?
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5 Bezkontextové jazyky a ZA

Uvod

Po zvladnuti regularnich jazyki a s nimi asociovanych konec¢nych automati se nyni pre-
suneme do vyssich sfér tzv. “bezkontextovych” jazyki. Jedna se o obecnéjsi tiidu jazykt
(tj. mdme v ni k dispozici silnéjsi popisné prostiedky — odvozovaci pravidla) nez byly regu-
larni jazyky. S bezkontextovymi jazyky a gramatikami se hojné setkavame pii syntaktické
analyze textu, treba zdrojovych kodii programovacich jazykii.

Pro ilustraci uvazujme jazyk aritmetickych vyrazi vytvorenych z prvki abecedy
{a,+,x,(,)} (¢iselné konstanty ¢i proménné ted nejsou podstatné, proto vSechny repre-
zentujeme jednim atomickym symbolem a). Priklady takovych vyrazi jsou a + a X a nebo
(a + a) x a. Je zfejmé, Ze kvuli nutnému podcitani levych a pravych zavorek se nejednd
o regularni jazyk, nemiizeme jej tedy zadat regularnim vyrazem. Na druhou stranu, pomoci
v praxi zauzivaného zptisobu zapisu, muze byt mnozina vsech takovych aritmetickych vyrazi
popsand témito (prepisovacimi) pravidly:

(EXPR) — (EXPR)+ (EXPR)

(EXPR) — (EXPR) x (EXPR)

(EXPR) — ((EXPR))

(EXPR) — a

Videli jste uz nékdy podobny zpiisob popisu v manualech prikazii nebo funkci? Formalné

zde vlastné vidime zapis bezkontextové gramatiky pomoci odvozovacich pravidel.

Cile

Tato lekce zavadi bezkontextové gramatiky jako vhodny zpisob zapisu jazyki, které
jsou obecnéjsi nez regularni jazyky. Ukaze se priklad odvozovani aritmetickych vyrazi,
ktery pékné ilustruje pouziti bezkontextovych gramatik. Definuji se jednoznacné gramatiky
a Chomského normalni forma. Strucné se nastini ekvivalence bezkontextovych gramatik se
zasobnikovymi automaty.

5.1 Odvozeni aritmetickych vyrazu

Podivejme se znova na vyse uvedeny priklad popisu aritmetickych vyrazi oc¢ima teorie.

) — (EXPR) + (EXPR)
) — (EXPR) x (EXPR)
) — ((EXPR))

) —

ZnaZeni: NapiSeme-li misto (EXPR) jen E a pravé strany pravidel se stejnou levou
stranou slou¢ime do jednoho fadku, oddélené symbolem “|”, vznikne zkraceny zapis

E — E+E|ExE|(E)]a.

Pred ¢tenim dalsiho textu je potrebné si uvédomit, ze vyznam odvozovacich pravi-
del je nejen ve formalnim popisu bezkontextového jazyka, ale hlavné v popisu postupu
odvozeni kazdého konkrétniho slova jazyka.

Priklad 5.1. Co je problematického s nasimi pravidly?
E — E4+E|EXE|(E)|a
Problemati¢nost této gramatiky tkvi v jeji nejednoznacnosti: Tentyz vyraz a + a X a lze
odvodit dvéma zcela rozdilnymi zptsoby (odliSnymi nejen pofadim pfepisovani symbolii, ale
i syntaktickym vyznamem)

F=F+F=a+FE=a+FExE=a+ax FE=a+axa,nebo
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F=FEFxFEF=F+ExE=a+FExFEF=>a+axFE=a+axa.

Schematicky jsou tato odvozeni znazornéna takto:

VAN N
SRVANN /NN

Predstavme si, Ze bychom podle takového schematického odvozeni chtéli konkrétni vyraz
aritmeticky vyhodnotit. Pfitom pouze prvni odvozeni a + a X a je v souladu s béznymi
aritmetickymi pravidly, konkrétné s prioritou nésobeni pfed s¢itanim. Druhym zptisobem
podle aritmetickych pravidel spravné vznikne zévorkovany vyraz (a + a) X a.

Proto se musime (chybného) druhého odvozeni néjak zbavit — udélat odvozeni jednoznac-
nym vzhledem k aritmetickym konvencim. O

Piiklad 5.2. ZapiSme vySe uvazované aritmetické vyrazy pravidly, které povedou k jedno-
znacnému aritmetickému vyhodnoceni.

Jednou z moznosti, jak dosdhnout jednoznac¢nosti odvozeni vyrazu v souladu s béznymi
aritmetickymi pravidly, je pouziti “vynuceného zavorkovani” u soucinu

E — E+E|(E)x(E)|a.

Takto vSak na druhou stranu vygenerujeme zbyteéné mnoho zévorek, jako napfiklad (a +
a) X (a). Jingmi slovy, generovany jazyk je mensi nez v pfedchozim p¥ipadé a ne vSechny
platné aritmetické vyrazy jsou jim popsany.

Spravného reseni dosdhneme pouzitim dalsiho symbolu F' vyssi priority, tj. budeme mit
tzv. oteviené E-vyrazy a uzaviené (uzdvorkované v pfipadé souctu) F-vyrazy. Pravidla nasi
aritmetické gramatiky pak budou znit

E — E+E|F,

F — (E)|FxF|a.

Zkontrolujte si je sami!
Co by se zde jesté dalo vylepsit? Viz Priklad 5.14. O

Komenta¥: Vsimnéme si jesté blize dvojice pravidel E — FaF — (FE) —zdé se, jakoby
prvni z nich fikalo, Ze otevieny vyraz muzeme prohlasit za uzavieny, a druhé, Zze uzavieny
vyraz se uzévorkovanim stane otevienym (7?77). To je samozfejmé nesmysl. Je tieba si dobfe
uvédomit, ze odvozovaci pravidla se maji vnimat “pozpatku”, takze E — F' 1ik4, zZe
uzavieny F-vyraz lze pouZzit na misté otevieného F, a F — (FE) fikd, ze uzavorkovanim
otevieného E-vyrazu vznikne uzavieny F-vyraz.

Ulohy k feSeni
5.1.1) Pridejte do aritmetickych vyrazii operaci umocnéni a? nejvyssi priority a napiste
] 84 pZ P JVYSS1L P y P
prislusna odvozovaci pravidla.

(5.1.2) Pridejte do aritmetickych vyrazi operator porovnani = (ne pfifazeni), ktery uz déale
nesmi vystupovat jako ¢len v souctech ¢i soucinech.
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5.2 Bezkontextové gramatiky a jazyky

V pfedchozim oddile jsme na pfikladech uvedli v podstaté vSechny dilezité koncepty
bezkontextovych gramatik, které nyni budeme formalizovat.

Definice 5.3. Bezkontextova gramatika je ¢tverice G = (II, %, S, P),
kde
e II je kone¢nd mnozina netermindlnich symboli (netermindli),
e 3 je koneénd mnozina termindlnich symboli (termindli),
pficemz IINYE =0,

e S €11 je pocdtecni (startovaci) netermindl a
e P je koneénd mnozina pravidel tvaru A — (3, kde

— A je netermindl, tedy A € II,

— [ je Fetézec slozeny z terminali a neterminéli, tedy [ € (ITU X)*.

Slovo “bezkontextovd” v nazvu gramatiky znamend, ze na levé strané kazdého pravidla
stoji jeden netermindl bez sousednich symboli (neni “v kontextu”).

ZnaZeni: Pro jednoduchost uzivame konvenci, Ze netermindlni symboly jsou znacené
velkymi pismeny a terminalni malymi pismeny.

Definice: Primé odvozeni slova 9 ze slova v podle pravidel gramatiky G, tj. nahrazeni
jednoho neterminalu v v podle vhodného pravidla z G, zna¢ime v = J, nebo zkracené
jen v = 4. Rikéme, Ze 7 lze prepsat na § (neboli § je odvozeno z ), jestlize existuje
posloupnost primych odvozeni

Yy="0 o y=2n=.. =0,

Komenta¥: Jiz dfive jsme uvadéli postupné odvozeni aritmetického vyrazu F = F + FE =
a+FEF=a+ExFEF=a+axFE=a+axa.

Definice: Derivacnim stromem slova w v bezkontextové gramatice G rozumime uspora-
dany ohodnoceny kofenovy strom, ve kterém je kofen oznacen .S a listy jsou zleva doprava
oznacené jednotlivymi pismeny slova w, pfipadné €. Pfitom kazdy ne-list stromu je ozna-
¢en neterminalem X a jeho synové jsou po fadé znaceny pismeny slova ( prislusného
(vhodného) pravidla X — [ gramatiky G.

Komenta¥: Priiklad deriva¢niho stromu pouzivajiciho nize zapsané pravidla.
/ S\
/ a
A A / \ /\

a S b 5 A
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S — AaB | ¢,
A — AA| AaB |e|aSb| SB, B — SA]ac

Definice: Gramatika je jednoznacnd, jestlize pro kazdé slovo v této gramatice je jediny
derivacni strom.

Poznamka: Levym odvozenim (derivaci) slova v bezkontextové gramatice nazyvame to odvozeni,
ve kterém se v kazdém kroku pfepisuje prvni neterminal zleva. Obdobné pravym odvozenim je
to, kdy se prepisuje vzdy posledni neterminal. Jednoznacnost gramatiky pak znamena, ze kazdé
slovo ma jediné levé odvozeni.

Komenta¥: Podivejme se opét na odvozeni aritmetickych vyrazi — Priklad 5.2...

Pfestoze jsme jej navrhli tak, ze vysledek vyhodnoceni byl aritmeticky jednoznacny, ona
gramatika neni jednoznac¢né ve smyslu nasi definice! Pro dosazeni jednoznacnosti gramatiky
jesté musime zavést pravidlo, Ze stejné operace se vyhodnocuji zleva doprava.

Definice 5.4. Jazyk generovany gramatikou G, znaceny L(G),
je mnozinou vsech slov L(G) = {w € ¥* : S =* w}. Vsimnéte si dobfe, ze do jazyka
patri pouze ta slova odvozend z S, kterad jsou slozend jen z terminalu.

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextovd gramatika G takova, ze
L(G)=L.

Komenta¥: Pouziti bezkontextovych jazyku a gramatik je dulezité v prekladacich.

Pi¥iklad 5.5. Navrhnéte gramatiku generujici jazyk palindromii Ly = {ww® : w € {a,b}*},
kde w® znadi slovo w zapsané pozpatku.

Zde si vystac¢ime s jedingm netermindlnim symbolem S a tvahou, ze takovy palindrom
se vytvori z mensiho palindromu pfidanim stejného znaku na zacatek jako na konec. Zapsano
pravidly

S — e]aSa|bSh.

.....

S — SbS |a.

Prvni pravidlo S — SbS vytvari jenom a pouze stiidavé fetézce ‘SbSbh. .. SbS’. Jelikoz
druhé pravidlo S — a kondi jen termindlem, neni na néj mozné navazat dalsimi pravidly,
a proto si jeho vyskyty mutiZzeme nechat aZz na konec odvozovani. Proto vSechna mozna
odvozena slova jsou ziskana z ‘SbSbh...S5bS’ dosazenim a, tj. generovan je jazyk vsech slov
tvaru ‘abab...aba’. ]

Specialni formy gramatik

Dale si uvedeme jen velmi struc¢ny prehled nékterych forem gramatik a jejich prevodu.
Blize viz dopliikova literatura. . .

Definice: Gramatiky jsou ekvivalentni, pokud generuji stejny jazyk.

Definice: Bezkontextova gramatika je redukovand, jestlize kazdy netermindl generuje
néjaké slovo a kazdy neterminal je dosazitelny z pocatecniho neterminalu.

Véta 5.7. Ke kaZdé bezkontextové gramatice G tZ. L(G) # 0 lze sestrojit ekvivalentnd
redukovanou gramatiku.
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Definice: Bezkontextova gramatika se nazyva nevypoustéjici, jestlize neobsahuje zadné
pravidlo tvaru X —— e. Bezkontextova gramatika je v Chomského normélni formé,
zkracené v CHNF, jestlize kazdé jeji pravidlo je tvaru X — Y Z nebo X — a, kde
X,Y, Z oznacuji neterminalni symboly a a je terminalni symbol.

Véta 5.8. Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit (témér ekvivalentni) gra-
matiku G' v Chomského normdini formé t2. L(G') = L(G) — {e}.

Poznamka: Otézky konstrukce miniméalni gramatiky ¢i ekvivalence dvou gramatik jsou obecné
algoritmicky neresitelné. To je velky rozdil proti kone¢nym automattm. ..

Ulohy k feSeni
(5.2.1) Generuje gramatika z Pfikladu 5.5 skute¢né viechny palindromy nad {a,b}?
(5.2.2) Sestrojte gramatiku generujici jazyk {0"1™0™ : m,n > 0}.
(5.2.3) Jaky jazyk generuje gramatika?
S — aBC | aCa | bBCa
B — bBa | bab| SS
C — BS|aCaa | bSSc

(5.2.4) Generuje gramatika
S — abSa e

stejny jazyk jako gramatika
S — aSa|bS|e ?

5.3 Zasobnikové automaty

S bezkontextovymi gramatikami se prirozené poji nasledujici zobecnéni automatu.

Komenta¥: Vime, Ze napi. jazyk L = {a"™b" : n > 1} nelze rozpoznavat koneénym au-
tomatem. Snadno ovSem takovy jazyk (tedy slova daného jazyka) rozpozndme zafizenim
podobnym koneénému automatu, které miize navic pouzivat neomezenou pamét typu zasob-
nik: prectené symboly a se prosté uklddaji do zadsobniku a pii ¢teni symbold b se pak tyto
zasobnikové symboly odebiraji — timto zptisobem jsme schopni pocet a-cek a b-¢ek porovnat.

Definice 5.9. Zdsobnikovy automat (zkracené ZA) M

je dan parametry M = (Q, %, T, 4, g0, Zp), kde

e () je konecéna neprazdna mnozina stavi,

e Y je kone¢na neprazdnd mnozina vstupnich symboli,

e I je kone¢na neprazdna mnozina zasobnikoviych symboli,

e ¢y € Q je pocdtecni stav,

o 7y €T je pocdatecni zdsobnikovy symbol a

e 0 je zobrazeni mnoziny @ x (X U {e}) x I do mnoziny vSech koneénych podmnozin
mnoziny @ x I'*.

Vsimnéte si, Ze zésobnikovy automat je definovan jako nedeterministicky.

Znageni: Pfechodovd funkce § : (g,a,z) — (¢/,w) znamend, ze ve stavu ¢ p¥i ¢teni

vstupniho symbolu a a soucasném vyzvednuti zdsobnikového symbolu z pfejde ZA do

stavu ¢’ a na vrch zasobniku zapise slovo w € I'*. Pokud misto z je v pravidle vlevo &,
znamena to, Ze se ze zasobniku nic necte.
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Poznamka: Dilezitym rozdilem ZA od bézného automatu je, Ze v ZA nejsou zadné prijimaci
stavy, misto toho je slovo pfijato, pokud vypocet (resp. nékterd jeho nedeterministickd vétev)
dojde na konci slova ke stavu s prazdnym zasobnikem.

Definice: Slovo w je pfijiméno (nedeterministickym) zasobnikovym automatem M,
pokud existuje vétev vypoctu M nad slovem w, ktera skon¢i na konci slova w s prazdnym
zésobnikem.

Véta 5.10. Nedeterministické zdsobnikové automaty rozpozndvaji prdvée bezkontextové
jazyky (a jsou takto ekvivalentni bezkontextovym gramatikdm,).

Komenta#: Pokud budeme chtit v praxi napsat program, ktery parsuje vstupni aritmeticky
vyraz a vyhodnoti jej, naSe Feseni nejspiSe bude pfirozené tihnout k pouziti zasobnikové
struktury pro ukladéani dosud nevyhodnocenych podvyrazt. Vysvétleni ndm k tomu dava
préavé predchozi véta — jak uz vime, aritmetické vyrazy vyhodnocujeme podle pravidel vhodné
bezkontextové gramatiky, a tato gramatika je emulovatelnd na zadsobnikovém automatu.

vvvvv ’

I zasobnikové automaty maji sva omezeni, z nichz nejdtlezitéjsi uvidime v nasledu-
jicim prikladé.

Piiklad 5.11. Jazyk a’b’c’ neni bezkontextovy, tj. nelze jej rozpoznat zasobnikovym auto-
matem.

Zhruba Feceno, zasobnikovy automat “muze pocitat” pocet pismen a jen jednou, srovna-
vani s b v druhé ¢asti pak uz uloZzeny pocet nutné “znic¢i”. Proto nelze zajistit jesté porovnani
poctu tietiho symbolu c¢. Presnéji viz [8]. O

Vlastnosti bezkontextovych jazyka

Opét v tomto oddile uvedeme jen velmi strucny prehled nékterych vlastnosti bezkontex-
tovych jazykt. Zajemce o hlubsi studium odkazujeme naptiklad na [8].

Véta 5.12. Bezkontextove jazyky jsou uzaviené vici sjednocent, zretézend, iteraci a zr-
cadlovému obrazu. Navic jsou uzavreny vuci pruniku s requldrnim jazykem.

Tvrzeni 5.13. Bezkontextové jazyky NEjsou uzaviené vici pruniku ani dopliku.

Dikaz: Snadno najdeme bezkontextové odvozeni pro jazyky tvaru a’b'c? i a’bFcF.
Jejich prinikem vSak je jazyk tvaru a’b'c’, ktery neni bezkontextovy podle Piikladu
5.11. Zéroven je tak dokdzand neuzavienost vi¢i doplitku, nebot jinak bychom pomoci
dopliiku a sjednoceni urcili i prinik jako bezkontextovy. O

Poznamka: V literatufe lze najit i deterministické ZA, které jsou vSak striktné slabsi nez nede-
terministické. (Neboli zadny obecny pfevod nedeterministického ZA na deterministicky na rozdil
od klasickych automatt neexistuje.)

Ulohy k feSeni

(5.3.1) Pro¢ neni bezkontextovy jazyk Lz vSech téch slov nad abecedou {a, b, ¢} obsahujicich
stejné vyskyti od kazdého znaku a, b, c?

Rozsirujici studium

Problematika gramatik je v nasem textu probrana jen velice velice strucné, a to kvili
nedostatku casu. Ctenai najde mnohem obsahlejsi teoretické informace napiiklad v textu [5]
nebo v knize [6]. S problematikou bezkontextovych gramatik a jejich praktického pouZiti se
také zajisté podrobné setka ve studijnich pfedmétech o prekladacich.
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5.4 Cviceni: Konstrukce bezkontextovych gramatik

Priklad 5.14. Definuji uz znamé pravidla aritmetickych vyrazu jednoznac¢nou gra-
matiku?
E — E+E|F

F — (E)|FxFla

Ne. Prestoze jsme pravidla navrhli tak, aby vysledek vyhodnoceni byl aritmeticky
jednozna¢ny, ona gramatika neni jednoznacna ve smyslu definice! Pro dosazeni jedno-
znacnosti gramatiky jesté musime zavést pravidlo, Ze stejné operace se vyhodnocuji zleva
doprava, coz zajistime opét prioritnimi neterminaly

E — E+F|F,
F — (E)| FxG|G,
G — (F)]a.

Vsimnéme si, ze (dle ¢teni pravidel odvozeni “odzadu”) ndm pravidlo E — FE + F
iiké, Zze + vpravo se vyhodnoti az nakonec, pokud to mozné zavorky psané v F' neurci
jinak. O

Priklad 5.15. Pridejte do aritmetickych vyrazi z Prikladu 5.14 operaci rozdilu,
opét s viastnosti jednoznacného vyhodnoceni vzhledem k aritmetickym pravidlim.

Zde si musime davat pozor — odecitani neni na rozdil od s¢itani asociativni, neboli
(a — b) — ¢ je néco jiného nez a — (b — ¢). Pokud neni vyraz zavorkovany, odec¢itani se
provadi zleva, takze a — b — ¢ odpovida (a — b) — ¢ a tak by to nase gramatika méla i
odvozovat. K tomu vyuZijeme jiz zavedeného prioritniho neterminalu F', takze pravidla
zni

E — E+F|F|E-F,
F — (BE) | FxG|G,
G — (F)]a.
d

Priklad 5.16. Sestrojte bezkontextovou gramatiku generujici vSechna slova nad

abecedou {a,b} majici stejné vyskytii symboli a jako b.

Mozné by ¢tenéfe mohlo napadnou pouzivat pravidla jako S — abS | baS nebo
neruji slova s dlouhymi tseky ‘aa...a’. Spravnéj$im pristupem je expandovat hlavné
netermindl S na vSechna mozna mista mezi terminalnimi znaky. Napriklad pravidly

S — SaSbS | SbSaS | e,

ktera vyvareji vsechna slova majici stejné a jako b a navic majici symbol S mezi kazdymi
dvémi pismeny a,b a na zacatku i na konci. Prevodem S —— & se nakonec vSech S
snadno zbavime.

Proc¢ tedy popsana gramatika generuje vsechna takova slova? To snadno dokazeme
indukeci podle délky slova. Prazdné slovo je vytvoreno. Je-li w neprazdné slovo obsahujici
stejné a jako b a majici symbol S mezi kazdymi z pismen a, b, pak v ném nutné je nékde
usek ...5aSbS ... nebo ...SbSaS ... a ten lze nasi gramatikou vytvorit ze slova o 4
znaky kratsiho aplikovanim pfislusného pravidla z S — SaSbS | SbSaS. O

//////
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Piiklad 5.17. Je gramatika S — SaSbS | SbSaS | € jednoznacnd?

Neni, uz mnozstvi stejnych neterminélti na pravych stranach pravidel by vadm mélo
napoveédét, ze asi bude moznych vice odvozeni. Neni vSak tak jednoduché riizna odvozeni
nalézt, ze? Treba vezméme slovo abab — to lze odvodit bud jako

S — SaSbS — abS — abSaSbS — abab
nebo Uplné jinak jako

S — SasSbsS — aSb — aSbSaSb — abab.

Priklad 5.18. Generuje gramatika
S — aaSbb | ab | aabb
stejny jazyk jako gramatika

S — aSb|ab ?

Druh4 gramatika ziejmé generuje jazyk {a’b’ : i > 1}. Zbyva tedy ovéfit, zda prvni
gramatika generuje tentyZ jazyk. I prvni gramatika generuje jazyk, ve kterém jsou nej-
prve znaky a a az pak znaky b. Pravidlo S — aaSbb vygeneruje vSechna slova tvaru
a?Sb7, kde j > 0 je sudé. Takze pokud i z druhé gramatiky je liché, jsme hotovi uzitim
S — ab. Pokud mame generovat slovo a’b’ pro sudé i > 2, nakonec aplikujeme pravi-
dlo S — aabb, ¢imz vznikne slovo a/ 26712 a i = j + 2. Takze jsme dokazali, Ze obé
gramatiky generuji tutéz mnozinu slov nad {a, b}. |

Ulohy k feseni

(5.4.1) Mezi ndsledujicimi tfemi jazyky nad abecedou {a,b} najdéte vSechny, které jsou
regularni, a dalsi jazyk, ktery je bezkontextovy a neni regularni.

A: [(ab)*ba]
B: {a'Va:i,jeN}
C: {aibjak:i,j,kEN,iJrj:k}

*(5.4.2) Mezi nasledujicimi tfemi jazyky nad abecedou {a,b} najdéte vSechny, které jsou
regularni, a dalsi jazyk, ktery je bezkontextovy a neni regularni.

A: [a*b(a + b)]
B: {a'V :i,jeN,i<j}
C: {ai 11 je prvoéislo}

(5.4.3) Jak byste napsali gramatiku k jazyku {a’b? :i,j € N,i < j}?
(5.4.4) Zapiste odvozovacimi pravidly bezkontextové gramatiky jazyk vsech téch palindromi
nad abecedou {a, b}, jejichz délka je ndsobkem Ctyf.
*(5.4.5) Zapiste odvozovacimi pravidly bezkontextové gramatiky jazyk vSech téch palindromi
nad abecedou {a, b}, jejichz délka je ndsobkem t¥i.

(5.4.6) Generuje gramatika
S — aaSbb | ab| ¢

stejny jazyk jako gramatika
S — aSb|ab ?
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(5.4.7) Generuje gramatika
S — aaSb|ab|e
stejny jazyk jako gramatika
S — aSb|aab|e ?

(5.4.8) Rozhodnéte, kterd z nasledujicich dvou gramatik generuje reguldrni jazyk, tj. p¥iji-
many také konecnym automatem.

A: S — aSb|bSa|ce
B: S — abS | baS | e

(5.4.9) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich dvou gramatik generuje reguldrni jazyk, tj. pfiji-
many také konecnym automatem.

A S — ASale; A — b
B: S — BSal|le; B — a

(5.4.10) Rozhodnéte, kterd z nésledujicich dvou gramatik generuje reguldrni jazyk, tj. pfi-
jimany také koneénym automatem.

A: S — aSb | bSa | bbS
B: S — ab|ba|bbS

**(5.4.11) Uméli byste nalézt jednoznacnou gramatiku pro feSeni Piikladu 5.167

*(5.4.12) Napiste gramatiku pro jazyk vSech téch slov nad abecedou {a,b, c}, ve kterych za
kazdym tusekem znakiti a bezprostiedné nasleduje dvakrat delsi tisek znaki b.
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Cast 11
Slozitost Algoritmu

6 Matematické zaklady slozitosti

Uvod

V druhé poloviné predmétu se budeme vénovat zakladiim teorie algoritmické slozitosti.
Polozme si nejprve otazku: Co je to vlastné “algoritmus”?
Jisté jste jiz algoritmy Fesici riizné problémy tvorili i programovali na pocitaci. Zamysleli jste
se vSak nad tim, co ono slovo “algoritmus” predstavuje? A co to viibec je ten “problém”?
Tyto zakladni pojmy budou formalné vysvétleny v této a nasledujici lekci.

Neméné dilezitou otazkou je, jak vlastné mame mérit vypocetni obtiznost, ¢ili “sloZitost”
daného problému. Pfirozenou mirou je zde cas, které na reseni tohoto problému musime

v

vénovat (¢im obtiznéjsi problém, tim déle ndm to trva). Pro objektivni posouzeni obtiznosti
vsak musime eliminovat subjektivni vlivy jako chytrost resitele ¢i rychlost pocitace.

V tomto ohledu se jako mnohem vhodnéjsi mira obtiznosti problému ukazuje ne méreni
samotného casu nutného k vyireseni problému, ale sledovani tempa narustu casu reseni pri
zvétsovani vstupu. Proto nas vyklad zacneme pohledem na rychlost naristu béznych funkci.

Cile

V této lekci nejprve zavedeme symboliku a terminologii pro srovnavani rychlosti riistu
funkci a pak si uvedeme vzorce pro feseni nékterych rekurentnich vztahu, které se casto
objevuji pfi analyze vypocetniho c¢asu algoritmii. Nakonec si formalné definujeme, co je to
(algoritmicky) problém a jeho feSeni.

6.1 Asymptotické znaceni funkci

Zajimé-li nas rychlost rustu funkce f(n) v zavislosti na n, zaméfujeme se predevsim na
tzv. asymptotické chovdni f pti velkych hodnotach n. V popisu f nas tedy nezajimaji
ani riizné piictené “drobné cleny”, které se vyznamnéji projevuji jen pro mald n, ani
konstanty, kterymi je f ndsobena a které jen ovliviiuji ¢iselnou hodnotu f(n), ale ne
rychlost rtstu.

Komentaf¥: Tak napiiklad funkce f(n) = n? roste (zhruba) stejné rychle jako f’(n) =
100000000n2 i jako f”(n) = 0.00000001n% — 100000000n — 1000000. Naopak h(n) =
0.00000000001723 roste mnohem rychleji nez f’(n) = 100000000n2.

Pro porovnéavani rychlosti rastt funkci ndm slouzi néasledujici terminologie.

Definice: Nechf g : N — N je dané funkce. Pro funkci f : N — N piSeme

f€0(g)

pokud existuji konstanty A, B > 0 takové, Ze
VneN: f(n)<A-g(n)+B.

V praxi se obvykle (i kdyz matematicky méné pfesné) piSe misto f € O(g) vyraz

Znameni to, slovné feceno, ze funkce f neroste rychleji nez funkce g. (I kdyz pro mala
n tfeba muze byt f(n) mnohem vétsi nez g(n).)
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Poznamka: Kromé vlastnosti f € O(g) se nékdy setkate i s vlastnosti f € o(g), kterd znamena

lim,, oo % = 0 (funkce f roste striktné pomaleji nez g).

Definice: PiSeme f € (g), neboli f(n) = Q(g(n)), pokud g € O(f). Dale piseme
f € O(g), neboli f(n) =0O(g(n)), pokud f € O(g) a zaroven f € Q(g), neboli g € O(f).

Vyraz f(n) = ©(g(n)) pak ¢teme jako “funkce f roste stejné rychle jako funkce g”.

ZnaZeni: O funkci f(n) fikdme:

(
e f(n) =0O(n?) je kvadratickd funkce,
e f(n) =0O(ogn) je logaritmicka funkce,
e f(n) = O(n) pro néjaké ¢ > 0 je polynomidlni funkce,
e f(n)=0(c") pro n&jaké ¢ > 1 je exponencidlni funkce.

Priklad 6.1. Priklady rusti riznych funkci.

Funkce f(n) = ©(n): pokud n vzroste na dvojnésobek, tak hodnota f(n) taktéz vzroste
(zhruba) na dvojnésobek. To plati jak pro funkci f(n) = n, tak i pro 1000000000n nebo
n + +/n, atd.

Funkce f(n) = ©(n?): pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota f(n) vzroste
(zhruba) na ¢tyinasobek. To plati jak pro funkci f(n) = n?, tak i pro 1000n? + 1000n nebo
n? — 999999991 — 99999999, atd.

Naopak pro funkci f(n) = ©(2"): pokud n vzroste byt jen o 1, tak hodnota f(n) uz
vzroste (zhruba) na dvojnasobek. To je obrovsky rozdil exponencidlnich proti polynomialnim
funkcim.

Pokud vam tieba funkce 999999n? piipada velké, jak stoji ve srovnani s 27?7 Zvolme
tieba n = 1000, kdy 99999972 = 999999000000 je jesté rozumné zapsatelné &islo, ale 21090 ~
10390 byste uz na fadek nenapsali. Pro n = 10000 je rozdil jesté mnohem vyrazn&;jsi! ]

Ulohy k feSeni
(6.1.1) Kterd z téchto funkci roste nejrychleji ?

a) 1000n  b)n-logn c)n-vn

(6.1.2) Udejte spravny asymptoticky vztah mezi funkcemi +/n a logn.
*(6.1.3) Roste rychleji funkce n® nebo (logn)en?
*(6.1.4) Kterd z téchto funkci roste nejrychleji ?

a)nl ) (logn)" <) (Va)"

*(6.1.5) Dokazte, Ze pro vSechna ¢ > 0 a pfirozend k plati:

log" n € O(n®)
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6.2 Rekurentni vztahy

V tomto oddile si uvedeme kratky prehled nékterych rekurentnich vzorcd, se kterymi se
muZete setkat pii FeSeni ¢asové slozitosti (pfevazné rekurzivnich) algoritmi.

Lema 6.2. Necht ay,...,ag,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ze ay +...+ap <1, a
funkce T': N — N splniuje nerovnost

T(n) <T([ain]) +T(Jagn]) + ...+ T([agn]) + cn.
Pak T(n) = O(n).

Dikaz: Zvolme ¢ > 0 takové, Ze ai + ...+ ap < 1 — 2e. Pak pro dostatecné velkd n
plati (i se zaokrouhlenim nahoru) [ain]+...+ [agn] < (1 —e)n, feknéme pro vSechna
n > ng. Déle zvolme dostatecné velké d > 0 tak, Ze ed > c a zéroven d > max {17T(n) :
n:1,...,n0}.

Daéle uz snadno indukei podle n dokdzeme T'(n) < dn pro vSechna n > 1:

e Pron <nyje T'(n) < dn podle nasi volby d.

e Predpokladejme, ze T'(n) < dn plati pro vSechna n < ni, kde ny > ng je libovolné.
Nyni dokaZeme i pro nq

T(n1) <T([lain1]) + ...+ T([agni]) + cng <

<d-fagni| +...+d-[agni| + cng <

<d-(1—¢e)ny+cny <dng —(ed —c)ny < dnj. O

Lema 6.3. Necht k > 2 a ay,...,ax,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ze ai + ...+
ar =1, a funkce T : N — N splriuje nerovnost

T(n) <T([ain]) +T(Jagn]) + ...+ T([agn]) + cn. (1)
Pak T(n) = O(n -logn).

Dikaz (néznak): Bylo by mozno postupovat obdobné jako v pfedchozim dikaze, ale
jednoduchou tvahu zduvodnujici feseni 7'(n) = O(n - logn).

Piedstavme si, Ze upravujeme pravou stranu vyrazu (1) v néasledujicich krocich: V
kazdém kroku rozepiSeme kazdy ¢len T'(m) s dostateéné velkym argumentem m rekur-
zivni aplikaci vyrazu (1) (s T (m) na levé strané). Jelikoz a; + ... + a = 1, soucet
hodnot argumentt vSech T'(-) ve zpracovavaném vyrazu bude stéle zhruba n. Navic po
zhruba t = ©(logn) krocich uz budou hodnoty argumentt vSech 7'(-) “malé” (nebude
dale co rozepisovat), nebot 0 < a; < 1 a tudiz a! - n < 1 pro vsechna i. Pii kazdém z
krokt naSeho rozpisu se ve vyrazu (1) pfic¢te hodnota cn = O(n), takze po ¢ krocich
bude vysledna hodnota

T(n)=1t-0(n)+0(Mn)=0(n-logn).
Vyzkousejte si tento postup sami na konkrétnim piikladé 77(n) < 277 (%) + n. |

V obecnosti je znamo:
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Lema 6.4. Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T)<a-T <%) + f(n).
Pak plati:
e Je-li f(n) = O(n) a c < logya, pak T(n) = O(n'°&9).

o Je-li f(n) = O(n'°& %), pak T(n) = O(n'°8* - logn).

o Je-li f(n)=0O(n) ac>log,a, pak T(n) = O(n).

Dtikaz tohoto obecného tvrzeni presahuje rozsah naseho pfedmétu. Vsimnéte si,
ze nikde ve vySe uvedenych feSenich nevystupuji pocateéni podminky, tj. hodnoty
T7(0),7(1),T(2),... — ty jsou “skryté” v nasi O()-notaci. Dale v zapise pro zjedno-
duseni zanedbavame i necelé ¢asti argumenti, které mohou byt zaokrouhlené.

Priklad 6.5. Algoritmus merge-sort pro tiidéni ¢isel pracuje zhruba nasledovné:

e Danou posloupnost n ¢isel rozdéli na dvé (skoro) poloviny.

e Kazdou polovinu setiidi zviast za pouziti rekurentni aplikace merge-sort.

o Tyto dvé uz setfidéné poloviny “slije” (anglicky merge) do jedné setiidéné vysledné po-
sloupnosti.

Jaky je celkovy pocet jeho kroku?

Nechf na vstupu je n éisel. P¥i rozdéleni na poloviny nam vzniknou podproblémy o
velikostech [n/2] a |n/2] (pozor na necelé poloviny). Pokud pocet kroki vypoétu ozna¢ime
T(n), pak rekurzivni volani trvaji celkem

T([n/2]) +T(In/2]).

Déle potfebujeme ¢ - n krokt (kde ¢ je vhodné konstanta) na sliti obou éasti do vysledného
setfidéného pole. Celkem tedy vyjde

T(n)=T([n/2])+T(|n/2]) +en <T([n/2])+T([n/2]) + cn
a to uz je tvar feSeny v Lematu 6.3 pro a; = az = 1. Vysledek tedy je T'(n) = O(n - logn).
(Stejny vysledek by bylo mozno ziskat i z Lematu 6.4 pro a = b = 2.) O
Ulohy k feSeni

(6.2.1) Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T(n) < T(n/2)+ T(n/5)+ 2n.
(6.2.2) Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T'(n) < T(n/2)+T(n/3)+T(n/6)+2n.

(6.2.3) Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T(n) < 4T(n/3) + 2n>.
(6.2.4) Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence T(n) < 4T(n/2) + 2n>.

6.3 Kodovani slov a problémi

Abychom mohli jednotné forméalné zavést pojmy problému a pozdéji i jeho FeSeni algorit-
mem, potFebujeme nejprve ukizat, ze vlastné vibec nezalezi na tom, jakou (kone¢nou)
abecedu pouzivame pro zapisy.
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Lema 6.6. Pro kaZdou konecnou abecedu ¥ existuje jednoznacné kodovani vsech slov z
3* prirozenymi cisly, neboli dvojice zobrazeni

k:X* =N a d: N — X*

(jako “kédovdni” a “dekodovdni”) takovych, Ze slozené zobrazeni dok(w) = d(k(w)) je
identitou na mnoziné slov X* (tj. slova lze zpétné dekodovat).
Funkce k,d navic lze velmi snadno a rychle vypocitat.

Dikaz: Necht z = |X| 4+ 1. Znaky abecedy ¥ jednoznacéné “o¢islujeme” pfirozenymi
Cisly ¢: ¥« {1,2,...,z2—1}. Slovo w = z123. ..z, kde z; € 3 jsou jednotlivé znaky,
zakédujeme cislem k(w) = (c(x1)c(x2) ... c(xy)), zapsanym v soustavé o zakladu z.

Naopak ¢islo a = (ajaz...ay), zapsané v soustavé o zékladu z pievedeme na slovo
d(a) tak, 7e &islice a; # 0 po fadé piepiSeme na p¥islusné znaky ¢~(a;) a ¢islice a; = 0
vypustime (jako e prazdné slova). O

Nyni prejdeme k formalni definici algoritmického problému. Tato definice je nutna,
abychom si sjednotili riizné mozné praktické pohledy na zptiisoby zadani vstupt a vypisu
vysledkt algoritmt.

Komenta#: Obvykle je zadani problému dano néjakym fetézcem znakd nebo byti, takze dle

pfedchoziho lematu jej lze zakddovat jednoduse pfirozenym ¢islem (obvykle obrovskym, ale

to nés nezajimd, nebot je to jen teoretickd abstrakce). Vystup algoritmu také byva obvykle ve
formé Fetézce znakd nebo byt a muze byt obdobné zakédovan. Z pohledu teorie maji vSak
specidlni dtlezitost takové formy problému, ve kterych je odpovéd jednobitova (rozhodovaci)

— bud ANO nebo NE. Jak uvidime, kazdy obecny problém lze rozlozit na rozhodovaci.

Definice: Problém je libovolné zobrazeni (funkce) na mnoziné vsech slov
P:¥ =¥

kde ¥ je koneéné (pfedem dohodnutd) abeceda.
Slovo w € ¥* nazyvame vstupem problému a vyslednou hodnotu P(w) nazyvame vistu-
pem.

Pro odliseni od pristi definice se takovému problému rika také “vypocetni problém”.
Ve spojeni s ¢iselnym kédovanim slov v Lematu 6.6 tak lze fici:

Fakt: Vypocetni problém je urceny libovolnou funkci p: N — N.

Definice: Rozhodovaci problém je problém ve tvaru P : ¥* — {0,1}, neboli
P:3¥* - {NE,ANO}, kde ¥ je kone¢na (pfedem dohodnuta) abeceda.

Poznamka: Kazdy vypodetni problém lze rozdélit na kone¢nou (ale neomezenou) posloupnost
rozhodovacich problémii: Pfedstavme si pro jednoduchost abecedu ¥ = {0,1} a ptejme se roz-
hodovacim zpiisobem na jednotlivé bity vystupniho slova a na ukonceni vystupu. (Viz také
0Oddil 9.1.)

V teorii vypocetni slozitosti se povétsinou, pro svou jednodussi formu, uvazuji roz-
hodovaci problémy, ale jak vidime z pfedchozi poznamky, neznamend to vaznou ujmu
na obecnosti zkoumaéani.

Priklad 6.7. Ukazme si, jak problém vypoctu funkce sin z Ize rozlozit na posloupnost roz-
hodovacich problémii.

Nejprve se zeptame na odpovéd (rozhodovaciho) problému (sinz > 0). Napfiklad pokud
ANO, zeptame se na (sinz < %) Reknéme, 7e NE, a zeptame se na (sinz < %) Takto déle
postupujeme metodou piileni intervalu, az jsme spokojeni s pfesnosti dosazeného odhadu
vysledku. (Vzdyt vysledek sinz stejné nelze obecné pfesné vypoditat, jen pfiblizné. Pokud
chceme vysledek na 9 desetinnych mist, sta¢i zhruba 30 dotazi.) O
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6.4 Cviceni: Odhady funkci a rekurentnich vztaht

Priklad 6.8. Odhadnéte asymptoticky vysledek rekurence
T(n) =T(n/2) +T(n/3) + T(n/4) + 5n?.

Tento vztah sice na prvni pohled nepatii do zadného z uvedenych lemat, ale lze jej
velice snadno upravit:

T(n) < T(n/2) +T(n/3) + T(n/4) + 5n2 < 3T(n/2) + 5n?

Posledni vztah jiz podle Lematu 6.4 mé feseni T(n) = O(n?) nebot log,3 < 2. Na
druhou stranu hned ze zadaného vztahu vidime, ze T(n) > 5n?, takze vysledné feseni
skuteéné je T'(n) = O(n?). O

Ulohy k feSeni

(6.4.1) Rozhodnéte, které z ndsledujicich asymptotickych vztahti mezi funkcemi proménné
n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo i zadny.)

A: logn € O(v/n)
B: vn € O(n)

(6.4.2) Rozhodnéte, které z ndsledujicich asymptotickych vztahti mezi funkcemi proménné
n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo i Zadny.)

A: 2" € O(n")
B: 2" € O(n'%%)

(6.4.3) Rozhodnéte, které z nésledujicich asymptotickych vztaht mezi funkcemi proménné
n jsou platné. (Pozor, platné mohou byt oba nebo i Zadny.)

A: n! € O(2")
B : nlogn c O(n1024)

(6.4.4) Seradte nésledujici t¥i funkce podle asymtpotické rychlosti jejich rustu od nejpoma-
lejsiho ristu.

A: n++/n-logn
B: n-logn
C: Vvn -log?n

(6.4.5) Seradte nasledujici tii funkce podle asymtpotické rychlosti jejich riistu od nejpoma-
lejsiho ristu.

A: 2n
B: oVn
C: n!

(6.4.6) Seradte nasledujici tii funkce podle asymtpotické rychlosti jejich riistu od nejpoma-
lejsiho riistu.

A n/2005
B: Vvn - 3n
C: n+n-logn
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(6.4.7) Seradte nasledujici tii funkce podle asymtpotické rychlosti jejich riistu od nejpoma-
lejsiho riistu.

A (logn)™
B: n"
C: oV

(6.4.8) Nezaporna funkce p(n) splituje pro vSechna prirozend n nasledujici rekurentni vztah
p(n) < 3-p(n/5)+n.
Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad riistu funkce p(n) v zdvislosti na n?
(6.4.9) Nezaporna funkce p(n) spliiuje pro vSechna piirozena n nésledujici rekurentni vztah
p(n) < 4-p(n/2)+n.
Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad rustu funkce p(n) v zdvislosti na n?
(6.4.10) Nezaporna funkce p(n) splituje pro vSechna pfirozena n nasledujici rekurentni vztah
p(n) < p(n/3) +p(n/4) +p(n/5) +n.
Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad riistu funkce p(n) v zdvislosti na n?
(6.4.11) Nezaporna funkce p(n) splituje pro vSechna pfirozena n nasledujici rekurentni vztah
p(n) < p(n/2) +p(n/3) +p(n/6) +n.
Jaky je (nejlepsi) asymptoticky odhad rustu funkce p(n) v zévislosti na n?

Co je to algoritmus

Uvod

Nyni se dostavame k oné fundamentalni teoretické otazce; co je vlastné “algoritmus”? Po-
hledy na algoritmy se vyvijeji uz od davné minulosti (vzpomernime tieba netrividlni Euklidiv
algoritmus nejvétsiho spole¢ného délitele). Tradic¢né byl algoritmus vnimén jako posloupnost
slovné popsanych jednoznac¢nych krokii. Teprve s nastupem vypocetnich stroji ve 20. stoleti
prisla potreba presné definovat pojem algoritmu, ktery se na novych strojich da provadét.

Nejprve si zavedeme tradi¢ni teoreticky model vypoctu (algoritmu), Turingiv stroj, ktery
je podobny konecnému automatu. Rozdil je v tom, ze paska, na niz je na zacatku zapsano
vstupni slovo, je oboustranné nekonecna, hlava spojena s konecnou ridici jednotkou se miize
pohybovat po pasce obéma sméry a je nejen cteci, ale i zapisovaci — symboly v burikach
pasky je tedy mozné prepisovat.

Poté uvedeme vypocetni model RAM, ktery je svou podobou mnohem blizsi skutec-
nym pocitacum. Ukazeme, ze tyto dva modely jsou vypocetné ekvivalentni. V souvislosti
s tim popiseme tzv. Church—Turingovu tezi, ktera je vSseobecné prijimana jako axiomaticka
“definice” algoritmu. Nakonec si ukazeme, ze ne vSechny problémy lze algoritmicky Fesit.

Cile

V této lekci definujeme Turingtv stroj a poc¢ita¢ RAM jako zakladni teoretické modely
algoritmickych vypoctia. Zaroven si pomoci Church—Turingovy teze zavedeme piresné pojem
algoritmu. Na zavér si ukazeme, ze existuji problémy, které nelze resit zadnym algoritmem.

7.1 Turingtv stroj

Predstavme si koneény automat jako stroj, ktery Cte zleva doprava slovo zapsané na
vstupni pasce a prechazi pfi tom mezi svymi vnitinimi stavy. Pro nazornost fikame, ze
ta ¢ast automatu, ktera Cte symboly z pasky, se nazyva hlava, a mluvime o jejim posunu
(pohybu) po pasce. Turingtv stroj je velmi jednoduchy teoreticky model pocitace, ktery
vychézi z koneéného automatu, ale rozsifuje jeho moznosti o zapis novych symboli na
neomezenou pasku a o moznost pohybu hlavy po této pasce v obou smérech.
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Definice 7.1. Turinguv stroj M, zkracené TS,
je uréen Sestici parametra M = (Q, %, T, 6, qo, F), kde

Q je konecnd neprazdna mnozina stavi,

" je kone¢nd neprazdna mnozina (paskovych) symbolii,
¥ CT, ¥ # 0 je mnozina vstupnich symboli,

qo € Q je pocdtecni stav,

F C @ je mnozina koncovych stavi,

d:(Q\F)xT'—=Q xT x{-1,0,+1} je pfechodové funkce.

Poznamka: Pfedpoklddame, ze v T'\ X je vZdy obsaZen specidlni prvek O — prdzdny znak, neboli
také mezera.

Komenta#: Neékdy se vstupni slovo dané TS na pocatku vypoctu jesté dodatecné ohranicuje
zleva i zprava dalsimi specidlnimi znaky, tieba ’#slovo#’, ale my budeme obvykle ptedpo-
kladat, ze vstupni slovo je od levého prazdného znaku po prvni pravy prazdny znak.

Definice 7.2. Vypocet T'S M probiha v nésledujicich krocich:

Na pocatku je vstupni slovo zapsano na pasce a zbytek je vyplnén O. TS zacina s
hlavou na dohodnutém znaku slova (obvykle na prvnim zleva).

Hodnota pfechodové funkce 6(q,z) = (¢’,y, m) znamené, Ze pii ¢teni symbolu z z
pasky ve stavu ¢ dojde k pfechodu do stavu ¢’, zapisu symbolu y na péasku (misto
x) a k posunu hlavy o m = £1,0 policek.

P1i pfechodu TS do koncového stavu vypocet konci.

Komentaf: V zakladni definici je Turingtv stroj deterministicky, ale i pfi povoleni nedeter-
minismu ziskdme jen stejnou vypocetni silu. Vyznam posunu hlavy o £1 nebo 0 policek je
tento; pfi +1 se hlava posune o policko doprava, pfi —1 o policko doleva a pri 0 zlistane na
misté.

Uvédomme si dobte, Ze vypocet Turingova stroje nemusi vzdy skoncit, ale i uvaznout v
nekonecné smycce. Proto pro néj musi byt zavedeny koncové stavy, ve kterych se vypocet
vzdy zastavi. (Takze koncové stavy se chovaji jinak nez pfijimajici stavy automatu!)

Priklad 7.3. Sestrojme TS, ktery na zacatku dostane na pasce napsané bindrni éislo, tj.
slovo z {0,1}* a nic vic (zbytek vyplnény O). Pro jednoduchost TS zac¢ind préci na posledni
cislici vpravo. Ukolem TS je vynasobit zadané cislo tfemi.

Zde si vzpomeneme na primitivni skolni algoritmus nasobeni: Pokud je posledni ¢islice 0,
v trojnasobku bude také 0 a Zadny pienos. Pokud je posledni ¢islice 1, v trojnasobku bude
také 1 a navic prenos 1. Naopak s pfenosem 1 se 0 zméni na 1 a zadny pfenos, 1 se zméni 0
a prenos 2. Obdobné pokracujeme s pfenosem 2, vice uz nebudeme potiebovat.

Vidime tedy, ze nas TS potiebuje 3 vnitini stavy pro uchovani hodnotu pfenosu 0, 1
nebo 2. VySe popsand pravidla pak jiz snadno pievedeme do pfechodu naseho TS.

Stavy TS jsou prirozené znaceny hodnotou pfenosu, ktery uchovavaji. V§imnéme si dobfe,
Ze vSechny posuny hlavy jsou o —1, nebot zadané slovo ¢teme zprava doleva.
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Je vSak toto vSechno? Kde vlastné TS skoné¢i sviij vypocet? Vidime, Ze se TS stale
bude pohybovat hlavou doleva, az ptejde pies vSechny ¢islice na mezery 0. Kde vSak mame
prechody stavt mezerou definovany? Nikde, takze je musime doplnit. Mozna by se zdalo, ze
Cteni mezery by nas mélo hned prevést do koncového stavu, ale uvédomme si, ze jesté nejdriv
pred ukonc¢enim vypoctu musime na pasku vypsat zapamatovany pienos. Takze cely TS ted
vypada:

d

ZnaZeni: Jak jsme vidéli v pfedchozich obrazcich, stavové prechody TS jako d(q,z) =
4(¢',y, m) znacime zkratkou = —y; + nebo z—y; 0 nebo r—y; — podle sméru pohybu
hlavy po pfeéteni, to vSe zapsdno u Sipky z ¢ do ¢’. Pokud znak na pasce nechceme
prepsat, zkracené piSeme jen z; + a muizeme uvadét i vice ¢tenych znaki najednou.

Definice: Jazyk prijimany Turingovym strojem M, znaceny L(M), je mnozinou vsech
slov nad 3, pro néz vypocet M nakonec dojde do koncového stavu. Jazyk L C X* je
rekurzivné spocetny, pokud je prijimany néjakym Turingovym strojem.

Komenta¥: Jestlize vypocdet TS neskonéi (nedojde do koncového stavu, nezastavi se), je jeho
vysledek nedefinovany. Pokud bychom vsak vyzadovali, aby platné Turingovy stroje vzdy
ukond¢ili sviij vypocet (a méli tfeba koncové stavy rozdélené na ptijimaci a odmitaci), t¥ida
takto rozpoznavanych jazyki (jsou nazyvany rekurzivni) je striktné mensi. To je ¢astedné
podchyceno néasledujici definici — rekurzivni jazyky jsou ty, které jsou jako rozhodovaci pro-
blém feseny Turingovymi stroji.

Definice: Turingtv stroj M pocitd (Gastecnou) funkei Ppg: L(M) — IT'*, kde Ppy(w)
je slovo bez mezer, které ztistane na pracovni pasce T'S M po jeho zastaveni na vstupnim
slové w.

Definice: Nechf P : ¥* — ¥* je problém. Rikdme, ze Turingtiv stroj M 7esi problém
P, jestlize L(M) = X* (vypocet vidy skonéi) a Py = P.

Nékdy je vyhodné vyuzivat nasledujici zobecnéni TS:  Vicepdskovym Turingovym
strojem minime model, ktery je definovan obdobné jako Turingtv stroj, ale ma pevné
dany pocet péasek (vétsi nez 1) se samostatné fizenymi hlavami. Pfechodové funkce pak
bere ohled na symboly ¢tené hlavami ze vSech pasek a urcuje pohyb kazdé hlavy (na jeji
pasce) zv1ast.

Lema 7.4. Pro kazdé k > 1 lze vypocet k-pdskového Turingova stroje emulovat jedno-
pdskovym Turingovym strojem, ktery vykond nejvyse kvadraticky pocet kroku vzhledem
k emulovanému stroji.

Diikaz: k pasek piuvodniho stroje M emulujeme na jedné pasce M tak, Ze roz-
délime pasku na 2k-tice policek, kde vzdy v i-té skupiné se budou nachézet symboly
z i-tych policek vSech emulovanych pasek a specidlni znaky znacici, zda se emulované
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hlavy nachéazeji na i-té pozici. Jeden krok M pak bude emulovan nésledovné:

Stroj My projde celou obsazenou ¢ast 2k-tic své pasky a zapamatuje si pfi tom sym-
boly vSech k emulovanych pasek. Pak emuluje pfechod stroje My a opét projde celou
obsazenou ¢ast své pasky, pricemz zapise vsech k& symbold emulovanych pasek a zaznaci
posuny emulovanych hlav. Jelikoz obsazenda ¢ast paméti emulovaného stroje My je ve-
likosti O(t), kde t je pocet krokt My, jeden krok M zabere O(t) kroki M;j. Celkem
tak My vykona O(t?) krokt (pokud viibec skonéf). O

Ulohy k feSeni

(7.1.1) Navrhnéte TS, ktery zadané slovo nad abecedou {0, 1} invertuje, tj. nuly pfepiSe na
jednicky a naopak.

(7.1.2) Jak byste upravili TS z Pfikladu 7.3, aby zac¢inal vypocet na prvnim znaku vstupu
(zleva)?

(7.1.3) Navrhnéte TS, ktery ¢islo zadané ternarné nad abecedou {0, 1,2} vyndsobi dvéma.

7.2 RAM model pocitace

Dalsi model pocitace, ktery si nyni uvedeme, se jiz velmi blizi skutecné hardwarové
konstrukci dnesnich pocitaci. D4 se fici, ze se jedna o jednoduchou abstrakci redlného
procesoru s jeho strojovym kédem, pracujiciho nad linedrni paméti. (Jakozto v teoretic-
kém modelu se zde vitbec nezabyvame periferiemi.)

Definice 7.5. RAM (Random Access Machine),

neboli pocitac s libovolnym pristupem, se skladéd z téchto ¢asti:

e omezend fidici jednotka s (nékolika) registry,

e R/O programova pamét s ukazatelem instrukce,

e neomezend pracovni R/W linedrni pamét s libovolnym piistupem,

e oddélené R/O vstupni pamét a W/O vystupni pamét.

Pritom fidici jednotka mtze vykonavat nasledujici elementdarni operace dané instrukcemi
v programové paméti (dle ukazatele):

e Presunovat data mezi registrem a libovolnym (indexovanym) polem pracovni paméti,
ze vstupni nebo do vystupni paméti.

e Zpracovat zdkladni logické operace a podminky, vykonat skok v programu.
e Vykonat zakladni aritmetické operace (+ — x/) v registrech.

e Zastavit béh programu.

Vsimnéme si, ze v definici neni zadné explicitni omezeni na velikost ¢isel ulozenych v
paméti, ale predpoklada se, ze vSechna pouzita ¢isla jsou “rozumné velkd” vzhledem k
charakteru a rozsahu reSeného problému.

Komenta¥: Z formélnich divodi je celd pamét modelu RAM rozdélena na vstupni, ze které
Ize pouze ¢ist, na vystupni, do které lze pouze zapisovat, a nakonec na tu pracovni, ve které
stroj miize délat, co chce. Jinak si vstupni a vystupni paméti lze predstavit jako streamy,
tj. se sekvenénim piistupem. Af uZ se na né divdme jakkoliv, rozdily jsou pouze formélni a
neovlivituji vypocdetni schopnosti stroje RAM. Déle je zde programové pamét, do které viibec
nelze zapisovat a ktera je uvazovana zcela oddélené od predchozich paméti.
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Poznémka: Ve skutecénych programovacich tlohach obvykle nebudeme rozepisovat programy az
do jednotlivych instrukci stroje RAM, ale vysta¢ime si se strukturovanym popisem algoritmu
(jako ve vyssich programovacich jazycich). Musime si vSak umét predstavit, jak by takovéto
rozepsani instrukci mélo vypadat.

Ukazeme si, jak vlastné stroj RAM fe$i zadané problémy.

Definice: Necht P : ¥* — X* je problém. Rikidme, Ze poc¢ita¢ RAM s programem
A 7esi problém P, jestlize se vypocet A na vSech vstupech vZdy zastavi a pfitom pfi
zadani slova w € ¥* ve vstupni paméti RAM (w zakédovaného pfirozenymi ¢isly po
jednotlivych znacich) bude po zastaveni ve vystupni paméti uvedeno slovo P(w).

Komenta#: Vsimnéme si dobfe, Ze vstup problému P se stroji RAM zadava po jednotlivych
znacich (jeden v kazdém poli paméti). Tato konvence nabude veliké dulezitosti v dalsich
lekcich, které pojednévaji o délce vypoctu algoritmu pro dany vstup.

Véta 7.6. Model pocitace RAM je vipocetné ekvivalentni Turingovu stroji.

Konkrétne kazdy vipocet Turingova stroje lze simulovat ve zhruba stejném poctu kroki
vhodngm programem na RAM. Naopak kazZdy vipocet RAM s programem A lze simulovat
vypoctem jistého Turingova stroje M, ktery ziskd (vhodné zapsany) program A na vstupu
padsky. Pocet kroki vykonangch M pti simulaci je polynomidlni oproti poctu kroki RAM
a A (pokud vgpocet skonci).

Dikaz (ndznak): Simulace vypoétu Turingova stroje na RAM je pomérné trividlni.
V opa¢ném sméru naznacime, jak lze simulovat RAM na ¢tyipaskovém Turingové stroji,
a poté se odvolame na Lema 7.4. Necht vypocet RAM trva t krokt.

e Nejprve program A upravime tak, aby nezapisoval na adresy paméti vétsi nez O(t):
Misto zapisu z do bunky ¢ >> t zapiSeme do vyhrazené tabulky v paméti dvojici
(i, ). Misto ¢teni z téchto bunék ¢teme z tabulky.

e Poté program A prepiSeme, aby pouzival jen omezené velké hodnoty Cisel v kazdé
burice — emulujeme “aritmetiku dlouhych ¢isel”. (Mimo jiné i pro indexaci paméti
budeme pouzivat “dlouhd ¢isla”.)

e Prvni paska M bude emulovat vstupni pamét RAM, druhd paska vystupni pamét,
treti paska bude obsahovat zakédovany program s ukazatelem instrukci a registry
RAM a ¢étvrtd paska obsah pracovni paméti. (JelikoZ rozsah ¢isel v RAM je nyni
omezeny, staci jeden symbol na jedno pole paméti.)

e Vzhledem k omezenosti rozsahu pouzitych ¢isel 1ze podminky i aritmetické operace
vyhodnocovat primo prechodovou funkci M.

e Jedinym technickym problémem je indexace pristupu do pracovni paméti — na ¢tvrtou
pasku, nebot indexy jsou v obecnosti neomezené velké. (ReSeni lezi v pouziti jakoby
“stromového” pFistupu k indexaci.) Pfenos mezi paméti a registry je jiz pak snadny.

Simulace jednoho kroku vypoétu je imérna velikosti uzité paméti, tj. O(t). O

7.3 Univerzalni algoritmus a neresitelnost

Nejprve si fekneme, co je to algoritmus. Kazdy informatik asi dobfe vnimé vyznam slova
algoritmus jako posloupnost elementarnich krokt vypoctu, ale co jsou to elementarni
kroky?

Nasledujici axiom je obecné prijiman jako “definice” algoritmu:
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Church-Turingova teze.

Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni Turingiv stroj (pti
vhodném vyjadient vstupi a vystupi jako Tetézci v urcité abecedé). Ekvivalenci zde ro-
zumime podminku, Ze algoritmus i Turinguv stroj se zastavi prdvé pro tytéZ vstupy,
pricemZ pro tytéz vstupy budou prislusné vystupy totozné.

Jinymi slovy, za elementarni kroky povazujeme kroky vykonané jednim piechodem
Turingova stroje.

Dausledek 7.7. Ezistuje tzv. univerzalni algoritmus U(k,z), pri vhodném ocislovani
vsech algoritmi prirozenymae cisly: Beh U na vstupech prirozeném k a slové x simuluje
prubéh k-tého algoritmu na vstupu x.

Dikaz (néznak): Tento dusledek vyplyva pfimo z Church-Turingovy teze za pouziti
simulace z dikazu Véty 7.6 (kde ¢islo k kéduje podle Lematu 6.6 zépis k-tého algoritmu
v modelu RAM). O

Algoritmicka neresitelnost
Jingm disledkem Church-Turingovy teze je nasledujici definice.

Definice: Problém P : ¥* — 3* nazveme algoritmicky resitelnym pokud existuje Tu-
ringuv stroj fesici P. (Ekvivalentné, pokud existuje program RAM fesici P.)

Ne vSechny (formélni) problémy jsou algoritmicky Fesitelné, jak lze snadno nahléd-
nout z toho, ze algoritmt je jen spocetné mnoho, kdezto vSech problému je nespocetné
mnoho. Jak vsak algoritmicky nefeSitelné problémy vypadaji konkrétné?

Komenta¥: Vzpomerite si na klasickou logickou hadanku, kde v malém méstecku piuisobi
holi¢, ktery holi pravé vSechny ty muze, ktefi se neholi sami. Hezké, ze? Holi se nas holi¢
nebo ne?

Misto holice si predstavme stroj, ktery na vstupu dostava popisy algoritmii, a tento stroj
se zastavi pravé tehdy, kdyz algoritmus dany na vstupu se nikdy nezastavi. Co nas stroj
udéla se vstupem, ktery algoritmicky popisuje jeho sama?

Definice: Problémem zastaveni nazveme problém urcit, zda se dany Turingtv stroj na
daném vstupu zastavi nebo ne.

Véta 7.8. Probléem zastaveni je algoritmicky neresitelny.

Dikaz: Tato véta je jen dalsim diisledkem Dtsledku 7.7. Pro spor predpoklddejme,
ze néjaky algoritmus A fesi problém zastaveni (A vzdy skonéi sviij vypocet). Formélné
uvazujeme vstup A(k, z) tak, ze A rozhoduje problém zastaveni k-tého algoritmu U (k, x)
na vstupu x. Nechf A zna¢i “opak” algoritmu A, tj. A zavold A na dany vstup a po
odpovédi NE se zastavi, kdezto po odpovédi ANO upadne do nekoneéné smycky.

Necht slovo (k,y) kéduje dvojici parametri k a y. Podle Disledku 7.7 existuje pfi-
rozené / takové, ze A(k, (k,z)) = U, (k,x)). Polozme si otazku, zda se zastavi vypocet
algoritmu A(¢, (¢, 2)) pro jakékoliv x. Pokud ano, znamen4 to, ze A(¢, (¢, x)) odpovédél
NE, tedy Ze ¢-ty algoritmus se na vstupu (¢, z) nezastavi. Ale ¢-ty algoritmus je pravé
nas algoritmus U (¢, -) = A(-), ktery se podle predpokladu zastavil na vstupu (¢, x). Po-
kud se naopak vypocet A(¢, ({,x)) nezastavi, znamena to obdobné, 7ze -ty algoritmus
se na vstupu (¢, x) zastavi, coz je opét ve sporu s predpokladem. Proto v zddném pfi-
padé algoritmus A nerozhodl spravné o zastaveni algoritmu A, a tudiz .4 nefesi problém
zastaveni. Problém zastaveni algoritmické feseni nemé. O
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Ulohy k feSeni

(7.3.1) Lze algoritmicky poznat, zda dany program déla presné to, co by mél? (Problém
automatizovaného testovani softwaru.)

*(17.3.2) Lze automaticky detekovat zacykleni vypodctii v tabulkovém programu? (spreadsheet,
neomezené velka tabulka)

Rozsifujici studium

I zde jsme se z diuvodu nedostatku casu dopustili znac¢ného zjednoduSeni vypocetnich
modelii TS a RAM na tplné zakladni poznatky potfebné pro pochopeni dalsiho vykladu.
Pro lepsi pochopeni Turingova stroje doporucujeme shlédnuti pocitacovych animaci, které
Jjsou pfilohami skript [8]. Tyto animace jsou pro vés extrahované na web strankach vyuky [5].
Podrobny (misty az prilis detailni) popis modelu RAM, vcetné prikladii rozepsani nékterych
algoritmii a7 na jednotlivé instrukce, je uveden v textu [8].

7.4 Cviceni: Vypoc¢ty na TS a RAM modelech

Piiklad 7.9. Navrhnéte TS, ktery ze zadaného slova nad abecedou {a,b} umaze
od zacatku i od konce nejdelsi mozné stejné dlouhé tuseky znaku a. (Tj. ze slova
‘aaababaa’ udéld ’abab’, kdezto z ’aaabab’ neumaze nic. Ze slova ‘aaa’ zbyde ¢.)

Nejprve si problém rozebereme. Pokud slovo zacina b, muZzeme hned skoncit. Pokud
je na zacatku a, mozna by se nékomu chtélo jej hned umazat — pfepsat na O, ale to neni
mozné, protoze jsme jesté nezkontrolovali, jestli je a i na konci slova. Proto se nejprve
vzdy musime podivat i na konec, zda tam jsou odpovidajici a, od konce uz pak mtizeme
umazat a od zacatku ¢ umazeme az po navratu zpét.

Dalsi otazkou je, jak si spocitame, kolik a je na zacatku i na konci spolec¢nych. Bohuzel
zde narazime na podobné omezeni jako u automatt — samotny TS (jeho Fidici jednotka)
si nemtize znaky a spocitat, protoze ma jen omezené mnoho stavii. Proto budeme muset
znaky a umazavat postupné a synchronizované.

Jinymi slovy, zkontrolujeme znak a na zacatku, pak se pfesuneme na konec, pokud tam
a najdeme, umazeme jej, vratime se na zacatek a odpovidajici a také umazeme, a tak
porad dokola az do zastaveni. Ty dva prechody, které umazavaji znaky a, jsou v obrazku
TS zvyraznény. O

Priklad 7.10. Navrhnéte Turingiiv stroj, ktery z daného slova nad abecedou {a, b, c}

vypusti vSechny vyskyty znaku a. Predpokladame, ze TS zacina vypocet na prvnim
znaku slova vlevo.
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Priklad se zdé jednoduchy — T'S by mohl projit vSechny znaky slova a znak a prepise
na 0. Je to vSak korektni postup? Zadani prece fika, Ze se znaky a maji vypustit,
ne nahradit mezerami, takze my misto pouhého piepisovani znaku a musime vSechny
znaky za nim posunout o 1 dopfedu. (Pfepisovani a na O lze tedy pouZit jen na prvnich
a poslednich znacich slova.) Navic si musime uvédomit, Ze po vypusténi dalsich znaki a
se uz bude zbytek slova posouvat o vice nez jeden znak doleva.

Vysledny Turingtv stroj je jiz dosti slozity, nebot musi fesit mnozstvi problematickych
okrajovych situaci. Zde uvadime neformalni slovni popis jeho ¢innosti:

Na zacatku jsou ve stavu 0 umazavany vSechny znaky a. Po prvnim vyskytu jiného
znaku stroj prejde do stavu 1, ktery je vlastné centralnim stavem hlavniho pracovniho
cyklu stroje. Pri kazdém prichodu timto pracovnim cyklem z 1 zpét do 1 je prenesen
jeden nésledujici znak b (horni vétev) ¢i ¢ (dolni vétev) z piivodni pozice na novou
(vlevo). Znak se prenési pres stfedni tisek mezer (ktery muze byt libovolné dlouhy), coz
nam umoznuje znaky a prost€ mazat. Pfenos je konkrétné implementovan tak, ze znak
je na puvodni pozici smazan, pak stroj prejde po mezerach doleva na upraveny usek
slova, tam preneseny znak zpétné zapise a po mezerach zase prejde doprava.

Vsimnéte si “podivnych” prechodii 2 — 4 a 3 — 5 po znaku O. Pro¢ je tam zapisovan
znak a? Cteni znaku O ve stavech 2, 4 znamen4, Ze jsme doséhli konce slova, avsak skon¢it
jesté nemizeme, nebot ndm zbyva zapsat predchozi smazany znak b nebo c¢. Pracovni
cyklus proto musime dokoncit, ale zaroven si nemizeme dovolit nechat na pravém konci
slova jen mezery, protoze by pak stroj ve stavu 8 skoncil v nekonecné smycce. Proto si
pomiizeme zapsanim na konec znaku a, ktery se stejné pak smaze. O

Priklad 7.11. Popisme slovné, jaké instrukce stroje RAM by vykonaly nasledujici
programovy koéd. Kolik instrukci se presné vykona?

for (n=i=1; i<10; i++) n = n*i;
Necht I a N jsou adresy, na kterych jsou uloZeny proménné i a n.

— Na adresy I a N ulozime konstanty 1.
— Do registru r1 nac¢teme hodnotu z I.

— Otestujeme, zda hodnota 71 je mensi nez 10. Pokud ne, skon¢ime.
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— Do registru r9 nacteme hodnotu z N.
— Vynésobime 73 hodnotou 7.

— UloZime r9 na adresu N.

— Zvétsime hodnotu r1 o 1.

— UloZime r1 na adresu 1.

— Skoc¢ime zpét na druhy bod.

ZkuSeny programdator muze ted namitnout, pro¢ vibec hodnoty 7 a n ukldddme do
paméti, kdyz je rovnou mizeme drzet v registrech. Je vSak tfeba si uvédomit, ze program
miiZze mit mnoho vnorenych cykld a jinych proménnych, kdezto pocet registru je podle
definice omezeny (nefikdme explicitni ¢islo, ale méli bychom registry pouzivat jen na
vypocty, ne na drzeni proménnych!).

Nyni jiz mtZeme piesné spocitat pocet vykonanych elementérnich instrukci: Na
zacatku jsou vykonany dva kroky inicializace. Pak nasleduje 8 instrukci téla cyklu,
kazda z nich trva jeden krok. Celkem se tento cyklus vykond devétkrét (pro hodnoty
i=1,2,...,9). Po konci cyklu jesté musime dopo¢itat jednu instrukei zastaveni. Celkem
tedy kroku je:

24+8-941=75

Ulohy k feSeni

(7.4.1) Srovnejte si pocty krokii, které vykondva stroj RAM a ekvivalentni Turinguv stroj.
Na jakych operacich Turingtv stroj ztraci nejvice casu?

(7.4.2) Navrhnéte Turinguv stroj, ktery rozpoznava palindromy, tj. stroj se zastavi pravé
tehdy, kdyz se zadané slovo cte stejné od zacatku jako od konce.

(7.4.3) Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet ndsledujictho Turingova stroje
a co se stane s danym vstupem. Stroj zac¢ina vypocet s hlavou na prvnim znaku zleva.

*(7.4.4) Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet predchoziho Turingova stroje
a co se stane s danym vstupem. Stroj nyni zacina vypocet s hlavou na prvnim znaku
zprava.

*(7.4.5) Popiste slovné, na jakych slovech se zastavi vypocet ndsledujictho Turingova stroje
a co se stane s danym vstupem. Stroj zac¢ina vypocet s hlavou na prvnim znaku zleva.
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*('7.4.6) Navrhnéte jednopaskovy Turingiv stroj, ktery dané ¢islo zapsané v binarni soustavé
vydéli tfemi. Zacina se na slové vlevo.
Néavod: Vzpomeénte si na klasicky Skolni algoritmus déleni ¢isel a postupujte presné podle
néj.
(7.4.7) Navrhnéte jednopaskovy Turingtiv stroj, ktery pracuje s (paskovou) abecedou
{a,b,c, 0} a ktery vykondva nadsledujici vypocet:
Na zaddtku je na pdsce napsano libovolné slovo w € {a,b}* a zbytek pésky je vyplnén O.
Hlava stroje je na prvnim znaku slova w. Vas Turingiv stroj musi vzdy skoncit vypocet
a po skonc¢eni musi mit nékde na pasce napsano slovo c...c, kde k je pocet prechodi
k
mezi pismeny a,b (v obou smérech, tj. pocitate jak pfechod ...ab..., taki...ba...) v
ptivodnim slové w. Zbytek pasky musi byt opét vyplnén O.
Névod: Zhruba Feceno, vypocet vaseho stroje musi ve slové w spocitat vSechny zmény znakt
zanabizbnaa avysledek “zapsat” poctem znaka c. Napriklad pro aaa je vysledek
g, pro aaab je vysledek ¢, pro ababa je vysledek ccce, pro aabbbbaabbbba je také ccce.

(7.4.8) Zjistéte, kolik presné kroki provede nize zakresleny Turingiiv stroj v zavislosti na
daném slové w nad abecedou {a,b}. (Slovo w je na zaddtku napsdno na pasku a vse
ostatni je vyplnéno O. Hlava stroje za¢ind na prvnim znaku w zleva.)

(7.4.9) Zjistéte, kolik presné kroki provede nize zakresleny Turingiiv stroj v zdvislosti na
daném slové w nad abecedou {a,b}.

8 Vypocetni slozitost algoritmu a problému

Uvod

Naroc¢né uzivatele softwaru jisté velmi zajima, jak “rychlé” vlastné jejich pouzivané algo-
ritmy a programy jsou. Asi se shodneme, ze pri dnesni rychlosti hardwaru pocitacu uz prilis
nezélezi, jak rychly je tfeba textovy editor, ale u naroénych vypocti (tfeba ve védeckych
vypoctech nebo v 3D grafice) byva rychlost pouzitych algoritmu kritickd i pii seberychlejSim
hardwaru. Co ale znamenaji slova “rychly algoritmus”? V této piednasce proto prejdeme od
algoritmui.

Tak jako v predchozi teorii byl historicky danym zakladnim modelem vypoc¢tu Turin-
guv stroj, pro modelovani slozitosti algoritmu se pouziva stroj RAM, ktery je velmi blizky
skutecnym podéitaciim (procesortm).
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Hodldme zde ukdzat, jak se teoreticky méri casova slozitost jednotlivych algoritmu (tj.
kolik nas vypocet trva) a také slozitost problémii (tj. jak dlouho Feseni problému musi trvat).
Nas zpiisob méreni slozitosti algoritmii je postaveny na asymptotickych odhadech funkce ¢asu
vypoctu, a je tudiz nezavisly na konkrétni implementaci algoritmu a rychlosti nasich pocitaci.
Konec¢nym vysledkem je pak zavedeni tzv. tiidy P vSech efektivné resitelnych problémii.

Cile

V této lekci zavedeme zpuisob(y) méreni rychlosti algoritmu a ¢asové slozitosti (naroc-
nosti) problému. Ukdzeme si ddle strucny prehled ¢asovych slozitosti nékterych zakladnich
programatorskych problému (jako tfidéni, prohledavani, aritmetika, atd). Definujeme tiidu
‘P vSech problémi resitelnych v polynomialnim case.

8.1 Délka vypoctu

Co vlastné mame na mysli, pokud mluvime o funkci ¢asu vypoctu? Je pfirozené, ze u
obvyklych algoritmi doba vypoctu silné zavisi na zadaném vstupu. Avsak informace o
vSech dobach vypoctu pro vsechny mozné vstupy by byla tak obsahla, Zze by vlastné na
nic nebyla. Proto se pii analyze rychlosti algoritmu obvykle soustfedujeme na to, jak
zavisi doba vypoctu jen na délce vstupu (misto vSech vstupt téze délky).

Definice: Délkou vypoctu (neboli dobou) algoritmu A na vstupu z rozumime pocet
kroka stroje RAM implementujiciho algoritmus A, které vykond na vstupu x az do
svého zastaveni. Pokud se vypocet nezastavi, délka vypoc¢tu neni definovana (o).

Definice 8.1. Casovd sloZitost algoritmu A

je funkce t 4 : N — N, kde ¢t 4(n) udéva maximalni délku vypoctu A mezi vSemi vstupy
x délky n. Predpoklada se pritom, Ze A vzdy sviij vypocet skonéi a Ze vstupy x se berou
nad konecnou abecedou x € ¥*, tedy délkou vstupu rozumime pocet znakt nutnych k
zapsani vstupu.

Takto definované casové slozitosti se také rikd slozitost nejhorsiho pripadu, nebot
funkéni hodnota t 4(n) je ddna délkou nejhorsiho mozného vypoctu mezi vSemi vstupy
délky n, prestoze bézny vypocet mize byt mnohem rychlejsi. Tento pristup vyjadiuje
nasi snahu zarucit ukoncéeni vypocétu v rozumné dobé.

Poznédmka: Pro zapis ¢asové slozitosti obvykle pouzivame diive definované asymptotické znaceni
O(-) nebo ©(-), nebot nés pfilis nezajimaji aditivni a multiplikativni konstanty zavislé na hard-
warové a softwarové implementaci. Navic nejéastéji pouzivame jen horni odhad O(-) a dolnim
odhadem se pro jednoduchost nezabyvame. (KdyZ nas program bude podéitat jesté rychleji, nez
tvrdime, asi to nikomu nebude vadit. . .)

Komenta¥: Nékdy je vhodné kromé casové slozitosti nejhorsiho pripadu také uvazovat o
prumeérné slozitosti algoritmu, coZz je definovano jako stfedni hodnota délky vypoctu na
daném pravdépodobnostnim prostoru vsech vstuptt. Péknym ptikladem je tieba algoritmus
quick-sort, ktery v nejhorsim piipadé trva az ©(n?), ale v priiméru jen O(n - logn).

Jesté markantnéjsi rozdil mezi nejhorsi a primeérnou slozitosti predstavuje algoritmus
tzv. simplexové metody v linedrni optimalizaci, ktery v nejhorsim piipadé vykona exponen-
ciédlné mnoho kroku (v tom nejhorsim piipadé je tedy zcela nepouzitelny), ale ve skoro vSech
ostatnich pfipadech bézi velice rychle, a proto se ani jiné, v nejhorsim pripadé mnohem lepsi
algoritmy linearni optimalizace skoro nepouzivaji.

Poznédmka: Kromé casové jsou i jiné miry slozitosti algoritmi, které jen stru¢né zminime zde:
Mizeme napiiklad sledovat mnoZstvi paméti pouzité nasim algoritmem (pamétovd sloZitost),
nebo mnozstvi dat vyménénych mezi riznymi pocitaéi pfi distribuovaném vypoctu (komunikacéni
slozitost). Déle mizeme uvazovat tfeba paralelni vgpocty — jakého urychleni se d4 dosdhnout
rozdélenim vypoctu na vice procesorti, a mnoho jinych véci. . .
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Ulohy k feSeni

(8.1.1) Mame za tlohu secist dvé (dlouhd) k-mistnd cisla. Jakd je velikost vstupu v tomto
problému? (V asymptotické notaci.)

(8.1.2) Na vstupu algoritmu je ddn obecny jednoduchy graf s n vrcholy. Jakou mé tento
vstup délku?

*(8.1.3) Na vstupu algoritmu je dén rovinny graf s n vrcholy. Jakou m4 tento vstup délku?
Je mensi nez u obecného grafu?

8.2 Casova sloZitost problému

Vzpomenme si, Zze problém je formalné definovan jako zobrazeni P : X* — ¥* kde
w € ¥* je vstup a P(w) je piislusny vystup. Algoritmus A 7esi probléem P pokud
implementace A (na stroji RAM) vzdy skon¢i vypocet a pro kazdy vstup w odpovi na
vystupu P(w).

Definice 8.2. Casovd sloZitost problému P :Y* — ¥*
je infimum funkci Casovych slozitosti vSech algoritmi A feSicich problém P. Pritom
funkce f,g porovnévame predpisem f < g pokud f(n) < g(n) az na kone¢né mnoho
vyjimek n.
Komenta¥: Pojem infimum je definovany jako nejvétsi dolni mez, a navic diky pouzitému
zpusobu porovnani funkcei (az na kone¢né mnoho hodnot) vyjde jako infimum ne jedna kon-
krétni funkce, nybrz celd tr¥ida funkci, chovajicich se asymptoticky stejné. Proto pro nase
ucely, zvlasté s ohledem na pouziti asymptotického zapisu, si lépe mizeme infimum predsta-
vit jako “nejmensi asymptotickou funkci” ¢asové slozitosti fesici nas problém.

Definice ¢asové slozitosti problému s sebou nese jeden podstatny problém: Na urcéeni
horniho odhadu f(n) slozitosti problému (tedy ukazéni, Ze slozitost je nejvyse f(n)
pro kazdé n) sta¢i navrhnout algoritmus s ¢asovou slozitosti f(n). Jak vSak ukazeme,
ze neexistuje algoritmus s mensi slozitosti nez f(n)? Vsechny algoritmy pfece realné
prozkoumat nemizeme.

V praxi je situace takova, ze jen malokdy umime odvodit dolni odhad na ¢asovou slo-
zitost problému. (VSak i samotna matematicka definice dolniho odhadu ¢asové slozitosti
je dosti komplikovana a problematickd, jak vidime vyse.) Proto se pouziva pro ¢asovou
slozitost pravé zapis jen horniho odhadu O(f(n)). Casto také zjednodusené iikame, Ze
slozitost problému je linedrni O(n), kvadratickd O(n?), kubicka O(n?), atd. ..

Priklad 8.3. Jakou ma ¢asovou slozitost problém vypocitat primér z daného pole n cisel?

Jelikoz v zadani neni fecen opak, predpokladame, ze zadana ¢isla maji rozumnou velikost,
tedy ze kazdé je uloZeno celé v jednom misté paméti. Snadno pak odvodime dolni odhad
potfebného ¢asu Q(n), nebot kazdy spravny algoritmus musi aspoii vSech n éisel predist.
Naopak snadno napiSeme (a pfipadné podrobné rozepiSeme) algoritmus, ktery tento vysledek
ziskd v ¢ase O(n):

for (i=s=0; i<n; i++) s += alil;

p = s/n;

Casové slozitost naseho problémy tedy je ©(n). O

Piiklad 8.4. Jakou c¢asovou sloZitost ma problém rozlozit dané (velké) ¢islo ¢ na prvocini-
tele?

Zajisté znate jednoduchy skolni postup — zkouset ¢ délit vSemi ¢isly postupné od 2 do
|V/€]. (Po nalezeni délitele pokracujeme obdobné s podilem, jinak méme prvoéislo.) Jestlize
zanedbame pro zjednoduSeni jednu operaci déleni jako jeden krok, vyjde nam tak doba

vypoctu O(V/7).
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Je to vSak skutecné tak, jak jsme napsali? Co je £7 To prece neni délka vstupu, kterym
je “velké”¢islo! Uvédomte si, jak bude takové €islo zadané — zapsané v desitkové ¢i binarni
soustavé (mize byt i velmi dlouhé). Délkou n vstupu je pocet ¢islic zapisu ¢, tedy zhruba

n = O(log¥).

Potom vsak

Vi~ 2n = 9n/2

ale to je uz exponencilni funkce slozitosti O(2"/?), ktera roste strasné rychle. Pokud napii-
klad dokazete rozlozit 10-mistné ¢islo na prvocisla, pak obdobné rozlozit 100-mistné éislo,
které nanestésti nema malé prvociselné délitele, je prakticky nemozné!

(Na této nemoznosti rozkladu velkych ¢isel je zaloZena Sifra RSA.) O

Ulohy k feSeni
(8.2.1) Jakou ¢asovou slozitost mé problém setiidéni n danych cisel?

(8.2.2) Je ddna matice A (tj. dvourozmérné pole) o rozmérech n x n s hodnotami 0, 1, ktera
definuje graf G s vrcholy {1,2,...,n} nédsledovné: Vrcholy i,j jsou spojeny hranou v G
pravé kdyz Ali, jl==A[j,i]l==1. Kolik elementdrnich krokii (¢asova sloZitost) je potieba
ke zjisténi nejvétsiho stupné vrcholu grafu G v zavislosti na n?

(8.2.3) Co kdyz, na rozdil od piedchoziho piikladu, je graf ddn seznamem sousedii kazdého
vrcholu? Jakou casovou slozitost ma pak zjisténi nejvétsiho stupné vrcholu grafu G7

*(8.2.4) Jakou ¢asovou slozitost mé problém ndsobeni dvou matic n x n?

8.3 Nékteré “rychlé” algoritmy

V této sekei si uvedeme prehled (hornich odhadt) ¢asovych slozitosti nékterych béznych

vvvvv

v pripadé potfeby dokazete sami vyhledat v literatufe. Jinymi slovy, tato sekce uvadi
struény piehled o tom, jak rychle se umi nékteré bézné algoritmické problémy fesit, ale
nezabyva se konkrétnim popisem algoritmii.

Tvrzeni 8.5. Méjme ddno pole A[]1 s n proky (napiiklad s ¢isly nebo Tetézci).

e Nalezeni konkrétniho prvku v A linedrnim prohleddvdnim trvd ¢as O(n).
o Casovd sloZitost setiidéni A algoritmem bubble-sort je O(n?).

e Mnohem rychleji lze pole A setridit algoritmy heap-sort nebo merge-sort v ¢ase O(n -
logn).

o V setridéném poli A lze nalézt prvek binarnim vyhleddvdnim v c¢ase O(logn).
Tvrzeni 8.6. Uvazujme datovou strukturu D s n zdznamy, ve které chceme vyhleddvat,
vklddat nebo odebirat zdznamy.

e Pokud je D implementovand jen polem, kazdd operace trva aZ O(n).

e Pokud je D implementovand nékterym vhodnym druhem usporddaného stromu (AVL,
2-3 nebo R-B strom), tyto operace trvaji jen O(logn).

o Pokud redukujeme mase poZadavky tak, Ze vybirat ndm staci pouze “nejmensi” zd-
znam, lze D implementovat tzv. linou haldou, ve které vétsina operaci (v priméru)
trvd jen konstantni ¢as O(1).

o Dalsi moznosti implementace datové struktury je tzv. hasovact tabulka, kterd v prak-
tickych aplikacich také ddvd velice krdtké (aZ konstantni) primérné casy operaci,
prestoze nejhorsi sloZitost byvd aZ O(n).
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Tvrzeni 8.7. Vezméme aritmetiku dlouhych n-mistnych cisel.

e Secist dvé takovd ¢isla lze v ¢ase O(n) a vyndsobit v case O(n?) béznymi “skolnimi”
postupy.

e Sofistikovany Strassentv algoritmus wvyndsobi dvé mn-mistnd c¢isla v Case
O(nlognloglogn).

Poznamka: U ¢iselngch problémi je tieba dévat velky pozor na to, jaké je velikost vstupu (tj. po-
Cet ¢islic) problému! Podivejte se znovu na Pfiklad 8.4.

Tvrzeni 8.8. Mé&me dangj graf G s n vrcholy a m hranami (m = O(n?)).

e Komponenty souvislosti G najdeme v ¢ase O(n+m).

e Nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy vypocteme v ¢ase O(n + mlogn).
o Minimalni kostru nalezneme hladové v ¢ase O(n + mlogn).

e Rovinné€ nakresleni grafu lze nalézt (pokud existuje) v ¢ase O(n).

e Mazimdlni pdrovdni v bipartitnim grafu G nalezneme v O(n?\/n).

Poznamka: VySe zavedend konvence, ze n znac¢i délku vstupu v odhadech ¢asové slozitosti se ne
vzdy plné dodrzuje, jak vidime v téchto prikladech grafovych problému. I zde vsak n — pocet
vrchold, tizce souvisi se skute¢nou velikosti vstupu n + m.

Podivejme se znovu z druhé strany na problém tifidéni ¢isel a jeho ¢asovou slozitost.
Ukazeme, ze pokud vylou¢ime “podvodné” zptsoby tiidéni jako tfeba prihrddkoveé tri-
dent, kde se t¥idénymi ¢isly indexuji pole paméti, nelze ziskat lepsi algoritmus nez vyse
uvedené heap-sort ¢i merge-sort.

Véta 8.9. Necht je ddno n cisel. Pokud algoritmus A sprdvné setvidi dand cisla za
pouZiti porovndvani dvojic ¢isel, pak casova sloZitost A je nejméné Q(n -logn).

Dikaz: Pro jednoduchost si staci predstavit dana cisla jako mnozinu M =
{1,2,...,n}. Na vstupu tak mizeme dostat jednu z n! permutaci mnoziny M. Uvé-
domme si dobfe, ze pro dvé rizné permutace M na vstupu musi byt rtizné i prubéhy
algoritmu A, aby byl vystup v obou ptipadech dobfe setfidény. Pokud .A provede nej-
vyse t krokil, mize se “rozvétvit” do nejvyse 2°0®) vétvi vipoctu — rtznych pribéhi.
Mame tedy nerovnost

20() > |

O(t) > log(n!)=0O(n-logn),

neboli nejhorsi vypocet A musi mit aspon ¢ > ©(n - logn) kroku. O

Jesté pro zajimavost dodame, Ze tato véta je jednim z velmi méla tvrzeni udavajicich
absolutni dolni odhady na sloZitost algoritmi. Problematika dolnich odhadu slozitosti
je prosté velmi obtizna.

Ulohy k feSeni

(8.3.1) Jak rychle byste dokazali vybrat medidn z n ruznych c¢isel? (Medidn je takové ¢islo,
Ze mezi danymi je stejné mnoho vétsich jako mensich nez on sdm.)

(8.3.2) Jak rychle byste dokézali zjistit, zda dany graf na n vrcholech ma néjakou nezdvislou
mnozinu velikosti k?

*(8.3.3) Jak rychle byste dokdzali nalézt konvexni obal z n bodud v roviné?

*(8.3.4) Je mozné navrhnout uspofadanou datovou strukturu, do které by se daly nové prvky
priddvat i staré odebirat v (primérném) konstantnim case?
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8.4 Tr¥ida P a polynomialni redukce

Jak jsme jiz uvedli v d¥ivéjsi prednésce, mezi rychlosti ristu polynomialnich a exponen-

cidlnich funkci je propastny rozdil. To je ilustrovano nasledujicim pfimérem:
Komenta¥: Pokud velikost vstupu problému vzroste tfeba dvojnasobné, tak polynomialni
funkce ¢asové slozitosti (tj. ¢as vypoc¢tu algoritmu) vzroste konstantné krat, presnéji 2¢-krat,
kde ¢ je exponent onoho polynomu. Praktickymi slovy, pokud chceme zvétsit nékolikanadsobné
rozsah zpracovanych dat, staci nam koupit né€kolikrat vykonnéjsi pocita¢ nebo pripadné
sestavit paralelni cluster pocitacii. Na druhou stranu pfi exponencialni funkci ¢asové slozitosti
(tvaru d™) uz pii zvétSeni velikosti vstupu o pouhych nékolik jednotek vzroste ¢as vypoctu
nékolikrat, a proto i ndkup mnoha vykonnéjsich pocitact by nam umoznil zabér takového
algoritmu zvétsit jen nepatrné.

V informatice se proto problémy FeSené s polynomialni ¢asovou slozitosti povazuji za
“rozumné”, kdezto ty vyzadujici exponencialni ¢asovou slozitost se povazuji za “nezvladnu-
telné”. (PtestoZe existuji funkce rostouci rychleji nez polynomy, ale pomaleji nez exponenci-
ala, v odhadech slozitosti algoritmu se takové priklady témér nevyskytuji.)

Definice 8.10. Trida PTIME, zkracené t¥ida P,

je tfidou vSech problému P : ¥* — X* které lze feSit s ¢asovou slozitosti O(n¢) pro
néjakou konstantu ¢ > 0, tj. v polynomidlnim case. Problémim v t¥idé P se jinak fiké
efektivné resitelné.

Veéta 8.11. Definice tridy P je “robustni” — mezdvisi na pouZitém modelu vypoctu
(stroje RAM ¢ Turingova stroje).

Dikaz: Dle Véty 7.6 1ze vzadjemné simulovat vypocty RAM a TS v polynomidlnim
po¢tu krokii. (Dle Church-Turingovy teze se totéz tyka i jinych moznych modelt vypo-
¢tu.) Jelikoz sloZzenim dvou polynomu je opét polynom, lze kazdy algoritmus pracujici
na RAM v polynomidlnim ¢ase simulovat na Turingové stroji taktéz v polynomidlnim
case a naopak. a

Komenta¥: Mozné by si ¢tenaf myslel, Ze tfida P by méla byt definovana s omezenym ex-
ponentem ¢ p¥i ¢asové slozitosti O(n®), napfiklad jako vSechny problémy FeSitelné v Gase
O(n®) nebo podobné. Vzdyt piece algoritmus pracujici v ¢ase ©(n1%%) uz v zddném piipadé
nelze povazovat za “efektivni”’! Exponent c¢ se vSak v teorii neomezuje, hlavné proto, Ze by
jinak formalné neplatila predchozi véta — v§imnéte si, ze TS v jejim dikaze simuluje vypocet
RAM v polynomidlnim ¢ase s vyrazné vy$sim exponentem ¢’. (Také by pfi pevném omezeni
exponentu nebylo moZno pouzivat polynomidlni pfevody, které definujeme nize.)

Pfesto je vhodné povazovat t¥idu P za tiidu rozumné zvladnutelnych problémt, nebot
je dobfe znamo nasledujici:

Fakt: Je empiricky mnohokrat ovéfeno, ze pokud prakticky (rozumné definovany) pro-
blém patii do tf¥idy P, pak tento problém lze fesit s ¢asovou slozitosti O(n°) s “rozumné
malym” exponentem c, obvykle tfeba ¢ < 5.

Zajisté se jiz ctendr setkal se situaci, kdy zadany problém misto pfimého feSeni ra-
déji prevedeme na podobny, jiz vyfeseny problém. Toto se hojné vyuziva i v informatice,
nebot zékladni algoritmy obvykle jsou k dispozici naprogramované v knihovnéach a my
casto jen prekladame dané specifické problémy do tvart onéch knihovnich algoritmd,
které voldme pro samotné vyreSeni. V teorii se formalizuje pojem polynomidlniho pfe-
vodu.

Definice: Méjme dva problémy P; : ¥* — ¥* a P, : ¥* — ¥* nad stejnou abecedou.
Prevodem P; na P, rozumime algoritmus pocitajici zobrazeni R : ¥* — X* takové, zZe
pro vSechny vstupy w € ¥* plati P;(w) = Pa(R(w)).
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Definice: Polynomialni prevod (jinak také redukce) problému P; na P» je prevod R
pocitany algoritmem s polynomialni ¢asovou slozitosti.

Definice polynomialniho pfevodu nam tedy fika, Zze pokud umime efektivné resit
problém Ps, pak problém P; také miizeme efektivné vytesit tim, Ze jej (rychle) pfevedeme
na znamy problém Ps.

Poznamka: Tato definice prevodu je silné restriktivni v tom, ze pozaduje vystup problému Ps
pfimo ve tvaru vystupu P;. Proto se uvedena definice prevodu aplikuje predevsim na rozhodovaci
problémy, u kterych je vystup ANO/NE. Zobecnény prevod pro vypocetni problémy bychom
definovali jako dvojici zobrazeni R, R’ takovou, ze P;(w) = R'(P2(R(w))), kde druha pfevodové
zobrazeni R’ prevadi vystup z P zpét do tvaru vystupu Pi.

Komentaf#: Definice polynomialniho prevodu bude také klicova pro dalsi partie naseho pred-
métu v nasledujicim smyslu:

Piedstavme si, Ze se ndm stale nedafi pro dany problém P nalézt efektivni algoritmus (pra-
cujici v polynomidlnim c¢ase). Uz tuSime, Ze néco takového asi neni ani mozné, ale jak o
tom presvédéime kolegu/3éfa? (Co kdyby si oni mysleli, Ze jsme jen lini efektivni algoritmus
najit?) Staél ukézat, Ze existuje polynomidlni pfevod néjakého jiného (znadmého) tézkého
problému ) na nas problém P!

Jinymi slovy, pokud vime, Ze problém ) se uz mnoho chytrych lidi pokouselo efektivné
vyfesit a neuspélo, pak nas problém P, na ktery jsme @) prevedli, musi byt alespon tak tézky
jako @Q. Takovym polynomialnim pfevodem () na P jsme si sice nepomohli v feSeni P, ale
usetfili jsme si spoustu marnych pokust o nalezeni efektivniho algoritmu... (Tato Gvaha je
podstatou nésledujici teorie N'P-tiplnosti.)

Ulohy k feseni
(8.4.1) Jak pfevedeme problém odecitdni dvou ¢isel a — b na problém séitdni ¢ + d?

(8.4.2) Jak zobecnéné pievedeme problém nasobeni dvou ¢isel a-b na problém scitani c+d?
Pouzival se tento prevod v minulosti ¢asto?

(8.4.3) Vice prikladi na polynomialni pievody a tloh k FeSeni bude uvedeno v pristi lekci v
souvislosti s tfidou N'P.

Rozsirujici studium
Hezky zpracovany prehled efektivnich algoritmi z riiznych oblasti, véetné odvozeni jejich
Gasovych slozitosti, muze ¢tendf najit v knize [9].

8.5 Cviceni: Urceni ¢asové slozitosti algoritmu

Nejprve za¢neme elementarnimi priklady pocitani poc¢tu kroku v algoritmech.

Priklad 8.12. Primér z danych n > 1 ¢isel spocitame nasledujici funkci:
double prumer(double x[], int n) {
int i; double z = 0.0;
for (i=0; i<n; i++)
z = z + x[i];
return z/n;

}

Urcete, kolik tato funkce prumer vykona aritmetickych operaci v zavislosti na n.

Cyklus for se vykona praveé n-krat, takze n-krat se i pficte hodnota do z a n-krat
se inkrementuje i. Dale mezi aritmetické operace pocitdme n + 1 porovnani ¢ < n a
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jedno zaveérecné déleni. Celkem tedy mame 3n + 2 aritmetickych operaci. Asymptoticky
to je ©(n). 0

Priklad 8.13. Urcete, kolik priichodti vnitfnim cyklem provede pro vstup n nasle-
dujici jednoduchy program zapsany v jazyce C.
scanf ("%d",&n); // vstup cisla n
for (i=0; i<n*n; i++)
for (j=0; j<i; j++)
printf ("jeden pruchod\n");

Je to v asymptotické notaci ©(n?) nebo ©(n?) nebo ©(n*)?

Vnéjsi cyklus se jasné iteruje n?-krat. Pocet iteraci vnitfniho cyklu vSak zavisi na
proménné ¢ vnéjsiho cyklu. Vnitinich iteraci proto probéhne souctem Z;ill =142+
3+4...+n?—1+n? Nékteii z vds mozna vi, Ze soucet této fady je %nz(n2 +1), ale my
si vysledek umime asymptoticky odvodit sami

14+2+43+...+n*<n®+n’+...+n*=n n®=nt,

ale na druhou stranu

1 1 1 1 1
1424 ... +=n’+... 02> -n’+ 0>+ 1+...+n2>-n? -n?=0(n?
2 2 2 2 2
Poéet priichodii vnitinim cyklem tedy je ©(n?). O

Priklad 8.14. Jednoducha implementace Euklidova algoritmu nejvétsiho spoleéného
délitele dvou prirozenych éisel a,b pocita vysledek nasledovné:
while (a>0 && b>0) {
while (a<=b) b = b-a;
X =a; a=>b; b=x;
¥

printf ("NSD je %d",a+b);
Necht k oznacuje pocet mist (biti) v binarnim zapise cisel a,b. Jaka je nejhorsi
moznd Casova slozitost zadaného algoritmu vzhledem ke k? (Uvazujte jednotkovy
¢as na kazdou aritmetickou operaci.)

Jelikoz se v kazdé iteraci vnitiniho cyklu jedno z ¢isel a, b asponi o 1 zmensi, nemtize
nastat vice nez 2 - 28 = 2¥+1 jeho iteraci celkem. (MiiZe sice nastat, ze se vnitini cyklus
nevykona viibec, ale to jen na pocatku iterace vnéjsiho cyklu.) Kazda tato iterace trva
konstantni ¢as. Na druhou stranu si lze snadno predstavit zadani, p¥i kterém bude 2%
iteraci skuteéné nutnych: a = 1, b = 2. Zkuste si to projit sami! Celkem tedy je slozitost
naseho algoritmu ©(2). O

Priklad 8.15. Kolik kroku (elementdrnich vypocetnich operaci) provede nasledujici
efektivni implementace Fuklidova algoritmu pro nejvétsiho spolecného délitele na
vstupech — ¢islech a,b, kterd maji v bindrnim zépise nejvyse ¢ bitu? (Predpokladejte,
Ze aritmetické operace trvaji jednotkovy cas.)
while (a>0 && b>0) {
b=b%a; // % je "modulo"
X =a; a=>b; b=x;

}

printf ("NSD je %d",a+b);

Pokud b > a, tak ¢islo (zbytek) z = b%a je vzdy méné nez polovinou hodnoty b.
Proto se v kazdé iteraci naseho algoritmu (moZné mimo prvni) jedno z ¢isel a, b zmensi
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na méné nez polovinu, neboli z jeho bindrniho zapisu ubude aspon jedna ¢islice. Pokud
na zac¢atku méli a, b jen £ biti, algoritmus musi skoncit po méné nez 2/ iteracich. Kazda
tato iterace trva konstantni ¢as, takze celkem mame horni odhad O(¢), coz je mnohem
lepsi nez v Piikladée 8.14.

Pro dolni odhad bychom méli najit dvojici ¢isel a, b, pro které trva béh algoritmu co
nejdéle. (Sice muzeme zjednodusené fici, Ze potfebujeme aspoii piecist £ biti vstupu, ale
to neni uplné dostacujici k rigoréznimu argumentu, nebot v zadani zanedbavame délku
zapisu vzhledem k aritmetickym operacim.) Neni to nyni zase tak jednoduché, ale po
par pokusech asi prijdete na to, Ze nejlepsi je volit dva po sobé jdouci ¢leny Fibonaciho
posloupnosti (ag = a1 = 1, apt1 = an + an—1, zndte tlohu o mnozeni kraliki na
ostrové?). Napiiklad a = 13 a b = 8 da 6 iteraci cyklu. Celkem v tomto pfipadé pocet
iteraci vyjde ©(¢), takZe to je i nejhorsi slozitost naseho algoritmu. O

V druhé ¢asti cviceni se na rekurzivni algoritmy. Jejich ¢asovou slozitost budeme
urcovat za pouziti vzorcu z Oddilu 6.2.

Piiklad 8.16. Jak jisté znate, vynasobit dvé n-mistna ¢isla skolnim postupem (kaz-
dou ¢éislici s kazdou) trva ¢as ©(n?). My si slovné popiseme rychlejsi rekurzivni algo-
ritmus. Predpokladejme, ze n = 2k je velmi velké cislo (pokud je n liché, doplnime
nulu). Souéin a - b dvou n-mistnych ¢isel a,b vypocitame nasledovné:

e Rozdélime obé ¢isla na poloviéni tseky jejich dekadickych zapist, tj. a = 10%-a; +
as ab = 10¥-by +by. Jednoduse upravime soucin a-b = (10%-a;+as)(10%-by +bo) =
107 (ay -by) 4 10F (ayby + asby) + (ag - bo). Takze pro vypodet a-b nam staci spocitat
kazdy ze tfech vyrazii v poslednich zavorkach.

e Rekurzivni aplikaci téhoz algoritmu ndsobeni spocitame z; = (ay - b1) 1 z3 =
(a2 . bg).

e Dale jednoduchym sectenim a naslednou rekurzivni aplikaci algoritmu nasobeni
spoc¢itame (aj + az) - (by + be). Z toho uz jednoduchym odeétenim vypocitame
hodnotu posledni pozadované zavorky zo = (a1bs + agb1) = (a1 + az) - (b1 +b2) —
Z1 — Z3.

o Mezivysledky sc¢itanim slozime do vysledného a - b = 10"z + 10Fzy + z3.

Jaka je Casova slozitost popsaného algoritmu?

Na rozdil od predchozich piikladd se zde zamérime na aspekt rekurze v algoritmu.
Necht T'(n) je c¢asova slozitost naseho algoritmu. V prvni fadé si zjistime, kolikrat a
pro jak dlouhd ¢isla se vold rekurze. Dvakrat se nasobi cisla délky k& = § pro vypocty
z1 = (a1 - b1) a z3 = (ag - by). Pak se jednou nésobi ¢isla délky (az) k + 1 pro vypocet
(a1+az)-(b1+b2). Takze mame zacatek rekurentniho vzorce T'(n) < 2T (k)+T (k+1)+.. ..

V druhé radé se podivame, kolik ¢asu zaberou zbylé vypocty v algoritmu. Jedna se o
rozdéleni ¢isel a, b na poloviny jejich dekadickych zapisti a o nékolik s¢itani a odecitani
n-mistnych ¢isel. Zde si jiz musime presné ujasnit, jaké pouzijeme datové struktury.
Jako nejvhodnéjsi se jevi pouzit pole pro ulozeni jednotlivych ¢islic dekadického zapisu
¢isel a,b. Potom jak rozdéleni, tak i s¢itdni a odecitani lze snadno implementovat v
¢ase O(n). Celkem tak dostaneme odhad

T(n) < 2T(k) + T(k + 1) + O(n) = 2T (g) 4T (g + 1) +0(n)

a po zanedbéani “+1” v T'(k + 1) vyjde
n

T(n)§3T(2)+O(n).
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Podle Lematu 6.4 je fesenim tohoto rekurentniho vztahu asymptoticky

T(n) — O(n10g2 3)£ O(n1'585) ) .

Priklad 8.17. Predstavme si, Ze z danych n ¢isel mame vybrat k-té v usporadani
podle velikosti. (Nejpfirozenéjsim postupem by bylo ¢isla setiidit a pak k-té z nich
vybrat, ale to je spousta zbytecnych vypocti navic, ze?) Necht dana ¢isla jsou (neu-
sporadané) uloZena v poli A a vysledek — k-té z nich, je pocitan funkci vyber(A,n, k).
Indexy pocitejme od 0. Pro rychly vypocet pouzijeme nasledujici rekurzivni algorit-
mus, svym zpusobem podobny algoritmu quick-sort:

e V poli A zvolime libovolné pivota Ali]. Do nového pole B vlozime vSechny prvky
A mensi nez Ali], necht jejich pocet je b. Do nového pole C' vlozime vSechny prvky
A vétsi nez Ali], necht jejich pocet je c.

e Pokud je b < k < n — ¢, je vysledkem vyber(A,n, k) = Ali].

e Pokud k < b, vysledek spocitime rekurzivnim vypoctem vyber(A,n,k) =
vyber(B,b, k). Pokud k > n — ¢, vysledek spoc¢itame rekurzivnim vypoctem
vyber(A,n, k) = vyber(C,c,k —n + c).

Jaka je casova slozitost popsaného algoritmu?

Vidime, ze v algoritmu dochézi jen k jednomu rekurzivnimu volani, ale bohuzel, po-
kud zvolime za Spatného pivota Ali] to nejvétsi z ¢isel, bude rekurzivni volani zpracovavat
pole B velikosti n — 1. Takovy pripad zadny ze vzorct z Oddilu 6.2 nefesi.

Musime si tedy pomoci prostou tvahou — v kazdém vypocetnim kroku se velikost
zpracovavaného pole zmensi aspoii o 1 (o pivota), takze bude jen O(n) vnoreni rekurze
a v kazdém provedeme O(n) kroki, celkem O(n?). Na druhou stranu ve zminéném
nejhorsim pripadé budeme v druhé trovni rekurze zpracovéavat pole B velikosti n —1, ve
tfeti trovni pole o velikosti n — 2, atd. .. Celkovy ¢as na zpracovani pak skutec¢né bude

O(n)+0(n—1)+...+0(1) =0(n?).

Na zavér dodavame, Ze sice tento algoritmus ma pomaly béh v nejhorsim pripadé, ale
v pramérném piipadé bude velmi rychly, nebot obvykle pivot rozdéli pole B, C téméf
“napul”. (Je to stejny ptipad jak s algoritmem quick-sort.) |

Ulohy k feseni

(8.5.1) Urcete, kolik priichodt vnitfnim cyklem provede pro vstup n nasledujici jednoduchy
program zapsany v jazyce C.
scanf ("%d",&n); // vstup cisla n
for (i=0; i<m; i++)
for (j=0; j<i*i; j++)
printf("jeden pruchod\n");
Je to v asymptotické notaci ©(n?) nebo ©(n?) nebo ©(n*)?
(8.5.2) Urcete, kolik priichodii for cyklem provede nasledujici C-program pro vstupni ¢islo
n. Zapiste vysledek v asymptotické notaci ©(-).

scanf ("%d",&n); // vstup cisla n
for (i=1; i<n; i=i+i)
printf("jeden pruchod\n");
*(8.5.3) Urcete, kolik priichodi for cyklem provede nésledujici C-program pro vstupni ¢&islo
n. Zapiste vysledek v asymptotické notaci ©(-).
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scanf ("%d",&n); // vstup cisla n
for (i=j=1; i<n; i+=j++)
printf("jeden pruchod\n");

(Ptikaz i+=j++ znamend, Ze do i se pfi¢te hodnota j a pak se j inkrementuje.)

(8.5.4) Rozeberte a zdivodnéte, jakou ¢asovou sloZitost (v asymptotické notaci) mé nasledu-
jici problém: Dan4 je posloupnost z ¢isel 1,2, ..., n (s moznym opakovanim i chybéjicimi
Cisly). Za tikol je zjistit, zda tato posloupnost je permutaci.

*(8.5.5) Chytry Strassenuv algoritmus pro ndsobeni dvou matic velikosti n X n pracuje zhruba
nasledovné: Kazda matice A, B se rozdéli do ¢tyf podmatic polovi¢nich velikosti a soucin
A x B se rozepiSe pomoci znamych pravidel nasobeni a chytrého triku do sedmi soucini
a nékolika soucti mezi zminénymi poloviénimi podmaticemi. Jaka je ¢asova slozitost
takového algoritmu?

*(8.5.6) Jak byste v Prikladé 8.16 odvodili vysledny asymptoticky odhad na T'(n) bez zane-
dbéni “+1” v T(k+1)?
*(8.5.7) Jak byste upravili algoritmus v Pfikladé 8.17, aby pocital v (nejhorsim) linedrnim
case?
Néavod: Je potfeba najit vhodny zptsob vybéru pivota A[i] tak, aby bylo zarueno, Ze roz-
déleni nebude velmi nevyvazené.

9 Zaklady N P-uplnosti

Uvod

V minulé lekci jsme uvedli tridu P vsech efektivné Fesitelnych algoritmickych problémuii.
Bohuzel vsak svét neni tak jednoduchy a na reseni mnoha praktickych problémiu zadny
efektivni algoritmus neni zndm. (Jinymi slovy, takové problémy nejspiSe nepatti do tiidy
P.) Na druhou strany mnoho, da se Fici vétsina, prakticky motivovanych algoritmickych
problém1i je popsana ve stylu “naleznéte feSeni splnujici dané podminky”; kde sice nalezeni
onoho vyhovujiciho feseni neni lehké, ale ovéreni, zda nékym navrzené ¢i uhodnuté reseni
podminkam vyhovuje, byva snadné. To ideové vede k nasledujici definici sirsi tiidy N'P.

Zhruba Feceno, problém patii do tiidy NP, pokud kladnou odpovéd na néj lze prokdzat
(ve smyslu “uhodnout a ovérit”) vypoctem, ktery bézi v polynomidlnim c¢ase. Definice tiidy
NP se tak tyka vyhradné rozhodovacich problémii. To vSak neni na velkou 1ijmu obecnosti
uvazovani, nebot vlastné kazdy problém lze nahradit nékolika rozhodovacimi verzemi.

Trida NP je diilezita hlavné proto, Ze zahrnuje rozhodovaci verze skoro viech béznych
praktickych problémii. Navic vlastnost, ze spravnost i néjakého magicky uhodnutého reseni
umime efektivné ovéfit, je zajisté vyznamna v praxi. Piesto vétsinu problémii v tiidé NP
nejsme sami schopni efektivné vyresit. Naplni této i pristi prednasky tak bude i strucné
pochopeni ditvodii, pro¢ jsou ve tfidé NP obtizné fesitelné tilohy a jak je poznat.

Cile

Cilem je definovat tf¥idu NP vSech problémii s “kladnou polynomidlni napovédou” a
ukézat jeji vztah k nedeterministickym vypoctiim. (Definice tiidy N'P je pomérné obtizna,
proto cCtenartim doporucujeme si ji precist mnohokrat a pokusit se tak proniknout az k
Jjejimu myslenkovému jadru.) Nasim zamérem je ukazat tuto t¥idu jako pFirozené a prakticky
motivované rozsireni tridy P vsech efektivné resitelnych problémi. Dale na zavér ukazeme
existenci tzv. N'P-tipIného problému.

9.1 Tv¥ida NP

Nyni se budeme zabyvat vyhradné rozhodovacimi problémy, tj. takovymi, ve kterych je
odpovéd typu ANO/NE. To je bézny predpoklad v oblasti teoretické informatiky, nebot
rozhodovaci verze problému se mnohem snadnéji formalné popisuji. Nasledujici definice
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pfimo navazuje na myslenku problémi, jejichz kladnou odpovéd lze prokazat (s vhodnou
napovédou) efektivné. Vzpomerime si, ze P oznacuje t¥idu vSech vypocetnich problému
fesitelnych algoritmy v polynomidlnim case.

Definice 9.1. Trida NPTIME, zkracené NP,
je t¥idou vSech rozhodovacich problému P : ¥* — {0,1} (NE/ANO) nad konec¢nou
abecedou ¥ takovych, Ze existuje zobrazeni R : ¥* x ¥* — {0, 1} poéitané algoritmem s
polynomialni ¢asovou slozitosti v délce prvniho argumentu (|x|), pro které je P(x) =1
(ANO) pro z € ¥*, pravé kdyz pro néjaké y € ¥* plati R(z,y) = 1. Zkracené, pro né&jaké
R € P plati

Vie¥X*: Pla)=1 < (FyeX:R(x,y)=1).

V této definici je x vstupem problému P a y hraje roli “nadpovédy” spravného feSeni
pro P(x), jehoz piipustnost ovéfime efektivnim algoritmem R, jehoZ polynomidlni ¢as
vypoctu se méfi jen vzhledem k délce x, ne y. (O efektivité nalezeni spravného y se v této
definici nehovoti! y je proto tfeba “uhodnout” a mimo jiné musi byt jen polynomidlné
velké vzhledem k |z|.) V rozhodovacim problému P(z) pak je odpovéd ANO, pravé kdyz
pro vstup z existuje pfipustna “nédpovéda”.

Komenta¥: P¥iklady problémi ve tiidé NP.

— Vsechny rozhodovaci problémy z t¥idy P patii zédroven do N'P: V definici staci algoritmus
pocitajici R(z,y) nahradit algoritmem efektivné fesicim nas problém, ktery vstup y zcela
ignoruje.

— Otézka, zda dané ¢islo k je slozené, patii do N'P. Napovédou y je néktery netrivialni
delitel k£ a funkce R ovéruje délitelnost.

— Déle sem patii otdzka, zda dany graf 1ze korektné obarvit tfemi barvami (aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nedostaly stejnou barvu). Napovédou y je takové obarveni.

— Otézka, zda v daném grafu existuje nezavislda mnozina velikosti k. Napovédou y je tato
mnozina.

— Otézka, zda v daném grafu existuje Hamiltonovska kruznice (prochazejici vemi vrcholy).
Néapovédou y je tato kruznice.

— Otazka, zda dva grafy jsou isomorfni.

— Problém “loupeznika”, zda danou mnozinu pfirozenych ¢isel 1ze rozdélit na dvé ¢asti tak,
aby se jejich soucty rovnaly.

— Problém, zda pevné dana nevypoustéjici gramatika generuje slovo . Napovédou y zde je
odvozeni slova z.

Aby ¢tenai 1épe chéipal vyznam zmifiované napovédy v definici problémdb t¥idy NP,
uvedeme jesté dalsi neformalni pFibliZeni:
Pri sledovani vypocetni slozitosti problémi si predstavujeme, Ze zadéani x problémd nam
(proti nasemu postupu feseni). Naopak ona ndpovéda y z definice NP je pfedstavovana nasim
“ySevédoucim pritelem”, ktery nam chce co nejvice pomoci pfi feseni daného problému. Proto
muzeme ocekavat, ze ndpovéda odpovédi ANO prijde tak, jak ji optimisticky ocekdavame. Na
nas uz pak jen zbyva spravnost napovédy v polynomialnim case oveérit.

Nakonec si ukazme, pro¢ predpoklad uvazovani pouze rozhodovacich problému neu-
bird nijak na teoretické obecnosti naseho uvazovani.

Komenta¥: Predstavme si naptiklad problém P, jehoz vysledkem Py(z) mé byt ¢islo. Pak
Ize Py teoreticky nahradit posloupnosti rozhodovacich problémi, které postupné metodou
ptileni interval aproximuji vysledek Py(z).
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Fakt: Kazdy problém P : ¥* — 3* lze nahradit posloupnosti rozhodovacich problému
Py, Py, ..., Py (k zavisi na vstupu z), kde Py;_1(z) odpovida i-ty bit vysledku P(z) a
Py;(z) tika, zda i-ty bit vysledku byl posledni. .

Fakt: VSechny rozhodovaci verze problémii z P patii do N'P.

Ulohy k feseni

(9.1.1) Problém dominujici mnoZiny zjistuje, zda v daném grafu G existuje podmnozina
vybranych k vrcholii takovych, Ze kazdy dalsi vrchol je s aspon jednim z vybranych
spojeny hranou. Pro¢ tento problém patii do tiidy N'P?

(9.1.2) Pro¢ patii do tridy NP problém, zda dany graf m&d vrcholovou souvislost méné
nez k7

*(9.1.3) Pro¢ patii do tridy NP problém, zda dany graf mé vrcholovou souvislost naopak
alespon k?

*(9.1.4) Méjme nasledujici problém porovnani barevnosti: Dény jsou dva grafy G, H a otaz-
kou je, zda G ma mensi barevnost nez H. Lze jednoduse tvrdit, Ze tento problém patri
do t¥idy NP, kdyz napovime obarveni grafu G méné barvami nez obarveni grafu H?

9.2 Nedeterministicky Turinguav stroj

V této sekei si formélné rozsitime moznosti Turingova stroje o nedeterminismus. (Takové
teoretické rozsifeni nemé zadny redlny vyznam pii modelovani pocitacti, ale poskytne
nam jiny, tradi¢ni zptisob popisu t¥idy N'P.)

Definice: Nedeterministicky Turinguv stroj je definovan obdobné jako deterministicky
TS, jen prechodova funkce dovoluje nedeterminismus, tedy moznost prechodu do vice
stavl stroje soucasné.

Definice: Dany rozhodovaci problém P je fesen nedeterministickym Turingovym stro-
jem M, jestlize vSechny vypocty M jsou konec¢né a vydavaji vysledek ANO nebo NE, a
navic plati:

— Jestlize odpovéd problému P(w) pro vstup w je ANO, pak existuje (alespon jeden)
vypocet M se vstupem w dévajici ANO.

— Jestlize odpovéd pro w je NE, pak vSechny vypocéty M se vstupem w dévaji NE.

Tiida rozhodovacich problémil feSenych nedeterministickymi Turingovymi stroji se
shoduje s tfidou FeSenou deterministickymi Turingovymi stroji, nebot vSechny nedeter-
ministické vypocty jednoho stroje lze simulovat rekurzivnim prohledédvanim na determi-
nistickém stroji. Pocet kroki vypoctu v takovéto simulaci vSak vzroste exponencialné, a
proto nedeterministicky stroj ma sviij vyznam pfi sledovani ¢asové slozitosti vypoctu.

Véta 9.2. Trida NP je prdvé tridou viech rozhodovacich problémi, které lze vesit ne-
deterministickym Turingovym strojem s (nejhorsi) polynomidalni ¢asovou sloZitosti.

Ditkaz. Nechf problém P € NP, tj. dle definice existuje polynomialni R, pro které

plati

VieX': Pla)=1 < (FyeX:R(x,y)=1).
Nedeterministicky Turinguv stroj M implementuje polynomialni vypocet zobrazeni
R(z,y) tak, ze jednotlivé bity “napovédy” y nahrazuje nedeterministickymi rozdvoje-
nimi vypo¢tu na moznosti 0/1. Pak M odpovi nékdy ANO, pokud pro nékteré y je
R(z,y) =1, tedy pravé pokud P(x) = 1. (Coz je pfesné to, co chceme.)
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Naopak pro polynomialni nedeterministicky Turingiv stroj M fesici néjaky problém
P odvodime polynomiélni deterministické zobrazeni R(z,y), které kazdé nedeterminis-
tické rozdvojeni béhu M nahrazuje deterministickym vétvenim béhu programu podle
napovédnych bitt y. Takze M nékdy odpovi ANO, pravé kdyz R(z,y) = 1 pro nékteré
y, tj. kdyz P(z) = 1. O

9.3 NP-uplny problém

MV vz

téz81 nez vSechny ostatni.

Definice: Problém @ nazveme N P-tézkym, pokud kazdy problém ve t¥idé NP lze na
problém @) pfevést polynomidlnim prevodem (Oddil 8.4). Problém @ nazveme N P-
tplnym, pokud je N'P-tézky a nalezi do t¥idy NP.

Komenta¥: Neformélné feceno, efektivni feseni nékterého (kteréhokoliv) N'P-t&zkého pro-
blému by nam poskytlo efektivni feSeni viech problémt ve t¥idé NP, tj. skoro viech b&njch
problémt.

Jak vlastné pozname NP-t&zké problémy? Pokud jiz zndme né&jaky NP-tézky pro-
blém, tézkost jiného problému zdivodnime snadno:

Lema 9.3. Necht problém Q je N'P-tézky (NP-iuplny). Pokud existuje polynomidlni
prevod problému Q na néjaky problém P, pak také P je N'P-tézky.

Dikaz. Ozna¢me Rg : ¥* — ¥* polynomidlni pfevod @ na P. Dle definice N'P-
tézkého problému pro kazdy problém S € NP existuje polynomialni pfevod Rg : ¥* —
>* problému S na Q. Jelikoz slozeni dvou polynomidalnich pfevodi je opét polynomialnim
pfevodem (tranzitivita), je Ry = Rg o Rg polynomidlnim pfevodem problému S na
problém P. (Nejprve pfevedeme vstup w pro S na vstup Rg(w) pro @, pak na vstup
Rg(Rs(w)) pro P.) Proto dle definice i P je N'P-tézky problém. O

Komenta#: Davejte si dobry pozor, v jakém sméru prevodu Lema 9.3 funguje! Prevadi se z
problému @, o kterém je znamo, Ze je tézky, na neznamy problém P. ZjednodusSené feceno,
pokud kazdy mozny vstup NP-tézkého problému @ jsme schopni “pieloZit” na vstup jiného
problému P (se zachovanim stejné odpovédi), pak P také musi byt N'P-tézky.

Vv

Poznamka: Existence problému, ktery je “t873” ne# vSechny problémy v NP (N'P-t&zky) je po-
mérné intuitivni, ale pro¢ by mél takovy problém existovat piimo ve t¥idé NP? To jiZ intuitivni
neni a objev proniho N'P-iplného problému v 1971 piinesl velkou revoluci do oblasti sloZitosti
algoritmu.

Véta 9.4. (Cook) Ezistuje N'P-iplny problém.

Dikaz této véty je velmi komplikovany, protoze se musi oSetiit mnoho drobnosti, ale
idea je vcelku jednoduché: Necht problém P € NP, tj. dle definice existuje polynomialni
R, pro které plati

VeeX': Plz)=1 < (yeX :R(=z,y) =1).

Vyjdéme z implementace asociovaného zobrazeni R na stroji RAM. Kazdy krok RAM lze
snadno popsat logickou formuli, a proto i cely vypocet RAM pro R(z,y) lze zakédovat
logickou formuli, jez roste tmérné poctu kroku, které implementace R vykona na RAM.
Necht je to formule @, (y), ve které je vstup = “zadratovany” a napovéda y vstupuje do
formule ve formé logickych proménnych popisujicich jednotlivé bity y. Hodnotou @, (y)
je pravda, pravé kdyz odpovédi vypocétu R je 1 (ANO).
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Vezméme nyni problém spinitelnosti logickych formuli SAT (v konjunktivnim nor-
malnim tvaru, coz bude bliZze popsdno pristé): Vstupem je logickd formule @ s volnymi
proménnymi a otdzkou je, zda pro nékteré y je ®(y) pravda (v logickém smyslu), tj.
zda je ® splnitelnd nékterym y. Pokud na vstupu problému dostaneme vysSe popsanou
formuli ®,, splnitelnost ®, bude znamenat odpovéd ANO pivodnimu problému P(x).
Proto kazdy problém P € NP dokdzeme (polynomiélné) pfevést na problém splnitel-
nosti logickych formuli SAT, a tudiz je SAT N P-tuplny. O

Komenta¥: Obecné fedeno, N'P-tézké problémy jsou povazovany za “vypocetné nezvladnu-
telné”, a proto pokud takovy problém potkate, ani se nepokousejte jej presné fesit (je to jen
ztrata Casu). Radéji v takovém pripadé zkouSejte hledat pfiblizng ¢i ¢dstecnd feSeni, kterd
uspokojivé odpovi alesporti v nékterych (dokonce nékdy v mnoha) praktickych pripadech.

Vsimnéme si v8ak jednoho zajimavého hacku — odkud vime, Ze N'P-t&7ké problémy nelze
efektivné Tesit? Bohuzel to nikdo matematicky zdavodnit neumi, ale vSeobecné se tomu véri,
jelikoZ se jiz tolik chytrych lidi pokouselo efektivni feseni NP-tplnych problémi najit a
neuspélo. (A na spravné rozieseni je vypsana odména $1000000.) P¥itom nalezeni polynomi-
alniho feSen{ byt jen pro jeden A'P-tiplny problém by znamenalo (dle definice) polynomidlni
feseni vSech ostatnich problémi ve t¥idé NP. So there is likely no such solution.

Ulohy k feSeni

(9.3.1) Problémem 3-obarveni grafu je rozhodnuti, zda existuje korektni obarveni grafu po-
moci tfi barev. Najdéte polynomialni prevod problému 3-obarveni na analogicky problém
4-obarveni grafu.

(9.3.2) Povazujme za znamé, ze problém 3-obarveni grafu je N'P-tplny. Pro¢ je pak N'P-
uplny problém 4-obarveni?

*(9.3.3) Proc¢ nelze stejné tvrdit, Ze i problém 2-obarveni je N'P-uplny, kdyz prece existuje
stejny prevod problému 2-obarveni na problém 3-obarveni grafu?

Rozsirujici studium

Problematika N'P-tplnosti je uvddéna ve vét$iné knih o teoretické informatice. Na rozdil
od naseho zavedeni viak obvykle tiidu NP definuji pomoci nedeterminismu Turingova stroje.
My jsme zde dali pfednost ekvivalentni “napovédné” definici, ktera nic neméni na podstaté
véci, ale méni nas styl prezentace. Pro jiné, obsirnéjsi a pritom pomeérné snadno pochopitelné
zavedeni N'P-uplnosti bychom doporudili tfeba knihu [9].

9.4 Cviceni: Polynomialni pfevody a prislusnost do NP

Uvodem poznamenejme, Ze se budeme zabyvat prevody mezi problémy, které jsou
NP-uplné, ale tomuto aspektu se jesté v této lekci nebudeme piimo vénovat. Jesté si
pripomenme, Ze uvazujeme pouze rozhodovaci verze problémi, takze pokud se ptame
na néjaky objekt (tfeba v grafu), zajima nés jen fakt jeho existence, ne jeho konkrétni
podoba. (Tu lze obvykle snadno dodatecné odvodit, pokud umime rozhodovat samotnou
existenci.)

Priklad 9.5. Problém nezdvislé mnoziny se pta, zda v grafu existuje podmnozina
k vrcholi nespojenych zadnymi hranami. Problém vrcholového pokryti se pta, zda
v grafu existuje podmnozina m vrcholii dotykajicich se vSech hran. (Vrchol se do-
tyka hrany, pokud je jejim koncem.) Ukazme si podrobné, jak se problém nezdvislé
munoziny polynomialné prevede na problém vrcholového pokryti.

Nejprve si ujasnéme, co je vstupem a vystupem kterého problému. Pro nezévislou
mnozinu je vstupem dvojice G, k, kde G je graf a k ptirozené ¢islo. Pro vrcholové pokryti
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je obdobné vstupem dvojice G,m. (V piipadé nezavislé mnoziny se pfirozené snazime
dostat co nejvétsi vyhovujici k, kdezto u vrcholového pokryti co nejmensi m.) V obou
ptipadech se jedna o rozhodovaci problémy, takze odpovédi je ANO/NE.

Vsimnéme si nésledujiciho jednoduchého faktu: Pokud I C V(G) je nezavisla mno-
zina v grafu GG, pak zaddna hrana G nemd oba konce v I. To ale znamenad, Ze doplnék
mnoziny J = V(G) \ I se dotyka vSech hran grafu G, a tudiz J je vrcholovym pokrytim.
Pokud |I| = k, pak |J| = |V(G)| — k = m. Naopak dopliikem vrcholového pokryti J je ze
stejného diuvodu nezavisla mnozina I = V(G) \ J. Priklad je na nasledujicim obrazku.
(Zakreslete si to také do nékterého vlastniho grafu.)

nezavisld mnozina vrcholové pokryti

Takze staci vstup G,k problému nezavislé mnoziny prevést na vstup G,m, m =
|V (G)| — k problému vrcholového pokryti, ze kterého uz ziskdme spravnou odpovéd i na
ptvodni problém. Tento pifevod dokonce spocitdme v konstantnim case, jen provedeme

.....

jedno odecteni. (VSimnéme si jesté jedné zajimavosti — pfi nasem pfevodu se viibec

vvvvvv

grafu.) O

Priklad 9.6. Problém dominugjici mnoziny se pta, zda v grafu existuje podmnozina

m vrcholi takova, ze kazdy jiny vrchol je s nékterym z nich spojeny hranou. Ukazme

si podrobné, jak se problém vrcholového pokryti polynomialné pievede na problém

dominujici mnoziny na souvislych grafech.

Definice dominujici mnoziny je velmi podobné vrcholovému pokryti, ze? Vlastné by
mélo stacit jaksi ke kazdé hrané daného grafu G (ve kterém hleddme vrcholové pokryti)
prifadit néjaky novy vrchol, ktery bude tfeba po prevodu dominovat. Abychom se vy-
hnuli patologickym piipadtim, predpokladame souvislé grafy s vice nez jednim vrcholem.
Zacéneme jednoduchou ukézkou, jak tfeba dominujici mnozina mtze vypadat.

(Dokézete odpovédét, pro¢ graf z obrazku nema dominujici mnozinu velikosti 27)
Nyni prejdeme k popisu naznaceného prevodu ze vstupu G, m problému vrcholového
pokryti na vstup H, m’ problému dominujici mnoziny.

80



Graf H vytvorime z grafu G pridanim, pro kazdou hranu e € E(G), nového vrcholu v,
spojeného hranami do obou koncovych vrcholt hrany e. (Tak se vlastné z kazdé hrany
stane trojthelnik s tietim novym vrcholem, viz naznaceny obrazek.) Ciselny parametr
m’ = m zlstane tentokrat nezménén.

Abychom zduvodnili, Ze se skute¢né jedna o pievod problémi, musime dokéazat im-
plikace v obou smérech: Ze vrcholové pokryti C' C V(G) je zérovent dominujici mnozinou
v novém grafu H a Ze dominujici mnozina D C V(H) vytvari i stejné velké vrcholové
pokryti v pivodnim grafu G. Prvni ¢ast je snadnd, podle definice vrcholového pokryti
kazda hrana e grafu G ma néktery konec v v mnoziné C, takze jak druhy konec hrany e,
tak i nové pridany vrchol v, v grafu H jsou dominovany z vrcholu v € C. Navic z pred-
pokladu souvislosti G plyne, ze zadné dalsi izolované vrcholy v H nejsou, takze C' je
zaroven dominujici mnozinou v H.

Naopak vezméme dominujici mnozinu D C V(H) v novém grafu H. (Pozor, nelze
hned ftici, ze by D byla vrcholovym pokrytim v G, nebot D mizZe obsahovat pridané
vrcholy, které v G nebyly.) Definujeme novou mnozinu D’ C V(@) takto: Pokud w €
DNV(G), pak w € D'. Jinak pro w € D, kde w = v, byl pfidan pro hranu e € E(G),
dédme do D’ libovolny z koncti hrany e. Potom |D’| < |D| a D’ je vrcholovym pokrytim
v puvodnim grafu G, nebot pro kazdou hrany e € E(G) je pfidany vrchol v, € V(H)
dominovéan v grafu H mnozinou D, a tudiz hrana e bude mit néktery konec v D’.

Dokazali jsme tedy, Ze se jedna o prevod problému, a zbyva zdivodnit, Ze tento
pievod je spoéitan v polynomialnim ¢ase. Pokud G' ma n vrcholi, ma nejvyse O(n?)
hran, a proto novy graf H mé velikost O(n?) a v takovém ¢ase jsme snadno schopni jej
sestrojit. Je to polynom v n. O

V druhé ¢asti cviceni se budeme vénovat otazkam, proc¢ nékteré problémy nélezi ¢i
nenalezi do t¥idy N'P. Stale ztstavame u rozhodovacich verzi problémui.

Priklad 9.7. Hamiltonovska kruznice v grafu G je takovy podgraf, ktery je isomorfni
kruznici a pritom obsahuje vSechny vrcholy G. (Jinak feceno, kruznice prochézejici
kazdym vrcholem jednou.) Pro¢ patfi do t¥idy N'P problém poznat, zda dany graf

G obsahuje Hamiltonovskou kruznici?

Jak jiz bylo feceno vyse u definice, t¥ida NP je vlastné tfidou téch problému, kde
odpovéd ANO lze ovéfit efektivné s vhodnou ndpovédou. Jestlize se ptame na existenci
Hamiltonovské kruznice v grafu G, pfirozené se jako napovéda nabizi pravé ona kruznice.
Pro ilustraci ukazujeme pfiklady dvou grafii, kde v prvnim je Hamiltonovska kruznice
vyznacena tlusté, kdezto ve druhém neexistuje.
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Jak ale Hamiltonovskou kruznici popiseme a jak ovéfime, ze se skute¢né jednéd o Hamil-
tonovskou kruznici? Oboji musime zvladnout v polynomialnim ¢ase!

Jako popis Hamiltonovské kruznice se pfirozené nabizi zadat tu permutaci vrchold
grafu G, v jejimz pofadi dotyéna kruznice vrcholy prochézi. (Tim nefikdme, ze by nebyly
jiné zptsoby popisu, jen Ze tento se ndm hodi.) Takze napovédu zaddme jednoduse
polem k[] délky n, kde n je pocet vrcholti G. Pro ovéfeni, Ze se jednd o Hamiltonovskou
kruznici, sta¢i zkontrolovat, ze k[i] # k[j] pro rtizna ¢, j a ze vzdy {k[i], k[i+1]} je hranou
v grafu G proi=1,2,...,n—1 a také {k[1], k[n]} je hranou. P¥i vhodné implementaci
matici sousednosti grafu G to zvlddneme vSe zkontrolovat v linedrnim case, ale i pii
jinych implementacich nam sta¢i ¢as n - O(n) = O(n?), coz je skute¢né polynomialni.
Proto problém existence Hamiltonovské kruznice patii do tiidy NP. a

Piiklad 9.8. Patii do tfidy N'P problém poznat, zda dany graf G obsahuje nejvyse
Ctyri Hamiltonovské kruznice?

Ctenaf opét mize navrhnout, e vhodnou napovédou pro piislusnost do t¥idy NP
jsou ony Ctyfi Hamiltonovské kruznice v grafu. To lze prece snadno ovérit stejné jako v
predchozim prikladé. Skutecné tomu tak je?

Neni!!! My sice dokdzeme ovérit, ze napovédéné ¢tyri kruznice v grafu jsou Hamiltonov-
ské, ale nijak tim neprokazeme, ze vice Hamiltonovskych kruznic v grafu neni. Takové
ovéreni by nakonec bylo stejné obtizné, jako nalezeni Hamiltonovské kruznice samotné.

Proto na zékladé soucasnych znalosti teoretické informatiky nelze tvrdit, ze by po-
psany problém nalezel do t¥idy N'P. Avsak pokud bychom otdzku negovali, tj. ptali se,
zda graf G obsahuje vice nez ¢tyri Hamiltonovské kruznice, tak by uz problém do t¥idy
NP nélezel. (Napovédéli bychom nékterych pét Hamiltonovskych kruznic.) Proto vidite,
jak je dulezité spravné se v zadani problému ptat. O

Ulohy k feSeni

vy v

(9.4.1) Rozhodnéte, které z néasledujicich problémii patii do tfidy P vSech efektivné fesitel-
nych problémii.
A: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezdvislou mnozinu (tj. podmnozinu
vrcholii nespojenych hranami) velikosti 7.
B: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezdvislou mnoZinu (tj. podmnozinu
vrcholii nespojenych hranami) velikosti nejméné 2005.
C: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné tii.
D: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejvyse tii.
E: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné tri.
F: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné dva.

(9.4.2) Analogicky k Piikladu 9.5 ukazte pievod problému vrcholového pokryti na nezdvislou
mnozinu. (Tj. opa¢ny smér.)

(9.4.3) Pérovanim v grafu rozumime podmnozinu hran, které nesdileji zadny sviij koncovy

vrchol. Jak byste polynomialné prevedli problém nalezeni parovani velikosti p v grafu G
na problém nezavislé mnoziny?

*(9.4.4) Dokézete najit prevod problému dominujici mnoZiny na vrcholové pokryti?
(Tj. opa¢ny smér k Pfikladu 9.6.)

(9.4.5) Patri do t¥idy NP problém zjistit, zda graf G obsahuje dvé Hamiltonovské kruznice,
které nesdili zadnou hranu?

(9.4.6) Patii do tridy N'P problém zjistit, jakd je barevnost grafu?

(9.4.7) Patii do tridy N'P problém zjistit, zda graf G je rovinny? A co tfeba negace tohoto
problému?

*(9.4.8) Pat¥i do tiidy N'P problém zjistit, zda graf G obsahuje pravé jedinou Hamiltonovskou
kruznici? A co tieba negace tohoto problému?
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*(9.4.9) Je zndmo, Ze do t¥idy N'P pat¥i problém k-obarveni (zda graf Ize obarvit korektné k
barvami, tj. zda barevnost je < k) pro vSechna k. Pat¥i ale do tiidy N'P problém zjistit,
zda graf G ma barevnost pravé k? Pro ktera k7

(9.4.10) Rozhodnéte, které z nasledujicich problémi patii do tiidy N'P.
A: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejvyse ¢tyri.
B: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost pfesné ¢tyfi.
C: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné Ctyfi.
D: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nejméne tii Hamiltonovské kruznice.
E: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje presné tfi Hamiltonovské kruZnice.

10 NP-tplné problémy

Uvod

Jak uz bylo feceno, problém patfi do tfidy NP, pokud jeho odpovéd ANO Ize prokdzat
(ve smyslu “uhodnout a ovérit”) vypoctem, ktery bézi v polynomialnim case. Jiz jsme si také
neformalné ukazali, ze ve tiidé N'P existuje problém, ktery je “nejobtiznéjsi” ze vsech z nich.

Aby nebylo Spatnym zpravam konec, ukazeme si vhodnymi prevody, ze onéch nejobtiz-
néjsich (presnéji N'P-tiplnych) problémii je mnohem vice, bohuzel by se dalo Fici vétsina.
To ostatné ukazuje, pro¢ jsme zatim v praxi tak malo tispésni pri pocitacovém feseni mno-
hych praktickych problémii — pfesné a efektivni FeSeni N'P-tipInych tiloh se totiz vSeobecnd
povazuje za nemozné. Nejsme zatim schopni ani naopak matematicky zdiivodnit, pro¢ by
efektivni Feseni téch nejobtiznéjsich problémii v N'P nemélo existovat, tiebaze tomu vsichni
odbornici véri.

Naplni této lekce bude ukazka zakladnich abstraktnich N'P-tipInych problémi, s jejichz
variacemi se pri reseni praktickych problémi setkate. Prakticka rada pak zni: Vidime-li
N'P-tiping problém, nebudeme marnit ¢as snahami o jeho rychlé a pFesné obecné Tesend, ale
radéji se soustiedime na fesent pribliznd c¢i ¢dstecnd. (Tj. ta, kterd uspokojivé odpovi alespori
v nékterych, dokonce nékdy v mnoha, praktickych pripadech.)

Cile

Nasim cilem je jednak ukézat c¢tendfi, kolik je vsude kolem snadno popsanych NP-
tplnych tloh, za druhé jej nauc¢it odvozovat polynomialni pievody, kterymi se N'P-té&zkost
tloh zduvodiiuje. Tim by se mél ¢tenar naucit i spravné odhadovat, zda nové tilohy, se kterymi
se v programatorské praxi setka, jsou efektivné fesitelné nebo beznadéjné tézké.

Neni nezbytné, aby c¢tendr porozumél vsem zde piednesenym ditkaziim, nebot ty jsou
casto trikové a tudiz obtizné k pochopeni. Mnohem diilezitéjsi je ziskat zakladni encyklope-
dicky prehled o tom, které bézné problémy patii mezi N'P-tipIné.

10.1 Splnitelnost formuli

V predchozi Lekci 9 jsme si na zavér uvedli existenci NP-tplného problému, neboli
problému ve t¥idé NP, ktery je ze vSech takovych “nejtézsi mozny”. Uvedeni bylo velmi
neformélni, ale nyni si alespon upfesnime nezbytné definice logickych formuli a problému
jejich splnitelnosti.

ZnaZeni: Logicka formule se skldda z boolovskych proménnych (které nabyvaji hodnoty
F/T), logickych spojek A (a), V (nebo), - (negace) a zavorek.

Definice: Logicka formule ® s proménnymi x1, o, . .., Ty je v konjunktivnim normdalnim
tvaru pokud je zapsana jako

P=ci Neca A... A ¢,
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kde kazdé c; se nazyva klauzule a predstavuje zkratku pro
ci= Wi VLoV ...V lim,)

a kde ¢;; je literdl majici jednu ze dvou podob pro nékteré p € {1,...,n}
li; = xp nebo l;; = .

Komentaf#: Priklady logickych formuli v konjunktivnim normalnim tvaru jsou:
b, = (51?1 V =z V .1‘4) A\ (ﬁﬂ?l Va3V $4) A\ (ﬁﬂ?g V —x3 V ﬁl‘4)
(132 = (1‘1 vV 1'2) AN ("1‘1 V I3 vV $4) A ("1‘2 \Y X3 vV $4) A (1‘1 VgV _‘1'5) A (1’2 \Y 1'5)
U takovychto formuli si budeme vsimat, zda nékteré logické ohodnoceni vstupnich promeén-

nych m4 za vysledek hodnotu T (pravda) celé formule. Pro ®; je takové pravdivé ohodnoceni
napiiklad 1 = x5 = x4 =T, x9 = F, kdezto pro ®, staci tieba xo = x4 =T.

Nas ocekavany problém splnitelnosti logickych formuli je presné definovan takto:

Problém 10.1. SAT (splnitelnost logickych formuli)
Ndsledujici problém je N'P-iplnij:

Vstup: Logicka formule ® v konjunktivnim normalnim tvaru.

Vystup: Existuje logické ohodnoceni proménnych ® tak, aby vyslednd hodnota & byla
T (pravda)?

Ditkaz: Je snadno vidét, Ze problém SAT nalezi do tiidy NP — pro splnitelnou formuli
® napovime logické hodnoty proménnych a pak snadno ® vyhodnotime (jako T). Jeho
NP-tplnost vyplyva z diikazu Véty 9.4. O

Komentaf#: Zde je priklad splnitelné formule
q’l = (1‘1 V —xg V $4) A (_‘l‘l \Y I3 V 1'4) AN (_‘IQ V X3 V _'1’4)

a priklad nesplnitelné formule

by = (l’1\/$2\/$3)/\(—|$1 \/$2\/$3)/\4“/\(—|$1 \/—|$2\/wg)/\..A/\(—‘CE1\/—|x2\/—|x3)
(v této formuli se objevuji vSechny mozné kombinace rozmisténi negaci v klauzulich).

Vsimnéte si dobfe, jak dilezitou roli v popisu problému splnitelnosti SAT hraje pfedpo-
klad, ze formule ® je v konjunktivnim normélnim tvaru. Napfiklad pokud by ® byla zapsana
tak, ze konjunkce by byly uvniti zévorek a disjunkce vné zavorek (naopak), pak by FeSeni
problému splnitelnosti ® vyslo zcela jednoduse.

Mimo problému SAT je NP-tplna i jeho nasledujici restriktivni verze, ktera se ndm
bude mnohem lépe hodit k dalsim prevodim.

Problém 10.2. 3-SAT (splnitelnost logickych formuli ve spec. verzi)
Ndsledujici problém je také N'P-tplny:

Vstup: Logickéd formule ® v konjunktivnim normalnim tvaru takova, Ze kazda klauzule
obsahuje nejvyse 3 literaly.

Vystup: Existuje logické ohodnoceni proménnych ® tak, aby vyslednd hodnota & byla
T (pravda)?

Dikaz: UkéZeme polynomidlni pfevod vstupu @’ problému SAT na ekvivalentni vstup
® problému 3-SAT: Kazdou klauzuli ¢; = ({;1 V lia V ...V Lip,;) s m; vice nez tfemi
literaly v @’ nahradime novou proménnou y; a dvojici klauzuli

Y = (521 V b9 \/yi) A (&3 V... \/gimi \/_‘Z/i) .

Ziejmé je ¢; = y; ve smyslu logické ekvivalence (s volnou proménnou y;), a proto se
vysledek problému splnitelnosti s novou formuli nezméni. Navic maji nové klauzule jen
3 a m; — 1 literalu.
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Popsanou néhradu ve ® provadime opakované, dokud nemaji viechny klauzule nej-
vyse 3 literaly. Vstup ®’ problému SAT takto pievedeme v linearnim poctu krokt na
ekvivalentni vstup ® problému 3-SAT. Podle Lematu 9.3 je proto i problém 3-SAT
N P-tplny. 0

Ulohy k feseni

(10.1.1) Vratme se k poznamce, jak diilezitou roli v popisu problému splnitelnosti SAT hraje
pfedpoklad, ze formule ® je v konjunktivnim norméalnim tvaru. Vezméme si, ze by ®’
byla zapséna tak, ze konjunkce by byly uvniti zavorek a disjunkce vné zavorek (naopak
nez zde). S jakou ¢asovou slozitosti vzhledem k délce formule byste pak rozhodli, zda ®’
je splnitelna?

*(10.1.2) Jisté vite, ze mezi konjunkci a disjunkci lze “rozndsobit” jako u béznych disel:
aA(bVe)=(anb)V(aAc). Podivejte se na feseni Ulohy 10.1.1 — pokud ve formuli ®
takto “roznasobime” vSechny disjunkce v zdvorkach, dostaneme formuli ® = ® pravé ve
tvaru Ulohy 10.1.1. Pro¢ tedy nelze takto efektivné fesit SAT “roznasobenim”?

10.2 Grafové problémy

Teorie grafti nam dava nepireberné mnozstvi snadno popsatelnych, ale obtizné fesitelnych
problémi. (Vzpominate na nékteré z vyuky diskrétni matematiky?) Mnohé z nich pfimo
jsou N'P-tiplné a my si jich nékolik ukazeme.

ZnaZeni: Nejprve si pfipomeneme nékteré grafové terminy (viz DIM [4]).

e Korektnim obarvenim grafu G k barvami rozumime pfifazeni jedné z k danych barev
kazdému z vrcholi G tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nedostali stejnou
barvu.

e Nezavislou mnozinou I v grafu G rozumime podmnozinu vrchola I C V(G) takovou,
ze zadné dva vrcholy z I nejsou v grafu G spojeny hranou.

e Hamiltonovskym cyklem ¢i kruznici v grafu G nazyvame orientovanou ¢i normalni
kruznici prochéazejici vsemi vrcholy v G.

e Vrcholovym pokrytim C' v grafu G rozumime podmnozinu vrcholti C' C V(G) takovou,
ze kazda hrana grafu G mé aspon jeden konec v C.

e Dominujici mnozinou D v grafu G rozumime podmnozinu vrcholti D C V(G) takovou,
ze kazdy jiny vrchol grafu G je sousedem nékterého vrcholu v D.

Pokud budou ¢tenati nésledujici dikazy pripadat pfilis obtizné, doporucujeme nejprve
prostudovat jednodussi Cviceni 10.3 a pak se k nésledujicim dikaztim vratit.

Problém 10.3. 3-COL (3-obarveni grafu)
Ndsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze vrcholy G korektné obarvit 3 barvami?

Dikaz (néznak): Ukdzeme si polynomialni pfevod z problému 3-SAT. Sestrojime
graf G pro danou formuli ®. Zdikladem grafu je trojahelnik, jehoz vrcholy oznac¢ime
X, T, F (pfitom barvy pfifazené vrcholim 7', F' budou reprezentovat logické hodnoty).
Kazdé proménné x; ve ® piitadime dvojici vrcholti spojenych s X. Kazdé klauzuli ve
® prifadime podgraf na 6 vrcholech (z nichz tii jsou spojené s T), jako na obrazku.
Nakonec volné “ptlhrany” z obrazku pospojujeme dle toho, jaké literdly vystupuji v
klauzulich.
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Napriklad prvni ptlhrana naznacené klauzule na obrazku je napojena na pulhranu zna-
¢enou x1 vlevo, druha pulhrana na ptlhranu znacenou —z; vlevo, atd. Pokud v klauzuli
chybi treti literal, je jeho pulhrana napojena primo na F vpravo.

Pak G ma 3-obarveni pravé kdyz je ® splnitelnd, jak si lze ovérit na obrazku. Tim
jsme sestrojili polynomiélni prevod formule ® z problému 3-SAT na graf G v problému
3-obarveni. NP-tuplnost nyni vyplyva z Lemat 9.3 a 10.2. O

Kromé barevnosti grafu je N'P-tiplnych mnoho problémii ptajicich se na vybéry
vrcholu v grafu s jistymi vlastnostmi.

Problém 10.4. IS (nezdvisla mnoZzina)
Ndsledujici problém je N'P-iplnij:

Vstup: Graf G a pfirozené ¢islo k.
Vystup: Lze v G najit nezavislou podmnozinu velikosti (aspon) k?

Dikaz: Ukézeme polynomiélni pfevod z problému 3-COL. Necht H je graf na n
vrcholech, ktery je za kol obarvit tfemi barvami. Polozime k = n a graf G sestrojime ze
ti disjunktnich kopii grafu H tak, Ze vzdy tii kopie kazdého jednoho vrcholu v € V(H)
spojime hranami do trojuhelniku 7, v G.

v T’U

Pokud ¢ : V(H) — {1,2,3} je obarveni H tfemi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezavislych vrchola tak, ze pro kazdy v € V(H) vezmeme c¢(v)-tou kopii vrcholu v v
grafu G. (Nakreslete si v obrazku!) Naopak pokud I je nezavisld mnozina v grafu G o
velikosti k = n, pak z kazdého trojahelniku T, v € V(H) nélezi do I préavé jeden vrchol.
Podle toho jiz uréime jednu ze t¥i barev pro vrchol v v H. O

Problém 10.5. VC (vrcholové pokryti)
Ndsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G a pfirozené ¢islo k.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti velikosti nejvyse k7
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Dikaz: Problém vrcholového pokryti jasné patii do NP a jeho tplnost je dokazana
polynomiélnim pfevodem z Ptikladu 9.5. |

Problém 10.6. DOM (dominujict mnoZina)
Ndsledujici problém je N'P-iplnij:

Vstup: Graf G a pfirozené ¢islo k.
Vystup: Lze v G najit dominujici mnozinu velikosti nejvyse k77

Ditkaz: Problém dominujici mnoziny jasné patii do NP a jeho tplnost je dokdzana
polynomiélnim pfevodem z Ptikladu 9.6. O

Dalsi pfedvedené problému se tykaji prochazeni grafem (pokud mozno) bez opako-
vani vrcholi.

Problém 10.7. HC (Hamiltonovsky cyklus)
Ndsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Orientovany graf G.
Vistup: Lze v G najit orientovanou kruznici (cyklus) prochézejici vSemi vrcholy?

Dikaz (naznak): Tento pievod je docela obtizny. Pfevadi se problém vrcholového
pokryti grafu G tak, ze vrcholy i hrany v G se nahrazuji specidlnimi malymi orientova-
nymi podgrafy, které zaruci nasledovné: Je pridano k& dodateénych vrcholi umoznujicich
“pteskocit” do libovolného vrcholového podgrafu (to budou ony vrcholy v pokryti v G),
z kazdého vsak lze skocit jen jednou podle definice Hamiltonovského cyklu. Pokud pte-
sko¢i kruznice do vrcholového podgrafu, mize dale projit i vSechny pfipojené hranové
podgrafy (tim se v8echny pfipojené hrany G “pokryji”) a “pfesko¢it” zase jinam. Takto
Hamiltonovsky cyklus v novém grafu presné odpovida vrcholovému pokryti velikosti < k
v pivodnim grafu G. O

Problém 10.8. HK (Hamiltonovska kruznice)
Ndsledujici problém je N'P-1iplnij:

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze v G najit kruznici prochézejici vSemi vrcholy?

Dikaz:

—

Pouzijeme snadny prevod z predchoziho problému HC. Kazdy vrchol v orientovaného
grafu H nahradime tfemi vrcholy tvoricimi cestu P, délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H prichéazejici do v pak privedeme do prvniho vrcholu cesty P,, hrany
odchéazejici z v naopak vedeme z posledniho vrcholu cesty P,. O

Problém 10.9. TSP (problém obchodntho cestujiciho)
Ndsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Souvisly graf G s nezdpornym ohodnocenim hran (“délkou”) a ¢islo r.
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Vystup: Lze v G najit uzavieny sled prochézejici vSemi vrcholy a majici soucet délek
hran (véetné opakovanych) nejvyse roven r?

Diikaz: Pouzijeme snadny pfevod z pfedchoziho problému HK. Kazdou hranu ohod-
notime délkou 1 a polozime r = n, kde n je pocet vrcholt naseho grafu. Pak uzavieny
sled délky n se nesmi opakovat v zadném vrcholu ani hrané, aby prosel vSemi vrcholy, a
proto musi byt kruznici. O

Ulohy k feseni

(10.2.1) Zdiivodnéte, pro¢ je nasledujici problém (“orientovand dominujici mnozina”) NP-
uplny: Vstupem je orientovany graf G a prirozené ¢islo k. Lze v grafu G najit podmnozinu
D C V(G) s nejvyse k vrcholy takovou, ze kazdy vrchol w grafu G nélezi do D nebo do
w vede orientovang hrana (Sipka) z nékterého vrcholu v D?

Navod: Pouzijte tfeba polynomiélni pfevod z problému vrcholového pokryti.

10.3 Aritmetické problémy

Také mnohé aritmetické problémy se daji jen velmi obtizné fesit. (Vzpomenme si, Ze
délka vstupu obvyklych ¢iselnych problémi se méfi poctem bitid potfebnych k zapisu
vstupnich ¢isel, ktera tak mohou byt obrovska.)

Problém 10.10. PART (problém loupeznika ¢i batohu)
Ndsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Mnozina M pfirozenych cisel.
Vistup: Lze rozlozit M na dvé podmnoziny M = My UMy, M1N My = () tak, aby soudet
¢isel v M7 byl rovny souctu v Ms?

Dikaz (néznak): Problém ziejmé patii do t¥idy NP, vhodnou népovédou je hledané
rozlozeni na dvé podmnoziny, pficemz jejich soucty lze snadno porovnat. Naopak existuje
polynomiélni pfevod z problému 3-SAT, ktery modeluje jednotlivé proménné a klauzule
pomoci oddélenych tsekt bitd v zapise dlouhych bindrnich cisel.

Kazda proménna formule ® méa dvé disla, kterd musi patfit do ruznych casti, jejich
prehozeni méni logickou hodnotu proménné. Klauzulim pak odpovidaji jen spolecné
useky v bitovych zapisech ¢isel, kde bity 1 indikuji vyskyty proménnych jako literali.

C1 Co
1t 1000 ... 0001 0000
iy 1000 ... 0000 0001
To: 0100 ... 0000 0001
Ty 0100 ... 0001 0000
F 0000 0000 0001 0001 0001

* X 2 adj : 0000 0000 0001 * *

Navic je pfidano jedno specialni ¢islo F' s bity 1 na mistech vSech klauzuli nasi formule,
které pak v rozdéleni na dvé podmnoziny oznacuje tu ¢ast odpovidajici logické hodnoté
False proménnych (tj. literalt). Pro kazdou klauzuli jsou nakonec pfiddna dvé “Gpra-
vovad” ¢isla schematicky zaznacend adj (jen jedno adj pro klauzule se dvéma litaraly),
kterda maji obé hodnotu bitu 1 jediné na misté jeho klauzule.

Promyslete si sami, proc¢ rozdéleni na dvé ¢asti se stejnym souctem nutné znamena
rozdéleni hodnot proménnych dané formule, pfi kterém kazda klauzule ma alespon jeden
pravdivy literal, tedy ale O
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Problém 10.11. IP (celociselnd linedrnt optimalizace v rozhod. verzi)
Ndsledujici problém je N'P-iplnij:

Vstup: Matice A a vektor b uréujici soustavu linedrnich nerovnic s proménnymi z; (ve
vektorovém zépise)

A-7<b.

Vystup: Existuje vektor Z
Z

{0,1}*, tj. ohodnoceni proménnych z; € {0,1} takové, Ze
soustava nerovnic A - b

S
< b je splnéna?

Dikaz: Problém opét patii do N'P. Vezméme mnozinu M = {my,ms,...,my} pfi-
rozenych &isel, kterd je vstupem problému “loupeznika”. Necht m = mq1+mo+...+my
je celkovy soucet. Sestavime soustavu dvou nerovnic:

myz1 + moze + ... + myzp < m/2

mi(l—z1)+ma(l —22) + ... +mp(l —2z) <m/2

Hodnota z; = 1 ndm tika, zZe ¢islo m; ddme do prvni mnoziny hledaného rozkladu, kdezto
1 — z; = 1 znamena, Zze m; dame do druhé mnoziny. Proto platné reseni vyse uvedené
soustavy poskytne rozdéleni ¢isel z M na dvé podmnoziny tak, ze v zadné neni vice nez
polovina celkového souc¢tu. To znamenad, ze ¢isla z M jsou rozdélena “piesné napil”.
Problém loupeznika jsme timto prevedli na problém IP. O

Ulohy k feSeni

(10.3.1) Pro¢ je N'P-tiplny problém MIP — smisené celociselné optimalizace, ktery je defino-
vany obdobné jako IP 10.11, ale nékteré vybrané proménné mohou nabyvat libovolnych
realnych hodnot?

10.4 Cviéeni: Dalsi N'P-tiplné problémy a pfevody

Koment&¥: Nejprve si uvedme struény neformalni névod, jak by vlastné bézny polynomialni
pfevod pro zdiivodnéni N'P-tplnosti problému mél vypadat. . .

Piedpoklddejme, %e o problému P jiz vime, Zze je N'P-Uplny, a o problému Q to chceme
dokazat. Neboli chceme ukézat, ze kazdy vstup problému P bychom umeéli rozfesit prevodem
na pripad problému @, a tudiz i problém ) musi byt tak tézky jako P.

Takze v jednoduchych piipadech sta¢i vzit obecny (libovolny) vstup V zndmého t&zkého
problému P a “ptelozit” jej na vstup U pro problém @ tak, Ze @@ odpovi ANO na novy vstup
U pravé tehdy, kdyZz P odpovédél ANO na V. (VSimnéte si dobfe, ze musite dokézat logickou
ekvivalenci, tedy Ze z odpovédi ANO v @ vyplyvd ANO v P i naopak!)

Priklad 10.12. Problém k-obarveni grafu se pta, zda dany graf lze obarvit k barvami

tak, aby Zadna hrana nespojovala dva vrcholy stejné barvy. (Skute¢nd barevnost

naseho grafu muze byt i mensi nez k, o to v problému nejde.) Dokazme, Ze problém

k-obarveni je N'P-tuplny pro kazdé (i fixni) k > 3.

Nejprve musime zdiivodnit, Ze problém patii do t¥idy NP. To je snadné, nebot
napovédou nam je ono obarveni grafu G pomoci k barev. Napovédéné obarveni snadno
zkontrolujeme v poctu krokd timérném poctu hran grafu G, tedy polynomialné v poctu
vrchold bez ohledu na hodnotu k.

Na druhou stranu uz vime z Problému 10.3, Ze 3-obarveni grafu je N'P-uplné. Staci
nam tedy nalézt polynomialni prfevod z problému 3-obarveni na problém k-obarveni
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grafu. Predpoklddejme tedy, ze k > 3 a ze je dan graf GG, o kterém se ptame, zda jej
lze obarvit 3 barvami. My sestrojime graf G’ pfidanim k& — 3 novych vrcholt ke grafu G
spojenych kazdy se vSemi ostatnimi vrcholy. Pro¢ to délame?

To je zfejmé, v grafu G’ vSechny nové pfidané vrcholy musi mit rtiznych barvu od
vSech ostatnich, takZze pokud piuvodni graf G Sel obarvit 3 barvami, pujde tak i graf
G’ obarvit k barvami. Naopak pokud G’ je obarven k barvami, vSechny barvy novych
k — 3 vrcholl jsou jiné a rtizné od barev vSech pavodnich vrchold, takze na ptivodni
vrcholy G nam zbudou jen k — (k —3) = 3 rizné barvy, coz je piesné problém 3-obarveni
na G. (Neboli 3-obarveni G jednozna¢né odpovidaji k-obarvenim G’.) Schematickym
obrazkem:

Vidime tedy, Ze jsme nasli polynomialni pievod ze 3-obarveni grafu G na k-obarveni
grafu G’, a proto je problém k-obarveni N'P-tézky. Celkem dostavame, Ze k-obarveni je

NP-tplné. O

Priklad 10.13. Hamiltonovska cesta v grafu je takovy podgraf, ktery je isomorfni

cesté a prochdzi vsemi vrcholy grafu. (Obdoba Hamiltonovské kruznice.) Dokazme,

Ze problém zjisténi existence Hamiltonovské cesty v daném grafu G je N'P-tplny.

Jiz vime z Problému 10.8, zjisténi existence Hamiltonovské kruznice je N'P-tiplné.
Problém Hamiltonovské cesty taktéz nélezi do NP, snadnou napovédou existence je
ukdzat onu Hamiltonovskou cestu. Pro dtkaz N P-tplnosti vyuZijeme polynomialni
prevod Hamiltonovské kruznice na Hamiltonovskou cestu.

Nazorné feceno, potfebujeme pievést dany graf G na jiny graf H tak, Zze Hamilto-
novska kruznice v G se stane Hamiltonovskou cestou v H a naopak. Na prvni pohled
by se toto zdalo jako snadny cil — ptfece z kazdé Hamiltonovské kruznice udélame cestu
odebranim hrany ¢i vrcholu. Velky problém je vsak v onom slivku “naopak”, my také
musime zajistit, ze kazdad Hamiltonovskd cesta v H vytvori Hamiltonovskou kruznici
v G! Proto ngjakym zptisobem musime fixovat poc¢atek a konec Hamiltonovské cesty v
H tak, aby se daly spojit do kruznice v G.

Jednou z moznosti je vybrat jakykoliv vrchol v v G, “zdvojit” jej (tj. pfidat dalsi
vrchol se stejnymi sousedy jako v) a navic ke kazdé v* ze zdvojenych kopii v piidat novou
hranu vedouci do nového vrcholu w’ stupné 1. Tyto pfidané vrcholy w!, w? pak nutné
musi byt konci Hamiltonovské cesty, pokud ona existuje (jinak se do vrcholt stupné 1
ptece dostat neda).

Schematickym obrazkem:
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Piiklad 10.14. Pro jaké k je N'P-tiplny problém zjistit, zda v daném grafu existuje
nezavisla mnozina velikosti k? (Nezdvisla mnozina je takova podmnozina vrcholi
grafu, z niz zadné dva jeji vrcholy nejsou spojené hranou.) Je tento problém NP-
uplny pro fixni k nebo pro proménné hodnoty k?

Tento priklad uvadime proto, aby si ¢tenar dobie uvédomil roli parametri problému,
které jsou fixni, a téch, které jsou proménlivé, neboli dané na vstupu.

Problém existence nezavislé mnoziny velikosti & totiZz snadno rozresime v case
O(n*+1) — prosté projdeme hrubou silou vsechny k-tice vrcholti grafu a pokazdé se
podivéame, zda ndhodou netvoii nezavislou mnozinu. Cas O(n**!) je pochopitelné poly-
nomidlni pro kazdé fixni k, takZe pak tento problém tézko miize byt NP-tiplny. Naopak
pro k na vstupu problému se jedna o N'P-tiplny problém podle naseho Tvrzeni 10.4. O

Ulohy k feseni

(10.4.1) Ukazte, e také nésledujici problém tzv. “kubické kostry” je N"P-uplny: Vstupem
je jednoduchy souvisly neorientovany graf G. Otazkou je, zde lIze v grafu G najit takovou
kostru, jejiz vSechny vrcholy jsou stupné nejvyse 37 (Stupné se samoziejmé mysli v té
kostre, ne v G.)

Jedna se vlastné o obdobu Hamiltonovské cesty, ktera je kostrou, jejiz vsechny vrcholy
jsou stupné nejvyse 2.

Névod: Pouzijte (tfeba) pfevod z problému Hamiltonovské cesty.

*(10.4.2) Ukazte, pro¢ je nasledujici problém N'P-tiplny: Vstupem je jednoduchy neoriento-
vany graf G. Ptame se, zda lze v grafu G najit uzavieny tah prochéazejici vsemi vrcholy
takovy, ze nejvyse jednou projdeme znovu vrcholem, kterym jsme jiz prosli diive?

Pro osvétleni — u Hamiltonovské kruznice jde o uzavieny tah, ktery zadny vrchol ne-
zopakuje, kdezto v nasem pripadé je dovoleno tahem zopakovat nejvyse jednou jeden
vrchol.

Navod: Pouzijte tfeba pfevod z problému Hamiltonovské kruznice.

(10.4.3) Sice uz vime, ze jak Hamiltonovska kruznice, tak i Hamiltonovsk4 cesta jsou N'P-
tiplné, ale zkuste cvicné najit polynomialni prevod Hamiltonovské cesty na Hamiltonov-
skou kruznici (naopak nez v Pfikladu 10.13).
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Cast ITT
Kli¢ k FeSeni tloh

(1.3.1) Slova ¢, ‘10’ a celé slovo ‘101110110’.

(1.3.2) {11001, 110000, 011101, 0111000}

(1.3.3) Tteba Ly = {e} a Ly = {1}.

(1.3.4)* Ne, jen vSechna ta slova, co nekonéi lichym poctem ‘0’.
(1.4.1) {0,001,00101,0010101,111,11101, 1110101}

(

1.4.2) Je to jazyk vSech téch slov, kterd maji tseky nul sudé délky a tseky jednicek délky
délitelné tremi.

(1.4.3) Slova ze samych nul nebo ta slova, kterd maji jediny znak ‘1’ préavé uprostied, tj.
€,0’,°00’,000’,. . . ,‘1’,°010°,°00100",. . .

(1.4.4) T¥eba pro Ly = {1}, Ly = {11} a Ly = {1,11} vyjde L1 N Ly = 0, ale ‘111’ € Ly - L3 i
‘111" € Ly - Ls.

(1.45) ...

(1.4.6)* Je to jazyk v8ech téch slov w, ve kterych rozdil po¢t vyskytl a a b po¢itany na prefixech
w dosdhne svého maxima uvnitt w, tj. ne na za¢atku ani ne na konci slova w.

(1.4.7)* Nejméné 12, zdtivodnéte si, pro¢ ne méné! Pro které dva jednoduché jazyky se minima
dosahuje?

(1.4.8)* Protoze 3 dvoupolohové piepinade se mohou nachézet jen v 2% = 8 celkem kombinacich
poloh.

Gl 6
> (@)
(2.1.1) Cteni znaku b neméni stav: <X

a

S~
(2.1.2) Po¢itéani na cyklu délky 3: ~ @ _ @

a
(2.1.3) Prave takovd, ve kterych pocet vyskyt znaku a minus podet b davé zbytek 2 po déleni 3.

(2.1.4) Vsechna takovd, ve kterych po prvnim vyskytu znaku a nésleduje sufix ‘a’; ‘aa’ nebo ‘v’

(a nic vic).

(2.1.5) Jen ten vpravo, nebot automat vlevo se dostédva do pfijimajiciho stavu jen kdyz délka
davéa zbytek 2 po déleni 3.

(2.1.8) Velmi jednoduSe — vyménime p¥ijimajici stavy F za jejich doplnék Q \ F.
(2.2.1) Ano, poéitame paritu vyskytt pro a i b zvlast podle Piikladu 2.2 a udéldme sjednoceni
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téchto dvou jazyki.
2.2.2) Ano, obdobné jako v predchozi iloze, jen pozménime pfijimajici stavy. Nakreslete si to
( : ] p , jen p piijimaj y
a oveérte!
(2.2.3) Ano, ale uz se ndm tento automat bude obtizné kreslit, protoze ma 101 stavii “pocéitaji-
cich” prvnich 100 znaki, pak jsou jiz vSechna delsi slova pfijata.

(2.3.2) Zde:

(2.3.3) Vzdy kromé € a ‘bb’, viz sestrojeny deterministicky automat.

(2.3.4)* Neni lehké, ze? V prvé fadé ta slova zacinaji vzdy b. Pak zbytek (po prvnim znaku) téch
piijimanych slov lze rozdélit na tseky, kde kazdy tsek je bud ab, nebo ba, nebo bb, nebo se
za jistych okolnosti muze b vyskytnout samotné. Kratky slovni popis asi neni mozny.

(2.4.1) Zde:

(2.4.2) Podobné zde:
(2.4.3) Nejmensi takovy KA m4 a) 8, b) 7 stavi.
(2.4.4) Nejmensi takovy KA m4 5 stavi.

(2.4.5) Tieba bab

(2.4.6) Tieba abb
(2.4.7)
(2.4.8)
(2.4.9)
(3.1.1)

2.4.9)* Slova zacinaji b, kon¢i ba, opakuji se < 2x a za sebou.

5 stava
6 stava

3.1.1) V podstaté ano, jen pocatecni stav u formalné sestrojeného automatu je navic.
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(3.1.3) Je to jazyk vSech slov se sufixy ‘ba’, ‘ab’, ‘baa’ nebo ‘abb’ (ten prvni znak musime explicitné
uvést, aby bylo jasné, Ze vice opakovani pfedtim nebylo!), plus navic krétka slova a, b, aa, bb.

(3.3.1) Tteba takto a*(c+ €)b*.

(3.3.2) Tteba takto aa*(c + &)b*b.

(3.3.3) Tteba takto aa™(cc + ¢+ €)b*b.

(3.3.4) Neplati, tfeba levy jazyk obsahuje prazdné slovo, kdezto pravy ne.

(3.3.5) Neplati, t¥eba slova v levém jazyku mohou kon¢it znakem 1, kdezto v pravém jazyku ne.

3.4.1) Zde:

)
3.4.2) Jen pfidame smycku s 0 nad stav 3.
3.4.3) Tteba 0*1(1 + 00 + 01)*.
3.4.4)* Treba (a + b)(a+ b)(((a + b)(a + b) + b)(a + b))* Uz to neni tak jednoduché, ze?
3.5.1) (e+1 + 11)(01 + 011+ 001 + 0011)*(e + 0 + 00)
3.5.2) (((b + (a+c)*)e) " (b* +a*)
3.5.3) (b+c+a b+c))*(e+a)
3.5.4) c*
3.5.5) c*(abb* + b*)*
3.5.6)* ((c+e)(a+b)(a+ b)*)*(c +e)aa((c+e)(a+b)(a+ b)*)*(c +e)
3.5.7)* ..
3.5.8)* ) Nejkratsi je € a nejdelsi 01100110, nebot jazyk L nedovoluje opakovat stejny znak za
sebou vice nez dvakrat.
b) Protoze 1 € K\ L a 010101 € L\ K.
¢) 10101 jednoznac¢né.
(3.5.9) (e + aa + ba)a*(abaa*)*
(4.1.1) Sloudi se stavy 1,3 do jednoho.
(4.1.2) Ano, postupem minimalizace za¢neme s rozkladem {{1,3},{2}} a hned v prvni iteraci
rozlisime stavy 1,3 pfechodem znakem 0.

(
(
(
(
( (e
( (
( (
( c
( c
(

(

(

(4.1.3) Ano, jiz po dvou iteracich dojde k rozliSeni vSech stavi.

(4.1.4) 4 stavy, je nutno poéitat paritu po¢tu jak a, tak b.

(4.2.1) Neni, sta¢i se podle Pumping lematu podivat na slovo ‘a™b™ jako zfetézeni wovw, kde v
miize byt sloZeno jen ze samych a, a proto uz wv?w nepat¥i do naseho jazyka.

(4.3.1) Neni, nebot prefixy a’ pro rtizné i patii jasné do rtiznych t¥id pravé kongruence jazyka,
takze téch je nekoneéné mnoho (Véta 4.10).

(4.3.2) Neni, nebot pokud by byl, byl by reguldrni i jazyk téch slov, kde je rozdil po¢ti b a a
nezdporny. Tudiz by byl reguldrni i prinik téchto jazykt (Véta 2.7), coz je jazyk se stejné a
jako b, ktery neni regularni podle predchozi tlohy.

(4.3.3) Neni, odpovéd je obdobné zdtvodnéna jako v predchozich piikladech.
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4.4.1) Samoziejmé ne, ten prvni nepfijima prazdné slovo, kdezto druhy ano.
4.4.2) Ano, ten druhy se minimalizuje na stejny jako prvni.

4.4.4) Spojit 12; 348; 567.

4.4.5) Spojit 12; 348; 5; 67.

4.4.6) 5 stavi, 2 x 2 jsou nutné k rozpoznavani parity pocti a a b, jeden dalsi pro odliSeni
prazdného slova.

)
)
4.4.3) Jiz po dvou iteracich postupu minimaliace dojde k rozlozeni na jednotlivé stavy zvlast.
)
)

(
(
(
(
(
(

(4.4.7) Vyjdeme ze zdkladniho automatu na 3 x 3 = 9 stavech, ktery pocita vyskyty a a b do
dvou (tj. jako 0, 1, mnoho) a na vhodnych mistech mé pfijimajici stavy. Tento automat pak
minimalizujeme. Vysledek 7 stavi.

(4.4.8) Obdobné piedchozimu 5 stavi.

(4.4.9) Obdobné predchozimu 9 stavi.

(4.4.10) Je, staéi automatem pocitat prvnich 100 znak slova a po nich uz je vSechno pfijato.

(4.4.11) Opét je, ale automat uz vyjde dosti veliky.

(4.4.12)* Neni, opét pouzijeme verzi argumentu s “pocitdnim” znak.

(4.4.13)* Neni, zde je nejlepsi pumping lemma: slovo a? € L pro p prvodéislo rozepiSeme jako
a? = aFa™a" a potom ma byt afaktMmgn = gk+n)(m+1) ¢ I ale ten exponent neni
prvocislo.

(5.1.1) Pfiddme symbol G pro nejvyssi prioritu:

E — E+FE|F, F — FxF|G, G — (E)|G?|a

(5.1.2) Jako prvni odvozeni pfiddme P — FE | E = E, coZ znamend, Ze vyraz muze byt bud
bez porovnani nebo s jednim porovnanim dvou aritmetickych podvyrazi.

(5.2.1) Chybi v ném slova liché délky, takZe obecnéji vechna S — e | a | b | aSa | bSh.

(5.2.2) S — ¢|0S0|T, T — ¢|I1T.

(5.2.3) Prazdny, protoZe se nikdy nezbavime vyskytu neterminalu S nebo C.

(5.2.4) Ne, druhé generuje t¥eba slovo ‘abba’, které v prvni nelze.

(5.3.1) Vezméme regularni jazyk Lo dany vyrazem a*b*c* a utvofme prinik L = Lo N Ls.
Pokud by byl Ls bezkontextovy, byl by takovy i L podle Véty 5.12, ale L je pfece jazyk z
Prikladu 5.11.

5.4.1) Regularni A i B, bezkontextovy C.

5.4.2)* Regularni A, bezkontextovy B, ani jedno pro C.

5.4.3) Snadno S — aSb | Sb | b.

5.4.4) S — aaSaa | abSba | baSab | bbSbb | €

5.4.5)* S — aTa|bTble, T — aUa|bUblalb, U — aSa|bSh

5.4.6) Negeneruje, nebot z druhé gramatiky neziskdme slovo e.
)
8) B

5.4.7) Negeneruje, nebot z druhé gramatiky neziskdme slovo aaaabb.

(

(

(

(

(

(

(

(5.

(5.4.9) B
(5.4.10) A

(5 4. 11)** ?7?7?
(5.4.12)* Tieba S — bS | cS|TFS|T | T — aTbb|abb; F — ¢ | T.
(6.1.1) (c)

(6. v/n = Q(logn), presnéji roste striktné rychleji.

( Druhé, nebot (logn)©8™ = ploglosn > pb5

(6. (a

(
(
(
(
(

)

6.1.3

*

6.2.1) Podle Lematu 6.2 je T'(n) (
6.2.2) Podle Lematu 6.3 je T'(n) = O(n ogn).
6.2.3) Podle Lematu 6.4 je T'(n) (

(n) = O(n

1)
2)
)"
4)
6.1.5)* ..
)
)
)
6.2.4) Podle Lematu 6.4 je T'(n



6.4.1)
6.4.2)
6.4.3) Ani jeden.
644) C <A< B
6.45) B<A<C
)
1)
8)

( AiB.
(

(

(

(
(6.4.6
(6.

(6.

(

(

(

Jen A.

O(n)
6.4.9) O(n?)
6.4.10) O(n)
6.4.11) O(nl

(7.1.1)

1—-0; +

(7.1.2) Ptiddame jako pocéteéni novy stav, ktery se po znacich 0,1 posouvéd doprava (bez piepi-
sovéani) a na prvnim prazdném vpravo se vrati o 1 doleva a uz pokracuje jako v ptikladé.

(7.1.3) ...

(7.3.1) Nelze, nebot by to znamenalo pfinejmensim vy¥esit i problém zastaveni daného programu.
Proto lze spravnost programu jen odhadovat.

(7.3.2)* Opét nelze, nebot béh vypocétu TS lze v tabulkovém programu takovymi vypocty simu-
lovat a jeho zastaveni odpovida presné nezacykleni téhle simulace.

(7.4.1) TS nejvice ¢asu ztraci na pristupu do paméti — pro pfistup k proménné na adrese ¢ musi
vykonat az ¢ posuni hlavy, neZ se na toto misto dostane, kdezto RAM pfistoupi na adresu
¢ primo.

(7.4.2) Vyuzije se podobné implementace jako v P¥ikladu 7.9. Pokud slovo neni palindrom, stroj
se nezastavi, nybrz skon¢i v nekoneéné smycce na jednom pomocném stavu.

(7.4.4)% .2
(
(
(7.4.7
(
(
(

8.1.1) Pozor, kazdé ¢islo potfebuje k znakd. Pak mohou byt néjaké dalsi znaky pro oddéleni
C¢isel atd., ale ty se asymptoticky zanedbaji. Velikost vstupu tak je ©(k).

(8.1.2) Je potfeba nejen zadat n vrcholdl, ale také a7z n? hran, takZe délka vstupu je O(n?).
(Nepouzivame ©, nebot nakonec téch hran miize byt méné nez n?.)

(8.1.3)* Vzpomeiite si, Ze rovinny graf ma nejvyse 3n—6 hran, takze délka vstupu staci vzdy O(n).

(8.2.1) Primitivn{ algoritmy t¥idéni pracuji sice va ¢ase O(n?), ale ty chytieji, jako tfeba merge-
sort nebo heap-sort uz bézi v ¢ase O(nlogn), takze to je hledand ¢asova slozitost problému
tfidéni. (Pozdéji si ukdzeme, ze ani rychleji t¥idit nelze.)

(8.2.2) ©(n?), bez ohledu na pocet hran, nebot musime projit viechna policka matice.

(8.2.3) Ted jiz jen ©(n), nebot staéi projit n vrcholi a porovnat jejich stupné, tj. délky seznamii
soused.

(8.2.4)* Bézny algoritmus nasobeni kazdého fddku kazdym sloupcem trva ©(n?), ale jsou i rych-
lejsi algoritmy, tfeba Strassentiv pracujici v ¢ase zhruba O(n?®). Optimalni algoritmus se
nezna.

(8.3.1) Napriiklad v ¢ase O(nlogn) — setfidime ¢isla a vezmeme to prostfedni, nebo primér
prostfednich dvou. Existuji v8ak i algoritmy pracujici v ¢ase O(n), nasli byste je?
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(8.3.2) Tt¥eba O(n**!) — probereme vsechny k-tice z vrcholii a u kazdé se podivame, zda je
nezévisla. Predpoklada se, Ze vyrazné lepsi obecny algoritmus neexistuje.

8.3.3)" Snadno v case O(nlogn) — vSsechny body sefadime podle z-soufadnice a pak po radé

2

zleva doprava vybirame ty, co jsou “nejnize” a “nejvyse”. Chytiejsi algoritmus by to vsSak
zvladl i v ¢ase O(n).

(8.3.4)* Ne, protoze potom bychom dokézali t¥idit v ¢ase O(n): Cisla jedno po druhém do
struktury pridame a pak je od nejmensiho zase odebirdme. To nelze podle Véty 8.9.

(8.4.1) (x,y) pfevedeme na vstup (z, —y) pro séitani.

(8.4.2) Pouzijeme vzorec z -y = eV takie vstup (r,y) prevedeme na vstup (Inz,Iny),
secteme logaritmy a pro zpétny prevod vysledku umocnime e?. Takto se nasobilo pfed obje-
venim kalkulacek, pomoci logaritmickych pravitek ¢i tabulek.

8.4.3) ..

8.5.1) 12+22+32 ...+ n?=0(n3
8.5.2) O(logn)
8.5.3)" ©(vn)
8.5.4) Sikovné to Ize linearné O(n).

8.5.5)* Zde vyuzijeme Lema 6.4, kde je b = 2 (poloviéni velikost rozdélenych matic), a = 7 (7
nasobeni mezi nimi) a f(n) = n? (¢as potfebny na manipulaci a séitdni matic). Vysledek
pak podle vzorce je T'(n) = n'°827=0(n2*8).

(8.5.6)* Rekurentni vzorec piepiseme pro nahradni funkci 77(n) = T'(n + 2):

(
(
(
(
(
(

T'(n) < 2T (k) + T(k + 1) + O(n) < 3T(k+ 1) + O(n) =
n+2

= 37 +1)+0(n) :3T(g +2)+0(n) :3T’(g) +0(n)

(8.5.7)* Rozdélime pole A na pétice ¢isel, z kazdé z nich vybereme prostfedni pfimym porov-
navanim, a pak z vybranych n/5 éisel vybereme to prostfedni rekurzivni aplikaci algoritmu
vyber(). Jej pak vezmeme za pivota, coz zarudi, ze kazdé z poli B, C bude obsahovat aspoil
30% z ¢isel. Vzorec pro dvé rekurzivni volani pak bude znit T'(n) < T'(0.7n)+7(0.2n)+0O(n),
coz je O(n) podle Lematu 6.2.

(9.1.1) Protoze jednoduse napovime (uhodneme) onu podmnozinu & vybranych vrcholt a efek-
tivné ji zkontrolujeme.

(9.1.2) Protoze napovime, kterych < k vrchold vypustit, aby graf zbyl nesouvisly. Nesouvislost
zbytku uz pak snadno ovéiime.

(9.1.3)* To je obtiznéjsi, nebot nelze kontrolovat vSechny k-tice vrchold k vypusténi (exponenci-
alni ¢as pro velkd k). Vyuzijeme vSak Mengerovu vétu a pro kazdou dvojici vrchold v grafu
napovime (uhodneme) k disjunktnich cest mezi nimi. To je hodné velkd nédpovéda, ale stéle
polynomiélni.

(9.1.4)* Nelze, nebot takovou napovédou sice ukdZeme dobré obarveni grafu G, ale nijak nepro-
kézeme, ze H pfece jenom nelze obarvit 1épe (méné barvami, neZ v ndpovédé).

(9.3.1) K danému grafu G pfiddme jeden novy vrchol w spojeny se vSemi vrcholy. Pak G lze
obarvit 3 barvami pravé kdyz G & w lze obarvit 4 barvami (¢tvrtou barvu vyhradné na w).

(9.3.2) Podle Lematu 9.3 a pfevodu z predchozi tlohy vime, %e 4-obarveni je N'P-tézké. Zaroveri
existence 4-obarveni snadno patii do tiidy NP.

(9.3.3)* Jednak uz vime z prednasky DIM, ze 2-obarveni grafu je efektivné fesitelné. Za druhé
ta popsand redukce 2-obarveni na 3-obarveni jde $patnym smérem — pro ditkaz NP-tiplnosti
by musel byt pfevod z 3-obarveni na 2-obarveni!

(9.4.1) AB,C,F

(9.4.2) Je to stejny pfevod, nebot to funguje v obou smérech.

(9.4.3) Definujeme pro graf G novy graf H, jehoZ vrcholy budou odpovidat hrandm grafu G, a
hranami H budou spojeny dvojice hran z G sdilejici vrchol. Potom prosté staci v grafu H
hledat nezévislou mnozinu velikosti p, coz da parovani v G.

(9.4.4)"
(9.4.5) Ano, pat¥i, tyto kruznice napovime a snadno ovéfime.
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(9.4.6) Ani nemuZe pat¥it, nebot se nejednéd o rozhodovaci problém!

(9.4.7) Oboji patti: Pro ovéfeni toho, ze graf je rovinny, staéi zkontrolovat napovédéné rovinné
nakresleni. (Vzpomeiite si, Ze rovinny graf lze nakreslit tak, aby hrany byly tsecky.) Naopak
pro ovéTeni nerovinnosti staci napovédét, kde je v G podrozdéleni grafu K3 3 nebo K.

(9.4.8)* Nepatii, nebot nijak polynomiélné neovétime, ze graf G neobsahuje vice nez jednu Ha-
miltonovskou kruznici. Ani v pfipadé negace problému nejsme schopni ovéfit pripad, kdy G
neobsahuje zddnou Hamiltonovskou kruznici.

(9.4.9)* Pro k = 0,1, 2 lze barevnost efektivné urcit, takZze tam otdzka patfi pfimo do t¥idy P.
Také pro k = 3 pat¥{ problém barevnosti k& do NP, nebot napovédéné obarveni 3 barvami
jsme schopni snadno ovéfit, a zdrovenn dokdzeme urcit, ze barevnost neni 2 (kruznice liché
délky). Ale pro k > 3 jiz problém (dle soucasnych znalosti teoretické informatiky) do t¥idy
NP nepat¥i, protoze neumime nijak efektivné prokazat, Ze graf G nelze obarvit méné nez k
barvami.

(9.4.10) AD

(10.1.1) S linearni slozitosti — stacilo by najit zévorku, ve které konjunkce neobsahuje zaroveti x;
i —x;, tou by pak v celé disjunkci byla splnénd celd formule ®’. Napiiklad (x1 Azg) V (—21 A
x3) V (21 A 22 A —2x2) je splnitelnd, kdezto (21 A —x1) V (—z2 A 22) neni.

(10.1.2)* Zkuste si néjakou SAT formuli ® skuteéné roznésobit — vyjde vadm exponenciilné mnoho
¢lenu ve vysledku, takze ten ¢as vypoc¢tu nakonec stejné vyjde exponencialni!

(10.2.1) Je to kupodivu jesté jednodussi nez v Tvrzeni 10.6. Prosté v pfevodu z vrcholového
pokryti na grafu G vytvofime orientovany graf, jehoZz vrcholy jsou vrcholy G a také stiedy
hran G. Sipky vedou vzdy od vrcholi do stedii pfilehlych hran.

(10.3.1) Jelikoz IP je specidlni verzi MIP, bude MIP aspon tak tézké, tj. N P-tézké. Naopak MIP
nalezi do N P, nebot 1ze napovédét a zkontrolovat pfipustné feseni. (Je ale tfeba zdtivodiiovat,
pro¢ staéi realné hodnoty proménnych napovédét s rozumnou piesnosti.)

(10.4.1) V pfevodu pfipojte ke kazdému vrcholu novy vrchol stupné 1.

(10.4.2)* Staci G vytvofit tak, Zze k danému grafu pfipojime jednim vrcholem w jeden novy
trojuhelnik. Pravé vrchol w se pak v tahu bude muset zopakovat.

(10.4.3) Pfidejte do grafu novy vrchol z spojeny se v§im — pak H. kruznice v novém musi
prochézet = a po odebrani z z ni zbude H. cesta.
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