NP-Gplnost

Dikazy NP-aplnosti problémid mazeme rozdélit na:

© Primé - podobné jako pro SAT se ukaze pfimo prevoditelnost vSech
moznych problémi z NP na zadany problém. Nejéastéji se vyuziva
posloupnosti konfiguraci Turingova stroje - odpovéd na problém pro
ktery dokazujeme NP-(plnost bude ANO pravé tehdy, kdyz existuje
prijimajici vypocet daného Turingova stroje na daném slové.

© Nepfimé - prevodem z néjakého jiz znamého NP-(plného problému.
Vznika vlastné sekvence prevodi zacinajici néjakym s pfimo
dokdzanou NP-Gplnosti a koncici problémem, pro ktery NP-Gplnost
pravé dokazujeme.

Vsechny dikazy, které budeme dale délat, budou vedeny zpisobem 2. Ten
je obecné Castéji pouzivany.
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Polynomidlni prevoditelnost

Problém P; je polynomialné preveditelny na problém P», jestlize existuje
algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolny vstup w
problému P; sestroji vstup w’ problému P,, pficemz plati, Ze odpovéd na
otdzku problému P; pro vstup w je stejnd jako odpovéd na otdzku
problému P, pro vstup w’.

@ Algoritmus prevodu musi byt obecny, tedy ke kazdému moznému
vstupu problému P; umét sestrojit vstup problému P,

@ Musime ovéfit, ze z kazdého vstupu s odpovédi ANO vznikne vstup s
odpovédi ANO (nebo ekvivalentné, Zze pokud vznikne vstup s
odpovédi NE, tak i pivodni mél odpovéd NE).

@ Musime ovérit, ze z kazdého vstupu s odpovédi NE vznikne vstup s
odpovédi NE (nebo ekvivalentné, Ze pokud vznikne vstup s odpovédi
ANO, tak i plvodni mél odpovéd ANO).
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SAT

SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule ® v konjunktivni normalni formé

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule i (®) =1

Priklad: Mé&jme formuli

¢ = (a1 V —ay V a4) AN (—\a]_ V a3) VAN (—\31 V —a3z Vv ﬂa4)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. ju(a1) = u(a3) = 1, pu(a2) = p(as) = 0
dostaneme 1(®) = 1, tedy odpovéd je, ze formule je splnitelna.

Priklad: Mé&jme formuli ® = (a1 V ap) A —a1 A —ap
Re$eni: Formule neni splnitelna.
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3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule ® v konjunktivni normalni formé takova, ze
kazda klauzule obsahuje pravé 3 literaly

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule (@) =1

Priklad: Mé&jme formuli

P = (21 V —ay V a4) A (—\a]_ VaszV a3) A (—\21 V —az Vv _\34)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. u(a1) = u(a3) = 1, p(as) = p(as) = 0
dostaneme u(®) = 1, tedy odpovéd je, ze formule je splnitelna.
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3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

Problém 3-SAT je NP-Gplny.
@ Prislusnost do tfidy NP ukaZeme stejné jako v pfipadé SAT. Staci
jako svédka vzit ohodnoceni vSech proménnych a ovérit, zda pro dané
ohodnoceni je formule pravdiva.

@ NP-obtiznost ukazeme prevodem z problému SAT
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Prevod SAT na 3-SAT

Algoritmus prevodu musi k obecné formuli v konjunktivni normalni formé
sestrojit formuli, kterd bude mit v kazdé klauzuli pravé 3 literdly.
Problém plsobi pouze klauzule, kde jsou méné nez 3 nebo vice nez 3
literaly.
Algoritmus prevodu:
o Ke klauzuli s 1 literdlem x (resp —x) sestrojime klauzuli (x V x V x)
(resp. (—x V —=x V —x))

o Ke klauzuli se 2 literdly (x VV y) (kde x, y jsou bud proménné nebo
jejich negace) sestrojime klauzuli (x V x V y)

o Ke klauzuli s n > 3 literdly (x; V x2 V...V x,) sestrojime n — 2

klauzuli:

(x1VxaVy ) A(=y1VxsVy2 ) A(myaVxaVys) Ao oA (2yn—3V Xn—1V Xp),
kde x1, x2, ..., X, jsou literdly (proménné nebo negace proménnych) a
Y1,¥2,...,Yn—3 jsou nové pridané proménné.
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Prevod SAT na 3-SAT

Priklad: M&jme formuli
(13 = (al V —ay V a4) VAN (—|al V 33) VAN (—\al V —az VvV ag VagV —|a5) N as.
Reseni:

o Klauzule (a1 V —ay V a4) mize zistat

o Klauzuli (—ay V a3) nahradime (—a; V —a; V a3)

@ Klauzuli a5 nahradime (a5 V as V as)

o Klauzuli (maj V —az V —as V as V —as) nahradime

(—|31 V —asz Vv y1) VAN (—|y1 V —ag V y2) A (ﬂyg V ag V —|a5)

Vysledkem je (a1 V —az V ag) A (—ap V —ar Vaz) A(—-ap V—as V) A
(—|y1 V —ag V y2) VAN (—|y2 V ag V —\35) VAN (35 V ag V 35)
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Prevod SAT na 3-SAT

@ x, (xVx)i(xVxVx) maji stejnou hodnotu pfi stejném ohodnoceni
literdlu x. Rozsireni klauzule o literal, ktery se v ni vyskytuje nema
tedy vliv na splnitelnost.

@ Pokud byla formule splnitelna vznikne splnitelnd formule:

o Ohodnoceni proménnych muselo alespon jednomu literdlu z klauzule
(x1Vx2 V...V x,) pfifadit 1.

@ Stejné ohodnoceni znamend, Ze v (x1 VX2 V y1) A (my1 V x3 V y2)A
A=y2 Vxa Vys) Ao A(mYn—3 V Xp—1 V X,) bude alesponi jedna
klauzule mit hodnotu 1 bez ohledu na hodnoty yy,...,y,_3

@ Pokud to neni prvni klauzule z nové vzniklych, je v ni je literdl —y;,
ktery mizeme ohodnotit 0 a v predchozi klauzuli je y; ohodnocena 1 a
hodnota této klauzule je tedy také 1. Obdobné nejde-li o posledni
klauzuli, je v ni je literal —y; 1, ktery mizeme ohodnotit 0 a v
nasledujici klauzuli je y;11 ohodnocena 1 a hodnota klauzule je 1.

@ Podobnou Gvahu mizeme induktivné opakovat az k prvni a posledni
klauzuli. Pokud v né&jakém ohodnoceni byla hodnota pivodni klauzule
1, bude existovat ohodnoceni takové, ze hodnota vSech novych klauzuli
bude 1.
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Prevod SAT na 3-SAT

@ Pokud vznikne splnitelnd formule byla i pivodni splnitelna:

@ Ohodnoceni, které priradi formuli (x; Vx2 V y1) A (my1 V x3 V y2)A
A=yaVxg Vy3) Ao A(myn—3 V Xp—1 V Xp) hodnotu 1 musi n — 2
vyskytlm literdlG prifadit 1. Proménnych y je jen n— 3, jen jedna z y
nebo -y mize byt 1 a kazda ma ve formuli jen jeden vyskyt v
negované a jeden v nenegované verzi. Tedy alesporn jeden z literdl( x
musi byt ohodnocen 1.

o Uvazujeme-li na pavodni formuli stejné ohodnoceni, tak musi mit
stejny literdl x také hodnotu 1.

@ Ukazali jsme tedy, ze po prevodu z odpovédi ANO pro SAT plyne
odpovéd ANO pro 3-SAT a opacné

@ Délka vytvorené formule nebude vice nez trojnasobné delsi nez
plvodni
@ Problém 3-SAT je tedy NP-aplny

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2006 9 /30



Barveni grafu 3 barvami

3-COL - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami“

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zadné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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Barveni grafu 3 barvami

3-COL - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*
Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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Barveni grafu 3 barvami
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Hledame algoritmus, ktery sestroji k zadané formuli v konjunktivni
normalni formé s pravé 3 literdly v kazdé klauzuli graf tak, Ze formule bude
splnitelna pravé tehdy, kdyz pajde graf obarvit korektné 3 barvami.

@ Graf bude obsahovat vrcholy X, F, T propojené do trojihelniku

@ Pro kazdou proménnou bude graf mit dvojici vrcholi x, —x popojené
hranou. Kazdy z nich bude propojen hranou s X.

@ Pro kazdou klauzuli pfiddme 6 vrcholt ¢, ¢f, ¢, €5, c3, ¢} a hrany
(Clv C2)> (Cl, C3)> (C2a C3)v (Cla Ci)» (C2> Cé)a (C3v Cé)

o Pfidame hrany mezi ¢/ a x; nebo —x; podle toho, jaky literal se
nachazi na i-té pozici v dané klauzuli
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
X1

—\Xl

X2

—\X2 T

X3

X3
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)
X1

—\Xl

X2

—\X2 "XZ
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)

X1
—\Xl
X1
X2
—\X2 "XZ
X:
X3 3
—|X1
X3

X2

X3
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)

X1
—\Xl
X1
X2
—\X2 "XZ
X:
X3 3
—|X1
X3

X2

X3
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Nezavisla mnozina

IS - Problém ,,Nezavisld mnozina"

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: Existuje v grafu nezdvisla mnozina velikosti k (mnozina k
vrcholl, které vzajemné nejsou propojeny hranou)?

Piiklad: k =5
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v
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Prevod 3-COL na IS

Hledame algoritmus, ktery sestroji ke grafu G graf G’ a Cislo k tak, ze G

bude obarvitelny 3 barvami pravé tehdy, kdyz v G’ bude existovat nezavisld
mnozina velikosti k.

@ Graf G’ bude obsahovat 3 kopie grafu G

@ Vsechny tfi kopie kazdého vrcholu budou propojeny hranami do
trojahelniku

@ Cislo k polozime rovno |G]|
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Vrcholové pokryti

VC - Problém ,Vrcholové pokryti*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: Existuje v grafu mnozina vrcholil velikosti k takova, ze kazda
hrana ma alespon jeden svij vrchol v této mnoziné?

Priklad: k =6
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v r
Odpovéd: ANo
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Vrcholové pokryti

@ Vrcholové pokryti patfi do NP. Stadi jako svédka vzit mnozinu k
vrcholll a ovéfit, Ze tato mnozina tvori pokryti.

@ NP-obtiznost lehce ukdzeme pfevodem z problému IS

@ Graf nemusime ménit, jen limit k pro pokryti bude |G| — n, kde n je
limit pro nezavislou mnozinu

@ Pokud existovala nezavisla mnozina, tak Zadna hrana v ni nemohla
mit oba krajni vrcholy. Tedy alespon jeden krajni vrchol kazdé hrany
je v dopliiku nezavislé mnoziny a ta tedy tvori pokryti poZzadované
velikosti.

@ Pokud bude existovat pokryti, kazdd hrana v ném m4d alespon jeden
vrchol. Tedy v doplitku nejsou oba krajni vrcholy zadné hrany (Zddné
dva vrcholy nejsou spojeny hranou) a tedy tento doplnék tvori
nezdvislou mnozinu velikosti n = |G| — k
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém ,,Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochézejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém ,,Hamiltonovsky cyklus*
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Hamiltonovsky cyklus

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnozinu hran a
OVEFit, Ze tyto hrany tvorfi cyklus a kazdy vrchol ma pravé jednu
vstupni a vystupni hranu.

@ NP-obtiznost mizeme ukazat napriklad pfevodem z problému VC
nebo SAT

@ Oba diltkazy jsou slozitéjSi na popsani, proto je vynechame
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovska kruznice (neorientovand
kruznice prochazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

v
Odpovéd:NE
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Hamiltonovska kruznice

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnozinu hran a
oVErit, Ze tyto hrany tvori kruznici a kazdy vrchol ma pravé dvé hrany.

@ NP-obtiznost mzeme ukazat prevodem z problému HC

@ Ke kazdému vrcholu x orientovaného grafu dame do neorientovaného
tfi vrcholy xi, x2, x3, které spojime hranami (x1, x2), (x2, x3).

@ Kazda orientovana hrana (x, y) bude reprezentovana hranou (x3, y1)
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Prevod HC na HK
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"

Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a Cislo k

Vystup: Existuje v grafu uzavreny sled prochazejici vsemi vrcholy a
majici souéet délek hran (véetné opakovanych) maximalné k?

Ptiklad: k = 70
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Odpovéd: ANO, protoZe byl nalezen sled se sou¢tem 69
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Problém obchodniho cestujiciho

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnoZzinu hran a
oveérit, ze tyto hrany tvori uzavreny sled prochdzejici kazdym vrcholem
a soucet je mensi nebo roven k.

@ NP-obtiznost mizeme ukazat prevodem z problému HK

@ Vstupni graf do problému HK G pfevedeme na G’ (vstup do TSP)
tak, ze jen ohodnotime vSechny hrany 1.

@ Jako limit k pro délku cesty obchodniho cestujiciho vezmeme |G|
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Problém loupeznika

PART - Problém ,loupeznika“

Vstup: Mnozina pfirozenych Cisel A= {a1,a2,...,an}

Vystup: ANO, jestlize je mozné najit mnozinu X tak, ze X C A,
D aex A = ZajeA—x 2

Priklad: A = {10, 40, 60, 70, 100, 120, 140, 160, 300}
Reseni:

X ={10,70,120, 140, 160}, Za;eX a; = 500

A — X = {40,60,100,300}, ZajeA_X a; = 500
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

@ Budeme reprezentovat proménné a klauzule jako Useky bitl v
dlouhych binarnich cislech

@ Pro kazdou proménnou je v kazdém Cisle vyhrazen 1 bit
@ Pro kazdou klauzuli jsou vyhrazeny 3 bity

@ Pro kazdy mozny literdl pfiddme jedno Cislo s 1 na misté
reprezentujicim proménnou tohoto literdlu a dale poctem vyskyt(
literdlu v klauzuli v misté vyhrazeném kazdé klauzuli

@ Priddme jedno ¢&islo F (reprezentujici hodnotu false) s 1 na misté
vSech klauzuli

@ Pro kazdou klauzuli pfidame 2 Cisla s jednickou jen na misté klauzule,
pro kterou jsou urcena
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)

C1 ()

xy 100 001 000
—-x; 100 000 001
x, 010 000 001
—x2 010 001 000
x3 001 001 001
—-x3 001 000 000
F 000 001 001
c 000 001 000
c 000 001 000
c 000 000 001
co 000 000 001
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
C1 2
x; 100 001 000
xp 010 000 001
-x3 001 000 000
c 000 000 001
c 000 000 001
¢ 000 001 000
cg 000 001 000
111 011 011

a (2]

x; 100 001 000
—-x; 100 000 001
xo 010 000 001
—-xp 010 001 000
x3 001 001 001
—x3 001 000 000
F 000 001 001
c 000 001 000
c 000 001 000
c 000 000 001
c 000 000 001

—-x; 100 000 001
-xp 010 001 000
x3 001 001 001
F 000 001 o001
111 011 011
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Celociselné linearni programovani

ILP - Problém ,,Celociselné linedrni programovani*

Vstup: Matice A a vektor b urcujici soustavu linearnich nerovnic s
proménnymi z;.
A-Z<b

Vystup: Existuje vektor Z € {0,1}* takovy, Ze je soustava nerovnic
A - Z < b splnéna?

Priklad:

321 — 222 + 4Z3 < 1

—4z1 — 320 < —6

221 — Z3 S 2

Reseni:

Pro z; =1, z = 1, z3 = 0 plati v8echny nerovnice, takZe opovéd je ANO.
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Prevod PART na ILP

@ Uvazujme A = {aj, a2,...,a,} mnozinu prirozenych Cisel, ktera je
vstupem problému loupeznika

o Necht a=3", ,a;.

@ Sestavime sestavu dvou nerovnic:

a1z1+az+...4+apzp < 3/2
a(l—z)+a(l—2z)+...+a,(1—2z,) <a/2

@ Hodnota z; = 1 nam fik4, ze Cislo a; ddme do prvni mnoziny rozkladu

@ Hodnota (1 — z;) = 1 ndm ¥ika, ze Cislo a; ddme do druhé mnoziny
rozkladu
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