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WWW stranky

Webové stranky k predmétu naleznete na adrese:

http://www.cs.vsb.cz/sawa/uti

Na téchto strdnkach najdete:
@ Informace o predmétu

@ Ucebni texty

@ Slidy z prednasek

@ Zadani priklad( na cviceni

@ Zadani referati

@ Zadani prémiovych prikladd
@ Aktudlni informace

°

Animace
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Povinné:
@ Zapocet (35 bodu):
o Dvé zapoctové pisemky (po 10 bodech)

e Budou se psat na prednaskach
(pravdépodobné na 5. a 9. predndsce).

@ Doba trvani asi 25 minut.
o Referat (15 bodu)
Minimum pro ziskani zapoctu je 20 bodd.

@ Zkouska (65 bodu)

o Pisemna zkouska skladajici se ze t¥i ¢asti, za kaZzdou je nutné
ziskat nejméné 5 bodu.

Nepovinné (bonusové body):
@ Vypracovani prémiového prikladu (15 bodu)
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Uznané zapocty

@ Studenti, ktefi predmét opakuji a v lofiském roce ziskali zapocet, musi
e-mailem kontaktovat garanta pfedmétu (Z. Sawu) nejpozdéji pred
konanim prvni zapoctové pisemky a oznamit, zda chtéji zapocet
z lonska uznat nebo ne.

@ Pokud budou mit uznany zapocet z loriského roku, nebudou psat
pisemky ani vypracovdvat referat.

7

@ Kdo zapocet loni ziskal, ale nechce ho uznat (nebo véas nepozada
o uznani), musi absolvovat ve znovu (obé pisemky i referat).

@ Rovnéz studenti, kteri absolvovali predmét uz loni, ale zadpocet
neziskali, musi absolvovat vse znovu.
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Napln predmétu

Cilem tohoto pfedmétu je poskytnout studentim stru¢ny Gvod do
nasledujicich oblasti:

o Formalni jazyky a automaty
9 Vydislitelnost a slozitost

o Logika
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Vyukové materidly

Hlavnimi vyukovymi texty jsou:

@ prof. RNDr. Petr Jancar, CSc.
Uvod do teoretické informatiky (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2007.

Pozndamka: Pro zdjemce s hlubSim zajmem o problematiku je
k dispozici i rozSifena verze tohoto textu urend pro studenty
magisterského studia (pro predmét Teoreticka informatika).

@ doc. RNDr. Marie Duzi, CSc.
Matematicka logika (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2003.
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Vyukové materidly

Kromé vyukovych texti jsou k dispozici:

o Slidy z prednasek (na web budou dopliiovany aktudlni verze)

@ Animace vytvorené M. Kotem, Z. Sawou a nékterymi studenty
v ramci diplomovych praci

@ Zadani prikladia do cviceni
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation, PWS
Publishing Company, 1997.

D. Kozen: Automata and Computability, Undergraduate Text in
Computer Science, Springer Verlag, 1997.

(]

Ch. Papadimitriou: Computational Complexity, Addison-Wesley, 1993.

©

(4

J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman: Introduction to Automata
Theory, Languages, and Computation (3rd Edition), Addison Wesley,
2006.

J. Gruska: Foundations of Computing, International Thomson
Computer Press, 1997.

M. Huth, M. Ryan.: Logic in Computer Science: Modelling and
Reasoning about Systems, Cambridge University Press, 2004.

(]

(4

V. Svejdar: Logika - netiplnost, sloZitost a nutnost, Academia, 2002.
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ Ding-Zhu Du, Ker-1 Ko: Problem Solving in Automata, Languages,
and Complexity, Wiley, 2001. Pozn.: v ramci sité VSB je tato
publikace dostupnd v elektronické podobé (jako PDF) na adrese
http://knihovna.vsb.cz/sluzby/e-knihy-wiley.htm
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@ Zadani budou zverejnéna v brzké dobé na webu k UTI.
o Cisla zad4ni pridéli studentiim cvidici na cvienich.
@ U zadani bude uvedeno, do kdy ma byt referat odevzdan.

@ Referat musi mit formu samostatné Citelného textu a musi byt solidné
zpracovan po formalni i jazykové strance.

@ Referat musi student odevzdat cvic¢icimu e-mailem jako soubor ve
formatu PDF.

@ Student je povinnen se s cvicicim domluvit na terminu, kdy mu
referat odprezentuje. Odprezentovani referdtu je nutnou podminkou
pro ziskani bod( za referat.
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Prémiové priklady

@ Prémiové priklady budou postupné zverejriovany v pribéhu semestru
na webu k predmétu.

@ Prvni dva studenti v ro¢niku, ktefi dany priklad vyresi, za néj mohou
dastat aZz 15 bodd.

@ ResSeni posilejte e-mailem garantovi predmétu, ne cvicicim:

@ Zdenék Sawa (zdenek.sawa@vsb.cz)

@ Pro ziskani bod( je nutné poté referat garantovi predmétu
odprezentovat (podobné jako bézné referaty).
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Zakladni pojmy
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Mnozina — kolekce vzajemné odlisitelnych objekt(, které nazyvame jejimi
prvky.

@ x € S — objekt x je prvkem mnoziny S

@ x ¢ S — objekt x neni prvkem mnoziny S

Jednou z moznosti, jak popsat mnozinu, je explicitné vyjmenovat vSechny
jeji prvky, napf.:
5$={1,2,3}

Mnozina nemiiZe obsahovat prvek vice nez jednou a prvky mnoziny nejsou
nijak sefazeny.
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Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize obsahuji tytéz prvky.
Napriklad

{1,2,3} = {2,1,3} = {3,2,1}

Mnozina neobsahujici zddné prvky se nazyvd prazdna mnozina a oznacuje
se symbolem 0.

Poznamka: Kromé mnozin se také nékdy pouzivaji multimnoziny. Na
rozdil od mnoziny miize multimnozina obsahovat vice vyskyt( jednoho
prvku.

M={1,1,1,2,3,3,3,3,3}
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Priklady nékterych dilezitych mnozin:
@ N — mnozina vsech pfirozenych ¢&isel, tj. N ={0,1,2,...},

@ N — mnozina vSech kladnych pfirozenych Cisel,
tj. Ny ={1,2,3,...},

@ 7 — mnozina véech celych ¢isel, tj. Z ={...,—-2,-1,0,1,2,...},
@ Q — mnotZina vSech racionalnich &isel (zlomky),

@ R — mnozina vsech redlnych dCisel.
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@ A C B — oznacuje, ze A je podmnozinou B, tj.
Vx(x € A = x € B)
(kazdy prvek mnoziny A patfi rovnéz do mnoziny B).
9 A C B - oznaluje, ze A je vlastni podmnozZinou B, tj.
ACB A 3x(x e B A x¢&A)
(tj. AC B, ale A# B).
Poznamka: Nékdy se téz pouziva zapis A C B pro oznaceni, ze A je

podmnozinou B (tj. pfipousti i moznost A = B), a zapis A C B pro
oznaceni, Ze A je vlastni podmnozinou B.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 11. dnora 2009



Pro danou mnozinu A mizeme definovat mnozinu B C A tvofenou témi
prvky mnoziny A, které maji urcitou vlastnost (splfiuji néjakou
podminku) ¢(x).

B={xeAlp(x)}

Ptiklad: Podmnozina X mnoziny prirozenych &isel N tvorend témi Cisly,
ktera davaji po déleni péti zbytek dvé.

X ={xeN|xmod5=2}
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Mnozinové operace:
@ Pranik mnozin A a B je mnozina

ANB={x|x€eANx¢€ B}

@ Sjednoceni mnozin A a B je mnozina
AUB={x|x€e AV xe€ B}

@ Rozdil mnozin A a B je mnozina
A-B={x|xeAAx¢B}

Poznamka: Pro rozdil mnoZin se téz pouziva zapis A\ B.

Priklad: Jestlize A= {a, b,c,d} a B={b,c,e, f}, pak
ANB = {b,c}, AUB ={a,b,c,d e, f}, A—B={a,d}.
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Mnoziny
Nékdy jsou vsechny mnoziny, které uvazujeme, podmnozinami néjaké

jedné mnoziny U nazyvané universum.

Priklad: Pokud se napriklad bavime o mnozinach pfirozenych Cisel, pak je
universem mnozina N.

Pro dané universum U definujeme doplnék mnoZiny A jako

A=U-A

Pro libovolné mnoziny A, B C U plati de Morganova pravidla:

ANB=AUB AUB=ANB

Mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize nemaji zaddny spolecny prvek,
tj. jestlize AN B = 0.
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Mnoziny

Velikost dané mnoziny S se nazyvé jeji kardinalita a oznaluje se |S].

@ V pripadé konecné mnoziny, je jeji kardinalita pfirozené Cislo
odpovidajici po¢tu jejich prvki, napt. || = 0.

@ Dvé (obecné) mnoziny maji stejnou kardinalitu, jeslize existuje bijekce
(tj. vzajemné jednoznacné zobrazeni) mezi jejich prvky.

@ Mnozina S se nazyva spocetna, jestlize existuje bijekce mezi S a N.
Spocetné mnoziny jsou ,,nejmensi” mezi nekone¢nymi mnozinami.

@ Nekonecna mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Priklad: Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné, mnozina R je nespocetna.
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Mnozina vSech podmnoZin mnoziny S se nazyvd potencni mnozina
mnoziny S a oznacuje se zapisem P(S).

Priklad: Pokud S = {a, b, ¢}, pak

P(S) =0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b,c}, {a, b, c}}.

Pokud je mno¥ina S kone¢na, pak |P(S)| = 2/°I.

Poznamka: Casto se také pouiva pro oznaleni potenéni mnoZiny misto
P(S) vyraz 2°.
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Usporadana dvojice prvki a a b se oznaluje (a, b).

Na rozdil od mnozZiny u usporadané dvojice zalezi na poradi prvki,

(a, b) je néco jiného nez (b, a).

Poznamka: Formalné je mozno uspofadanou dvojici (a, b) pomoci mnozin
napt. takto:

(a,b) ={a,{a,b}}.
Analogicky mizeme definovat usporadané trojice, Ctvefice atd.
Kartézsky soucin mnozin A a B, oznaCovany A X B, je mnozina vSech
usporadanych dvojic, kde prvni prvek z dvojice patfi do mnoziny A a druhy

do mnoziny B:
Ax B=1{(a,b)|ac A be B}

Priklad: {a, b} x {a,b,c} = {(a, ), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}
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Jestlize A a B jsou kone¢né mnoziny, pak |A x B| = |A| - |B].
Kartézsky soucin n mnozin A;, Ay, ..., A, je mnozina n-tic
Al x Ay x - x Ay ={(a1,a2,...,an) | @i € Ai, i=1,2,... n}
Jestlize vSechna A; jsou kone¢né mnoziny, plati
|A1 X Ax X -+ X Ap| = |A1] - |A2] -+ |An

Misto kartézského soucinu A x A X --- X A, kde se mnozina A vyskytuje
n krat, piseme A".

Pro kone¢nou mnozinu A plati |A"| = |A|".
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Relace na mnozinach Aj, A, ..., A, je libovolnd podmnozina kartézského
soudinu Ay X Ay X -+ X A,.

Relace na n mnozinich se nazyva n-arni relace.

Jestlize n = 2, jedna se o binarni relaci.
Jestlize n = 3, jedna se o ternarni relaci.

V pripadé, ze A; = A, = --- = A, hovofime o homogenni relaci,
v opacném pripadé o relaci heterogenni.

Kdyz fikdme, Ze R je n-arni relace na mnoZiné A, mame tim na mysli, ze
R C A",
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Priklad: Relace ,,mensi nez" na mnoziné prirozenych Cisel je mnoZina

{(a,p) e Nx N|a< b}

Poznamka: Jestlize R C A x B je binarni relace, nékdy misto (a, b) € R
pouzivame infixovy zapis a piSeme a R b.
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Relace

Bindrni relace R C A x A je:

o reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a, a) €R,
o ireflexivni, jestlize pro viechna a € A plati (a, a) ¢R,

@ symetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud (a, b) € R,
pak (b, a) € R,

@ asymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud (a, b) € R,
pak (b, a) & R,

@ antisymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, Ze pokud
(a,b) € Ra(b,a) € R, pak a = b,

@ tranzitivni, jestlize pro vechna a, b, c € A plati, ze pokud (a,b) € R
a (b,c) € R, pak (a,¢c) € R.
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Ptiklad:

@ Relace “=" na N je reflexivni, symetrickd, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni ireflexivni ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, ale neni
ireflexivni, symetrickd ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je ireflexivni, asymetricka, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni reflexivni ani symetricka.
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Relace

@ Reflexivni uzavér relace R C A x A je nejmensi reflexivni relace
R’ C A x A takova, ze RC R'.
Poznamka: Pojmem ,nejmensi” zde mame na mysli to, Ze neexistuje

7adna reflexivni relace R” takova, 2¢ R C R” C R'.

@ Symetricky uzavér relace R C A x A je nejmensi symetricka relace
R’ C A x A takova, 2¢e R C R'.

@ Tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi tranzitivni relace
R' C A x A takova, ze R C R'.

@ Reflexivni a tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi relace
R’ C A x A takovd, ze R C R’ a R’ je sou&asné reflexivni i tranzitivni.
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Ekvivalence

Bindrni relace R na mnoziné A je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Priklad: Nasledujici relace =5 je ekvivalence

=5 = {(a, b) € Z? | (amod 5) = (b mod 5)}

obecné pro libovolné n > 0 je relace =, ekvivalence

=, ={(a,b) € Z* | (a mod n) = (b mod n)}
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Ekvivalence

Jestlize R je ekvivalence na mnoziné A, pak tfidou ekvivalence prvku

a € A je mnozina [a]g = {b € A| (a,b) € R}, tj. mnozina vSech prvki
s nim ekvivalentnich.

Méjme mnozinu A. Mnozina jejich podmnozin A = {A; | i € I} (pro
néjakou indexovou mnozinu /) tvofi rozklad na mnoziné A, jestlize:

@ vSechny mnoziny A; jsou vzajemné disjunktni, tj. jestlize pro libovolné
Ai, Aj € Aplati AinA; = 0 pokud i # j, a

@ sjednoceni mnozin z A je mnoZina A, tj.

A= J A

AieA
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Ekvivalence

Ekvivalence R C A x A definuje na A rozklad {[a]gr | a € A}.

Naopak rozklad A = {A; | i € I} na mnoziné A definuje ekvivalenci

R={(a,b) CAx A|a,be A pronéjaké A; € A}.

Priklad: Ekvivalence =5 definuje rozklad A = {Ag, A1, Az, A3, Az} na N,
kde

o Ag=1{...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...}

o Ay=1{...,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}

o Ap=1{...,—13,-8,-3,2,7,12,17,.. .}

o Ay={...,—12,-7,-2,3,8,13,18,...}

o Ag=1{...  —11,-6,-1,4,9,14,19,...}
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Usporadani

Binarni relace R na mnoziné A je (Caste¢né a neostré) usporadani,
jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Binarni relace R na mnoziné A je (Castecné) ostré usporadani, jestlize je
asymetrickd a tranzitivni.

(Pozn.: Z toho, ze je R asymetricka plyne, Ze je také ireflexivni a
antisymetricka.)

Pro neostra usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu
podobné, pro ostra usporadani pak symboly jako < a jemu podobné.

Usporadani (at uz neostré &i ostré) R C A x A je GipIné (nebo také
linearni), jestlize pro vSechna a, b € A plati bud (a,b) € R, (b,a) € R
nebo a = b (tj. pokud neexistuji vzdjemné nesrovnatelné prvky).
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7 7

Usporadani

Priklady:
@ Relace “<" je Gplné (neostré) usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "<" je ostré Gplné usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "C" je ¢aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné P(X) (pro
libovolnou mnozinu X).
@ Relace “je délitelem” je ¢astecné (neostré) usporadani na
mnoziné N .

“w_n . v

@ Relace "=" je &aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné N.

Ke kazdému neostrému usporadani R na mnoziné A existuje odpovidajici
ostré uspofddani R' = R — {(a,a) | a € A}.

Naopak ke kazdému ostrému usporddani S na mnoziné A existuje
odpovidajici neostré uspo¥adani S’ = S U {(a,a) | a € A}
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Usporadani

Mé&jme libovolné neostré usporddani < na mnoziné A.
@ Prvek a € A je minimalni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
mensi prvek nez a (tj. z x < a plyne x = a).
@ Prvek a € A je maximalni prvek mnoZiny A, jestlize v A neexistuje
vétsi prvek nez a (tj. z a < x plyne a = x).
@ Prvek a € A je nejmensi prvek mnoziny A, jestlize je mensi nez

vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati a < x).

@ Prvek a € A je nejvétsi prvek mnoziny A, jestlize je vétsi nez
vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati x < a).
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7 7

Usporadani

o Prvek a € A je infimum mnoziny B (piSeme a = inf B), jestlize a je
nejvétsi ze vsech prvki, které jsou mensi nez vsechny prvky z B,

tj. plati
(" xeB)(a<x) N (Vb)((Vx e B)(b<x)=b<a)

@ Prvek a € A je supremum mnoziny B (piSeme a = sup B), jestlize a
je nejmensi ze vSech prvkd, které jsou vétsi nez vsechny prvky z B,

tj. plati
("x e B)(x<a) A (Vb)((Vx € B)(x < b)=a<b)
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Funkce f z mnozZiny A do mnoziny B je binarni relace f C A x B takova,
Ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B takové, ze (a, b) € f.

Mnozina A se nazyva definicni obor funkce f,
mnozina B se nazyva obor hodnot funkce f.
To, ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny B obvykle zapisujeme jako

f:A— B

Misto (a, b) € f obvykle pis§eme b = f(a), nebot volbou prvku a je prvek b
jednoznacné urcen.

Funkce f : A — B tedy kazdému prvku z A prifazuje pravé jeden prvek z B.

Jestlize b = f(a), fikdme, ze a je argumentem funkce f a ze b je
hodnotou funkce f v bodé a.
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Vyse uvedena definice se tyka tzv. totalni funkce, tj. funkce, jejiz hodnota
je definovana pro kazdou hodnotu argumentu.

Nékdy ma smysl uvazovat také tzv. €astecné (parcialni) funkce,
tj. funkce, jejichZz hodnota neni pro nékteré hodnoty argumentu definovana.

Formalné je Castecna funkce f : A — B definovana jako relace f C A x B
takovd, ze pro kazdé a € A existuje nejvyse jedno b € B takové, ze
(a,b) € f.

Poznamka: Pokud budeme mluvit o funkci a neuvedeme jinak, budeme
mit vzdy na mysli funkci totalni.
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Koneéna posloupnost (sekvence) délky n je funkce, jejimz defini¢nim
oborem je mnozina {0,1,...,n—1}.

Konecnou posloupnost obvykle zapisujeme tak, ze vypiseme jeji hodnoty:

£(0), F(1),...,f(n—1)

Nekonecna posloupnost (sekvence) je funkce, jejimz definiénim oborem
je N.

Nekonecnou posloupnost nékdy zapisujeme tak, ze uvedeme nékolik
prvnich prvkd, za kterymi nasleduji tfi tecky:

£(0),f(1),1(2),...
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Jestlize defini¢nim oborem funkce f je kartézsky soucin, obvykle
vynechavame jeden par zavorek v zapise argumentu funkce f.

Pokud napfiklad mame funkci f : A; X Ay X -+ X A, — B, pak misto
b=f((a1,a2,...,an)) pisSeme b = f(a1,a2,...,an).

Misto o funkci nékdy téz mluvime o operaci.

n-arni operace je funkce f typu
f:Alx A x---xA,— B

V pripadé, ze n = 2, mluvime o binarni operaci.

o f: A" — A — n-arni operace na mnoziné A,
@ f:A— A — unirni operace na mnoziné A,
@ f:AXxA— A - binarni operace na mnoziné A.
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Méjme funkci f : A" — A. Mnozina B C A je uzaviena na operaci f,
jestlize z a1, ap,...,a, € B plyne, ze f(a1,az,...,a,) € B.

Jestlize f : A — B je funkce a b = f(a), pak nékdy také fikime, Ze b je
obrazem a. Obrazem mnoziny A’ C A je mnoZina

f(A)={be B| b= f(a) pro n&jaké a € A'}.

Funkce f : A — B je:
@ surjektivni (je surjekci, je zobrazenim na), jestlize f(A) = B,
@ emphinjektivni (je injekci, je prostd), jestlize z a # a’ plyne
f(a) # f(),
o bijektivni (je bijekci, je vzajemné jednoznaénym zobrazenim), jestlize
je soucasné surjektivni i injektivni.

Jestlize funkce f je bijekci, pak funkce inverzni k funkci f,
oznadovana !, je definovéana takto: f~1(b) = a pravé kdyz f(a) = b.
M. Kot, Z. Sawa (VSB-TUO)
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Predpokladejme nyni funkci f : Ax A — A.

@ Funkce f je asociativni, jestlize pro libovolné prvky a, b, c € A plati

f(f(a,b),c) = f(a,f(b,c)).

@ Funkce f je komutativni, jestlize pro libovolné prvky a, b € A plati
f(a,b) = f(b,a).
@ Prvek z € A je nulovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize pro
libovolné a € A plati
f(z,a)=f(a,z) =z.
@ Prvek e € A je jednotkovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize

pro libovolné a € A plati
f(e,a) =f(a,e) = a.
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Poznamka: D3 se ukazat, ze ke kazdé funkci existuje nejvyse jeden nulovy
a nejvyse jeden jednotkovy prvek.

Jestlize k funkci f existuje jednotkovy prvek e, pak b € A je inverznim
prvkem k prvku a € A pravé tehdy, kdyz

f(a,b) = f(b,a) =e
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Pro funkce typu f : A x A — A je Casto vhodnéjsi pouzivat infixovou
notaci a pouzivat jako nazev funkce néjaky specialni symbol.

Mé&jme napriklad funkci
R:AXxA—-A
Pak misto ®(a, b) piSeme a ® b.

@ Asociativita ® pak znamenad, Ze pro libovolné a, b, c € A plati
(a@b)@c=a®(b®c)

@ a komutativita ® znamen3, Ze pro libovolné a, b € A plati

aRb=>b®a

Priklad: Misto +(x,y) piSeme x + y.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

11. dGnora 2009 44 / 70



Formalni jazyky
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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Priklady problémd, pfi jejichZ feseni se vyuZiva poznatki z teorie
formalnich jazyka:
@ Tvorba prekladaci:

@ lexikalni analyza
@ syntaktickd analyza

@ Vyhledavani v textu:

o hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Zakladni pojmy

Obecné se teorie formalnich jazyki zabyva problémy, kde:

@ Pracujeme se sekvencemi znaku (fikdme téz symbolu).
@ Znaky patfi do néjaké konecné abecedy.

@ Musime rozpoznavat ty sekvence znakil, které néjakou vlastnost maji
a ty co ji nemaji.

Poznamka: V teorii formalnich jazyki se sekvencim znaki fika slova. P¥i
programovani mame na mysli napfiklad fetézce (stringy) nebo tfeba
soubory na disku apod.

Mnoziné slov z néjaké abecedy se fikd jazyk.
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolna (neprdzdna) koneénd mnoZzina symbolia (znaku).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolnd (kone¢nd) posloupnost symboli z této
abecedy.

Priklad 1:
Y = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z}

Slova v abecedé X: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:

Y, = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K L ,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z, .}
Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

¥3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Slova v abecedé ¥3: 0, 314159, 666, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥, = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé ¥5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda Y4 je mnozina vSech ASCII znakd.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { < _uupublic,static,,void main(Str---
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro
kone¢né jazyky).

Pfiklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici viechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyk( se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

o Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpozna slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vSechna mozna
slova patfici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyrazim.

(budeme se jim vénovat pozdéji)
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Nékteré zakladni pojmy

Délka slova je pocet znak( ve slové.
Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznacujeme |w/|.

Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici Zadné znaky.
Prazdné slovo se oznacuje feckym pismenem & (epsilon).

(Pozn.: Néktefi autofi pouzivaji pro oznaceni prazdného slova misto ¢
fecké pismeno A (lambda).)

le[ =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zietézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako ndsobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Zfetézeni je asociativni, tj. pro libovolna tfi slova u, v a w plati
(u-v)-w=u-(v-w)

coz znamenad, ze pfi zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napfiklad wy - wy - w3 - wy - ws misto (wy - (wa - w3)) - (wy - ws)
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Zretézeni slov

Zretézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov u a v neplati
rovnost

u-v=v-u

Priklad:
OST - RAVA # RAVA - 0ST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

vew| = |v] +|wl

Pro libovolné slovo w také plati:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TUO)
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Mnozinu vsech slov tvofenych symboly z abecedy ¥ oznalujeme X*.

(Formalni) jazyk v abecedé ¥ je néjaka libovolnd podmnozina
mnozZiny x*.

Priklad 1: Mnozina {00,01001,1101} je jazyk v abecedé {0,1}.

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce Java
je jazyk v abecedé tvorené mnozinou vsech Unicode znaki.

Priklad 3: Mnozina vSech textil obsahujicich sekvenci znaki ABRACADABRA
je jazyk v abecedé tvorfené mnozinou vsech ASCII znakad.
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Jazyk

Ptiklad 4: Uvazujme abecedu X tvorenou mnozinou vSech Unicode znakd.
MnoZina vSech komentafi v jazyce Java tvori jazyk:
@ jednoradkové komentare zacinajici dvojici znak(i // a koncici znakem
konce fadku (nebo koncem souboru).
@ viceradkové komentare zacinajici dvojici znakd /* a koncici dvojici
znakl */, priéemz uvnitf se nesmi nachazet zadna dalsi dvojice
znakd */.

Pokud bychom mnoZinu vSech jednoradkovych komentari oznadili jako
jazyk L3 a mnozinu v8ech vicerddkovych komentard jako jazyk Lo, mizeme
mnozinu vSech komentdri oznadit jako jazyk L, definovany jako

L=1L1 UL
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoziny, mizeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — L; U L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka L;
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Pranik — L1 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi soucasné do jazyka
Ly i do jazyka L,.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze ¥*, ktera nepatii do L.

Rozdil — L; — L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi do L1, ale nepatfi
do Lg.

Poznamka: Pri operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouzivaji tutéz abecedu .
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Mnozinové operace na jazycich

Ptiklad:

Uvazujme mnozinu vsech text( tvofenych ASCII znaky. Jestlize:

@ L3 je mnozina vSech textl, ve kterych se vyskytuje sekvence
znakd FOO, a

@ L, je mnozina vSech text(, ve kterych se vyskytuje sekvence
znak( BAR,

pak

L1 U Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO nebo BAR,
L1 N Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO i BAR,

L; jsou viechny texty, ve kterych se nevyskytuje FOO,

e © 6 ¢

L1 — Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje F0OO, ale
nevyskytuje BAR.
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Zretézeni jazykl

Zietézeni jazyku L1 a Ly je jazyk
L={uv|uelivel)}

tj. jazyk vsech slov, kterd zacinaji slovem z L; a pokracuji slovem z Lo.
Zretézeni jazykd L; a Ly oznadujeme Lj - L.

Ptiklad:
Ly = {abb, ba}
Ly {a, ab, bbb}

Jazyk L; - L, obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici &isla v plovouci fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137

Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E,+,-}
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici &isla v plovouci fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137
Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E,+,-}
Pokud zvolime Lp,m jako mnozinu vSech (neprazdnych) slov tvofenych

pouze Cislicemi, a Lyor = { .}, miZeme konstanty jako naptiklad
3467.982, 3.141592 nebo 0.0 popsat takto:

Lnum : Ldot : Lnum
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Zretézeni jazykl

Definice jazyka L vSech moznych konstant v plovouci fadové ¢arce by pak
mohla vypadat napriklad takto:

L = Lnum . Ldot :

Ldot : Lnum :

Lnum : Lexp
kde

Lnum -

Ldot =
Lexp -

(LexpUfe}) U

neprazdné sekvence dislic
{-}

LE ) Lsign : Lnum

{E,e}

{57 + _}

(Lnum U {e}) - (Lexp U {€})

U
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lterace jazyka

Pouzivdme ndsledujici zapis:

1> =
L3
L4
15 =

~r~r~r~
~r~r~r-
~ -
~ ~

Piiklad: Pokud L = {aa, b}, pak L3 obsahuje slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb

Definujeme

Lo = {¢}
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lterace jazyka

Induktivni definice pro libovolné k > 0:

L0 = {e}, Lkt = k.| pro k > 0.

Definice

Iterace jazyka L je jazyk
r=1vltulPulPy---

tj. jazyk tvoreny slovy vzniklymi zfetézenim libovolného poctu slov
z jazyka L.

Ptiklad: L = {aa, b}

L* = {e, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . ..}
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lterace jazyka

Piiklad: Ly, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

*
Lnum — Ldig * Ldig

Poznamka: Pouziva se také ndsledujici znaceni:
Lt=1'uPulPultu.-.
Reseni predchoziho prikladu bychom tedy také mohli zapsat stru¢nédji:

— |t

Lnum dig
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané , pozpatku®.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wR.

Pfiklad: w = AHOJ wR = JoHA

Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy v8ech slov
z jazyka L.

Zrcadlovy obraz jazyka L zna&ime LF.
LR={wR|welL}

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symbold 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symbold 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.
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Rozpoznavani jazyka
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Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.

ANO - 6 je sudé &islo
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Rozpoznavani jazyka

Druhy néapad: Ve skuteCnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symbold 1 je sudy nebo lichy (misto Cisla si staéi pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:
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