Formule vyrokové logiky

@ Syntaxe — jak vypadaji formule vyrokové logiky

@ Sémantika — pfifazuje formulim a jednotlivym symboliim, které se
v nich vyskytuji, pfesné definovany vyznam
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule — posloupnosti symbol( z urité abecedy:

“on “won “won

@ atomické vyroky — napriklad symboly “p”, “q", “r", apod.

@ logické spojky — symboly “=", “A", “V" ‘3" a "&"

@ zavorky — symboly “(" a )"

Ne kazda posloupnost téchto symbold je formuli.

Napriklad toto formule neni:

AV)p=((=
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Dobre utvorené formule vyrokové logiky jsou posloupnosti symboli
vytvorené podle nasledujicich tri pravidel:

© Jestlize p je atomicky vyrok, pak p je dobre utvorena formule.

Q Jestlize @ a U jsou dobre utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = V) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich dvou pravidel.
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Priklady dobfe utvorenych formuli:

— Q
J
2

—~ =~

(—q) —r)

r)

& r))

(—q) = A (=(p 1)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢
.Q"G

ER
©

Priklad sekvence symboll, kterd neni dobre utvorenou formuli:
e (p/A\Vq)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule 1V je podformuli formule @, jestlize plati alespon jedna
z nasledujicich moznosti:

@ Formule 1\ je stejnd jako formule ¢ (tj. jednd se o jednu a tutéz
formuli).

@ Pokud je formule ¢ tvaru (—x), tak VP je podformuli formule x.

@ Pokud je formule ¢ tvaru (x1 Ax2), (X1 V x2), (x1 — X2) nebo
(x1 & x2), tak P je podformuli formule x1 nebo podformuli
formule xo.

Priklad: Podformule formule ((—(p /A q)) < r):

p g r (pAqg) (—(pN\q)) (=(pAq)) & r)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Alternativni symboly pro logické spojky:

Log. spojka Symbol Alternativni symboly
negace -
konjunkce AN
implikace —
ekvivalence —

Ty
I v
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Abstraktni syntakticky strom formule (((—q) — r) A\ (—(p < r))):
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Py Ao P1 Vs

‘1A A

(P1 — Vo) (P1 & P2)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Arita logickych spojek:
@ unarni spojka (arita 1): —

o binarni spojky (arita 2): A, V, —, &
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Konvence pro vypousténi zavorek:
@ Vnéjsi zavorky je mozno vypustit.

@ Priorita logickych spojek (od nejvyssi po nejnizsi):

- AN V — —

@ Misto —(—) je mozno psat —— .

Priklad: Misto ((—p) A\ (r — (g 'V s))) je mozno psat

—p/A\(r—qVs)

Poznamka: Dalsi konvence budou uvedeny pozdéji.
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Sémantika vyrokové logiky

At — mnozina atomickych vyroki

Napriklad
o At ={p,q, r}, nebo
o At ={po, p1,p2,--.}

Pravdivostni ohodnoceni je pfifazeni pravdivostnich hodnot (tj. hodnot
z mnoziny {0, 1}) véem atomickym vyroklim z mnoziny At.

(Formalné je mozné pravdivostni ohodnoceni definovat jako funkci

v: At —{0,1}.)

Priklad: Pravdivostni ohodnoceni v pro At ={p, q, r}, kde
vip)=1 v(g)=0 v(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Pokud je mnozina At konecnd a obsahuje n atomickych vyrokd, existuje
celkem 2" pravdivostnich ohodnoceni.

Priklad: At ={p, q, r}

vo: w(p) =0, wlq)=0, w(r)=0
vi: vi(p) =0, wvi(g)=0, wi(r)=1
v va(p) =0, wig)=1 w(r)=0
i w3(p) =0, w(q)=1 w(r)=1
va: va(p) =1, wlq) =0, w(r)=0
vs: ws(p) =1, w(q) =0, w(r)=1
ve: ve(p) =1 wlg) =1, w(r)=0
vii wvi(p) =1, w(qg)=1 w(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Formule ¢@ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu 1:

viE e

Formule ¢ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu O:

viE @
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Sémantika vyrokové logiky

Pravdivostni hodnoty formuli vyrokové logiky pfi daném pravdivostnim
ohodnoceni v jsou definovany nasledujicim zpisobem:

@ Pro atomicky vyrok p plati v = p pravé tehdy, kdyz v(p) = 1.
(Pokud je tedy v(p) =0, tak v £ p.)

v E —@ pravé tehdy, kdyz v £ .

v E @ A pravé tehdy, kdyz v = @ a v = .

v E @ VU pravé tehdy, kdyz v = @ nebo v = 1.

v E @ — 1 pravé tehdy, kdyz v £ ¢ nebo v = 1.

v E @ ¢ pravé tehdy, kdyz v = @ a v =1, nebo kdyz v £ ¢ a
v Fb.

e 6 6 6 ¢
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Sémantika vyrokové logiky

PV [NV |[oVY o= | oy
@ | 0|0 0 0 1 1
0] 1 01 0 1 1 0
1] 0 10 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

vi£q

viE—q

viEr

vE—q—>r

vEDp

vEpor

viE—(per)

viE (g o) A=(per)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢

plglr|—q|q—or|por|~(per)

o6
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Sémantika vyrokové logiky

(mg—=r)A=(per)
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Sémantika vyrokové logiky

@:=(~q—=r)A=(per)

plaglr|—q|—~q—=r|peor|—(por)|e
olofo] 1 0 1 0 0
olo|1] 1 1 0 1 1
o[1(0] 0 1 1 0 0
0[1]1] 0 1 0 1 1
1/0/0] 1 0 0 1 0
101 1 1 1 0 0
1/1]/0] 0 1 0 1 1
1/1(1] 0 1 1 0 0

Ohodnoceni, pfi kterych je formule pravdiva se nazyvaji modely:

vii vi(p) =0, wvi(q) =0, w(r)=1,
i w3(p) =0, wilq)=1, w(r)=
ve: w(p) =1 wl(g) =1 w(r)=0,
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Tautologie

Formule @ je tautologie, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v plati
v = @ (tj. pokud @ je pravdiva p¥i kazdém pravdivostnim ohodnocent).

Priklad: , JestliZze venku prsi, tak venku prsi."

p—p

Priklad: ,,Dnes je patek nebo dnes neni patek."

qV—q
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Tautologie

Priklad komplikovanéjsi tautologie:

(p—q)—= ((p——q) — —p)

plalp—q|—q|p—=—q|p|llp—=—9g ——p|¢
00 1 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1 1
10| o0 1 1 0 0 1
11 1 0 0 0 1 1
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Tautologie

Dilezité jsou zejména tautologie tvaru @ — b nebo ¢ «—
— daji se pouzit pro logické vyvozovani:
@ Pokud plati @ — 1 a zaroven plati @, musi platit i V.
Specidlné, pokud @ — 1 je tautologie, z platnosti ¢ se da vyvodit, Ze
plati i V.

Priklad: (p/\q) — p je tautologie.
Pokud plati p /\ g, tak plati i p.

Priklad: (p — q) — (—g — —p) je tautologie.
Pokud plati p — g a zaroven plati —gq, tak plati —p.
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Tautologie

@ Pokud plati @ < 1V a zaroven plati @, musi platit i V.
Podobné, pokud plati @ < 1 a zaroven plati 1, musi platit i @.

Priklad: (—p — q) & (g V p) je tautologie.

@ Pokud plati —=p — q, tak musi platit i gV p.
o Pokud plati gV p, tak musi platit i =p — q.
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Tautologie

Pokud v tautologii @ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi, dostaneme opét tautologii.

Priklad: Formule p — (pV q) je tautologie.

Pro libovolné formule ¥ a x proto plati, ze
V= (b Vi)

je tautologie.

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime = (q < p)

Dostaneme tautologii

(gV=(r—==s)) = ((gV—(r—=—s))V—(q < p))
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Formule ¢ je kontradikce, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v
plati v £ @ (tj. pokud @ je pfi kazdém pravdivostnim ohodnoceni
nepravdivd).

Priklad: ,Dnes je stfeda a dnes neni streda.”

p/\—p

@ @ je tautologie pravé tehdy, kdyZz —¢ je kontradikce
@ @ je kontradikce pravé tehdy, kdyz —@ je tautologie J
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Splnitelné formule

Formule ¢ je splnitelna, jestlize existuje alespon jedno pravdivostni
ohodnoceni v, pro které je v = @.

@ Formule je splnitelna pravé tehdy, kdyz neni kontradikci.

@ Kazda tautologie je splnitelna, ale ne kazda splnitelnd formule je
tautologie.

Ptiklad: Formule, kterd je splnitelnd, ale neni tautologie:

(pVaq)—p

@ Napriklad pfi ohodnoceni vq, kde vi(p) =1 a vi(q) =0, je pravdiva.

@ P¥i ohodnoceni vy, kde v2(p) =0 a va(q) = 1, je nepravdiva.
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Splnitelné formule

@ (@ je tautologie pravé tehdy, kdyz —@ neni splnitelna
@ @ je splnitelnd pravé tehdy, kdyZz —@ neni tautologie J

@ Splnitelna formule:
@ Abychom ukazali, Ze formule je splnitelnd, staci najit ohodnoceni, pfi
kterém je pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule neni splnitelna, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.
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Tautologie a kontradikce

o Tautologie:
@ Abychom ukazali, Ze formule neni tautologie, staci najit ohodnoceni,
pfi kterém neni pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule je tautologie, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém neni pravdiva.

o Kontradikce:
o Abychom ukazali, ze formule neni kontradikce, staci najit ohodnoceni,
pri kterém je pravdiva.
o Abychom ukazali, ze formule je kontradikce, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.
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Sémanticky spor

P¥i zdlvodriovani toho, Ze formule ¢ je/neni tautogie (resp. kontradikce,
splnitelnd) miZeme pouzit tabulkovou metodu.

Vétsinou neni potreba vytvaret celou tabulku, ale staci se soutfedit na
»zajimavé" pripady.

@ Muzeme si nakreslit syntakticky strom dané formule a zkusit pfifadit
vrcholdim hodnoty 0 a 1.

Napriklad pro zjisténi toho, zda formule je/neni tautologie:
@ Nejprve priradime koreni hodnotu 0.

@ Postupné prifazujeme dal$im vrcholim hodnoty, které jsou vynuceny
drive pfirazenymi hodnotami.

@ Pokud se podari cely strom konzistentné ohodotit, mdme ohodnoceni,
pri kterém formule neni pravdiva.

@ Pokud zjistime, ze zadné takové ohodnoceni nemiiZe existovat, dana
formule je tautologie.
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Sémanticky spor

@ Stejné podstromy musi byt ohodnoceny stejné — stejné podformule
musi mit stejné pravdivostni hodnoty.

@ Pokud ma byt néjaky vrchol ohodnocen 0 i 1, mame spor — takové
ohodnoceni nemiize existovat.

@ Nékdy je nutné se vracet a zkousSet vice moznosti prifazeni — pripady,
kdy aktudlné pfirazené hodnoty nevynucuji jednoznacné prirazeni
hodnoty néjakému dosud neohodnocenému vrcholu.
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Sémanticky spor

Priklad:
o (p—=(gVr)V(p—r) (nenitautologie)

(Feseni na tabuli)

@ (p(—qgVr))—= (=p—q) (je tautologie)

(Feseni na tabuli)

o (pAN@V(=pA—q))V (=p/\q) (nenitautologie)

(Feseni na tabuli)
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Ekvivalence formuli

Definice

Formule @ a { jsou logicky ekvivalentni, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni v plati, Ze @ a \ maji pri ohodnoceni v stejnou pravdivostni
hodnotu, tj.

vE @ pravé tehdy, kdyZz v E .
To, ze formule @ a V jsou logicky ekvivalentni, se oznacuje zapisem

¢ & .

Formule @ a U jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz ¢ « 1V je
tautologie.
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Ekvivalence formuli

Piiklad: —(p —q) & pA—q

plalp—qg|-(p—q | ~q|pAN—q
ojo] 1 0 1 0
01| 1 0 0 0
10| o 1 1 1
1]1] 1 0 0 0

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

28. (nora 2014

32 /41



Ekvivalence formuli

Pro zdivodnéni toho, ze formule ¢ a 1\ nejsou ekvivalentni, staci najit
jedno ohodnoceni v takové, Ze bud:

@ vE @ av, nebo
eviEpaviE.

Priklad: pV (g /\r) neni ekvivalentni (pV q) A\ r

Ohodnoceni v, kde:

o v(p)=1
e v(g)=1
o v(r)=0

PF¥i tomto ohodnoceni plati pV (g /\ r), ale neplati (p\V q) /\r.
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se negace:
-—p & p dvojita negace

— Ekvivalence tykajici se konjunkce:

(pANg)\Nr & p/N\(g/\r) asociativita
p/Nqg & q/\p komutativita
p/A\p & p idempotence

— Ekvivalence tykajici se disjunkce:

(pVagVr & pVigVr) asociativita
pVag& gVp komutativita
pVp & p idempotence
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Distributivni zakony pro A a V:

pAN(gVr) & (pAqg)V(p/Ar)
pVgAr) & (pVag A(pVr)

— De Morganovy zakony:

~(pNq) & —pV—gq
—(pVaq) & —pA—q

— Ekvivalence tykajici se implikace:

p—q & —~pVgag
—(p—q) & pA—q
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se spojky :

(poqglor & peo(ger) asociativita
peoqg &S qgep komutativita
peqg e (p—q)/N(g—p)
peq e (pV—q) A(—pVa)
peqg & (pPAgV(—pA—q)
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Ekvivalence formuli

Reknéme, Ze formule @ a 1\ jsou logicky ekvivalentni, tj.

o & .

Pokud ve @ a 1\ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi (v obou stejné), dostaneme opét ekvivalentni formule.

Priklad: —(pV q) & —p/A—gq
Pro libovolné formule x1 a x2 proto plati

“x1Vx2) & x1/\x2
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Ekvivalence formuli

—(pVq) & ~pA—q

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime —(g & p)

Dostaneme

—~((gV—(r—==5)V—-(gep)) & ~(gV—(r——s))A-—(q « p)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 28. Gnora 2014 38 /41



Ekvivalence formuli

Reknéme, 7e ¢ je formule a \ né&jaks jeji podformule.

Pokud nyni ve @ nahradime né&jaky vyskyt podformule \ formuli 1’
takovou, ze p & 1/, dostaneme tim z formule @ formuli ¢’ takovou, ze

o & 9.

Priklad: Ve formuli

~((p—=q)V(=(p—q)—r))

nahradime druhy vyskyt podformule p — g ekvivalentni formuli —pV gq.

Dostaneme
—((p—=q@V(=(=pVq)—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Pro libovolné formule ¢, 1 a x plati:

QP & .
@ Pokud ¢ & 1, tak P & o.
@ Pokud ¢ & Vap &Sy, tak o & x.

P¥i zdivodnovani toho, ze dané formule jsou ekvivalentni, mizeme
postupovat po mensich krocich:

Pokud napriklad plati @1 & @2, @2 & @3, 3 & @42 ©4 & @5,
muzeme z toho vyvodit, ze plati

P1 & @s.

Tento postup mlzeme strucnéji zapsat

01 & 02 & Q3 & P4 < @5
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Ekvivalentni Gpravy

Priklad: Zdlvodnéni toho, Ze plati

(pPANg)—r & p—(g—r)

—“(pAq)Vr
(mpV—=q)Vr
—pVI(=qVr)
—pV(qg—r)

(pANq)—r

rreTe

p—(q—r)
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