Rezoluéni metoda

Rezolucni metoda je jednim z algoritm0 pro zjisténi toho, zda dany zavér
vyplyva z danych predpokladi.

Resi nasledujici problém:

Vstup: Formule @1, @2, ..., @n, V.
Otédzka: Plati @1,@2,...,0, =EV? J

Poznamka: D3 se pouzit také pro zjisténi, zda je dana formule tautologie,
kontradikce nebo splnitelna.

Na pouziti rliznych variant rezolu¢ni metody jsou zalozeny nékteré systémy
pro automatické dokazovani a také logicky programovaci jazyk Prolog.
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Rezoluéni metoda

@ Pracuje s formulemi v KNF.
@ Vytvari diikaz toho, ze dany zavér plyne z predpokladi.
@ Jedna se o dikaz sporem — postupné generuje formule, které
vyplyvaji z predpokladi
P1, P2y oy @ny ™Y

@ Vypocet mize skonlit dvéma riznymi zpUlsoby:

e Podafi se najit spor, tj. podafi se odvodit formuli L — pak plati, ze
zavér 1 logicky vyplyva z predpokladd @1, @2,..., @p.

o Nepodafi se odvodit L a zadné dalsi nové formule se nedaji pfidat —
pak zavér \ z danych predpokladl nevyplyva.
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Rezoluéni metoda

@ Rezoluéni metoda pracuje s formulemi, které maji podobu
elementarnich disjukci, napt.

(—pV gV —sV —t)

Témto formulim se fika klauzule.

@ Specidlnim pfipadem klauzule je prazdna klauzule 1, ktera
predstavuje nalezeny spor.

@ Algorimus zacne svou cinnost tim, ze formule

P1, P2y ey @py ™Y
prevede do KNF a vezme vsechny klazule z takto vytvorenych formuli
jako pocate¢ni mnozinu predpokladi

X1y X2y +syXm-
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Rezoluéni metoda

P¥i generovani dalsich klauzuli ke dfive pfidanym klauzulim se pouZiva
tzv. rezoluéni pravidlo (¢i rezoluéni princip):

Pro libovolné formule @, 1V a x plati

eV, meVX E bVx

V rezolu¢ni metodé se tento princip pouziva jen pro klauzule.
V pripadé rezoluéni metody jsou @ V1, =@ V x a ¥V x vzdy klauzule a
@ je navic atomicky vyrok.

Priklad: Z klauzuli
pV—qgVrVs a —rVtV-—u

je mozno vyvodit pomoci rezoluéniho pravidla klauzuli pV —qV sV tV —u.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Poradi literald v klauzulich neni podstatné.

@ Vicenadsobné vyskyty stejnych literal v téZe klauzuli je mozno
odstranit.

@ Pokud je nové vygenerovana klauzule stejnd, jako néjaka drive pridana
klauzule (a lisi se nanejvy$ poradim literdld), nema smysl ji pridavat.

@ Klauzule, které obsahuji zaroven literdly p a —p jsou ekvivalentni T a

je mozné je odstranit.

@ Klauzule je mozno pouzivat pro aplikaci rezolu¢niho pravidla
opakované (s jinymi klauzulemi).
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Rezoluéni metoda

Specidlni pfipady pouziti rezolu¢niho pravidla:
@ Jedna z klauzuli obsahuje jen jeden literdl a druha vice nez jeden
literal:
Z klauzuli
—q pVqV—t

je mozno vyvodit klauzuli pV —t.

@ Obé klauzule obsahuji jeden literal:
Z klauzuli
P —p
je mozno vyvodit prazdnou klauzuli L, tj. spor.
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Rezoluéni metoda

Chceme ovéfit platnost nasledujiciho Gsudku:

- Neni pravda, Ze Jana je ve skole a Petr neni doma.
- Jana neni ve skole nebo je vsedni den nebo prsi.

- Jestlize je vsedni den, pak Petr neni doma.

- Jestlize je Jana ve skole, pak prsi.

Jednotliva tvrzeni nejprve zformalizujeme pomoci formuli vyrokové logiky:

= A\ —p) Jj — Jana je skole
—VdVr p — Petr je doma
d——p d — je vSedni den
j—or r — prsi
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Rezoluéni metoda

Jednotlivé predpoklady prevedeme do KNF:
o ~(jA=p) & —jVp
o ~jVdVr
od——p & ~dV—p

Zavér znegujeme a prevedeme do KNF:

e ~(j—or) & jA—-r
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

AR B

—jVp — predpoklad 1
—jVdVr - predpoklad 2
—dV —p — prespoklad 3
J — 1. klauzule z negovaného zavéru
—r — 2. klauzule z negovaného zavéru
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4, § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5 —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4, § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4, § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5 —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. bfezna 2014 9 /36



Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4, § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5 —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4, § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5 —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
10. L — rezoluce: 5,9

Byl odvozen spor, takZe zavér skutecné z danych predpokladl vyplyva.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Na rezolu¢ni metodu se Ize divat jako na vytvéreni jediné ,obfi"
formule v KNF, ktera je ekvivalentni formuli

AN WARERVAN VAR N

a kterd vznikd postupnym pridavanim jednotlivych klauzuli.

@ Pokud se nepodari vygenerovat spor, lze odvozené klauzule pouzit
k nalezeni prikladu pravdivostniho ohodnoceni v, pfi kterém plati
predpoklady @1, ©2,..., @, a neplati zavér .
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Rezoluéni metoda

@ Lze postupovat i pfimou metodou, kdy se za¢ne jen z predpokladi

P1,P2y...,Pn
a snazime se postupné vygenerovat vsechny klauzule zavéru .

Tento postup vSak nezarucuje, Ze se tyto klauzule podafri vygenerovat
ve vSech pripadech, kdy zavér 1 logicky vyplyva z predpokladi
P1y P2y...5 Pn.

Priklad: Klauzuli pV g timto zplisobem nelze vygenerovat
z predpokladu p, i kdyz plati

pEPVG.
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Predikatova logika
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapri jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

- Trojahelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojiihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapfi jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je ryba, tak x je obratlovec a x Zije
ve vodé.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je kapr, tak x je ryba.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je kapr.

- Existuje alespon jedno x takové, Ze x je obratlovec a x Zije ve vodeé.
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Predikatova logika

- Trojuhelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je trojihelnik, tak x je mnohothelnik
a x je konvexni.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je rovnostranny trojihelnik, tak x je
trojihelnik.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je rovnostranny trojihelnik.

- Existuje alesporni jedno x takové, Ze x je mnohoihelnik a x je kon-
vexni.
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Predikatova logika

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md vlastnost P, tak x md vlastnost Q
a x ma vlastnost R.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md viastnost S, tak x md vlastnost P.

- Existuje alesporn jedno x takové, Ze x md vlastnost S.

- Existuje alespon jedno x takové, Ze x ma vlastnost Q a x md vlast-
nost R.

je ryba je trojahelnik

je obratlovec | je mnohoihelnik

Zije ve vodé | je konvexni

je kapr je rovnostranny trojihelnik

O
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Predikatova logika

- Pro kaZdé x plati, Ze pokud P(x), tak Q(x) a R(x).
- Pro kazdé x plati, Ze pokud S(x), tak P(x).
- Existuje x takové, Ze S(x).

- Existuje x takové, Ze Q(x) a R(x).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohothelnik

X je konvexni

X je rovnostranny trojihelnik

Uvod do teoretické informatiky




Predikatova logika

- Pro kaZdé x plati (P(x) — (Q(x) N\ R(x))).
- Pro kazdé x plati (S(x) — P(x)).
- Existuje x takové, Ze S(x).

- Existuje x takové, Ze (Q

(x) A\ R(x)).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohothelnik

X je konvexni

X je rovnostranny trojihelnik

Uvod do teoretické informatiky




Predikatova logika

- Vx(P(x) = (Q(x) A R(x)))
- Vx(S(x) — P(x))
- Ix S(x)
- Ix(Q(x) N\ R(x))
P(x) | x je ryba x je trojahelnik
Q(x) | x je obratlovec | x je mnohothelnik
R(x) | x Zije ve vodé | x je konvexni
S(x) | x je kapr X je rovnostranny trojahelnik

@ V — univerzélni kvantifikdtor (,,pro kazdé")

@ J — existen¢ni kvantifikator (,existuje”)
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Predikatova logika

Formule predikatové logiky vyjadruji tvrzeni o objektech, které maji néjaké

vlastnosti a které jsou v urlitych vzajemnych vztazich.

Interpretace ¢i interpretacni struktura — konkrétni soubor téchto

objektd, jejich vlastnosti a vztahd.

Universum — soubor vSech objektd v dané interpretaci

@ Universem muize byt libovolna neprazdna mnozina.

@ Objektlim z tohoto universa se fikd prvky universa.

Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Pravdivost formuli zavisi na dané interpretaci a valuaci.
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Predikatova logika

Priklad universa:
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Predikatova logika

Dalsi priklady univers:

@ Néjaka presné vymezena mnozina lidi, napriklad mnozina vsech
obyvatel daného domu (,,Jan Novdk“, , Frantisek Vomacka®“, ...)

@ Mnozina vSech knih v dané knihovné.

©

Mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,3,...}
@ Mnozina vSech bodil v roviné.

Mnozina {a, b, ¢, d, e}.

[

©

Mnozina {a}.
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Proménné

Proménné — x, y, z, ..., pfipadné s indexy — xp, x1, X2, ...

Predpokladame, Ze k dispozici je nekonecny pocet proménnych.
Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Priklad:

@ Universum — néjakd mnozina lidi; valuace v, kde:
v(x) = ,Frantisek Vomacka*“
v(y) = ,,Pavla Novdkova“

@ Universum — mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,...};
valuace v, kde
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Predikaty — P, Q, R, ...
@ Unarni predikaty — reprezentuji vlastnosti prvki{ universa
Priklad: Predikat P reprezentujici vlastnost , byt modry“:
P(x) — ,xje modry"
Unarni predikdt pfirazuje prvkim universa pravdivostni hodnoty.

Napf. hodnota P(x) mazZe byt:

@ 1 — prvek pfifazeny proménné x m3 danou vlastnost P (tj. je modry)

@ 0 — prvek pfifazeny proménné x nema danou vlastnost P (tj. neni
modry)
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@ Binarni predikaty — reprezentuji vztahy mezi dvojicemi prvki
universa

Priklad: Predikat R reprezentujici vztah , byt rodicem*:
R(x,y) — ,x je rodi¢em y"

Binarni predikat prifazuje pravdivostni hodnoty dvojicim prvki
universa.
NapF. hodnota R(x,y) miZe byt:

@ 1 — kdyz x a y jsou v daném vztahu (tj. x je rodi¢em y)

@ 0 — kdyz x a y v daném vztahu nejsou (tj. x neni rodi¢em y)
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Mizeme uvazovat i predikaty libovolné jiné arity.

Naptiklad:

@ Ternarni predikat T (tj. predikat s aritou 3) reprezentujici vztah mezi
rodi¢i a ditétem:
T(x,y,2)
— x a y jsou rodiéi ditéte z, pficemz x je jeho matka a y je jeho otec

@ Na nularni predikaty (tj. predikaty s aritou 0) se mizeme divat jako
na atomické vyroky, které se nevztahuji k prvkim universa.
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Formule predikatové logiky

Atomicka formule — predikat aplikovany na néjaké proménné

Priklad:
@ P — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt ¢tverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva“

P(x) — ,x je modry"
Ply) — .y je modry*
Qly) — .,y je Ctverec”
R(z,x) — ,z pfekryvd x“
R(y,y) — .y prekryvd sam sebe“

Poznamka: Pozdéji pojem atomické formule ponékud rozsifime.
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", ") stejné jako ve vyrokové
logice.

Priklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt ¢tverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva*“

,Jestlize x je modry Ctverec nebo y neprekryvd x, tak z neni Ctverec.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt Zena*
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost ,,mit tmavé viasy”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt rodicem*

»Jestlize x je Zena s tmavymi vlasy nebo y neni rodi¢em x, tak z nemad
tmavé viasy.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt sudy*”
@ @ — undarni predikat reprezentujici vlastnost , byt prvocislo”

@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt vétsi“

»Jestlize x je sudé prvocislo nebo y neni vétsi nez x, tak z neni prvocislo.*

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)
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Kvantifikatory

Univerzalni kvantifikator — symbol “V"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak
Vx@
je formule reprezentujici tvrzeni

,pro kazdé x plati @ "“.

Priklad: P — , byt ctverec”
Vx P(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec.”
9o ,KaZdé x je Ctverec.”
@ ,VSechny prvky jsou Ctverce.”
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Kvantifikatory

Ptiklad:

e ¢

©

©

. Pro kazdé x plati, Ze pokud x je Ctverec, tak x je zeleny.”

,Vsechny Ctverce jsou zelené. "

Vx(P(x) = Q(x))

P — byt ¢tverec” (arita 1)
Q — ,.byt zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

o , Jestlize pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec nebo x je zeleny, tak pro
kazdé y plati, ze y je trojuhelnik.”

o , Jestlize je kazdy objekt Ctverec nebo je zeleny, tak jsou vSechny
prvky trojuhelniky. "

Vx(P(x)V Q(x)) = VyT(y)

@ P — byt ¢tverec” (arita 1)
o Q — byt zeleny" (arita 1)
o T — byt trojihelnik” (arita 1)
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Kvantifikatory

Zasadni rozdil mezi nasledujicimi formulemi:

o P(x) — ,x je {tverec”
Mluvi o jednom konkrétnim prvku pfirazeném proménné x.

Pravdivost tohoto tvrzeni zavisi na konkrétnim prvku prifazeném
proménné x, tj. na konkrétni valuaci.

@ VxP(x) — ,kaZdé x je ¢tverec” (tj. ,vSechny prvky jsou ctverce™)
Mluvi o vSech prvcich universa.

Pravdivost tohoto tvrzeni nezavisi na konkrétni valuaci.
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,Jestlize je x prvocislo, pak je liché.”

P(x) — L(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pokud je x prvocislo, pak je liche".
(Tj. ,vSechna prvocisla jsou lichd*.)

Vx(P(x) — L(x))

Predikaty:
@ P — byt prvocislo” (arita 1)
o L — byt lichy” (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé y plati, Ze pokud y je zeleny, tak x prekryvd y."
@ ,Objekt x prekryva vsechny zelené objekty.*

Vy(G(y) = R(x,y))
Predikaty:

® R — ,prekryvd” (arita 2)
o G — , je zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pro kaZdé y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak
x marady.”
@ ,Pro kazdé x a y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma rad y."

@ ,,Pro kazdé dva prvky x, y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma

rad y."
VxVy(R(x,y) = S(x,y))
Predikaty:
@ R — , je rodi¢em" (arita 2)

© S— ,md rid"” (arita 2)
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Kvantifikatory

Existencni kvantifikator — symbol “3"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak

dx@

je formule reprezentujici tvrzeni

nexistuje x, pro které plati ¢ “.

Priklad: P — , byt ctverec”
dx P(x)

o ,Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec.”
9 , Existuje x takové, Ze x je Ctverec.”
o ,Existuje alespori jeden Ctverec.”
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Kvantifikatory

Ptiklad:

. Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny."
»Existuje x takové, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

., Pro néjaké x plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

. Existuje zeleny Ctverec."

. Nékteré Ctverce jsou zelené. "

e 6 6 ¢ ¢ ¢

JAlesponi jedno x je zeleny Ctverec.”
Ix(P(x) A\ Q(x))
Predikaty:

@ P — byt ctverec” (arita 1)
@ Q — , byt zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Priklad:
o ,Existuje x takové, Ze pro kazde y je x vétsi neZ y."

IxVy P(x,y)

@ ,,Pro kazdé y existuje x takové, Ze x je vétsi neZ y."

Vy3dx P(x,y)

7

P — byt vétsi nez" (arita 2)
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