Jednim z nejdulezitéjsich druhi relaci je rovnost (identita).

Prvky x a y jsou si rovny, coz zapisujeme

X =Y,

jestlize se jednd o jeden a tentyz prvek.

Rovnost Ize vyjadfit jako predikat, napf. mizeme zvolit, Ze P(x,y)
reprezentuje tvrzeni ,x je rovno y“.

V rhiznych interpretacich ale maze platit P(x, y) i pro navzajem rizné
prvky x a y nebo naopak pro néjaky prvek x nemusi platit P(x,x) apod.
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Priklad: Chtéli bychom formuli popsat vztah ,x je sourozencem y*
pomoci bindrniho predikatu R, kde R(x, y) znamena ,x je rodicem y“.

Pokus o reseni:

X je sourozencem y“
pravé tehdy, kdyz
3z(R(z,x) A R(z,y))

Problém: Pokud pro dané x existuje prvek z takovy, Ze R(z,x), tak bude
platit

3z(R(z,x) N\ R(z,x)),
takze bude platit ,,x je sourozencem x*“.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Abeceda:
°
@ Symbol pro rovnost: “=

)

Atomické formule (pokrac.)
9

@ Jestlize x a y jsou proménné, tak x = y je dobre utvorend atomicka
formule.

V kazdé interpretaci je symbol “=" interpretovan jako rovnost, tj. v kazdé

interpretaci A a valuaci v:

o A,v E x =y pravé tehdy, kdyz v(x) = v(y).
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Priklad: Vztah , x je sourozencem y“ je mozné vyjadfit formuli
~(x=y) A 3z(R(z,x) A R(z,y)),

kde R(x,y) znamen3, Ze ,x je rodi¢em y"“.

Poznamka: Misto —(x = y) se Casto pouziva zapis x # y.
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“,

~Existuje pravé jedno x takové, Ze P(x)

Ix(Px) A Vy(Ply) = x=y))

“,

.Existuji alespon dva prvky x takové, Ze P(x)

IxJy(P(x) N\ Ply) N =(x=1y))

“,

»Existuji pravé dva prvky x takové, Ze P(x)

IxIy(P(x) N Ply) N—=(x=y) ANVz(P(z) = (z=x V z=y)))

,Existuje pravé jedno x takové, Ze pro néj plati @ “:

Ix(@ N Vylely/x] — x=y))
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Konstanty

Nékdy chceme mluvit o néjakém konkrétnim prvku universa.

Ptiklad: ,Existuje alesporn jedno x takové, Ze Jan Novak je rodicem x a
x je zena.” (Tj. ,,Jan Novdk md alespor jednu dceru.”)

Pokud je proménné y prirazen ,,.Jan Novak":

Ix(R(y,x) N 5(x))
® R(x,y) — ,x je rodi¢em y "
o S(x) — ,x je Zena"

Mohli bychom zavést undrni predikdt N reprezentujici vlastnost , byt Jan
Novak*“:

Vy(N(y) — 3Ix(R(y,x) A\ S(x)))
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Konstanty

Pokud mame néjaky unarni predikat N, kde nas zajimaji jen ty
interpretace, kde existuje pravé jeden prvek x, pro ktery plati N(x), mize
byt vyhodné mit moznost tento prvek pojmenovat a obejit se tak bez
predikatu N.

K tomuto Glelu slouzi konstantni symboly (konstanty).

Abeceda:
)

w_n

@ konstantni symboly: “a", “b", “c”, “d", ...

)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2014 7 /38



Konstanty

V atomickych formulich se konstanty mohou vyskytovat na stejnych
mistech jako proménné:

P(c,x) Q(d) R(a, a) X=a

@ Konstanty se nesmi pouzivat v kvantifikdtorech — napf. dcP(x, ¢)
neni dobfe utvorena formule.

Hodnoty prifazené konstantnim symboldm jsou dany pfrislusnou
interpretaci:

@ Dand interpretace A (s universem A) prifazuje kazdému konstantnimu
symbolu ¢ néjaky prvek universa A.

Znacme tento prvek c . atl te c’t e A.
Ozna¢me tento prvek c. Plati tedy ¢ € A
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Konstanty

Priklad: ,Existuje alesporni jedno x takové, Ze Jan Novak je rodicem x a

X je Zena."
Ix(R(a,x) N\ S(x))

® R(x,y) — ,x je rodi¢em y "
@ S(x) — ,x je Zena"
@ a — konstatni symbol reprezentujici ,,Jana Novaka

“

31. bfezna 2014
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Konstanty

Priklad: ,,Kazdé prvocislo je vétsi nez jedna.”

Vx(P(x) — R(x,e))

@ P(x) — ,x je prvocislo”
o R(x,y) — ,x je vétsi neZ y"

@ e — konstatni symbol reprezentujici hodnotu 1
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Binarni relace R je (unarni) funkce, jestlize pro kazdé x existuje nejvyse
jedno y takové, Ze

(x,y) €R.

Tato funkce je totalni, jestlize pro kazdé x existuje pravé jedno takové y.

Priklad: Binarni relace R na mnoziné pfirozenych Cisel N, kde
(x,y) eR pravé tehdy, kdyz y=x+1
Plati tedy

R :{(0)1)) (1)2)) (2)3)a (334)) (4)5)) }
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Podobné ternarni relace T je (binarni) funkce, jestlize pro kazdé dva
prvky x; a xp existuje nejvySe jedno (resp. v pripadé totdlni funkce pravé
jedno) y takové, ze

(X1>X2,Y) eT.

Priklad: S¢itani na mnoziné redlnych Cisel R je mozné chapat jako
ternarni relaci S (tj. jako mnozZinu trojic redlnych Cisel), kde

(x1,x0,y) €S pravé tehdy, kdyz x1+x=y
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V predikatové logice mizeme funkce reprezentovat pomoci predikatd
zastupujicich prislusné relace — neni to ale prilis pfimocaré ani pohodIné.

Priklad: ,,Pro kazdé x a y plati, Ze x+y > y + x.”

VxVy3dz3aw(S(x,y,z) N\ S(y,x,w) N\ P(z,w))

@ S(x,y,z) — ,z je souctem hodnot x a y*

@ P(x,y) — ,x je vétsi nebo rovno y*“

Poznamka: Navic musime predpoklddat, ze pro kazdé dva prvky x a y
existuje pravé jeden prvek z takovy, ze S(x,y, z).
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V predikatové logice je mozné reprezentovat funkce pomoci funkcnich
symboli.
Abeceda:

0

o funkéni symboly: “f", “g”, "h", ...

0

Kazdy funkcni symbol musi mit stanovenu aritu odpovidajici arité funkce,
kterou tento symbol zastupuje (tj. poet argumentd pfislusné funkce).
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Termy — vyrazy slozené z proménnych a konstantnich a funkénich
symboll reprezentujici prvky universa

Priklad:

@ Reknéme, Ze mame binérni predikit F, kde predpoklddame, Ze pro
kazdé x existuje pravé jedno y takové, ze

F(x,y).
Misto binarniho predikdtu F muizeme pouzit undrni funkéni symbol f.
Term
f(x)

reprezentuje onen jediny prvek y, pro ktery plati F(x,y).

Misto dy(F(x,y) A P(y)) pak mizeme psat P(f(x)).
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Ptiklad:

o Reknéme, Ze mame ternarni predikit G, kde predpokladame, Ze pro
kazdé dva prvky x; a x» existuje pravé jedno y takové, ze

G(X1> X2y }/)
Misto ternarniho predikdtu G mizeme pouzit binarni funkéni
symbol g.
Term
g(x1, x2)

reprezentuje onen jediny prvek y, pro ktery plati G(xi,x2,y).

31. brezna 2014 16 / 38
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‘

Priklad: ,Pro kazdé x ay plati, Ze x+y > y + x."

VXVyP(f(X»)/% f(Y)X))

@ f — binarni funkéni symbol, kde f(x, y) reprezentuje soucet
hodnot x a y

@ P — binarni predikatovy symbol, kde P(x, y) reprezentuje vztah
. X je vétsi nebo rovno y "

17 / 38
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Proménné, konstantni symboly a funkéni symboly je mozné v termech
libovolné skladat — je pouze tfeba dodrzet aritu vSech funkénich symbold
(aplikovat kazdy funkéni symbol na spravny pocet argument).

Priklad:
@ ¢ — konstantni symbol
@ f — undrni funkéni symbol
@ g — binarni funkéni symbol
@ h — binarni funkéni symbol
Priklady terma:
x fy) glc,x) g(h(x,x), f(c))

g(h(x, f(x)),g(f(c), gly, f(f(2)))))
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Syntakticky strom termu g(h(x, f(x)),g(f(c),g(y, f(f(2)))))
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Termy ve formulich

Syntakticky strom formule
Ix(Vy(R(f(x),f(gle,¥))) V y =fly)) — Fz(Plg(x,f(2))) N ~Q(2)))
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Termy ve formulich

Priklad:

@ Pro kazdé x, y a z plati (x+y)+z=x+ (y + z):
VxVyVz(f(f(x,y),z) = f(x,f(y,z)))

@ Pro kazdé x platix+0=xa 0+ x=x:
Vx(f(x,e) =x N f(e,x) = x)

@ Pro kazdé x existuje y takové, ze x +y = O:
Vx3Jy(f(x,y) =e)

Konstantni a funkéni symboly:

er

@ f — binarni funkéni symbol reprezentujici ,séitdni* (operace “+")
@ e — konstatni symbol reprezentujici prvek “0”
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Termy ve formulich

Ptiklad:

@ Prokazdé x, yazoplatix-(y+z)=x-y+x-z
VXVyVZ(g(X,f(y,Z)) = f(g(X,y),g(X,Z)))

@ Pro kazdé x a y takové, ze x < y, plati pro viechna z, ze
X+z<y+z
VxVy(R(x,y) — VzR(f(x,y),f(y,z)))

Konstantni a funkéni symboly:
@ f — binarni funkéni symbol reprezentujici ,s¢itani” (operace “+")
@ g — binarni funkéni symbol reprezentujici ,,ndsobeni* (operace “")
@ R — binarni predikatovy symbol reprezentujici relaci ,,mensi nebo

rovno* (relace “<")
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abeceda:
@ logické spojky — “—", “A", "V, “=" a “e"
@ kvantifikatory — V" a "3"
@ rovnost — "="
@ pomocné symboly — “(", “)" a )"
@ proménné — “x", "y, "Z", ... "X, "xT, fx, L.

o predikatové symboly — napriklad symboly “P”, “Q", “R", apod.
(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

wo_n

@ funkéni symboly — naptiklad symboly “f", “g", “h”, apod.
(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

w_n wo_n

@ konstantni symboly — napriklad symboly “a”, “b", “c", apod.

Poznamka: Na konstantni symboly se Ize divat jako na funkéni symboly
s aritou 0.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené termy jsou definovany nasledujicim zpisobem:

© Jestlize x je proménnd, tak x je dobre utvoreny term.
@ Jestlize ¢ je konstatni symbol, tak ¢ je dobrfe utvoreny term.

© Jestlize f je funkéni symbol s aritou n a t1, t, ..., t, jsou dobre
utvorené termy, tak

f(t1y toy ..., tn)

je dobre utvoreny term.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené termy nez ty, které jsou
vytvoreny pomoci predchozich pravidel.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené atomické formule jsou definovany nasledujicim
zpusobem:

© Jestlize P je predikatovy symbol s aritou n a ty, tp, ..., t, jsou dobre
utvorené termy, tak

P(tlat2)---atn)

je dobre utvorena atomicka formule.

@ Jestlize t; a ty jsou dobre utvorené termy, tak
t1 =t

je dobre utvorena atomicka formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre atomické formule nez ty, které jsou
vytvoreny pomoci predchozich dvou pravidel.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2014



Syntaxe formuli predikatové logiky

Definice (zopakovani dfive uvedené definice)

Dobre utvorené formule predikatové logiky jsou posloupnosti symbolii
vytvorené podle nasledujicich pravidel:

© Dobre utvorené atomické formule jsou dobre utvorené formule.

Q@ Jestlize @ a \ jsou dobfe utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = V) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Jestlize @ je dobre utvorena formule a x je proménnd, tak Vx@ a dx@
jsou dobre utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich pravidel.
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace A:
@ universum A

@ kazdému predikdtovému symbolu P s aritou n je prirazena n-arni
relace PA, kde PACAXxAx---x A

@ kazdému funkénimu symbolu f s aritou n je pfifazena n-arni
funkce A, kde fA:AxAx---xA— A

o kazdému konstantnimu symbolu c je pfitazen prvek universa c#,
th.ctecA

Poznamka: V interpretacich se funkénim symbolim pfifazuji pouze
totalni funkce, tj. funkce, jejichz hodnota je definovana pro viechny
mozné hodnoty argumentu.
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Sémantika predikatové logiky

Hodnota termu v interpretaci A a valuaci v:

@ Term x, kde x je proménnd — hodnotou tohoto termu je prvek a € A
takovy, Ze v(x) = a.

@ Term c, kde c je konstantni symbol — hodnotou tohoto termu je
prvek ¢ € A.

o Term f(ty, to,...,t,), kde t1, to, ..., t, jsou termy — hodnotou
tohoto termu je prvek b € A takovy, ze

b= fA(ala A2yeeny an)v

kde a1, ap,...,a, jsou hodnoty termi 1, to, ..., t, v interpretaci A a
valuaci v.
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Sémantika predikatové logiky

Priklad: Intrepretace A, kde universem je mnoZina pfirozenych

Cisel N={0,1,2, ... }.
e at=0
o f* je funkce ,ndslednik”, tj. fAx)=x+1
o g je funkce ,soucet”, tj. g(x,y) =x+y

Valuace v, kde v(x) =5, v(y) =13, v(z) =2,

Hodnoty term0 v interpretaci A a valuaci v:
@ Term x — hodnota 5
Term a — hodnota 0
Term f(a) — hodnota 1 (0+1=1)
Term f(f(a)) — hodnota 2 (1+1=2)
Term g(x, f(f(a))) — hodnota 7 (542 =17)
Term g(z,y) — hodnota 15 (2 + 13 = 15)
Term f(g(z,y)) — hodnota 16 (15+ 1 = 16)

e & 6 ¢ ¢ ¢
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Sémantika predikatové logiky

Pravdivost atomickych formuli v interpretaci A a valuaci v:

o A, vE P(ty,t,...,ts), kde P je predikidtovy symbol s aritou n a
t1, t2, ..., t, jsou termy, plati pravé tehdy, kdyz

(31,32,...,3,7) € PAy

kde a1, ap, ..., a, jsou hodnoty termi ty, to, ..., t, v interpretaci A a

valuaci v.

o A,vEt; =, kde t; a tp jsou termy, plati pravé tehdy, kdyz

a1 = a,

kde a; a ap jsou hodnoty termil t; a t, v interpretaci A a valuaci v.

o
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Sémantika predikatové logiky

Priklad: Intrepretace A, kde universem je mnozina pfirozenych
¢isel N ={0,1,2, ... }.
o fA je funkce ,ndslednik”, tj. fA(x) = x +1
o g* je funkce ,soucet” tj. g(x,y) =x+y
o P# je mnozina viech prvo&isel
o QA je binarni relace “<" tj. (x,y) € QA pravé tehdy, kdyz x < y

Valuace v, kde v(x) =5, v(y) =13, v(z) =2, ...

o A,vE P(x) (5 je prvodislo)

o A v~ Qy,z) (nenipravda, Ze 13 < 2)

o AvEQ(f(f(2),g(x,y)) ((24+1)+1<5+13)

o A v P(f(glz,x))) ((245)+1=8 a8 neni prvocislo)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Jedn3a se o predikatovou logiku 1. Fadu — kvantifikovat Ize pouze
pres prvky universa (v predikatové logice 2. fadu je mozné
kvantifikovat pres relace) — it is possible to quantify only over the
elements of the universe (in the second order predicate logic, it is
possible to quantify over relations).
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Predikatova logika — dalSi poznamky

V bézné matematické praxi se vétSinou nepouZziva syntaxe formuli

predikatové logiky presné podle definice, ale pfi zapisu se pouziva celd fada
konvenci a zkratek.

@ Pro binarni funkéni a predikatové symboly se Casto pouziva infixovy
zpusob zapisu:

Napriklad misto f(x,y) a R(x,y) se mlze psat

xfy xRy

@ Pro oznaceni predikatovych, funkénich a konstantnich symbol( a
proménnych se pouzivaji vSechny mozné druhy symbold:

Napfiklad misto R(f(x,y),g(z)) se mlze psat tfeba

x+ 0 < g nebo naptiklad xoy 1 G(z)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

Priklady formuli reprezentujicich tvrzeni z teorie mnozin:

@ X je prvkem mnoziny A:

x€eA

“e" — binarni predikatovy symbol reprezentujici relaci ,,nalezeni*
“x", “A" — proménné

Pokud bychom provedli nasledujici zmény:

@ misto symbolu “€” bychom pouzili bindrni predikdtovy symbol E,
@ misto proménné A bychom pouzili proménnou y,

tak by formule vypadala nasledovné:

E(x,y)

31. brezna 2014
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Dvé mnoziny se rovnaji, pokud obsahuji stejné prvky:
A=B < Vx(x€ A & xeB)
Pokud bychom misto “€” pouzili predikat E, a misto A a B
pouzili y a z, formule bude vypadat takto:

y =z & Vx(E(x,y) & E(x,z))

@ Definice relace , byt podmnoZinou* (oznaéena symbolem “C"):
ACB & Vx(xe A — xeB)
Pokud misto “C" pouzijeme binarni predikidtovy symbol S:

S5(y,z) & Yx(E(x,y) — E(x,z))
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Definice operace ,sjednoceni (oznacena symbolem “U"):
Vx(x e AUB &« (x€ AV xe B))
Pokud misto “U" pouZijeme binarni funkéni symbol f:

Vx(E(x,fly,z)) & (E(x,y) V E(x,2)))
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Misto
Ix(xe AN ...)
se nékdy pouziva zkraceny zapis

(Ix e A)(...)

Tj. misto

“

.existuje x takové, zex € Aa ...
se rekne

Lexistuje x € A takové, Ze ...

@ Podobné tfeba misto dx(x >1 /A ...) se nékdy zkricené pise

(Ix>1)(...)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Misto
Vx(xeA — ...)
se nékdy pouziva zkraceny zapis

(Vx e A)(...)

Tj. misto

.pro kazdé x, pro které plati x € A, plati ...
se rekne

“

,pro kazdé x € A plati ...

@ Podobné tfeba misto Vx(x >1 — ...) se nékdy zkracené pise

(Vx>1)(...)
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