Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o Cas, ktery potfebujeme k vypoctu

@ Nékdy byva kritickou velikost paméti potiebné k provedeni vypoctu.

MnozZstvi paméti pouzité strojem M pii provadéni vypoctu nad
vstupem w muze byt napt.:
@ maximalni pocet bitl nutnych pro uloZeni vsech dat v kazdé
jednotlivé konfiguraci
@ maximalni pocet pamétovych bunék pouzitych béhem vypoctu

Prostorova slozitost algoritmu Alg béziciho na stroji M je funkce
S:N — N, kde S(n) udava maximalni mnozstvi paméti pouzité
strojem M pfi vypoctech nad vstupy velikosti n.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém miizeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
ma mensi prostorovou slozitost a druhy zase Casovou slozitost.

@ Je-li &asova sloZitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n))
(pocet pouzitych pamétovych bunék nemize byt vétsi nez pocet
provedenych operaci, protoze v kazdém kroku se pouzije jen néjaky
omezeny pocet bunék (omezeny néjakou konstantou nezavislou na
velikosti vstupu).

@ Prostorova slozitost mize byt mnohdy o dost mensi nez ¢asova
slozitost — napriklad pamétova slozitost algoritmu INSERTION-SORT
je ©(n), zatimco &asova O(n?).
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SlozZitost algoritmi

Orientacni typické hodnoty velikosti vstupu n, pro které algoritmus
s danou Casovou slozitosti jesté vétSinou zvlddne na ,,bézném PC" spoditat
vysledek ve zlomku sekundy nebo maximalné v radu sekund.

(Zavisi to samozfejmé vyrazné na konkrétnich detailech. Navic se zde
predpokladd, ze v asymptotické notaci nejsou skryty néjaké velké
konstanty.)

O(n) O(nlogn) O(n?) O(n?)
1000000-100000000 100000-1000000 1000-10000 100-1000

20(n) o(n!)
20-30 10-15
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SlozZitost algoritmi

P¥i pouzivani asymptotickych odhadil casové slozitosti algoritm( bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:

@ Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste Cas s rostouci
velikosti vstupu.

@ Nerikaji nic o konkrétni dobé vypoctu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou slozitost nez
néjaky jiny algoritmus, mdze byt ve skuteCnosti rychlejsi az pro néjaké
hodné velké vstupy.

@ VEétsinou analyzujeme slozitost v nejhorsim pripadé. Pro nékteré
algoritmy muze byt doba vypoctu v nejhorSim pfipadé mnohem vétsi
nez doba vypoctu na ,typickych” instancich.
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SlozZitost algoritmi

@ MizZeme si to ilustrovat na algoritmech pro tfidéni.

Algoritmus ‘ Nejhorsi pripad ‘ Pramérny pripad

Bubblesort O(n?) Q(n?)
Heapsort O(nlogn) O(nlogn)
Quicksort O(n?) O(nlog n)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou slozitost v nejhor$im pripadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném pripadé a
presto je v praxi nejrychlejsi.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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SlozZitost algoritmi

Polynom — funkce tvaru
akn® +ag_1n* 1+ oo +an?+ain+ag

kde ag, a1, ..., ax jsou konstanty.

Priklady polynomd:
4n® —2n +8n+13 2n+1 nt00
Funkce f je polynomialni, jestlize je shora omezena néjakym polynomem,

tj. jestlize existuje néjaka konstanta k takova, ze f € O(n*).

Polynomidlni jsou napriklad funkce, které patfi do nasledujicich tfid:

O(n) O(nlog n) O(n?) O(n°) O(v/n) O(n'%)
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SlozZitost algoritmi

Funkce jako 2" nebo n! polynomialni nejsou — pro libovolné velkou
konstantu k plati

2" € Q(nk) n! € Q(nk)

Polynomialni algoritmus — algoritmus, jehoz Casova slozitost je
polynomidlni (tj. shora omezena néjakym polynomem)

Zhruba se d4 fict, ze:
@ polynomidlni algoritmy jsou efektivni algoritmy, které se daji prakticky
pouzit i pro relativné velké vstupy
@ algoritmy, které polynomialni nejsou, se daji pouzit jen pro pomérné
malé vstupy

19. kvétna 2014 7 /61
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SlozZitost algoritmi

Rozdéleni na polynomidlni a nepolynomialni algoritmy je velmi hrubé —
nelze kategoricky tvrdit, Ze polynomialni algoritmy jsou vzdy prakticky
pouzitelné a nepolynomidlni naopak nikdy nejsou:

o algoritmus se slozitosti @(n'%%) pravdépodobné prili$ prakticky
pouzitelny nebude,

@ nékteré algoritmy, které nejsou polynomidlni, mohou fungovat
efektivné pro velkou ¢ast vstupl, a slozitost vétsi nez polynomidlni
maji jen kvali nékterym problematickym vstupdm, na kterych mize
vypocet trvat velmi dlouhou dobu.

Poznamka: Polynomialni algoritmy, kde by konstanta v exponentu bylo
néjaké velké Cislo (napf. algoritmy se slozitosti @(nloo)), se pri reseni
béznych algoritmickych problémi prakticky nevyskytuji.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2014 8 /61



SlozZitost algoritmi

Pro vétsinu béZnych algoritmickych problém( nastava jedna ze tfi
moznosti:

@ Je zndm polynomialni algoritmus se slozitosti O(n*), kde k je n&jaké
velmi malé ¢islo (nap¥. 5 a Castéji tfeba 3 a méné).

@ Neni znam zadny polynomidlni algoritmus a nejlepsi znamé algoritmy
maji slozitosti jako tfeba 29", @(n!) nebo n&jaké jesté vétsi.
V nékterych pfipadech muze byt znam i diikaz, Ze pro dany problém
zadny polynomidlni algoritmus neexistuje (tj. neda se vytvofit).

@ Neni znam zadny algoritmus, ktery fesi dany problém (a pfipadné je i

dokazano, ze zadny takovy algoritmus neexistuje).

9 /61
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SlozZitost algoritmi

Typicky priklad polynomidlniho algoritmu — ndsobeni matic s ¢asovou

slozitosti ®(n3) a pamétovou slozitosti ©(n?):

Algoritmus 1: Nésobeni matic

1 MATRIX-MULT (A, B, C, n):
2 begin
3 for i:=1to ndo

4 for j:=1to ndo

5 x:=0

6 for k:=1 to ndo

7 x := x + Alillk] = B[K][j]
8 end

9 Clllj] = x

10 end

11 end

12 end

19. kvétna 2014
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SlozZitost algoritmi

@ P¥i hrubé analyze sloZitosti Casto stali spocitat pocet do sebe
vnorenych smycek — a tento pocet pak udava stupen polynomu

Ptiklad: Tti vnorené cykly pfi ndsobeni matic — ¢asova slozitost
algoritmu je O(n?).

Pokud neprobihaji vSsechny smycky napt. od 0 do n, ale pocet
prichod vnitfnimi smyckami se pfi riiznych iteracich vnéjsi smycky
méni, podrobnéjsi analyza mize byt komplikovanéjsi.

Vétsinou to pak vede na poditdni souctl rliznych typa ciselnych rad
(napf. aritmetické, geometrické, apod.).

Casto d4 takova podrobnéjsi analyza podobny vysledek jako hrubd

analyza, mnohdy vSak mize byt slozitost zjisténa touto podrobnéjsi
analyzou podstatné nizsi nez by vyplyvalo z hrubého odhadu.
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SlozZitost algoritmi

Aritmeticka posloupnost — Ciselna rada ag, a1, ..., a,—1, kde

kde d je néjaka konstanta nezdvistld na /.

Poznamka: V aritmetické posloupnosti tedy pro vsechna / plati
dj+1 = aj +d.

Soucet aritmetické posloupnosti:

1
Za,- = a+ar1+---+ap-1 = En(a,,,lJrao)
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SlozZitost algoritmi

Priklad:

1 1
1+2+---4+n = En(n—l—l) = —nz—l—fn = @(nz)

Konkrétné napriklad pro n = 100 je
1+24---4100 = 50-101 = 5050.
Poznamka: Stadi si umédomit, ze
1+2+---4100 = (1+100)+ (2+99) +---+ (504 51),

kde s¢itame celkem 50 dvojic, kde soucet kazdé dvojice je 101.
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SlozZitost algoritmi

Geometricka posloupnost — ciselnd fada ag, ai, ..., a,, kde
ai=ao-q',

kde g je né€jaka konstanta nezavistla na /.

Poznamka: V geometrické posloupnosti tedy pro vsechna i plati
aj.1 = a;-q foreach i

Soucet geometrické posloupnosti (kde g # 1):

qn+1 -1

n
Y ai=ata+-+a, = a
g—1

i=0
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SlozZitost algoritmi

Priklad:
qn+1 -1

1+q+q*+ - +q" =
qg—1

Specidlné pro g = 2:

2n+1 -1

1428422423 4. 42" = o

=2.2"-1 = 92"
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SlozZitost algoritmi

Exponencialni funkce: funkce tvaru ¢”, kde c je konstanta —
napr. funkce 2"

Logaritmus — inverzni funkce k exponencialni funkci: pro dané n je
log. n

takova hodnota x, ze ¢* = n.
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SlozZitost algoritmi

n 2" n | [logy, n] n log, n
0 1 0 — 1 0
1 2 1 0 2 1
2 4 2 1 4 2
3 8 3 2 8 3
4 16 4 2 16 4
5 32 5 3 32 5
6 64 6 3 64 6
7 128 7 3 128 7
8 256 8 3 256 8
9 512 9 4 512 9
10 1024 10 4 1024 10
11 2048 11 4 2048 11
12 4096 12 4 4096 12
13 8192 13 4 8192 13
14 16384 14 4 16384 14
15 32768 15 4 32768 15
16 65536 16 4 65536 16
17 131072 17 5 131072 17
18 262144 18 5 262144 18
19 | 524288 19 5 524288 19
20 | 1048576 20 5 1048576 20
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SlozZitost algoritmi

Pro libovolnad a, b > 1 a libovolné n > 0 plati

_ log,n

log, n =
8 log, a

Dikaz: Z n = 2'°8:" plyne log, n = log,(a'°&").
Protoze log,(a'°8:") = log, n - log,, a, dostavame log, n = log, n - log,, a,
z CehoZ plyne vySe uvedeny zavér. [

Z toho dlvodu se pri pouziti asymptotické notace zaklad logaritmu
obvykle vynechava: napriklad misto ®(nlog, n) mizeme napsat O(nlog n).
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SlozZitost algoritmi

Priklady toho, kde se pfi analyze algoritmil objevuji exponencidlni funkce
a logaritmy:

@ Néjaka hodnota se opakované zmensuje na polovinu nebo naopak
zdvojndsobuje.

Napfiklad u binarniho vyhledavani (metodou pdleni intervalu) se
s kazdou iteraci cyklu zmensuje velikost intervalu na polovinu.
Predpokladejme, ze pole ma velikost n.

Jaka je minimalni velikost pole n, pfi které se provede alespon

k iteraci?

Odpovéd: 2k

Plati tedy k = log,(n). Casova sloZitost algoritmu je pak @(log n).
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SlozZitost algoritmi

@ Pomoci n bitdl je mozno reprezentovat Cisla od 0 do 2" — 1.

@ Minimalni pocet bitll potfebnych pro ulozeni prirozeného cisla x
reprezentovaného binarné je

[logy(x +1)].

@ Dokonale vyvazeny binarni strom o vyéce h ma 21 — 1 vrchold,
z &ehoz 2" jsou listy.

@ Dokonale vyvazZzeny binarni strom o n vrcholech ma vysku zhruba
log, n.

llustraéni priklad: Kdybychom nakreslili vyvazeny strom

o n=1000000 vrcholech tak, aby sousedni vrcholy byly vzdaleny
o 1cm a vyska kazdé vrstvy byla také 1cm, mél by tento strom na
Sirku 10 km a na vysku zhruba 20 cm.
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SlozZitost algoritmi

Dokonale vyvazeny binarni strom vysky h:
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SlozZitost algoritmi

Dokonale vyvazeny binarni strom vysky h:
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

= [l
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

o [10]11]
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

> [10[11]34]
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

158/ 61]
= [10]11]34]42]
153/67
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

158/ 61]
= [10[11]34]42]53]
167]
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10[11]34]42]53]58]61] 67
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 2: Merge sort

1 MERGE-SORT (A, p, r):
2 begin

3 if r—p>1then

4 qg=1[(p+r)/2]

5 MERGE-SORT(A, p, q)
6 MERGE-SORT(A, g, r)
7 MERGE(A, p, g, r)

8 end

9 end

Pro setfidéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],---, Aln—1],
zavoldme MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, q, r) spoji setfidéné posloupnosti
ulozené v Alp..g—1] a Alg .. r — 1] do jedné posloupnosti ulozené
vAp..r—1].
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SlozZitost algoritmi

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

(10 11 34 42 53 58 61 67|

— T~

|34 42 58 61| 10 11 53 67|
/ X / X
|42 58] 134 61] 10 67| 11 53]

/N /AN /SN /X

Strom rekurzivnich volani ma ®(log n) Grovni. Na kazdé Grovni se provede
O(n) operaci. Casova slozitost algoritmu MERGE-SORT je ©O(nlogn).
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SlozZitost algoritmi

1[ 3=
- f 2| 1]
eprezentace grafu: ]
3| L[5
4| —=2]/]
5| —4l/]
(@ (2) (3) 6| 6]/
1 2 3 4 5 6
1/0 1. 0 1 0 O
o e e 2/0 0 0 0 1 0O
3o 0o 00 1 1
40 1.0 0 0 O
50 0 0 1 0 O
6|0 0 0 0 0 1
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SlozZitost algoritmi

A 3-E3-E3-E1
SAESOESEN
ENESHAESAN

Reprezentace grafu:

ga b~ W N P
nnnnn

a b WN R

» OO FRr O |k
[ = I = W I N}
oOr Oor o |w
r OFr P O |n
o r O Fr L |0
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SlozZitost algoritmi

Nalezeni nejkratsi cesty grafu, kde hrany nejsou ohodnoceny:
@ Algoritmus pro prohledavani grafu do Sirky
@ Vstupem je graf G (s mnozinou vrchold V') a pocdatecni vrchol s.
@ Algoritmus pro vSechny vrcholy najde nejkratsi cestu z vrcholu s.

@ Pro graf, ktery ma n vrchold a m hran je doba vypoctu tohoto
algoritmu ©(n + m).
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 3: Prohledavani do Sirky

1 Brs(G,s):
2 begin

3

BFs-INIT(G, s)

4 ENQUEUE(Q, s)

5 while Q # () do

6 u = DEQUEUE(Q)

7 for each v € edges[u] do
8 if colorlv] = WHITE then
9 color]v] := GRAY
10 dlv] =d[u] +1
11 predlv] .= u
12 ENQUEUE(Q, v)
13 end

14 end

15 color{u] := BLACK

16 end

17 end

Z. Sawa (VSB-TUO)
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 4: Prohledavani do Sitky — inicializace — initialization

1 Brs-INIT (G, s):
2 begin
3 for each u € V —{s} do

4 color{u] := WHITE
5 d[u] := o0

6 pred[u] ;== NIL

7 end

8 color[s] := GRAY

9 dlu] ;=

10 pred[u] := NIL

11 Q=10

12 end

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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SlozZitost algoritmi

@ Mnozina obsahujici n prvk(i ma 2" podmnozin.

Algoritmus resici dany problém hrubou silou, kdy testuje néjakou
podminku pro vSechny podmnoziny dané mnoziny.

@ Pokud by stacilo omezit se na podmnoziny urcité konkrétni
velikosti k, téchto podmnozin je

(8

Pro nékteré hodnoty k celkovy pocet téchto podmnozin neni o moc

mensi nez 2";
Da se napriklad ukazat, ze
n S 2"
[n/2]) = n~
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SlozZitost algoritmi

Problém nezavislé mnoziny (IS — independent set)

Vstup: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezdvisla mnozina velikosti k7

Poznamka: Nezavisla mnozina v grafu je podmnozina vrcholi grafu
takova, Ze zadné dva vrcholy z této podmnoziny nejsou spojeny hranou.
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SlozZitost algoritmi

Priklad instance, kde je odpovéd ANO:

Pfiklad instance, kde je odpovéd NE:
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus resici problém nezavislé mnoziny hrubou silou tim zpisobem,
ze bude postupné testovat pro vsechny k-prvkové podmnoziny n vrcholi,
zda tvori dand podmnozina nezavislou mnozinu, bude mit ¢asovou
slozitost 207
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Priklady algoritmickych problémidi

Na nasledujich slidech jsou uvedeny priklady nékolika typickych
algoritmickych problémi, které:

@ jsou algoritmicky reSitelné — vétSinou neni té€zké vymyslet algoritmus
s exponencialni Casovou slozitosti, fesici dany problém

@ neni pro né znam zadny algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti

@ na druhou stranu neni ani dokdzdno, ze dany pro dany problém
nemuzZe algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti existovat

@ vse jsou to priklady tzv. NP-aplnych problémi
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Problém SAT

SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Formule vyrokové logiky .
Otazka: Je @ splnitelna?

Priklad:

Formule @1 = p/\ (=g V r) je splnitelna:

napt. pfi ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0, v(r) =1, plati v E @1.
Formule @ = (p /A —p) V (—g /\ r /\ g) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati v F= @.
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Barveni grafu

Barveni grafu

Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené Cislo k.

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Priklad: kK =3
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Barveni grafu

Barveni grafu
Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené Cislo k.

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Priklad: kK =3

Odpovéd: NE
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VC - Vrcholové pokryti

VC - vrcholové pokryti (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazda hrana ma alespon jeden svij vrchol v této mnoziné?

Priklad: k =6
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CLIQUE — problém kliky

CLIQUE — problém kliky

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Priklad: k =4
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Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus"

Vstup: Orientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovsky cyklus (orientovany cyklus
prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovska kruZnice (neorientovany
cyklus prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: NE
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otdzka: Existuje v grafu G uzavrenda cesta prochdzejici vsemi vrcholy
takovy, Ze soucet délek hran na této cesté (vcetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otdzka: Existuje v grafu G uzavrenda cesta prochdzejici vsemi vrcholy
takovy, Ze soucet délek hran na této cesté (vcetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70

Odpovéd: ANO, protoze byl nalezen sled se souétem 69.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM

Vstup: Sekvence prirozenych Cisel ai, as, ..., a, a pfirozené Cislo s.

Otazka: Existuje mnozina | C€{1,2,...,n} takova, ze } ;.,a; =57

Jinak Feceno, ptdme se zda z dané (multi)mnoziny Cisel je mozné vybrat
podmnozinu, jejiz soulet je s.

Pfiklad: Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a ¢islem s = 15 je odpovéd
ANO, nebot 3+5+7 =15.

Pro vstup tvoreny Cisly 3,5,2,3,7 a islem s = 16 je odpovéd NE, nebot
zadna podmnozina téchto Cisel neddva soucet 16.
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SUBSET-SUM

Poznamka:
Poradi Cisel a1, ap, ..., a, na vstupu neni dllezité.

Vsimnéte si vsak urcitého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnozina {ai,as,...,a,} a Cislo s — v
mnoziné se Cisla neopakuji, zatimco v sekvenci se miize totéz Cislo
vyskytnout vicekrat.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic pfirozenych cisel
(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, by) a dvé pfirozena Cisla s a t.

Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, ze } ;.,a; <sa
2 jer bi > t7?
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SUBSET-SUM

Neformalné muizeme problém batohu formulovat takto:

Mame n predmétd, kde i-ty predmét vazi a; gramli a ma cenu b; K&. Do
batohu se vejdou predméty o maximalni celkové vaze s grama.

Otazka zni, zda mlzeme z pfedmétl vybrat podmnozinu, ktera by vazila
maximalné s gram( a méla celkovou cenu alespon t K&.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
Béznéjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém, kde je
cilem najit takovou mnozinu / C {1,2,...,n}, kde hodnota } ., b; je
maximalni, pficemz ovSem musi byt dodrzena podminka } ;. ,a; <s,
tj. vybrat predméty s maximalni celkovou cenou tak, aby nebyla
prekroCena kapacita batohu.
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SUBSET-SUM

To, ze SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu, vidime
z nasledujici jednoduché konstrukce:

Reknéme, Ze aj,az,...,an, 51 je instance problému SUBSET-SUM.

Je ocividné, ze pro instanci problému batohu, kde mdme sekvenci

(a1, a1), (a2,a2)y..., (anyan), s =51 a t = s1, je odpovéd stejnd jako pro
ptvodni instanci SUBSET-SUM.
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SUBSET-SUM

Pokud chceme studovat slozZitost problémd jako jsou SUBSET-SUM nebo
problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit, co povazujeme za velikost
vstupu.

Asi nejpfirozenéjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet bitl,
ktery potrebujeme k zapisu instance.

Musime vsak urcit, jakym zplsobem jsou na vstupu zadana prirozena Cisla
— zda bindrné (pfipadné v jiné Ciselné soustavé o zdkladu alespon 2,
napr. desitkové nebo Sestnactkové) nebo undrné.

@ Pokud pocitame velikost vstupu jako celkovy pocet bitl pfi pouziti
binarniho zapisu Cisel, tak pro problém SUBSET-SUM neni zndm
polynomidlni algoritmus.

@ Pokud pocitame velikost vstupu jako celkovy pocet bitil pfi pouziti
unarniho zapisu, tak existuje pro problém SUBSET-SUM algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselna matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celoliselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =25 8
A= 1 0 1 b=1 -3
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celociselné feseni nasledujici soustavy nerovnic:

3x —2xp+5x3 < 8
X1 + X3

<
2x1+x <

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2014 48 / 61



ILP — celociselné linedrni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2xp+5x3 < 8
x1+x3 < =3
2x1+x < b
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3.(—4)—-2-1+5-1 = —9 < 8
—44+1 = -3 < -3
2-(—4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Poznamka: Analogicky problém, kdy se pro danou soustavu linedlnich
nerovnic ptame, zda existuje jeji feseni v oboru realnych Ccisel, je mozné
resit v polynomidlnim case.
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Priklady algoritmickych problémidi

Na nasledujich slidech jsou uvedeny priklady nékolika typickych
algoritmickych problémii, které:

@ nejsou algoritmicky resitelné

@ pro tyto problémy se da dokazat, Ze pro pro né nemohou existovat

algoritmy, které by je resily

Poznamka: Pripomerime, Ze algoritmus fesi dany problém, jestlize se pro
kazdy vstup po kone¢ném poctu krok( zastavi a vyda spravny vystup.

Pro nasledujici problémy tedy plati, ze pro kazdy algoritmus, ktery by se je
pokousel resit, se da najit priklad vstupu, pro ktery:
@ se algoritmus nikdy nezastavi, nebo

@ vyda chybny vystup

Poznamka: V pripadé, ze se jedna o rozhodovaci problémy, se problém(im,
které nejsou algoritmicky FesSitelné, fikd nerozhodnutelné problémy.
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Priklady nerozhodnutelnych problémd

S jednim prikladem nerozhodnutelného problému uZ jsme se setkali:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky Gi a Gp.
Otazka: Je L(Gy) = L(Gp)?

pripadné

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad abecedou X.
Otazka: Je L(G) = £*?
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky Gi a Gp.
Otdzka: Je L(G1) N L(Gp) = 0?

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacna?
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Nerozhodnutelna je celd fada problém, které se tykaji ovéfovani chovani
programu:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

o ...
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typu kachlicek, jako treba:

L X

Otéazka je, zda je mozné pouzitim danych typi kachlicek pokryt kazdou
libovolné velkou konecnou plochu tak, aby vSechny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: Miizeme predpokladat, Ze mame v zadsobé neomezené
mnozstvi kachlicek vsech typd.

Kachlicky neni dovoleno otécet.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typt karticek, jako treba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otazka je, zda je mozné z téchto typl karti¢ek vytvofit neprazdnou
konecnou posloupnost, kde zretézenim slov nahore i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karticky je mozné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahore i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzavrena formule predikatové logiky, ve které mohou byt
pouzity jako funkéni symboly + a * a celociselné konstanty a
jako predikatové symboly = a <.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pfirozenych Eisel (pfi
prirozené interpretaci vSech funkcnich a predikatovych
symboli)?

Priklad vstupu:

VxdyVz((x*xy = z) AN (y +5 = x))

Poznamka: Uzce souvisi s Gédelovou vétou o nelplnosti.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2014



Dalsi nerozhodnutelné problémy

Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto pfirozenych Cisel
uvazujeme Cisla realna, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyz popis
daného algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou znaéné netrividlni).

Rovnéz, pokud uvazujeme pfirozend nebo celd Cisla a stejné formule jako
v predchozim pfipadé, ale s tim, Ze v nich nesmi byt pouzit funkéni
symbol * (ndsobeni), tak je problém algoritmicky rozhodnutelny.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Pokud mizeme pouzivat *, je ve skutecnosti nerozhodnutelny uz velmi

omezeny pripad:

Desaty Hilbertlv problém

Vstup: Polynom f(x1,x2,...,X,) vytvofeny z proménnych
X1, X2, ..., Xn a celociselnych konstant.
Otéazka: Existuji pfirozena Cisla x1, x2, ..., X, takova, Ze
f(Xl,XQ,...,X,-,) =07

Piklad vstupu: 5x°y —8yz + 3z%> — 15
Tj. ptame se, zda
IxTyIz(5xxxx*y+ (—8)*xy*z+3xz*z+ (—15) =0)

plati v oboru prirozenych disel.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2014



Dalsi nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavrena formule @ predikatové logiky.
Otazka: Plati =@ ?

Poznamka: Zapis = ¢ znamen3d, ze formule ¢ je logicky platn3,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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