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Cviceni 13
Priklad 1: Podrobné zduvodnéte, pro¢ pro funkce
f(n) =513 +2n? —9n+13 gn) =n?

plati f € O(g) a f € Q(qg).
(Z ptedchoziho pak vyvodte, Ze tedy také plati g € O(f), g € Q(f), f € O(g) a g € O(f).)

Priklad 2: Nasledujici funkce sefadte podle rychlosti jejich ristu, tj. sefadte je do posloup-
nosti g1, 92,...,915, kde g1 € O(g2), g2 € O(g3), ..., g1a € O(g15). Uvedte také, pro které
dvojice funkci g; a gi;1 v této posloupnosti plati g; € O(git1)-

n? 2" n log,n n"
n! log,(n?) (log, n)? n3 vn
22" om n 1000 Jn nlog, n

Piiklad 3: Pro nasledujici trojice funkci fy, 7, f3 urcete, které vztahy tvaru f; € O(fj),
fi € Q(f;) a f; € O(f;) plati a které ne.

a) fin) =3n?+5n—1, f,(n)=2n>—-15n-183, f;(n)=Mnm+1)(n—1)
b) fi(n) =4n? +n’log,n, f(n) = logg n, fz3(n)=1/n+3

c) fin) =nyn, fr,(n)=n, f3(n)=yn

d) f] (Tl) = zn, fz(ﬂ.) = T11024, fg(ﬂ. =nl!

e) filn) =2, fa(n)=n", f3(n)=n!

f) fi(n) =2", fy(n) =n", f3(n) =nloen

g) fi(n) =10", fy(n)=2", f3(n)=2"

h) f1(n) =logjp(n?), fo(n) =log,n, f3(n)=log,(n?)

i) fim)=n+yn-logn, f2(n)=n-log,n, f3(n)=n- log%n
i) filn) =2, f(n) =2V, f3(n) =n!

k) fi(n) =n/2048, f,(n)=+yn-3n, f3(n)=n+n-logn

) f1(n) = (log;n)", fr(n) =n", f3(n)=10""

Priklad 4: Urcete co nejpresnéji ¢asovou a pamétovou slozitost Algoritmu 1.

Predpokladejte, ze hodnota n udava pocet prvkt v poli A a ze toto pole je indexovano od
nuly.

Priklad 5: Urcete co nejpfesnéji casovou a pamétovou slozitost Algoritmu 2 (pfipomerite si
tento algoritmus z minulého cviceni).

(Predpokladejte, ze hodnota n udéva pocet prvkiu v poli A, Ze toto pole je indexovano od
nuly, a Ze x je hodnota hledaného prvku.)
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Algoritmus 1: Tridéni pfimym vybérem

1 SELECTION-SORT (A,n):

2 begin

3 i=n—1

4 while i > 0 do

5 k=0

6 for j:=1 to ido

7 if Alk] < Afj] then
8 k:=j

9 end

10 end

11 x:= Alkl; Alkl:=A[ll; All:=x
12 1:=1—-1

13 end

14 end

Algoritmus 2: Binarni vyhledavani

1 BSEARCH (x, A,n):

2 begin

3 1:=0

4 TI=m

5 while | < r do

6 k:=1[(L+71)/2]
7 if Alk] < x then
8 l:=k—+1

9 else
10 r.=Kk

11 end

12 end

13 if l <n and A[l] = x then
14 return 1

15 end

16 return NOTFOUND

17 end
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Priklad 6: Popiste pseudokédem libovolny algoritmus pro feseni nésledujiciho problému
a urcete co nejpresnéji jeho ¢asovou a pamétovou slozitost. (Co je vhodné v pfipadé tohoto
problému povazovat za velikost vstupu?)

VsTUP: Matice A, B, jejichz prvky jsou cela c¢isla.

VYsTup: Matice A - B.
Poznamka: V algoritmu se nemusite zabyvat nacitdnim vstupu a vypisem vystupu.
Nepredpokladejte, ze matice A a B musi byt ¢tvercové, muzete vSak predpokladat, ze jejich

rozméry jsou takové, aby se obé matice daly vynésobit, tj. ze velikost matice A je m x n a
velikost matice B je n x p, kde m, n a p jsou néjaka prirozend Cisla.

Priklad 7: Navrhnéte (néjaky) algoritmus fesici nasledujici problém:

Vstup: Cislo n a sekvence ¢isel ap, ay, ..., an, kde pro vechna i = 1,2,...,n
plati a; € {1,2,...,n}.
OTAZKA: Je v sekvenci aj, ay,...,a, kazdé x € {1,2,...,n} obsazeno pravé jed-
?
nou?

Analyzujte casovou slozitost vaseho algoritmu. Pokud je vétsi nez O(n), zkuste navrhnout
algoritmus s ¢asovou slozitosti O(n).

Priklad 8: Nékdy je v algoritmech potieba pracovat s poli, u kterych pfedem nevime, kolik
prvkl do nich bude potfeba béhem vypoctu ulozit. V takovém piipadé mutize byt vyhodné
pouzit druh pole, jehoz velikost se béhem vypoc¢tu muze dynamicky ménit — tento datovy
typ se vétsinou oznacuje jako vector.

Typicka implementace tohoto datového typu vypada tak, Ze se alokuje o néco vétsi pole, nez
je momentalné potieba, pficemz se kromé tohoto pole a jeho délky navic udrzuje informace
o poctu prvki, které jsou zatim pouzity. Kdyz je potifeba pridat dalsi prvek nebo prvky,
pouziji se dosud nepouzité bunky a jen se zvétsi piislusny index. Pouze v pfipadé, kdy je pole
zcela zaplnéno a neni v ném dostatek volnych bunék, alokuje se nové vétsi pole, do kterého
se obsah ptvodniho pole ptekopiruje.

Pro jednoduchost se zaméime jen na operaci APPEND, kterd piida jeden novy prvek na konec
pole. Tato operace je popsana Algoritmem 3. Proménnda arr je alokované pole, proménna
allocated udava délku tohoto alokovaného pole a proménnd len pak pocet bunék, které jsou
skuteéné pouzity. (Predpoklada se, ze vzdy plati invariant allocated > len.) Pro jednoduchost
berme tyto tfi proménné (arr, allocated, len) jako globélni. VSechny ostatni proménné jsou
lokélni.

V proceduife APPEND je pouZito nékolik podprogrami:

e MALLOC(size) — alokuje pole o size prvcich (pro jednoduchost zde nefesme osetieni
pripadu, kdy tato alokace selze),

e FREE(arr) — uvoliiuje pamét pouzitou pro pole arr,

e Copry(dst, src, cnt) — kopiruje ent prvkl z pole src do pole dst
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Algoritmus 3: Pfidani prvku na konec vektoru

1 APPEND (x):
2 begin
3 if allocated < len then

4 s := NEW-SI1ZE(allocated)
5 if s <len+1 then

6 s:=len+1

7 end

8 newarr := MALLOC (s)
9 Copry (newarr, arr, len)
10 FREE (arr)

11 arr := newarr

12 allocated := s

13 end

14 arrllen] :=x

15 len:=len+1

16 end

U téchto t¥1 podprogramt pocitejte s tim, ze jejich éasova slozitost je O(n), kde n je pocet
prvki daného pole, resp. pocet prvki, které je tfeba prekopirovat (u podprogramu COPY).
Funkce NEW-SIZE urcuje, jakd mé byt velikost nové alokovaného pole v zavislosti na velikosti
dosud alokovaného pole.

Uvazujme dvé mozné implementace funkce NEW-SIZE:

a) funkce NEw-S1zZE(m) vraci hodnotu m + 1,
b) funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu 2 x m.

Uvazujme nyni o algoritmu, ktery zacne s prazdnym polem a v cyklu do néj bude pomoci
procedury APPEND postupné piidavat n prvki. (Reknéme napiiklad pro jednoduchost, Ze
na zacatku vypoctu maji proménné allocated a len hodnoty O a pole arr obsahuje 0 prvkii.)
Jaka bude casova slozitost daného algoritmu pro kazdou z vyse uvedenych variant funkce
NEW-SIZE?

(Predpokladejte, ze pokud nepocitame ¢as straveny v procedufe APPEND, tak doba zpracovani
kazdého jednotlivého pfidavaného prvku je O(1).)

Priklad 9: Sekvence prvkii miize v paméti pocitace reprezentovana pomoci riznych datovych
struktur. Priklady téchto datovych struktur jsou naptiklad:

a) pole
b) jednosmérny seznam, kde mame ukazatel na prvni prvek seznamu
c¢) jednosmérny seznam, kde méame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu

d

obousmérny seznam, kde mame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu

Pripomerite si, jak tyto datové struktury vypadaji a jak se s nimi pracuje.
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Urcete co nejpresnéji ¢asovou slozitost nasledujicich operaci na téchto datovych strukturach
(pfedpokladejte, ze n udava celkovy pocet prvki v dané datové struktufte).

1. precteni hodnoty prvku na pozici i, kde i muze byt libovolné ¢islo od 0 do n — 1
(pfedpokladejte, ze prvky jsou ¢islovany od 0),

2. precteni hodnoty prvniho prvku (tj. prvku na pozici 0),

3. precteni hodnoty posledniho prvku (tj. prvku na pozici n — 1),

4. ptidani prvku na zacatek (a posunuti vSech ostatnich prvki o jednu pozici déle),

5. pridani prvku na konec,

6. pridani prvku pfed dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvka za nim o jednu pozici
dale),

7. ptidani prvku za dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvka za nim o jednu pozici
dale),

8. odstranéni zadaného prvku.

Pozndmka: V bodech 6., 7. a 8. predpokladejte, ze prvek, pred/za ktery se pridava, nebo
ktery se odstranuje, je uréen pomoci indexu v pfripadé pole a pomoci ukazatele na tento
prvek v pripadé seznamu.

Pro jednoduchost u poli predpokladejte, ze zvétseni pole o jeden prvek je mozné provést
v ¢ase O(1).

Piiklad 10: Reknéme, e mame dano n prvki, které jsou uloZeny v poli A, a chtéli bychom
postupné provést néjakou operaci se vSemi podmnozinami téchto n prvk.

Jednou moznosti, jak tyto podmnoziny generovat, je pouzit rekurzivni algoritmus. Prikladem
takového algoritmu je Algoritmus 4.

Predpoklada se zde, ze A a B jsou globalni pole a n je globalni proménna obsahujici jako
hodnotu velikost obou téchto poli. Pole A obsahuje zadané prvky a jeho obsah se v pribéhu
vypoctu neméni. Do pole B algoritmus pribézné zapisuje jednotlivé podmnoziny, piicemz
zpravovani kazdé podmnoziny je provedeno podprogramem PROCESS, ktery jako parametr
dostane cislo {, které udava pocet prvki v dané podmnoziné, pficemz hodnoty téchto prvka
jsou v dané chvili zapsany v poli B jako prvky B[0], B[1], ..., B[{ —1]. Proménné k a {, které
predstavuji parametry procedury SUBSETS, jsou v této proceduie lokalni. Procedura SUBSETS
se na zacatku vola s nulovymi hodnotami obou argumenti, tj. SUBSETS(0,0).

Urcete co nejpresnéji ¢asovou a pamétovou slozitost tohoto algoritmu. (Pfedpokladejte, ze
¢asova i paméfova slozitost podprogramu PROCESS je v O(n).)

Priklad 11: UvaZujme o nasledujicich dvou variantdch Euklidova algoritmu pro vypocet
nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel popsanych Algoritmy 5 a 6.

Urcete casovou slozitost obou téchto algoritmi, pficemz jako velikost vstupu uvazujete celkovy
pocet bitt ¢éisel a a b. (Pro jednoduchost predpokladejte, ze doba provedeni kazdé jednotlivé
aritmetické operace je O(1).)
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Algoritmus 4: Generovani podmnozin

1 SUBSETS (k, {):

2 begin

3 if Kk > n then

4 PROCESS ()

5 return

6 end

7 SUBSETS (k + 1, {)

8 Bl{] .= A[K]

9 SUBSETS (k+ 1, £+ 1)
10 end

Algoritmus 5: Eukliduv algoritmus — neefektivni verze

1 EucLip (a, b):

2 begin

3 if b =0 then

4 return a

5 else if a > b then

6 return EucLiD(b, a — b)
7 else

8 return EucLiD(b — a, a)
9 end

10 end

Algoritmus 6: Euklidiav algoritmus — efektivnéjsi varianta

1 EucuiD (a,b):

2 begin

3 while b # 0 do
4 c:=amodb
5 a:=>o

6 b:=c

7 end

8 return a

9 end




