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@ Zapocet (22 bodu):
o Zapoctova pisemka (22 bodli) — bude se pséat na cviceni
Minimum pro ziskani zapoctu je 7 bodd.

Moznost opravy za 14 bodd.

@ Zkouska (78 bodu)

o Pisemna zkouska skladajici se ze tfi ¢asti po 26 bodech, pricemz
z kazdé Casti je nutné ziskat nejméné 10 bodd.
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Teoreticka informatika

R{zné oblasti teoretické informatiky:

©

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢

algoritmy

vypocetni slozitost

vypocetni modely

teorie automat(

formalni jazyky

syntaxe a sémantika programovacich jazyk(
teorie typl

paralelni a distribuované systémy
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Teoreticka informatika

Prekryva se s mnoha dal$imi oblastmi matematiky a informatiky:

)

e © 6 ¢ © ¢ ¢

logika

teorie grafti

teorie Cisel
kryptografie

vypocetni geometrie
teorie her

numerickd matematika
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Teoreticka informatika

Nékteré dllezité charakteristiky teoretické informatiky:

@ formalni matematicky pfistup k problémim
@ pouzivani matematickych definic a dikazil

@ rigorézni matematické dlikazy

Pojem dilikazu, axiomaticky pristup.

Logika — obor zkoumajici vyplyvani, dikazy, formalismy
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Konjunkce: AN B

= = O ol
R or o m
= o o ol>

Poznamka: oznaluje se téZz & nebo and
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Pravidla pro konjunkci

e THA M-8
t -FAAB
re. THANB vy TEANB
°CTTTEA 2 TTEB
Assmi = T
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Formalné zapsany dikaz

ANB,CADFBAC

ANB,CADFAAB (Assm)
ANB,CANDF B (Nez 1)
AANB,CADF CAD (Assm)
AANB,CADFEC (Ne1 3)
ANB,CADFBAC (Ai24)

o=
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Formalné zapsany dikaz

AANB,CANDFBAC

1.TFAAB (Assm)
2.T=CAD (Assm)
3.THC (/\61 2)
4.THB (Nez 1)
5. TFBAC (Ai43)

Poznamka: T .= AAB,CAD
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Diikaz znazornény jako strom

ANB,CADEBAC

r’-AAB r-caAD
-8B r=c
r=BnC

Poznamka: I .= AAB,CAD
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Odvozené pravidlo

NookwbnE

r’-(AANB)AC

Fr'AAN(BAC)
Nr=(AAB)AC (premisa)
[-AAB (Ney 1)
r-=A (Nne1 2)
M-8 (Nez 2)
N-=c¢ (/\621)
[-BAC (Ai 4,5)
Fr'EAAN(BAC) (Ai3,6)
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Predpoklady

permutace: zeslabeni: kontrakce:
MnAB,AFC NAFB MnAAAFB
NB,AAFC NAAFB NAA-B
MrM-A
s —(rcr
Ant A (rcr
Mr=A NA-B
Ch: M- B
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Disjunkce: AV B

= = O ol
R or o m
=== o<

Poznamka: oznaluje se téz or
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xor (exclusive or): A® B

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Pravidla pro disjunkci

P Vi _THB
" TEAVB 2 TEAVB

rFAVB T,AFC T,B-C
Ve:

r=cC
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Priklad dikazu

(AVB)VCHFAV(BVC()

1.oF(AVB)VC (Assm)
2. p, AVBFAVB (Assm)
3. 0, AVB,AF A (Assm)
4. p,AVB,AFAV(BV C) (Vi1 3)
5. 0p,AVB,B+B (Assm)
6. p,AVB,B-BVC (Vi1 5)
7. 0,AVB,BFAV(BVC) (Vi 6)
8. o, AVBFAV(BVC(C) (Ve 2,4,7)
9. p,CHC (Assm)
10. ¢, CFBVC (Viz 9)
11. o, CFAV(BV () (Viz 10)
12. o AV (BV C) (Ve 1,8,11)

Poznamka: ¢ := (AV B)V C
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Negace: -A

Al -A
0] 1
1,0

Poznamka: oznacuje se téz ~ nebo not
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Diikazy sporem

on AFB MAF-B
T - —A
r-A+ B M -AF-B
CtrN: e A
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Dvojita negace

i r-A . MN---A
S TEa-A O THA
1.THA (premisa) 1.TH--A (premisa)
2.T,~AFA (Ant1) 2.T,~AF-A  (Assm)
3.T,-AF A (Assm) 3. -AF—-=A (Ant1)
4.TH-—-A  (Ctr23) 4.THA (CtrN 2,3)
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Dvojita negace

Odvozeni CtrN pomoci Ctr a ——e:

r-ArB [-Al -8B
CtrN: A
1.I,-AE B  (premisa)
2. T,-AF =B (premisa)
3.T--A  (Ctr1,2)
4.THA (——e 3)
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Ze spornych predpokladli plyne cokoliv

Mr-A MN--A
CtrA: B
1.THA (premisa)
2.TH-A (premisa)
3.1,-BFA (Ant1l)
4.T,-BF—-A (Ant2)
5.T+B (CtrN 3,4)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 22 / 401



.T,A-B
r-B,AF B
r-B,AF-B
[-BF -A

AN

(
(
(
(

premisa)
Ant 1)
Assm)
Ctr 2,3)

1.r (premisa)
2. T (Assm)
3.T,B,AF-B (Ant1)
4. T (Ctr 2,3)
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Retézeni argumenti

reA r Al B
Ch: r-B
1.TFA (premisa)
2. AFB (premisa)
3.T,-BFA (Ant1)
4.T,-BF-A (Cp(a)2)
5.THB (CtrN 3,4)
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Rozbor pripadil (proof by cases)

PC:

oW

rAFB r-AF B

r-B

rArB (premisa)
N—-At B  (premisa)
L-BFA (Cp(c)2)
r,-BF-A (Cp(a)l)
r-Bs (CtrN 3,4)
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Zakon vylouceni tretiho (tertium non datur)

oW =

FAV-A
A A (Assm)
AFAV-A (Vi 1)
-AF-A (Assm)
“AFAV-A (Vi2 3)
FAV-A  (PC2,4)
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Dalsi pravidla pro disjunkci

M-A+B Mn-BFA
r-AvB rN-AvB
1.TLAFA (Assm)
2.NMAFAVB  (vii 1)
3. -AFB (premisa)
4.T,~AFAVB (Vi 3)
5.THAVB (PC 2,4)
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Implikace

Implikace: A — B

A|lB|A—=B
00 1
01 1
110 0
1)1 1
Poznamka: oznaluje se téz = nebo D
Y NAEB e r’FA—B Fr-A
" TFASB “ B

Poznamka: — e je znaméjsi pod nazvem modus ponens
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Priklady dikazi s implikaci

r-A— B on A rA-B
NA-B : rF B
1.THFA—=B (premisa) LTHEA (premisa)
2. T AFA— B (Ant1l) 2.1 AFB (premisa)
3.T,AFA (Assm) 3.TFASB (—i2)
4. I,AFB (—e23) 4. T+-B (—e31)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 29 / 401



Ekvivalence

Ekvivalence: A <~ B

Al B|A<B
0|0 1
01 0
10 0
111 1

Poznamka: oznacluje se téZz < nebo = nebo iff
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Pravidla pro ekvivalenci

. T,A-B [ BFA
t A< B

o, THAGB r-A
e - B

oy, TFAGB r-B
e - A

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Logické konstanty

Logické konstanty: | (false), T (true)
Poznamka: oznaduji se téz 0, 1 nebo ff, tt

ret Ti: —

Lo A T
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1 a negace

MAF L
- —A

-1

1. AL (premisa)
2. TAF-L (lel)
3.TF-A  (Ctr12)

M- -A r-A
ML

—e:
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1 a negace

ot A B MAF-B
" M- —A
1. LA+ B  (premisa)
2. T,AF =B (premisa)
3.TAF L (me21)
4.TH-A  (-i3)
M- A [ -A
CtrA: B
1.THA  (premisa)
2.TF—-A (premisa)
3.TFL (me21)
4. THB (Le3)
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Syntaxe — logické spojky

@ Pokud ¢ je dobre vytvorena formule, tak i = je dobfe vytvorend
formule.

@ Pokud ¢ a 1) jsou dobre vytvorené formule, tak i (o A ), (¢ V),
(¢ — 1) a (p <> 1) jsou dobre vytvorené formule.

@ | a T jsou dobre vytvorené formule.

Abstraktni syntakticky strom (abstract syntax tree).

Konvence pro vypousténi zavorek.
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Vyrokova logika — syntaxe

At — mnozina atomickych vyrok{

Abeceda — mnozina symboli:

@ atomické vyroky: vSechny prvky z At
@ logické spojky: =, A, V, =, <, L, T
@ zavorky: ), (

Jazyk — které sekvence symbolil jsou formulemi:
@ Pokud p € At, tak p je formule.
@ 1 a T jsou formule.
@ Pokud ¢ je formule, tak i = je formule.

@ Pokud ¢ a 1 jsou formule, tak i (¢ A1), (¢ V), (¢ — ) a
(¢ <> 1) jsou formule.

@ Neexistuji zadné dalsi formule nezZ ty, vytvorené podle predchozich
bodd.
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Vyrokova logika — syntaxe

Stru¢néjsi popis syntaxe pomoci tzv. Backus-Naurovy formy:
pu=p | L | T[] (@Ae) | (V) | (g=¢) | ()

p reprezentuje libovolny atomicky vyrok z mnoziny At

V tzv. abstraktni syntaxi se abstrahuje od detailil jako jsou zavorky,
priority apod.:

pu=p | LT ere | ove | oae | e
Alternativni zplsob zapisu abstraktni syntaxe:

e u=p | L] T] 1| erAp2 | or1Ver | o1 =92 | @14 ¢2
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Vyrokova logika — sémantika

Pravdivostni ohodnoceni: v : At — {0,1}

o v |= ¢ — formule ¢ plati (tj. je pravdivd) pfi ohodnoceni v
@ v [~ ¢ — formule ¢ neplati (tj. je nepravdiva) pfi ohodnoceni v

Definice toho, kdy je formule pravdiva pri ohodnoceni v:
@ v = p, kde p € At, plati pravé tehdy, kdyz v(p) = 1.
v = L neplati nikdy (tj. vzdy plati v j= L1).
v =T plati vzdy.
v = — plati pravé tehdy, kdyz v [~ o.
v = @ A1) plati pravé tehdy, kdyz v = p a v = 1.
v = @ V1) plati pravé tehdy, kdyz v |= ¢ nebo v |= 9.
v = ¢ — 1 plati pravé tehdy, kdyz v [~ ¢ nebo v = 1.
v = @ <> 1 plati pravé tehdy, kdyz v = ¢ a v |= 1), nebo kdyz v |~ ¢
av .

(]

e & © ¢ ¢ ¢
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Vyrokova logika — sémantika

h-:{0,1} — {0,1}

x | ho(x)
0 1
1 0

h,: {0,1} x {0,1} — {0,1}

pro x € {A,V, =, >}

X1y h/\(X7y) hV(Xa.y) h%(va) h(—)(Xv}/)
0|0 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 0 1 0 0
111 1 1 1 1
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Vyrokova logika — sémantika

L — mnozina viech dobre vytvorenych formuli

Kazdému pravdivostnimu ohodnoceni v : At — {0, 1} je pfifazena funkce

v 'C’At — {0,1}

e ¥(p) =v(p) pro p € At

o p(L)=0

0 »(T)=1

o U(—p) = h.(D())

o U(px1) = h(0(p),0(¢)) pro x € {A,V,—, <}

©

v = ¢ — pokud D(p) =1
v [~ ¢ — pokud D(¢) =0

(4
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Interpretace a modely

Obecné se pfi popisu sémantiky mluvi o interpretacich.

@ V pripadé vyrokové logiky ma interpretace podobu pravdivostniho
ohodnoceni.

@ V pripadé jinych logik mohou interpretace vypadat jinak.

@ Pokud v je interpretace, zapis v = ¢ znamend, Ze formule ¢
v interpretaci v plati.

@ Interpretaci, ve které plati formule ¢, se fikdA model formule .

@ Pokud I' je mnoZina formuli, modelem této mnoziny formuli je
takova interpretace, kterd je modelem kazdé formule z T.

41 / 401
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Logické vyplyvani

@ — formule, [ — mnozina formuli

Formule ¢ logicky vyplyva z formuli ', coz se zapisuje

M=o,

jestlize v |= ¢ plati pro kazdou takovou interpretaci v, kde pro vSechny
formule ¢ € T plati v = 4.

Poznamka: MnoZina [ mlze byt i nekonecna.

Misto {11,%2,...,%n} = ¢ se obvykle piSe ¥1, 12, ...,10, E ¢.
Misto () |= ¢ se obvykle pise = .
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Tautologie, kontradikce a splnitelné formule

Formule ¢ je:

o tautologie — pro kazdou interpretaci v plati v = ¢
o kontradikce — pro kazdou interpretaci v plati v [~ ¢
@ splnitelna — existuje alespon jedna interpretace v, pro kterou plati
viEe
= ¢ — oznaluje, Ze ¢ je tautologie
Poznamka:

AL A .. AnEB
pravé tehdy, kdyz
FA = (A= (- = (A= B)))
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Tabulkova metoda

pA(q— —r)
plglr|-rlg—=-r|pA(g——r)
0[o0[0] 1 1 0
0jof1] 0 1 0
o|1]o0] 1 1 0
o|1]{1]o0 0 0
1(ofo0] 1 1 1
1{of1] o0 1 1
1(1]0] 1 1 1
1(1]1] 0 0 0
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Tabulkova metoda

(A—=>B)—A)— A

A/B|lA-B|(A—-B)—A|(A—-B)—A)—A
0[]0 1 0 1
0|1 1 0 1
110 0 1 1
11 1 1 1
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Dedukéni systémy

Dedukcni neboli odvozovaci systém — sada pravidel, kterd uréuji, jak
vypadaji diikazy, a jaké kroky je mozno v ramci dilkazid provadét .

Priklad: Dedukcni systém pro vyrokovou logiku zaloZeny na sekventech
(sekventovy kalkul), obsahujici nasledujici pravidla:

Assm Ant
Ai Ner, Aeo
Vip, Vip Ve
—i —e
1 req, &ren
—i e
Ti le
—e

Poznamka: Jedna se o jednu z variant tzv. pfirozené dedukce.
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Dedukéni systémy

¢ — formule, ' — mnozina formuli (maze byt i nekoneénd)

Pro dany dedukéni systém D zépis

Mp e

oznaluje, ze v ramci systému D existuje ditkaz formule ¢ z predpoklad( I

Pro dany dedukéni systém D musi byt presné specifikovano, kdy plati
r FD @Y.

Systém zalozZeny na sekventech (sekventovy kalkul):

o [ Fp ¢ plati pravé tehdy, kdyz existuji néjaké formule 1,1, ..., 90,
z mnoziny [ takové, ze pomoci pravidel daného systému se dé
odvodit sekvent

wlaquJZ’“')d)n'_@

(tj. existuje diikaz tohoto sekventu).
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Dedukéni systémy

Deduk¢ni systém D je:

o korektni — jestlize plati, ze pokud ' Fp ¢, pak [ = ¢

Tj. v ramci systému neni mozné odvodit nekorektni zavér, co se
odvodi, to také skutecné plati.

o Gplny — jestlize plati, ze pokud I = ¢, pak [ Fp @

Tj. vse, co plati, se d& v rdmci daného systému odvodit.
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Dedukéni systémy

Pro dokazani toho, ze dany systém je korektni staci dokazat, zZe kazdé
jednotlivé pravidlo je korektni.

Priklad: Pro dokazani toho, ze pravidlo

r=A M-B

A FEAAB

je korektni, staci dokazat, ze:

o pokud T =Aarl =B, pak = AAB.
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Tabulkovou metodu je mozné v ramci dedukcniho systému ,,simulovat™:

@ To, Zze p ma pfi daném ohodnoceni pravdivostni hodnotu 1 je
reprezentovano formuli .

@ To, Ze ¢ ma pfi daném ohodnoceni pravdivostni hodnotu 0 je
reprezentovano formuli —p.
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Priklad: Méjme atomické vyroky p, g, r a formuli ¢ vytvorenou z téchto

atomickych vyrokli pomoci logickych spojek.

o Pokud napfiklad 11 = ¢ pro ohodnoceni vq, kde
n(p) =1, vi(q) =0, vi(r) =0,
v ramci odvozovaciho systému se da odvodit sekvent

p,—q,~r k@

@ Pokud napfiklad v, [~ ¢ pro ohodnoceni v, kde
(p) =0, n(q) =1, w(r) =0,
v ramci odvozovaciho systému se da odvodit sekvent

-p,q,r - P
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

A

B

==l
R orom
= o o ol >

Napriklad pro konjunkci se daji odvodit nasledujici pravidla:

M- -A M-8 M- -A M-8
- —=(AAB) - —(AAB)
M- A -8 M- A r-8
F-—=(AAB) FAAB
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Na tabulkovou metodu Ize nahlizet jako na priklad dikazu rozborem

pripadi:
pLlp | Py
0 0 0|1
0 0 1 1
0 1 0|1
0 1 1 1
1 0 0|1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

[ e = S = S SO
GO~ WNHFHOO

©NOOTA WD

. Tp1, P2, P

—pL, P2, p3 e
—p1, P2, p3

- TP, P2, P3¢

p1, P2, mp3 b
p1,—p2,p3
p1, P2, p3

- pL,p2,p3 b
. opL, P2
- opL P2
- P, P2
- pL,p2
.o

B )

— N N N N e N

PC 21)
PC 4,3)
PC 6,5)
PC 8,7)
PC 10,9)
PC 12,11)
PC 14,13)
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Ekvivalence formuli

Formule ¢ a ¢ jsou logicky ekvivalentni, coz se oznaluje ¢ < 1), jestlize
pro kazdou interpretaci v plati

viEp pravé tehdy, kdyZ v = 1.

Poznamka: ¢ < 1) plati pravé tehdy, kdyz ¢ =1 a ¢ | ¢.

Formule ¢ a % jsou v rdmci daného dedukéniho systému dokazatelné
ekvivalentni, coz se oznacuje ¢ - 1), jestlize plati

ok a Y.

Poznamka: Pokud je dedukcni systém korektni, tak z ¢ 4 1) plyne
p < 1, pokud je Gplny, tak z p < ¥ plyne ¢ - .
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Ekvivalence formuli

© < 1) pravé tehdy, kdyz = ¢ <> 1.
@ 9 pravé tehdy, kdyz - ¢ <> 1.

Pro libovolné formule ¢, 1 a x plati:

0 p& .
@ Pokud ¢ & ¢, tak ¥ < .
@ Pokud ¢ & ¢ a ¢ &, tak ¢ & x.

Podobné:
o v .
@ Pokud ¢ - v, tak ¢ - .
@ Pokud ¢ -1 a ¥ 4+ x, tak ¢ - x.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Ekvivalence formuli

Pokud plati A+ A’

@ ZT I Asedd dokdzat I - A’ (a naopak).
@ ZT,A A+ B seds dokazat 'y A, A + B (a naopak).

Pokud plati A -- A’, tak plati i:
o —A - -A
o ANBI-AANB, BANAAFBAA
e AVBH1AVB, BVA-4-BVA
o A-B4+A—-B, B—sA4B—-A
o AB4A B BoAdA-Bo A

(podobné to plati i pro <)
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Nékteré dulezité ekvivalence

Poznamka: Vsechny nize uvedené ekvivalence jsou i dokazatelné ().

As A,

Asociativita A, V, <

(AAB)AC < AN(BACQ)
(AVB)VC & AV (BV Q)
(A<+B)<C & A< (B+ ()

Komutativita A, V, <

ANB& BAA AVB & BVA AsBsS B« A

Idempotence A a V:

ANAS A AVAsS A
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Nékteré dulezité ekvivalence

Distributivni zdkony pro A a V:

AN(BV C) & (AAB)V(AAC) AV(BAC) & (AVB)A(AVC)

De Morganovy zakony:
~(AANB) < -AV -B -(AVB)<= -AAN-B

Konjunkce, resp. disjunkce, formuli A a —A je ekvivalentni formuli L,
resp. T:

AN-As L AV-As T
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Nékteré dulezité ekvivalence

Vztahy s | a T:

-1l T -T & L
ANL s L ANT s A
AV s A AVT & T
A—- 1l -A A—>T&T
LA T T—ASA
A Lo -A AT A

Vztahy pro nahrazeni implikace:

A—B < ~AVB ~(A— B) < AA-B

Vztahy pro nahrazeni ekvivalence:
A< B < (A= B)AN(B— A)
A< B < (ANB)V(-AA-B)
A+ B < (AV-B)A(-AV B)
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Ekvivalentni Gpravy

Misto A; & Ap, Ay & Az, ..., Ap_1 < A, je mozné psat

A1<:>A2<:>A3<:>"'<:>An71<:>An
Pro libovolné A;, Aj, kde i,j € {1,2,...,n}, pak plati A; & A;.

Podobné misto A; 4+ Ay, A 1+ As, ..., Ap—1 T+ A, je moZné psat

Ap b Ag A Az A - A A,

Pro libovolné A;, Aj, kde i,j € {1,2,...,n}, pak plati A; - A;.
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Normalni formy formuli

Uvazujme nyni pouze formule vyrokové logiky.

@ Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napt. p nebo —r

La=p | —-p

@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literali,
napt. pA—q, r, gA-rAp

C:=1L] LAC

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literald, napf. pV —q, r, gV -rVvp

D=L ]| LVD
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Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce jedné nebo vice
elementdrnich konjunkci, napt. (p A —q) V (—=r) V (=r A =p A =q)

E = C | CVE

o Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce jedné nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli),
napt. (pV —=q) A (=r) A(=rV —-pV—q)

F =D | DAF

Poznamka: Formule 1 a T také budeme povazovat za formule v DNF a
KNF.
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Normalni formy formuli

@ U formuli v KNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o tautologii:

U tautologie v KNF musi kazda klauzule obsahovat jako literdl néjaky
atomicky vyrok p a zaroven jeho negaci —p.

@ U formuli v DNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o kontradikci:

U kontradikce v DNF musi kazda elementarni konjunkce obsahovat
néjaky atomicky vyrok p a zdroven jeho negaci —p.
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Normalni formy formuli

R R R RFROOOO|IT
== OO MO OoOlQ

H OMFKOKORO|N
OO OORFOf

DNF:
(=P A=gAF)V(=pAGA=r)V(PA=GAT)

KNF:
(PVaVr)A(pV=gV=r)A(=pV gV r)A(=pV—-gVr)A(=pV-gV-r)
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou konec¢nou mnozinu atomickych vyroki At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—gA=r)V(pAgA=r)V(-pAgA-r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV =gV -r)A(pV gV -r)A(-pVqV —r)

Poznamka: V prikladech je At = {p,q,r}.
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Mnozina — soubor prvkil
Prvek a je prvkem mnoziny S:

aes

Prvek a neni prvkem mnoziny S: a¢ S
Konecnou mnozinu je mozné vyjadFit vyctem prvkd, které obsahuje:

S={a,b,c}

Podmnozina: S C T — kazdy prvek mnoziny S je prvkem mnoziny T
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Usporadané n-tice

Usporadana n-tice: (a1,a2,...,an) nebo (a1, a2,...,an)

@ Usporddana dvojice: (a,b) nebo (a,b)
@ Usporadana trojice: (a,b,c) nebo (a,b,c)

o ...

Kartézsky soucin:
51X52><---X5n

— mnozina vSech usporadanych n-tic
(31, an,..., a,,)

kde a1 € §51,a,€ Sy, ..., an € S,
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Relace

Relace: RC 5 xS x---x 5,
@ vyjadreni vztah(l mezi n-ticemi prvki
@ n — arita relace
@ n=1— unarni
@ n =2 — binarni
@ n =3 — ternarni

Priklad: Binarni relace R; € N x N tvorend dvojicemi ¢isel (m, n), kde

m<n

(m,n) e Ry pravé tehdy, kdyz m<n

Poznamka: N = {0,1,2,...}
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Relace

Predikat — dané n-tici prvkd (a1, a2, ..., a,) pfifadi pravdivostni hodnotu
podle toho, zda je nebo neni tato n-tice v dané relaci R:

R(a1,a2,...,an)

Tj. R(a1, a2, ...,an) plati pravé tehdy, kdyz (a1, a2,...,a,) € R.

Priklad: Predikat Rp, kde
Rl(m7 n)

plati pravé tehdy, kdyz (m,n) € Ry, tj. kdyz m < n
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Relace

Unarni relace — R C S vyjafuje néjakou vlastnost prvki z mnoziny S
Priklad: Unarni relace R C N tvorena témi Cisly, kterd jsou prvocisly
Predikat R, vyjadrujici, ze n je prvocislo

Ra(n)
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Funkce — binarni relace f C S x T spliujici:

o pokud (x,y1) € f a (x,y2) € f, pak y1 = y»
Tj. ke kazdému prvku x € S existuje nejvyse jeden prvek y € T takovy, zZe

(x,y) ef.

Tento prvek se oznacuje
f(x)

Funkce f — reprezentuje zobrazeni, které prvkim z mnoziny S pfifazuje
prvky z mnoziny T:
f:S—>T

Totalni vs. parcidlni funkce
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Funkce f: S — T, kde S = A1 x Ay X --- X A,:

f:Al XA X - xA,— T

n — arita funkce f
Misto f((a1, a2,...,an)) se pise f(a1,az,...,an).
Pfiklad: Binarni funkce f; : N x N — N, ktera dvojici pfirozenych Cisel

priradi jejich soucet
A(x,y) =x+y
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Struktura — neprazdnd mnozina prvki spolu s nékolika relacemi a
funkcemi nad prvky této mnoziny

Priklad: Mnozina N = {0,1,2,...} spolu s nasledujicimi relacemi a
funkcemi:
@ unarni funkce f : N — N, kde f(x) = x+1
@ bindrni funkce g : N x N — N, kde g(x,y) =x+y
@ binarni funkce h: N x N — N, kde h(x,y) =x-y
@ binarni relace P C N x N, kde (x, y) € P pravé tehdy, kdyz x = y
@ binarni relace Q C N x N, kde (x,y) € Q pravé tehdy, kdyz x < y
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Priklad: Mnozina A = {a, b, ¢} spolu nésledujici funkcemi f a g a relaci R:

@ undrni funkce f : A — A a binarni funkce g : AX A— A

x | f(x) gla b ¢
a b alc a a
b a bla b c
c b cla ¢ ¢

@ bindrni relace R C A x A, kde

R = {(av a)v (av C): (bv b): (C, a)? (C7 b)}

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 74 / 401



Signatura — Ctvefice
(P, F,C,arity)

@ P — mnozina predikatovych symboli
@ F — mnozina funkénich symbolu
@ C — mnozina konstantnich symbolu

@ arity : P U F — N — funkce urcujici aritu jednotlivych predikatovych
a funkénich symbold

Priklad: Signatura S = (P, F,C,arity), kde P = {P,Q, R}, F = {f.g},
C ={c,d} a kde arity(P) = 1, arity(Q) = 1, arity(R) = 2, arity(f) = 2,
arity(g) =1
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Interpretace

Signatura S = (P, F,C, arity)

Interpretace: 2 = (A, a)
@ A — univerzum — libovolna neprazdna mnozina
@ a — zobrazeni pfifazujici vyznam jednotlivym symbolam signatury S:

@ pro P € P (kde arity(P) = n):
a(P) = P%, kde P® C A" je libovolnd n-arni relace nad mnozinou A

@ pro f € F (kde arity(f) = n):
a(f) = f¥, kde f* : A" — A je libovolna n-arni (totalni) funkce nad
mnozinou A

@ proceC:
a(c) = c*, kde c® € A je libovolny prvek univerza A

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 76 / 401



Valuace

Proménné: Var = {xo, x1,x2,...}

Poznamka: Proménné budeme oznacovat x, y, z

Predpokladejme interpretaci 2l = (A, a).
Valuace — urcuje hodnoty proménnych, prirazuje proménnym prvky

univerza:
v:Var — A

Interpretace a valuace:
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Term — vyraz oznacujici prvek univerza:

@ x — kde x € Var

@ c—kdecelC
o f(t1,t2,...,ty) — kde f € F, arity(f) = n a kde t1, t, ..., t, jsou
termy

Priklady termt:  x c f(x,y) f(g(x),f(c,y))

Syntaxe:
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Interpretace a valuace J = (2, v)

J(t) — hodnota, jaké nabyva term t v interpretaci 2 pfi ohodnoceni v

@ pro x € Var:  J(x) = v(x)
@ProceC J(c)=c*

@ Pro f € F (kde arity(f) = n) a termy t1,t, ..., ty:
I(F (b1, tor- s ta) = FA(82), 3(82), ., 3(8)
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Atomické formule

Atomicka formule:
P(ty, ta, ..., tn)

kde P € P (kde arity(P) = n) a t1, t,...,t, jsou termy

Priklady atomickych formuli:  P(x) Q(g(g(c))) R(f(x,y),x)

Interpretace a valuace J = (2, v)

Formule ¢ plati pfi interpretaci 2 a valuaci v:

IEv

° J P(ty, to, ..., t,) pravé tehdy, kdyz (J(t1), 3(t2),...,3(tn)) € P
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Rovnost (identita): oznaduje se symbolem =

Atomicka formule:
t1 =t

Priklady atomickych formuli s rovnosti:

X=y f(f(x,y),z) = g(x)

@ J |= t; = tp pravé tehdy, kdyz J(t1) = J(t2)
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Kvantifikatory

Formule je mozné vytvaret z mensich podformuli pomoci logickych spojek:
_|1 /\1 \/1 %l HY J_Y —|—
Kromé toho je moZné ve formulich pouzivat kvantifikatory:

@ univerzalni kvantifikator: V

@ existenéni kvantifikator: 3

Pokud ¢ je formule a x je proménnd (x € Var), tak i

@ Vxy je formule

— reprezentuje tvrzeni ,,pro kazdy prvek x plati ¢", ,,pro vSechna x
plati ¢, apod.

@ Ixy je formule

— reprezentuje tvrzeni ,existuje prvek x, pro ktery plati ¢", , pro
néjaké x plati ¢", apod.
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Kvantifikatory

Interpretace A = (A, a), valuace v : Var — A
x€ Var,ace A
Zapis
v[x — a]
oznaluje valuaci v/ : Var — A, kterd se s valuaci v shoduje v hodnotach
vSech proménnych jinych nez x, a kde x nabyva hodnoty a
Tj. pro y € Var je

a okud y = x
) ={ 5,y by

v(y) jinak

J[x — a] = (A, v[x — a])
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Kvantifikatory

@ J = Vxyp plati pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € A plati J[x — a] = ¢

@ J = dxg plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaké a € A takové, ze
Jx—al e

Priklady formuli:

@ Vx3JyR(x,y) — ke kazdému x existuje y takové, Ze x a y jsou
v relaci R

@ —3x(P(x) A Q(x)) — neexistuje x, pro které by soucasné platilo P(x)
a Q(x)

@ JxP(x) — VyQ(y) — pokud existuje x, pro které plati P(x), pak pro
kazdé y plati Q(y)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 84 / 401



Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Symboly:

@ Logické symboly:

e proménné: x € Var, kde Var = {xp,x1, X2, ...}
logické spojky: =, A, V, =, &
kvantifikatory: V, 3
zavorky: ), (
symbol pro rovnost: =

¢ & ¢ ¢

@ Mimologické symboly — dény signaturou S = (P, F,C, arity):
o predikatové symboly: P € P
o funkéni symboly: f € F
@ konstantni symboly: c € C

Syntaxe:
t == x| ¢ | f(t,t,...,t)
p u= Pt t) [ t=t [ L | T | o | ore | ¢V

| o= | o | Vxp | 3xp
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Sémantika:

Hodnota termu p¥i J = (2, v):
@ pro x € Var:  J(x) = v(x)
eprocelC: J()=c™
@ pro f € F (kde arity(f) = n) a termy t1, to, ..., ty:
J(F(tr, to, s tn)) = FY(3(t1), 3(t2), - . ., I(tn))
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Pravdivost formule pfi J = (2, a):

@ Pro P € P, kde arity(P) = n, a pro termy ti, to, ..

]
]
&
]
*]
N
&
]
]
4

pravé tehdy, kdy? (J(t1),3(t2), ..., T3(ta)) € P*
Pro termy t1, t, plati J |= t1 = t» pravé tehdy, kdyz J(t1) = J3(t2)
J = L neplati nikdy, tj. vzdy plati J = L

JE T plati vzdy

J = — plati pravé tehdy, kdyz J £ ¢

J &= ¢ A plati pravé tehdy, kdyz T E o a T E 9

.yt platij ): P(tl,tz,“.

J = ¢ V1 plati pravé tehdy, kdyz J = ¢ nebo J = ¢

J &= ¢ — 4 plati pravé tehdy, kdyZz J £ ¢ nebo J = ¢
J = ¢ <> 1 plati pravé tehdy, kdyz J =@ a T =1, nebo kdyz T - p a T~
J | Vxy plati pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a € A plati J[x — a] E ¢

7t'7)

J = Ixe plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaké a € A takové, ze J[x — a] = ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Kazdy vyskyt proménné x ve v podformuli tvaru Ix¢ nebo Vxy je vazany.

Vyskyt proménné, ktery neni vdzany, je volny.
free(t) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
v termu t:
@ free(x) = {x} pro x € Var
@ free(c) =0 proceC
@ free(f(t1, t2,...,ta)) = free(t;) U free(tz) U... U free(t,) pro f € F
free(¢) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
ve formuli :
@ free(P(t1, ta, ..., ta)) = free(t1) U free(tz) U - - - U free(t,) pro P € P
free(t; = ) = free(tl) U free(t2)
free(L) = free(T) =
free(—p) = free(p)
free(p * 1) = free(y) U free(v)) pro * € {A,V, —, <>}
free(Qxy) = free(¢) — {x} pro Q € {3,V} a x € Var

e 6 ¢ ¢ ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Pravdivost formule ¢ pfi J = (2, v) zavisi pouze na 2 a hodnotach, které
v pfifazuje proménnym z mnoziny free(y).

Specialné v pripadé, kdy free(y) = 0, tak pravdivost ¢ pfi J = (2, v)
zavisi pouze na interpretaci 2I.

Pro formule ¢, kde free(¢) = (), miZeme psat

AE= nebo A v

Formule ¢, kde free(yp) = (), se nazyvd uzaviena formule neboli
sentence.
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Substituce

@ — formule, x — proménna, t — term

Formule, kterou dostaneme, kdyz dosadime term t za volné vyskyty
proménné x ve formuli ¢:

lt/x]

Priklad: ¢ := Vx(P(x) = R(f(x,z),y)), t:=g(f(y,w))
Formule ¢[t/z]:

Vx(P(x) = R(f(x,g(f(y,w))).y))
Poznamka: Je tfeba dat pozor na to, aby se volny vyskyt proménné

v termu t nestal po dosazeni vazanym.
V takovém pripadé je potreba vdzanou proménnou prejmenovat.
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Dedukéni systém pro predikatovou logiku 1. radu

Dedukéni systém obsahujici stejna pravidla jako systém pro vyrokovou
logiku.

Navic nékolik pravidel pro praci s kvantifikdtory a s rovnosti.

- VxA

TR AL/

Priklad:
Vx(P(x) = Q(x)), P(c) - Q(c)

1. TEVx(P(x) = Q(x)) (Assm)
2. TFP(c) = Q(c) (Ve 1)
3. T+ P(c) (Assm)
4. T+ Q(c) (—e23)

M= Vx(P(x) = Q(x)), P(c)
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Univerzalni kvantifikator

I+ Aly/x]

T EvxA

(v & free(I', VxA))

Specidlni pfipad:
r=A
TEYA (x & free(T))
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Univerzalni kvantifikator

Priklad: Vx(P(x) V Q(x)), Vx(Q(x) = R(x)) F ¥x(P(x) V R(x))

1. T EVx(P(x) V Q(x)) (Assm)
2. TEP(x)V Q(x) (Ve 1)
3. I, P(x)F P(x) (Assm)
4. T,P(x)F P(x)V R(x) (Vi1 3)
5. T, Q(x) F ¥x(Q(x) = R(x)) (Assm)
6. I, Q(x) F Q(x) — R(x) (Ve 5)
7. T, Q(x) F Q(x) (Assm)
8. I Q(x)F R(x) (—e6,7)
9. 1, Q(x) F P(x) V R(x) (Viz 8)
10. T F P(x) V R(x) (Ve 2,4,9)
11. T+ Vx(P(x) V R(x)) (Vi 10)

[ :=Vx(P(x) VvV Q(x)), ¥x(Q(x) = R(x))
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Existenéni kvantifikator

i M= Alt/x]
TR 3xA
Je: 1A DAY/XIEB () o free(T, 3xA, B))
=B
Specidlni pripad:
N dxA NAFB
’ (
B (x & free(l', B))
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Ptiklad:

oW =

=1i:

Ft=t
e r-t=+ M= A[t/x]
- M= A[t'/x]
Nt =1t
l-th==t
NNt ==t (premisa)
Fti=t (:i)
Mt =t (Ant 2)
e (x=t)[ti/x] (rep. 3, x & free(t1))
N (x=t)[t/x] (=el,4)
l-th=1t (rep. 5)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Nékteré dulezité ekvivalence

Poznamka: Vsechny nasledujici ekvivalence jsou i dokazatelné (i)

—Vxp & dx—p
—Ixp & Vx—p

Pokud x ¢ free(v)):

(Vxp) N = Vx(p A)
(Vxp) Vb < Vx(o V)
(Bxp) A = Ix(p AY)
(Bxp) VY & Ix(p V)
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Nékteré dulezité ekvivalence

(Yxp) A (Vx) & Ix(p AY)
(Bxp) V (3Ixy) & Ix(p V)

VxVyp < VyVxep
Ixdye < Jydxp

Pokud y ¢ free(yp):

Vxp < Yy (ply/x])
Ixp & Jy(ely/x])

Pokud x ¢ free(y):

Vxp & ¢
Ixp & @
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Existuje pravé jeden

Predpokladejme, ze:
@ ¢ je formule
@ proménna y je rliznd od proménné x
o y € free(y)

Tvrzeni ,pro pravé jeden prvek x plati " se da zapsat formuli

Ix(p A Vy(ply/x] = x=y))

Oznaduje se také:
do1xep

Poznamka: Ve stejném vyznamu jako J_; se pouZzivaji napriklad symboly
3;, 371, 3L
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Prirozena disla

Signatura ({<}, {0, +,}, {0}, arity), kde arity(<) = 2, arity(c) = 1,
arity(+) = 2, arity(-) = 2
Priklady formuli:

o VxJy(x < y) — ke kazdému pfirozenému ¢&islu existuje vétsi pfirozené
cislo

@ 0(0)+c(0) =0(c(0)) — plati, z2 1 +1=2

@ 0(0) <x A =3Jydz(c(0) <y A o(0) <z A y-z=x)— formule
s volnou proménnou x reprezentujici tvrzeni, ze x je prvocislo

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Prirozena cisla — Robinsonova a Peanova aritmetika

Axiomy:
o Vx(o(x) #0)
o VxVy(o(x) =o(y) = x=y)
o Vx(x =0V Jy(o(y) = x))
@ Vx(x+0=x)
o VxVy(x +o(y) =o(x+y))
@ Vx(x-0=0)
o VxVy(x-o(y) =(x-y)+x)
o VxVy(x <y < Jz(o(z) + x =y))

Schéma axiomu indukce:
o Vyr - Vyn(0[0/x] A Vx(p — ¢lo(x)/x]) — Vxp)
— ¢ je libovolnd formule, kde free(p) C {x,y1,...,¥n}
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Predpokladejme, ze je ddna mnozina axiomu I
@ Definice predikdtového symbolu P, kde arity(P) = n:
Vxi - Vxp (P(X1, ...y Xn) < )

kde free(p) C {x1,...,Xxn}

@ Definice funkéniho symbolu f, kde arity(f) = n:
Vxy - VxpVy (F(x1,...,xn) =y < @)

kde free(p) C {x1,...,Xn,y}, pfiemz [ F Vxq - - - Vxp3=1y ()

@ Definice konstantniho symbolu c:
ole/]
kde free(y) C {x}, pficemz I = 3_1x(¢)
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Signatura (0, {o}, {e}, arity), kde arity(o) = 2

Axiomy:
@ VxVyVz((xoy)oz=xo(yoz))
@ Vx(xoe=x)

® VxJy(xoy =¢)
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Teorie mnozin

Signatura ({€}, 0,0, arity), kde arity(€) = 2

Priklady nékterych axiomu teorie mnozZin:

@ Axiom extenzionality:

VxVy(Vz(z€ex <> z€y) = x=y)

@ Schéma axiomu vydéleni:
VydzVx(x €z <> (x €y A ¢))
kde ¢ je libovolnd formule, kde z & free(y)
Mnozina tvorena témi prvky x mnoziny y, pro které plati ¢:

{xeyle}
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Casto pouZivané zkratky

@ Tvrzeni ,existuje x z mnoziny A takové, ze pro x plati ¢":

Ix(x € A A )
Zkraceny zapis:
(3x € A)(¥»)
@ Tvrzeni ,pro kazdé x z mnoziny A plati ¢":
Vx(x e A — )

Zkraceny zapis:
(Vx € A)(¢)
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Formalni jazyky
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolnd neprazdnd kone¢nd mnozina symbold (znak).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna kone¢na posloupnost symboll z této
abecedy.

Priklad 1:
Y = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X, Y, Z}

Slova v abecedé ¥: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:
*>={A,B,C,D,EF,G,HI,J,KLMN,0,P,QR,STUVWXYZ.}

Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

¥3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Slova v abecedé ¥3: 0, 31415926536, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥, = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé ¥5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda Y4 je mnozina vSech ASCII znakd.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { <= _uupublic static,,void main(Str---
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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Jazyk — mnozina (nékterych) slov tvofenych symboly z dané abecedy

Priklady typl problémd, pfi jejichZ FeSeni se vyuzivd poznatkil z teorie
formalnich jazyku:

@ Tvorba prekladaci:

@ lexikalni analyza
@ syntaktickad analyza

@ Vyhleddvani v textu:

@ hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro
malé kone¢né jazyky).

Pfiklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici véechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpoznd slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vsechna mozna

slova patrici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyraziim.
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Nékteré zakladni pojmy

Délka slova je pocet znak( ve slové.

Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznacujeme |w/|.
Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Pocet vyskyti znaku a ve slové w oznalujeme |w|,.

Pro slovo w = ababb tedy plati |w|, =2 a |w|p, = 3.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznacuje feckym pismenem ¢ (epsilon).

(Pozn.: V literatufe se pro oznaleni prazdného slova nékdy pouzivd misto
symbolu ¢ fecké pismeno \ (lambda).)

e[ =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zietézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako ndsobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Zfetézeni je asociativni, tj. pro libovolna tfi slova u, v a w plati
(u-v)-w=u-(v-w)

coz znamenad, ze pfi zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napfiklad wy - wy - w3 - wy - ws misto (wy - (wa - w3)) - (wy - ws).
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Zretézeni slov

Zretézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov u a v neplati
rovnost

u-v=v-u

Priklad:
OST - RAVA # RAVA - 0ST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

vew| = |v] +|wl

Pro libovolné slovo w také plati:

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Prefixy, sufixy a podslova

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, Ze
Yy = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.
@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, aba, baa, aab, abaa,
baab, abaab.
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Mnozinu vSech slov tvofenych symboly z abecedy ¥ oznacujeme X *.

(Formalni) jazyk L v abecedé X je néjaka libovolnd podmnozina
mnoziny ¥*, tj. L C X%,

Priklad 1: Mnozina {00,01001,1101} je jazyk v abecedé {0, 1}.

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce C je
jazyk v abecedé tvorené mnozinou vSech ASCII znaki.

Priklad 3: Mnozina vSech text obsahujicich sekvenci znakd ahoj je jazyk
v abecedé tvorené mnozinou viech ASCII znaki.
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoziny, mizeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — L; U L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka L;
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Pranik — L1 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi soucasné do jazyka
Ly i do jazyka L,.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze ¥*, kterd nepatfi do L;.

Rozdil — L; — L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi do L1, ale nepatfi
do Lg.

Poznamka: Pri operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouzivaji tutéz abecedu .
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Formalné:

Sjednoceni:

Pranik

Doplnék:

Rozdil

Poznamka:

Mnozinové operace na jazycich

LUuL={weX*|weliVwe L}
cLinb={weX*|weliAwe L}
Li={weX"|w¢L}

L —L={weX|weliAnw¢ly}

Predpokladame, ze L1, L, C ¥* pro néjakou danou abecedu ¥.
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:
UvaZujme jazyky nad abecedou {a,b}.

@ L3 — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa

@ L, — mnoZina vsech slov se sudym poctem vyskytil symbolu b

Pak

@ L1 ULy — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa nebo sudy
pocet symboll b

@ L1 N Ly — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa a sudy
pocet symboll b

@ L3 — mnoZina vsech slov, kterd neobsahuji podslovo baa

@ L3 — Ly — mnozina vsech slov, ve kterych se vyskytuje podslovo baa,
ale kde pocet symboll b neni sudy
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Zretézeni jazykl

Zretézeni jazyku L1 a Ly, kde L1, Ly C ¥*, je jazyk L C ¥* takovy, Ze
pro kazdé w € X* plati

wel < Bueli)3vel)(w=u-v)

Ztetézeni jazyk( L; a Ly oznacujeme Ly - L.

Ptiklad:
Ly = {abb, ba}
L, = {a,ab, bbb}

Jazyk L; - Ly obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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lterace jazyka

Definice

Iterace jazyka L, oznacovana zapisem L*, je jazyk tvoreny slovy vzniklymi
zretézenim libovolného poctu slov z jazyka L.

Tj. w € L* pravé tehdy, kdyz

dneN: 3wy, wo,...,wpEL:w=wiws---w,

Priklad: L = {aa, b}

L* = {e, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . . .}

Poznamka: Pocet slov, kterd zfetézujeme, mize byt i 0, coz znamen3, ze
vzdy plati € € L* (bez ohledu na to, zda € € L nebo ne).
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Iterace jazyka — alternativni definice

Nejprve definujeme pro jazyk L a &islo k € N jazyk Lk

L0 = {e}, Lk=1k1.1 prok>1

To znamena
L% = {e}
R
L2
L3
L4
15 =

Il
~~r~r~~
~r~r~r~
~
~

Priklad: Pro L = {aa, b} jazyk L3 obsahuje nasledujici slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb
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Iterace jazyka — alternativni definice

Alternativni definice

Iterace jazyka L je jazyk

L*:ULk

k>0

Poznamka:
YUrr=rutvrrudu- -
k>0
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lterace jazyka

Poznamka: Pouziva se také zapis LT jako zkratka za L - L*, tj.

L+:ULk

k>1
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané , pozpatku®.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wR

Pfiklad: w = AHOJ wR = JoHA

Formalné mizeme definovat, ze pro w = ajap - - - a, (kde a; € ¥) je

WR = adpdp—1---4ai1.
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy vsech slov
z jazyka L.
Zrcadlovy obraz jazyka L zna&ime LR.

LR={wR|wel}

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Usporadani na slovech

Predpokladejme urcité (linedrni) usporddani < symboli abecedy ¥,
tj. pokud ¥ = {a1, a2,...,an}, tak plati

g <a<...<aj.
Priklad: X = {a, b, c}, pficemz a < b < c.

Na mnoziné X* mizZeme definovat nasledujici (linedrni) uspofadani <;:
X < y praveé tehdy, kdyz:
o |x| < |y|, nebo
o |x| = |y| a existuji slova u,v,w € £* a symboly a, b € ¥ takové, ze
plati
X = uav y = ubw a<hb

Neformalné mizeme fict v usporadani <; rfadime slova podle délky a
v rdmci stejné délky lexikograficky (podle abecedy).
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Usporadani na slovech

Vsechna slova nad abecedou ¥ mizeme pomoci usporadani <, seradit do
posloupnosti

wo, Wi, Wa, ...
ve které se kazdé slovo w € L* vyskytuje pravé jednou a kde pro libovolna
i,j € N plati, Ze w; <, w; pravé tehdy, kdyz i < j.

Priklad: Pro abecedu ¥ = {a, b, c} (kde a < b < ¢) bude zalatek
posloupnosti vypadat nasledovné:

€,a, b, c,aa,ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aac, aba, abb, abc, . ..
Pokud budeme mluvit napfiklad o prvnich deseti slovech jazyka L C ¥,

mame tim na mysli deset slov, kterd patfi do jazyka L a jsou mezi viemi
slovy z jazyka L nejmensi vzhledem k usporadani <;.
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Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy popisujici jazyky nad abecedou :
o (), €, a (kde a € X) jsou reguldrni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
£ ... oznaluje jazyk {¢}
a ... oznacuje jazyk {a}

o Jestlize o, 3 jsou regularni vyrazy, pak i (o + ), (o - B), (a*) jsou
reguldrni vyrazy:

(a+ B) ... oznaluje sjednoceni jazyki oznaéenych o a 3
(- ) ... oznaluje zfetézeni jazykl oznalenych av a 3
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaleného «

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda ¥ = {0, 1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda ¥ = {0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, je i ((0+1)-(0%))
regularni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je reguldrni vyraz, zapisem [a] oznadujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem «.

[((0+1)-(0%)] = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme zndzornit abstraktnim
syntaktickym stromem:
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Regularni vyrazy

Popis (abstraktni) syntaxe regularnich vyrazii pomoci Backus-Naurovy
formy:

ax=0]e]ala | aalata

Formalni definice sémantiky reguldrnich vyrazi:
o [0]=0

[e] = {e}

[a] = {a}

[a*] = [a]*

[a- B] =[] - [A]

[a + B] =[] U [5]

e © 6 ¢ ¢
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Regularni vyrazy

Vv

ndsleduji pravidla:

@ Vynechiavame vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechivame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme tecku pro zretézeni.

Priklad: Misto
(((((0-1)7)-1) - (1-1)) + (((0-0) + 1)7))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 + 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 135 / 401



Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01
0+1
O*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

Regularni vyrazy
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Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01

0+1

o*

(01)
(0+1)*
(0 + 1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(04 1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
(0+1)*00 ... jazyk tvoreny vsemi slovy konéicimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchizené i nasledované libovolnym poctem slov 01

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 135 / 401



Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

0*(10*10*)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symbold 1
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Konecné automaty
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symbold 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.

ANO - 6 je sudé &islo
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Rozpoznavani jazyka

Druhy néapad: Ve skuteCnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symbolid 1 je sudy nebo lichy (tj. misto Eisla si stadi pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:

© ©
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:

0
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Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 141 / 401



Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 141 / 401



Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miiZeme popsat grafem:
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miiZeme popsat grafem:
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miiZeme popsat grafem:

m—

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 141 / 401



Deterministicky konecny automat

Deterministicky konecny automat se sklada ze stavli a prechodu.
Jeden ze stavil je oznacden jako pocatecni stav a nékteré ze stavill jsou
oznaceny jako pfijimajici.
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Deterministicky konecny automat

Formalné je deterministicky kone¢ny automat (DKA) definovéan jako
pétice

(07 2757 q0, F)
kde:
Q je neprazdna kone¢nd mnozina stav

Y je abeceda (neprazdnd kone¢nd mnozina symbol()

°
°
9 §:Q xX — Q je prechodova funkce
@ qo € Q je pocatecni stav

°

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Deterministicky konecny automat

o Q=1{1,2,3,4,5} 0(l,a) =2 i(1,p) =
o ¥ ={ab} 6(2,a) =4 4(2,p) =
o q=1 5(3,a)=1  5(3,b) =4
5(4,2)=1  5(4,0) =
° F={1,45} 5(5,2) =4  §(5,b) =
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Deterministicky konecny automat

Misto zapisu

Z. Sawa (VSB-TUO)

5(1,a) =2 o(1,p) =1
0(2,a) =4 0(2,p) =5
i(3,a) =1 4(3,b) =4
0(4,a) =1 0(4,0) =3
5(5,a) =4 0(5,b) =5

dla b

~1]2 1

214 5

311 4

~4|1 3

+~5|4 5

Uvod do teoretické informatiky
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Deterministicky konecny automat
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Deterministicky konecny automat

15225
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Deterministicky konecny automat

12225 2,24
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Deterministicky konecny automat

12225 2,423
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Deterministicky konecny automat

EEEEE ., e, e,
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Deterministicky konecny automat

Méjme DKA A = (Q, %, 4, qo, F).

Zépisem g — ¢, kde q,¢' € Q a w € X*, budeme oznalovat to, ze
pokud je automat ve stavu g, tak prectenim slova w prejde do stavu q'.

Poznamka: —C Q x X* x Q je ternarni relace.

Misto (g, w, q') €— piseme q — ¢'.

Pro DKA plati, Ze pro libovolny stav g a libovolné slovo w existuje pravé
jeden stav ¢’ takovy, ze ¢ — ¢'.
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Deterministicky konecny automat

Relaci — muzeme formalné definovat ndsledujici induktivni definici:
@ g — g pro libovolné g € Q

@ ProacXawel™
g 2% ¢ pravé tehdy, kdy? existuje ¢” € Q takové, ze §(q,a) = q” a
——e
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Deterministicky konecny automat

Slovo w € £* je pfijimano deterministickym kone¢nym automatem
A=(Q,X%,J, qo, F) pravé tehdy, kdyzZ existuje stav g € F takovy, ze
qo — q.

Definice

Jazyk rozpoznavany (pfijimany) danym deterministickym kone¢nym
automatem A = (Q, X, d, qo, F), oznacovany L(A), je mnozina vsech slov
prijimanych timto automatem, tj.

LA ={wecX*|IgcF:q = q}
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Regularni jazyky

Jazyk L je regularni pravé tehdy, kdyz existuje néjaky deterministicy
kone¢ny automat A, ktery jej prijima, tj. DKA A, takovy, ze L(A) = L.
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Ekvivalence automatu

s (0

:

o

b

b
—@
a a

Vsechny 3 automaty pfijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a.
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Ekvivalence automatu

O konecnych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(A2).
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.

@ Pokud tyto stavy odstranime, porad automat pfijima stejny jazyk L.
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g koneéného automatu A = (Q, X, 0, qo, F) je dosazitelny pokud
existuje n&jaké slovo w takové, Ze gy — q.

V opacném pripadé stav nazyvdme nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stavil nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu.

@ Nedosazitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se vemi
prechody vedoucimi do nich a z nich). Jazyk pfijimany automatem se

nezméni.

154 / 401
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

a
@%
b b

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

a
@5
b b
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

a
@R
b b
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Automat pro prinik jazyk(
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b b
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Automat pro prinik jazyk(

a
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b b
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Automat pro prinik jazyk(
b
0@9 2.%) A——@
O
a

b
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

b
0@9 a (3
‘ ! ' O O
a b b
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

b
o@e o) R—2x(B)
.
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Automat pro prinik jazyk(

b
0@9 a '3 @@
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Automat pro prinik jazyk(

b
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Automat pro prinik jazyk(

Formalné mizeme popsat tuto konstrukci nasledovné:

Predpokladame, ze mame dva deterministické konec¢né automaty
Ar = (Q1, %, 01,901, F1) a A2 = (Q2, L, 02, qoz, F2).
K nim setrojime DKA A = (Q, %, 0, qo, F) kde:

0 Q=01 xQ

9 6( (ql,%),a) — (51(qlaa)552(q2aa)) pro vSechna q1 S le (¢p) S Q2y
aceyx

@ qo = (qo1, go2)
o F=FRXxF

Neni tezké ovéfit, ze pro libovolné slovo w € ¥* plati, ze w € L(A) pravé
tehdy, kdyz w € L(A1) a w € L(A2), tj.

L(A) = L(A1) N L(A2)
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Prinik regularnich jazyk

Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L1 N Ly je
reguldrni.

Duikaz: Predpokladejme, ze A1 a As jsou deterministické konecné
automaty takové, ze

Ly = L(Ay) Ly = L(Ag)

Popsanou konstrukci k nim mizeme sestrojit deterministicky konec¢ny
automat A takovy, ze

L(A) = L(A) N L(Ay) = Ly N Lo
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Automat pro sjednoceni jazyki

b
o@e o) R—2x(B)
.
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki

b
o@e o) 0@
O O O
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(Al) U L(Al)

je témé¥ stejnd jako v pripadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).
Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

) F:(F1XQ2)U(Ql><F2)
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(Al) U L(Al)

je témé¥ stejnd jako v pripadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).

Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

) F:(F1XQ2)U(Ql><F2)

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou reguldrni, pak také jazyk L; U L je

regularni.
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Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,X,4, qo, F) sestrojime DKA A" = (Q,%,d,q0, Q — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € X* plati, ze w € L(A") pravé tehdy,
kdy? w & L(A), tj.

L(A) = L(A)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,X,4, qo, F) sestrojime DKA A" = (Q,%,d,q0, Q — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € X* plati, ze w € L(A") pravé tehdy,
kdy? w & L(A), tj.

L(A") = L(A)

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

@ Z jednoho stavu maze vézt libovolny (i nulovy) pocet prechodu
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mdze byt vic nez jeden pocatecdni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

1-253-24
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Nedeterministicky kone¢ny automat

12532422
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Nedeterministicky kone¢ny automat

1-253 2420 55
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Nedeterministicky kone¢ny automat

1253 %4 22 25 %5
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

12225

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 164 / 401



Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

/

ANO ANO  NE NE ANO NE NE ANO NE
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

VAN
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Nedeterministicky kone¢ny automat

a b
~1]12,3,4 1
2 — 5
—3 — 4
4 2 3,5
5 — 5

Priklad: Les reprezentujici vSéechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky koneény automat (NKA) definovéan jako
pétice

(Q,%,0,1,F)
kde:
Q je kone¢nd mnozina stavu
> je konecnd abeceda
d:Q x X — P(Q) je ptechodova funkce
I C @ je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Prevod NKA na DKA
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Prevod NKA na DKA

Poznamka: P¥i prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavd,
mize mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavl, mdze vzniknout
automat, ktery ma 220 = 1048576 stavd.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 27 stavii, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastavaji.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 172 / 401



Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

123

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 172 / 401
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Oproti nedeterministickému kone¢nému automatu ma zobecnény
nedeterministicky konecny automat tzv. s-prfechody, tj. prechody
oznacené symbolem «¢.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav fidici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypoclty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekoneéné (pokud graf obsahuje cyklus
tvofeny e-prechody) bez ohledu na délku slova na pasce.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat (ZNKA)
definovan jako pétice
(Q,x,0,1,F)
kde:
Q je kone¢nd mnozina stavi
> je konecnd abeceda
J:Q x(XU{e}) = P(Q) je prechodova funkce
I C @ je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 ¢ ¢

F C Q je mnozina prijimajicich stavii

Poznamka: Na NKA miZeme nahlizet jako na specialni pripad ZNKA,
kde 0(q,£) = 0 pro viechna g € Q.
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Prevod na deterministicky kone¢ny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i

vSechny stavy dosazitelné z jiz pridanych stavli néjakou sekvenci
e-prechodd.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 175 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Jvod do teoretické informatiky anora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Jvod do teoretické informatiky anora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Jvod do teoretické informatiky anora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 176 / 401



Prevod ZNKA na DKA

Predtim, neZ formalné popiSeme pfevod ZNKA na DKA, zavedme si
nékolik pomocnych definic.

Predpokladejme n&jaky dany ZNKA A = (Q, X, 4,1, F).

Definujme funkci 6 : P(Q) x (X U {e}) = P(Q) tak, ze pro K C Q a
aeXU{e}je

(k. a) = U 5(a,2)

gekK
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Prevod ZNKA na DKA

Pro K C Q oznaéme Cl.(K) mnozinu vSech stavi dosazitelnych ze stavi
z mnoziny K néjakou libovolnou sekvenci e-prechodd.

To znamena, ze funkce Cl. : P(Q) — P(Q) je definovana tak, ze pro
K C Q je Cl.(K) nejmensi (vzledem k inkluzi) mnozina spliiujici
nasledujici dvé podminky:

o K C CI(K)
@ Pro kazdé g € Cl.(K) plati, ze §(q,e) C Cl.(K).

Poznamka: VSimnéme si, ze pro libovolné K je Cl.(Cl.(K)) = Cl.(K).

Vsimnéme si také, ze v pripadé NKA (kde (q,c) = 0 pro kazdé g € Q) je
Cl.(K) = K.
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Prevod ZNKA na DKA

K danému ZNKA A = (Q, %, 4, /, F) nyni mizeme sestrojit DKA
A =(Q,X,¥,q F'), kde:

o Q' =P(Q) (K € Q tedy znamen3, ze K C Q)
00 :Q xX— @ jedefinovd tak, zZepro K€ Q aacX je

8'(K,a) = Cl.(6(Cl.(K), a))

° CI6 = Cl(1)
o FF={KeQ|C.(K)NnF #0}

Neni tezké ovéfit, ze L(A) = L(A).
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az

A:
b d
O—0O——O——0

L(A) = L(A1) - L(Ay)
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Zretézeni jazykl
Y ={a,b,c,d}

A12 A2:

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac ¢ L(A;1)- L(A2)
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Zretézeni jazykl
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Zretézeni jazykl
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lterace jazyka
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Uzavrenost tridy regularnich jazyk

Mnozina (vSech) regularnich jazyki je uzaviend vici operacim:

©

sjednoceni
prinik
doplnék

°

°

@ zfetézeni
@ iterace
°
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Dukaz: Stadi ukézat, jak k danému reguldrnimu vyrazu o zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [a].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu a:

@ Pokud je o elementérni vyraz (tj. (), € nebo a):
o Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

o Pokud je a tvaru (8 + ), (8- ) nebo (5*):

@ Rekurzivné sestrojime automaty rozpoznavajici jazyky [5] a [7].
@ Z nich sestrojime automat rozpozndvajici jazyk [«].
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Prevod regularniho vyrazu na konec

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0—-0

0 € a
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Pokud se vyraz « sklddd z n znakd (nepoditdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvyse 2n stavd,
@ nejvyse 4n prechodi.
Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na

deterministicky vsak muize pocet stavl vzrist exponencialné, tj. vysledny
automat pak mize mit az 22" = 4" stavd.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym reguldrnim vyrazem.

Dukaz: Stadi ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz o takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny regularnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocate¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym reguldrnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstranovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g, g, cestu z g; do g, vedouci pres g.

Po odstranéni stavu gq:

. a+67*(5 .
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b + aa)*

b+ a(b + aa)*ab ¢+ (a+ba)(b+ aa)"

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b +aa)*+
(b + a(b + aa)*ab)
(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)*

@ (e + (a+ba)(b + aa)*) @
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Ekvivalence kone¢nych automat(i a regularnich vyrazi

Jazyk je regularni pravé tehdy, kdyZ je ho mozné popsat regularnim
vyrazem.
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Bezkontextové gramatiky
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Ptiklad:

(STMT)

(IF-STMT)
(WHILE-STMT)
(BLOCK-STMT)

(STMT-LIST)
(ASSG-STMT)
(BOOL-EXPR)

(COMPARE-OP)
(ARITH-EXPR)

(ARITH-OP)
(CONST)
(VAR)

A

U

Bezkontextové gramatiky

(IF-STMT) | (WHILE-STMT) | (BLOCK-STMT) |
(ASSG-STMT)

if (BOOL-EXPR) then (STMT) else (STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)

begin (STMT-LIST) end

(STMT) | (STMT) ; (STMT-LIST)

(VAR) := (ARITH-EXPR)
(ARITH-EXPR)(COMPARE-OP) (ARITH-EXPR)
< >|<lzl=1#

(VAR) | (CONST) |
((ARITH-EXPR)(ARITH-OP) (ARITH-EXPR))
==/
0/1]2|3]4]5[/6]7]8]|9

alblel - [xlylz
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Bezkontextové gramatiky

Symboltim, které maji v predchozim prikladé tvar (Xxx), se Fika
neterminalni symboly (neterminaly).

Pravidla popisuji, jaké Fetézce miize dany netermindl reprezentovat.
Z neterminalu (STMT) mizeme napfiklad dostat text

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 197 / 401
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end

(STMT)
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while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G=(NX%XS,P)

kde:
M je kone¢nd mnozina neterminalnich symbolu (neterminala)

(4

(]

Y je kone¢nd mnozina terminalnich symbold (terminala),
pficemz MNY =)

S € 11 je pocatecni neterminal

[

P CNx (MUX)* je kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel

©
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Bezkontextové gramatiky

Poznamky:

@ Pro oznacdeni netermindlnich symbol(i budeme pouzivat velkd pismena
A B C, ...

@ Pro oznacdeni terminalnich symbold budeme pouZivat mala pismena a,
b, c, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcl z (MU X)* budeme pouzivat malad pismena
fecké abecedy «, 3, v, ...

@ Misto zépisu (A, «) budeme pro pravidla pouzivat zapis
A=«

A — leva strana pravidla
« — prava strana pravidla
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Priklad: Gramatika G = (IN,%, S, P), kde

o N={AB,(C}

o ¥ ={a,b}

aS5S=A

@ P obsahuje pravidla
A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C - AB
C—a
C—b

Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako treba
A — o A — ar A — a3
muzZeme je strucnéji zapsat jako

A—>a1|a2|a3

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky mizZeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—ABJalb
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Bezkontextové gramatiky

Gramatiky slouzi ke generovani slov.

Priklad: G = (1,X, A, P), kde N = {A, B, C}, ¥ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A — aBBb | AaA

B — ¢ | bCA

C—ABlal|b

Napfriklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
zplusobem:
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Bezkontextové gramatiky

Na fetézcich z (MU X)* definujeme relaci =C (MU X)* x (MU X)*
takovou, Ze
a=d

pravé kdyz a = 1AB2 a o/ = (1752 pro néjakd S, 2,y € (MUX)* a
ATl kde (A — ) € P.
Priklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformalné Fedeno zdpis o = o’ znamend, Ze z a je mozné
jednim krokem odvodit o/, a to tak, ze vyskyt n&jakého netermindlu A v «
nahradime pravou stranou néjakého pravidla A — -, kde se A vyskytuje
na levé strané.
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ATl kde (A — ) € P.
Priklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformalné Fedeno zdpis o = o’ znamend, Ze z a je mozné
jednim krokem odvodit o/, a to tak, ze vyskyt n&jakého netermindlu A v «
nahradime pravou stranou néjakého pravidla A — -, kde se A vyskytuje
na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n je posloupnost 5o, 1, B2, -+, Bn, kde B; € (MUX)* a
kde 5;_1 = B; pro vSechna 1 < < n, coz mlzeme strucnéji zapsat

fo=P1=P2=...= PBr-1= bn
Skuteénost, Ze pro dané o, o’ € (MU X)* a n € N existuje néjakd derivace
Bo=P1=Po=...= Bn_1= B kde a = By a & = 3,, zapisujeme
a="d
Skute&nost, ze @ =" o’ pro n&jaké n > 0, zapisujeme
a="d

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Vétné formy jsou ty a € (MU X)*, pro které plati
S="a

kde S je pocatedni netermindl.
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (1, X, S, P) je mnozina viech
slov v abecedé ¥, ktera Ize odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
neterminalu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={weX |S="w}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk

L={a"b"| n>0}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk
L={a"b"| n>0}
Gramatika G = (I, X, S, P), kde M1 = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk
L={a"b"| n>0}
Gramatika G = (I, X, S, P), kde M1 = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e

S=>c¢

S=aSb= ab

S = aSb = aaSbb = aabb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we {ab}|w=wF}

Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab}"| W:WR}
Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w
zapsané pozpatku.

Reseni:
S —aSa|bSb|a|b|e
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we {ab}|w=wF}

Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:
S —aSa|bSb|a|b|e

S = aSa = abSha = abaSaba = abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Reseni:

S—e](S)|SS
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Reseni:

S—e](S)|SS

S$=55=(8S= (55 = (855 = (595 =
(08 S) = (OGNS = (OO = (OO)WUS) =
OO)O)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory miZeme pouzivat symboly + a x.

Napriklad (a + a) xa+ (axa) € L.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory miZeme pouzivat symboly + a x.

Napriklad (a + a) xa+ (axa) € L.

Regeni:
E—-alE+E|ExE]|(E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory miZeme pouzivat symboly + a x.

Napriklad (a + a) xa+ (axa) € L.

Regeni:
E—-alE+E|ExE]|(E)

ESE+E=E«E+E= (E)*xE+E= (E+E)«xE+E=
(a+E)xE+E= (a+a)xE+E=(ata)xa+E=(ata)xa+(E)=
(a+a)xa+(ExE)=(a+a)xa+(axE)=(a+a)xa+(axa)
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb
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Derivacni strom

A

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

(>
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a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb

A= aBBb
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Derivacni strom

a/B/A\B\b
A — aBBb | AaA 54?\¥

B — ¢ | bCA
C > AB|al|b

A = aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/?”y

B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb = abCABb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 211 / 401



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Boclbch i

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B alb AN

a B B b

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
C B alb VAN

a B B b

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — = | bCA

C—AB|alb AN

a B B b

[y —

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Derivacni strom

A
AN
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>i\B|a|b a/B/\B\b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
7 N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA -
Q—>€AB|a|b a/B/\B\b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

//A\B\b
A — aBBb | AaA //\
G / //\\
\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Ay /AN

b a B B b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
2o s /AN

b a B B b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 211 / 401



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \E
S 70\

b a B B b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \
Ay /AN

b a B B b

\

3

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \
2o s /AN

b a B B b

\

3

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \ \

A €

S N

b a B B b

\

hl

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \8
o a ) / /N

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovidd néjaky derivacni strom:

4

)

(4

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

Koren stromu je ohodnocen pocdate¢nim neterminalem.

Listy stromu jsou ohodnoceny terminaly nebo symboly €.

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny neterminily.

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou

ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla

A — a.

6. Gnora 2014
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Leva a prava derivace

E—E+E|E«E|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi netermindl.

EE+E=ExE+E=axE+E=axat+tE=axata

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi netermindl.

E=E+E=E+a=ExE+a=Exata=axa+ta

Derivace vSak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=E+«xE+E=Exat+E=Exata=axa+ta
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Leva a prava derivace

@ Jednomu derivaénimu stromu muze odpovidat vice riiznych derivaci.

@ Kazdému derivaénimu stromu odpovida pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(G1) = L(Gp).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. Da se dokazat, ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk ¥ *.
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Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),
kterému pfislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Ptiklad:

E==E+E=ExE4+E=a«E+E=axa+E=axa+a
E=ExE=ExE+E=axE+E=axat+E=axa+a

SN SN
/N N

E * a a E E
| | |
a a a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, kterd
generuje tentyZ jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E E+E|E«E|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

E>T|T+E
T—F|FxT
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika zadnou ekvivalentni

jednoznacnou gramatikou nahradit neda, rikdme, Ze je podstatné
nejednoznacna.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G
takova, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzavrena vici:
@ zfetézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyk( vSak neni uzaviend vidi:
@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Mame dany gramatiky Gy = (M1, X, 51, P1) a Gy = (M, L, 57, P»),
pficemz mizeme predpokladat, Ze [y Ny =0 a S & My UM,.

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)L(Gp):

G = (|_|1 Ul U{S}, 2, 5, Py U P, U{S — 5152})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1) U L(Gp):

G=(MuUMU{S}H L, S, PLUP,U{S = 5,5 = S})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)*:

G=(MuU{S}H X,S, PLU{S = ¢5 = 55})
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Vycislitelnost a slozitost
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Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus je mechanicky postup skladajici se z néjakych jednoduchych

elementarnich kroki, ktery pro né€jaky zadany vstup vyprodukuje né€jaky
vystup.

Algoritmus m{ize byt zadan:
@ slovnim popisem v prirozeném jazyce
@ pseudokédem
@ jako pocitacovy program v néjakém programovacim jazyce
@ jako hardwarovy obvod
o ...

Algoritmy slouzi k feseni rliznych problému.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Problém

V zadani problému musi byt urceno:
@ co je mnozinou moznych vstupl
@ co je mnozinou moznych vystupl

@ jaky je vztah mezi vstupy a vystupy

vstupy vystupy
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Priklady problémd

Problém , Tridéni"

Vstup: Sekvence prvkl ap, as, ..., a,.
Vystup: Prvky sekvence aj, ap, ..., a, sefazené od nejmensiho po
nejvetsi.
Priklad:

@ Vstup: 8,13,3,10,1,4
@ Vystup: 1,3,4,8,10,13

Poznamka: Konkrétni vstup néjakého problému se nazyvd instance
problému.
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Priklady problémd

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrcholl u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Ptiklad:
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Problémy

Formalné tedy mizeme problém definovat jako trojici (/n, Out, R), kde:

@ In je mnozina moznych vstupl
@ QOut je mnozina moznych vystup(
@ R C In x Out je relace pfifazujici kazdému vstupu mozné odpovidajici
vystupy. Tato relace musi spliovat
Vx € In: 3y € Out : R(x,y).

In Out
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Kdédovani vstupu a vystupu

Obecné se mizeme omezit na to, Ze vstupy i vystupy problému jsou slova
v néjaké abecedé ¥, tj. In = Out = L*.

R0zné jiné objekty (isla, posloupnosti Cisel, grafy, ...) pak zapisujeme
(kédojeme) jako slova v této abecedé.

Priklad: Napriklad u problému , TFidéni* bychom mohli zvolit jako

abecedu ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,, }.

Vstupem by pak mohlo byt napfiklad slovo
826,13,3901,101,128,562

a vystupem slovo
13,101,128,562,826,3901
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Kdédovani vstupu a vystupu

Priklad: Pokud je vstupem néjakého problému napfiklad graf, mizeme ho
reprezentovat jako seznam vrcholi a hran:

Napfriklad nasledujici graf

muzZeme reprezentovat jako slovo

1,2,3,4,5),((1,2),(2,4),(4,3),(3,1),(1,1),(2,5),(4,5),(4,1))

v abecedé ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,,, (,) }.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Kdédovani vstupu a vystupu

Poznamka: Ne kaZzdé slovo ze * musi reprezentovat néjaky vstup.

Kdédovani bychom ale méli zvolit tak, abychom byli schopni snadno poznat
ta slova, kterd néjaky vstup reprezentuji.
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Kdédovani vstupu a vystupu

MiZeme se omezit na pripad, kdy jsou vstupy i vystupy kdédovany jako
slova v abecedé {0, 1} (tj. jako sekvence bitd).

Symboly jakékoli jiné abecedy Ize reprezentovat jako sekvence biti.

Priklad: Abeceda {a,b,c,d, e, f, g}

a + 001
b + 010
c © 011
d + 100
e < 101
£ < 110
g < 111

Slovo ‘defb’ mizeme reprezentovat jako ‘100101110010'.
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Dalsi priklady problémi

Problém ,,Prvoéiselnost*

Vstup: Prirozené Cislo n.

Vystup: ANO pokud je n prvocislo, NE v opa¢ném pripadé.

Poznamka: Prirozené Cislo n je prvocislo, pokud je vétsi nez 1 a je
délitelné beze zbytku pouze Cisly 1 a n.

Prvnich nékolik prvodisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...
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Rozhodovaci problémy

Situace, kdy mnozina vystupl Out je {ANO, NE} je pomérné Casta.
Takovym problémim se fika rozhodovaci problémy.

Rozhodovaci problémy vétsinou specifikujeme tak, ze misto popisu toho,
co je vystupem, uvedeme otazku.

Priklad:

Problém ,,Prvociselnost*

Vstup: Prirozené dislo n.

Otézka: Je n prvodislo?
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Rozhodovaci problémy

Rozhodovaci problém

Jednou z moznosti, jak formalné definovat rozhodovaci problém, je
definovat ho jako dvojici (In, T), kde:

@ In je mnoZina moznych vstup,

@ T C In je mnozina vstupli, pro které je odpovéd ANO.
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Rozhodovaci problémy a jazyky

Pokud se omezime na to, Ze vstupy jsou slova z néjaké abecedy %,
muzeme na rozhodovaci problémy pohliZet jako na jazyky.

Jazyk odpovidajici danému rozhodovacimu problému je mnoZzina téch slov
ze 3%, kterd reprezentuji ty vstupy, pro néZ je odpovéd ANoO.

Priklad: Jazyk L tvoreny témi slovy ze {0, 1}*, kterd jsou bindrnim
zapisem néjakého prvocisla.

Napriklad 101 € L, ale 110 & L.
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Priklad rozhodovaciho problému

Problém SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Booleovska formule .

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Priklad:

Formule 1 = x3 A (—x2 V x3) je splnitelna:

napt. pfi ohodnoceni v, kde v(x1) =1, v(x2) =0, v(x3) = 1, plati
v(p1) = 1.

Formule @2 = (x1 A =x1) V (—x2 A x3 A x2) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati v(y2) = 0.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014

234 / 401



Optimalizacni problémy

Dalsim specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je kolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové reseni, které je v néjakém ohledu

optimalni.

235 / 401
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Optimalizacni problémy

Dalsim specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je kolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové reseni, které je v néjakém ohledu
optimalni.

Priklad: V problému ,Hledani nejkratsi cesty v grafu” je mnozina vSech
pripustnych FesSeni tvorena vSemi cestami z vrcholu v do vrcholu v.
Kritériem, podle kterého cesty hodnotime, je délka cesty.
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Optimalizacni problémy

Formalné mizeme optimalizacni problém definovat jako pétici
(In, Out, f, m, g), kde:

@ In je mnozina moznych vstupi,

@ Out je mnozina feseni,
@ f :In— P(Out) je funkce pfifazujici kazdému vstupu x odpovidajici
mnozinu pfipustnych feSeni f(x),

(]

m : Uyem({x} x f(x)) = R je optimalizacni funkce (kriterialni
funkce),
@ g je min nebo max.
Cilem je pro dany vstup x € In najit néjaké pripustné feseni y € f(x)
takové, ze
m(x,y) = g{m(x,y') | y" € f(x)},
nebo zjistit, Ze pro dany vstup x zadné pripustné feseni neexistuje

(tj. f(x) =10).
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Optimalizacni problémy

@ Optimaliza¢nim problémdm, kde g je min, se fikd minimalizacni
problémy.

@ Optimaliza¢nim problémdm, kde g je max, se fikd maximalizacni
problémy.
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Priklady problémd

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?
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Priklady problémd

Problém nezavislé mnoziny (IS)

Vstup: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezdvisla mnozina velikosti k?

Poznamka: Nezavisla mnozina v grafu je podmnozina vrcholi grafu
takova, Ze zadné dva vrcholy z této podmnoziny nejsou spojeny hranou.
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Problém nezavislé mnoziny (IS)

Priklad instance, kde je odpovéd ANO:

Pfiklad instance, kde je odpovéd NE:
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ILP — celociselné linedrni programovani

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselna matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celoliselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =25 8
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celociselné feseni nasledujici soustavy nerovnic:

3x1 —2xp +5x3 < 8
X1+ X3

<
2x1 +x2 <
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ILP — celociselné linedrni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2x2+5x3 < 8
x1+x3 < -3
2x1+x2 < 5
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)—-2-1+5-1 = -9 < 8
—4+1 = -3 < -3
2-(-4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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Priklady problémd

Problém

Vstup: Deterministické konecné automaty A; a Ax.
Otédzka: Je L(A1) = L(A2)?

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a Gp.
Otazka: Je L(Gl) = L(G2)7
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Reseni problému

Reseni problému

Algoritmus resi dany problém, kdyz:
© Se pro libovolny vstup daného problému (libovolnou vstupni instanci)
po kone¢ném poctu kroki zastavi.
© Vyprodukuje vystup z mnoziny moznych vystupd, ktery vyhovuje
podminkdm uvedenym v zadani problému.

Pro jeden problém miZe existovat celd fada algoritmu, které jej korektné
resi.

Poznamka: korektnost algoritmu — algoritmus resi dany problém
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Reseni problému

Kazdému algoritmu A miizeme pfifadit funkci

fa:In— Out
kde:

@ In je mnoZina vstupl pro algoritmus A,

(]

Out je mnozina vystupl generovanych algoritmem A,

[

fa(x) je vystup, ktery algoritmus A vygeneruje pro vstup x € In.

Funkce fa nemusi byt totalni (tj. hodnota fa(x) nemusi byt definovana
pro kazdé x € In), ale mize byt Castec¢na (parcialni):

@ hodnota fa(x) neni definovéna, pokud se vypocet algoritmu A pro
vstup x nikdy nezastavi, pokud béhem vypoctu dojde k chybé apod.
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Reseni problému

Pokud tedy mame dén néjaky problém P = (In, Out, R) a néjaky
algoritmus A realizujici funkci fa : In — Out, pak fekneme, Ze

algoritmus A resi problém P
jestlize:
@ hodnota fa(x) je definovana pro kazdé x € In,

@ pro kazdé x € In plati (x, fa(x)) € R

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 246 / 401



Algoritmicky resitelné problémy

Predpokladejme, ze madme dan néjaky problém P.

Jestlize existuje n€jaky algoritmus, ktery resi problém P, pak fikdme, ze
problém P je algoritmicky resitelny.

Jestlize P je rozhodovaci problém a jestlize existuje néjaky algoritmus,
ktery problém P fesi, pak fikime, ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

Kdyz chceme ukdzat, Ze problém P je algoritmicky teSitelny, stadi ukizat
néjaky algoritmus, ktery ho fesi (a pfipadné ukazat, ze dany algoritmus
problém P skute¢né resi).
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Algoritmicky neresitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky resSitelny, je algoritmicky neresitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.
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Stroj RAM

Stroj RAM (Random Access Machine) je idealizovany model pocitace.

Sklada se z téchto éasti:
@ Programova jednotka — obsahuje program stroje RAM a ukazatel na
pravé provadénou instrukci

@ Pracovni pamét tvorend bunkami ocislovanymi 0,1,2, ... ; obsah
bunék je mozno ¢&ist i do nich zapisovat

@ Vstupni paska — je z ni mozné pouze Cist

@ Vystupni paska — je na ni mozno pouze zapisovat
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Stroj RAM

programova vstup pracovni
Jjednotka 7 | 5 | 5 | 0 | | | pamét
1 | READ 0 |o
2 | 3zEro 10
3 | STORE *3 0 |1
4 | ADD 2 0 |2
5 | STORE 2
6 | LOAD 1 0 3
7 |ADD =1 0 |4
8 | STORE 1
9 |JumMP 1 . 0 |s
10| LOAD 2 0 |
11|DIvV1
12| STORE 2 0 7
13| LOAD =0 0 |s
14| STORE 1
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Bunky 0 a 1 maji specidlni vyznam a slouZi jako ,registry” stroje RAM:

@ Buiika 0 — pracovni registr (akumuldtor) — registr, ktery je jednim
z operand( vétsiny instrukci a do kterého se uklada vysledek vétSiny
operaci.

o Bunka 1 — indexovy registr — je pouzit pfi nepfimém adresovani.

Tvary operandi instrukci (i € N):

tvar hodnota operandu

=i primo Cislo udané zapisem i

i Cislo obsazené v bunce s adresou i

x| ¢islo v bunce s adresou i + j, kde j je aktudlni

obsah indexového registru
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Stroj RAM

Priklad:
LOAD <op>

nalte obsah operandu <op> do pracovniho registru (tj. do buriky &islo 0).

LOAD =5 — ulozi do pracovniho registru hodnotu 5

LOAD 5 — ulozi do pracovniho registru obsah buriky ¢islo 5

LOAD *5 — uloZi do pracovniho registru obsah bunky cislo
5+, kde J je aktualni obsah indexového registru
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Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

READ — do pracovniho registru se ulozi Cislo, které je
v policku snimaném vstupni hlavou, a vstupni
hlava se posune o jedno policko doprava

WRITE — vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vy-
stupni pasky obsah pracovniho registru a posune
se o jedno policko doprava

Instrukce pfesunu v paméti:

LOAD <op> — do pracovniho registru se naclte hodnota
operandu

STORE <op> — hodnota operandu se prepiSe obsahem pra-
covniho registru (zde se nepfipousti operand
tvaru =)

Stroj RAM
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Instrukce aritmetickych operaci:

ADD <op> — dislo v pracovnim registru se zvysi o hod-
notu operandu (tedy pfi¢te se k nému hodnota
operandu)

SUB <op> — od disla v pracovnim registru se odecte hodnota
operandu

MUL <op> — (Cislo v pracovnim registru se vynasobi hodnotou
operandu

DIV <op> — (Cislo v pracovnim registru se celociselné vydéli

hodnotou operandu (do pracovniho registru se
ulozi vysledek pfislusného celociselného déleni)
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Instrukce skoku:

JUMP <nav&sti> — vypocet bude pokracovat instrukci uréenou
navéstim
JZERD <navésti> — je-li obsahem pracovniho registru cislo 0,

bude vypocet pokracovat instrukci urcenou
navéstim; v opacném pripadé bude pokra-
Covat nasledujici instrukci

JGTZ <nav&sti> — je-li Cislo v pracovnim registru kladné, bude
vypocet pokracovat instrukci uréenou na-
véstim; v opacném pripadé bude pokracovat
nasledujici instrukci

Instrukce zastaveni:

HALT — vypocet je ukonéen (,regulérné” zastaven)
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Stroj RAM

Problém ,Vyhledavani*

Vstup: Celé ¢islo x a sekvence celych Eisel a1, a2, ..., a, (kde
a; # 0) ukonéend 0.
Vystup: Pokud a; = x, je vystupem i (pokud jich je takovych i vice,
tak nejmensi z nich), jinak je vystupem 0.

start: READ LOAD 2
STORE 3 ADD =1
LOAD =1 JUMP cyklus
cyklus: STORE 2 nasel: LOAD 2
READ vypis: WRITE
JZERO0 vypis HALT
SUB 3

JZERO0 nasel
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Stroj RAM

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Vstup:
9,13,5,9,7,2,0

Bunka 0:
Bunka 1:
Bunka 2:
Bunka 3:
Bunka 4:

O O O O o

Vystup:

Instrukci: 0
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Stroj RAM

start:
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Stroj RAM

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
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STORE
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WRITE
HALT

Vstup:
9,13,5,9,7,2,0
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Bunka 2:
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O O O O ©

Vystup:

Instrukei: 1
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Stroj RAM

start:
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Stroj RAM
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Stroj RAM

start:
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Stroj RAM

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Vstup:
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Stroj RAM

start:
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Stroj RAM

start:
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Stroj RAM
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Stroj RAM
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Vv

@ Rozsifime deterministicky konecny automat o pohyb ¢teci hlavy
obéma sméry, moznost zapisu na vstupni pasku, a prodlouzime jeho
pasku do nekonecna.
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o

)

(]

©

©

©

Q je konec¢na neprazdnd mnozina stav

[ je kone¢nd neprazdnd mnozina paskovych symboli (paskova

abeceda)

Y C T je konetna neprazdna mnozina vstupnich symbolu (vstupni

abeceda)

§:(Q—F)xT—= QxT x{-1,0,+1} je pfechodova funkce

go € @ je pocatecni stav

F C Q@ je mnoZina koncovych stavii

Formalné je Turinguv stroj definovan jako Sestice M = (Q, X, T, 0, qo, F)
kde:
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@ Predpokldddme, ze v [ — X je vzdy specidlni prvek O oznacujici
prazdny znak.

o Konfigurace je dana:
@ stavem fidici jednotky
@ obsahem pasky
@ pozici hlavy

@ Vypocet nad slovem w € ¥* zacind v pocatecni konfiguraci, kde:
o stav fidici jednotky je qo
@ na pasce je zapsano slovo w, zbyvajici policka pasky jsou vyplnéna
prazdnymi symboly (O)
@ hlava se nachdzi na prvnim symbolu slova w (nebo na symbolu O
pokud je w = ¢)
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Turingiv stroj

Jeden krok Turingova stroje:
Predpokladejme, ze:
@ stav ridici jednotky je g

@ na polic¢ku, kde se pravé nachazi hlava, je zapsan symbol b
Reknéme, ?e 0(q, b) = (¢, b',d), kde d € {~1,0,1}.

Jeden krok Turingova stroje se provede nasledovné:
@ stav fidici jednotky se zméni na ¢’
@ na poli¢ko na pozici hlavy se misto symbolu b zapise symbol b’

@ V zavislosti na hodnoté d se hlava posune:

@ pro d = —1 se posune o jedno poli¢ko doleva
@ pro d = 1 se posune o jedno policko doprava
@ pro d = 0 se pozice hlavy nezméni
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Jestlize stav Fidici jednotky patfi do mnoZiny F, dalsi krok neni definovan
a vypocet stroje kondi.
Casto volime mnoZinu prijimajicich stavii F = {qano, Gne }-
Miizeme pak pro slovo w € ¥* definovat, zda ho dany Turingliv stroj
prijima:
@ Pokud je po skonceni vypoctu nad slovem w ridici jednotka ve stavu
Qano, Stroj slovo w pfijima.

@ Pokud je po skonceni vypoctu nad slovem w fidici jednotka ve stavu
Qne, Stroj slovo w nepfijima.

@ Vypocet stroje nad slovem w mize byt nekonecny. V tom pripadé
stroj slovo w nepfijima.

Jazyk L(M) Turingova stroje M je mnozina vsech slov, kterd stroj M
prijima.
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Turingiv

@ Turinglv stroj nemusi ddvat jen odpovéd ANO nebo NE, ale mize
realizovat néjakou funkci, kterd kazdému slovu ze X* pfirazuje néjaké
jiné slovo (z ).

@ Slovo pfifazené slovu w je slovo, které zilstane zapsidno na pdsce po
vypoctu nad slovem w, kdyz odstranime vSechny znaky O.
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Turingiv stroj

Jazyk L = {a"b"c" | n > 0}
Q = {90, 91,92, 93, G4, Gano, Ine } F = {Gano, Gne }

Z:{avbvc} FZ{D,a,b,C,X}
é m] a b c x
qo (qaan,O) (¢717X7+1) (qne:ba 0) (qneyc70) (quX7 +1)
q1 | (gne,0,0)  (g1,2,+1) (g2,%x,4+1)  (gne,c,0)  (q1,%,+1)
q2 (qn67 D70) (qne,a, 0) (q27b7+1) (q3,X +1) (q2,X, +1)
g3 | (g4,0,-1)  (Gne;a,0)  (gne,b,0) (a3, +1) (g3, %,+1)
qs | (90,0,+1) (gs,2,—1) (qa,b,—1) (qga,c,—1) (ga,%,—1)
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Turinglv stroj — nasobeni tremi
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Nedeterministické Turingovy stroje

MuiZeme uvazovat i nedeterministické Turingovy stroje, kde pro kazdy
stav g a symbol b pfechodova funkce (g, b) uréuje vice riiznych trojic

(¢'. b, d).
Stroj si mize vybrat libovolnou z nich.

Stroj pfijima slovo w, jestlize existuje alespon jeden jeho vypocet vedouci

k prijeti slova w.

Poznamka: Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji je mozné
sestrojit ekvivalentni deterministicky Turinglv stroj.
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Churchova-Turingova teze

Churchova-Turingova teze
Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym strojem.

Neni to véta, kterou by bylo mozno dokazat v matematickém smyslu —
neni formalné definovano, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezavisle na sobé v poloviné 30. let 20. stoleti Alan Turing
a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

Priklady matematickych formalism( zachycujicich pojem algoritmus:
stroje RAM

Turingovy stroje

lambda kalkulus

rekurzivni funkce

e © 6 ¢ ¢

Dale mizeme uvést:

@ Libovolny (obecny) programovaci jazyk (jako napf. C, Java, Lisp,
Haskell, Prolog apod.).

Vsechny tyto modely jsou ekvivalentni z hlediska algoritmi, které jsou
schopny realizovat. J
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Slozitost algoritmuii
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SloZitost algoritmu

@ Pocitace pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva néjakou (i kdyz velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém muze Fesit vice riznych algoritm( a doba vypoctu
(dana hlavné po¢tem provedenych instrukci) maze byt pro rizné
algoritmy rlizna.

@ Algoritmy bychom chtéli mezi sebou porovnavat a zvolit si ten lepsi.

@ Algoritmy miizeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypocet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

@ Chtéli bychom mit i néjakou presnéjsi predstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSech moznych vstupnich datech.
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Casova slozitost

Problém ,Vyhledavani*

Vstup: Celé ¢islo x a sekvence celych Eisel a1, a2, ..., a, (kde
a; # 0) ukonéend 0.
Vystup: Pokud a; = x, je vystupem i (pokud jich je takovych i vice,
tak nejmensi z nich), jinak je vystupem 0.

start: READ LOAD 2
STORE 3 ADD =1
LOAD =1 JUMP cyklus
cyklus: STORE 2 nasel: LOAD 2
READ vypis: WRITE
JZERO0 vypis HALT
SUB 3

JZERO0 nasel
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Casova slozitost

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Vstup:
9,13,5,9,7,2,0

Bunka 0:
Bunka 1:
Bunka 2:
Bunka 3:
Bunka 4:

O O O O o

Vystup:

Instrukci: 0
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0

bylo provedeno 27 instrukci.
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0
bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup

x,al,a2,...,a,,,0
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0
bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup
X7317327"'7an>0

@ Pokud pro vSechna i (kde 1 < i < n) plati x # a;:
3+8-n+3+2=8n+38
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0

bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup
X7317327"'7an>0
@ Pokud pro viechna i (kde 1 < i < n) plati x # a;:

3+8-n+34+2=8n+8

@ Pokud pro néjaké i (kde 1 < < n) plati x = a;:
3+8-(i—1)+5+3=8i+3
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Velikost vstupu

Pro riizné vstupy provede program riizny pocet instrukci.

Pokud chceme pocet provedenych instrukci néjak analyzovat, je vhodné si
zavést pojem velikost vstupu.

Typicky je velikost vstupu Cislo, které udava, jak je dand instance ,velkd“
(&im vétsi Cislo, tim vétsi instance).

Priklad: Pro problém ,Vyhledavani“, kde jsou vstupy tvaru
X7alaa27"‘7an70

muzeme jako velikost vstupu zvolit napriklad hodnotu n.
Velikost vstupu 9,13,5,9,7,2,0 je tedy potom 5.
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Velikost vstupu

Poznamka: Velikost vstupu si v daném konkrétnim pfipadé miazeme
definovat, jak chceme a jak je to pro dalsi analyzu vyhodné.

Co presné zvolime jako velikost vstupu neni pfedem dano, ale z podstaty
zadaného problému vétSinou néjak prirozené vyplyva, co za velikost vstupu
zvolit.

Priklady:
@ Pro problém , T¥idéni“, kde vstupem je sekvence Cisel aj, as,...,a, a
vystupem jsou tato Cisla setfidénd, mizeme vzit jako velikost vstupu
hodnotu n.

@ Pro problém ,,Prvociselnost”, kde vstupem je prirozené Cislo x, a kde
se ptame, zda x je prvocislo, mizeme vzit jako velikost vstupu pocet
bit cisla x.

(Jinou moznosti by bylo vzit jako velikost vstupu pfimo hodnotu x.)
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Velikost vstupu

Nékdy je vhodné popsat velikost vstupu pomoci vice Cisel.

Napriklad u problémi, kde vstupem je graf, mizeme definovat velikost
vstupu jako dvojici Cisel n, m, kde:

@ n — pocet vrcholl grafu

@ m — pocet hran grafu

Poznamka: Jinou moznosti by bylo definovat velikost vstupu jako jediné
¢islo n+ m.
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Velikost vstupu

Obecné miZeme pro libovolny problém definovat velikost vstupu
ndsledovné:

@ Pokud je vstupem slovo w z néjaké obecedy ¥ :
délka slova w

@ Pokud je vstupem sekvence bitt (tj. slovo z abecedy {0, 1}):
pocet bitll v této sekvenci

@ Pokud je vstupem prirozené Cislo x:
pocet bitl nutnych k zapisu Cisla x
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Casova slozitost

Chceme analyzovat konkrétni algoritmus (jeho konkrétni implementaci).

Zajima nas, kolik instrukci se provede, pokud algoritmus dostane vstup
velikosti 1,2,3,4,.. ..

Je zrejmé, ze i pro vstupy, které maji stejnou velikost, mlze byt pocet
provedenych instrukci rizny.

Predpokladejme, ze X je mnoZina vSech moznych vstupd daného problému
a g(x) je pocet instrukci provedenych algoritmem pro vstup x € X.

Oznac¢me si velikost vstupu x € X jako |x]|.

Nyni definujme nasledujici funkci f : N — N takovou, ze pro n € N je

f(n) =max{g(x) | x € X, |x| = n}
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Casova slozitost v nejhorsim pripadé

Takto definované funkci f(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu pfifazuje kazdému pfirozenému Cislu n
maximalni pocet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se fika €asova sloZitost algorimu v nejhorsim pfipadé.
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Casova slozitost v nejhorsim pripadé

Takto definované funkci f(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu pfifazuje kazdému pfirozenému Cislu n
maximalni pocet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se fika €asova sloZitost algorimu v nejhorsim pfipadé.

Priklad: Jak jsme zjistili, dfive popsany algorimus reSici problém
,Vyhleddvani* provede pro vstup x, a1, a, ..., an, 0 nasledujici pocty
instrukci:

@ Pokud pro vechna i plati x # a;, algorimus provede 8n + 8 instrukci.
@ Pokud pro néjaké i plati x = a;, algorimus provede 8/ + 3 instrukci.

Vzhledem k tomu, Ze ve druhém pripadé€ je vzdy i < n, je Casova slozitost
tohoto algorimu v nejhor$im pripadé f(n) = 8n + 8.
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Casova slozitost v primérném pripadé

Kromé cCasové slozitosti v nejhorsim pripadé ma smysl zkoumat i ¢asovou
sloZitost v primérném pripadé.

V tomto pfipadé f(n) nedefinujeme jako maximum, ale jako aritmeticky

primér z hodnot
{g(x) | x € X, |x| = n}

@ Urdcit ¢asovou slozitost v priimérném pripadé je vétSinou tézsi nez
urcit ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé.

o Casto se tyto dvé funkce pfili§ neliéi, n&kdy je ale rozdil vjznamny.

Poznamka: Zkoumat slozitost v nejlepSim pripadé vétSinou moc smysl

nema.
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Rychlost rlistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
Predpokladejme, Ze pro vstup velikosti n provede f(n) operaci, a ze
provedeni jedné operace trva 1 us (107°5s).

n
f(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 s 40 s 60 s 80 s 0.1ms 0.2ms 0.5ms lms
nlogn | 86pus 0.213 ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528 ms 4.48ms 9.96 ms
n? 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4 ms 10ms 40ms 0.25s s
n 8ms 64 ms 0.216s 0.512s 1s 8s 1255 16.7 min.
n* 0.16s 2.560s 12.96s 42s 100s 26.6min.  17.36hod.  11.57dni
2" 1.05s 12.75dni 36560let  38.3-10%let  40.1-10°let 50-105let 10.4-10%6let -
nl | 771471t 2.50-10%*1let  2.64-10%81et  2.27-10'%let  2.96-10Mlet - - -
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Rychlost rlistu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". Na§
podita¢ zvladne v redlném Case (kolik jsme ochotni pockat) 10%2 kroki.

Slozitost  Velikost vstupu

ti(n)=n 1012
to(n) = n’ 10*
tz(n) = 2" 40
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Rychlost rlistu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". Na§
podita¢ zvladne v redlném Case (kolik jsme ochotni pockat) 10%2 kroki.

Slozitost  Velikost vstupu

ti(n)=n 1012
to(n) = n’ 10*
tz(n) = 2" 40

Nyni pocita¢ 1000 nasobné zrychlime. Zvladne tedy 105 kroka.

SloZitost ~ Velikost vstupu  Narust

ti(n)=n 101 1000 x
ta(n) = n3 10° 10x
ts(n) = 2" 50 +10

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Asymptotickd notace

(]

Presnou slozitost byva problém vyjadrit.

Presna slozZitost je silné zavisla na konkrétnim zvoleném modelu a
konkrétni implementaci (na detailech této implementace).

Slozitost nas vétSinou zajima hlavné pro velké vstupy. Pro malé vstupy
obvykle i neefektivni algoritmus probéhne rychle.

Ve vétsiné pripadi nepotiebujeme znat presny pocet provedenych
instrukci, ale spokojime se s odhadem toho, jak rychle tento pocet
narlistd se zvétSovanim velikosti vstupu.

Proto zavadime tzv. asymptotickou notaci, kterd nam umozni
zanedbat méné dilezZité detaily a odhadnout priblizné, jak rychle dana
funkce roste, a kterd analyzu podstatnym zpisobem zjednodusuje.
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Asymptotickd notace

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Zpisy O(g), Q(g) a O(g)
oznacuji mnoziny funkci typu N — N, kde:

@ O(g) — mnozina vSech funkci, které rostou nejvyse tak rychle jako g
@ Q(g) — mnozina vsech funkci, které rostou alespon tak rychle jako g

@ O(g) — mnozina viech funkci, které rostou stejné rychle jako g

Poznamka: Toto nejsou definice! Ty nasleduji na nasledujicich slidech.

o O — velké ,, 0"
o Q) — velké fecké pismeno ,,omega“

@ O — velké Fecké pismeno ,theta”
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Asymptotickd notace — symbol O

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(VYn > ng) : f(n) < cg(n).
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Asymptoticka notace — symbol €2

f(n)

cg(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(VYn > ng) : cg(n) < f(n).
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Asymptoticka notace — symbol ©

c2g(n)
f(n)

cig(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € ©(g) pravé tehdy, kdyz

(a1 > 0)(3c2 > 0)(3ng > 0)(Yn > ng) : c1 g(n) < f(n) < 2 g(n).
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Asymptotickd notace

Pro jednoduchost uvazujeme v predchozich definicich pouze funkce typu
N — N.

Ve skutecnosti by se tyto definice daly rozsifit na vSechny asymptoticky
nezaporné funkce typu Ry — R, které navic mohou byt na néjakém
konec¢né podintervalu svého defini¢niho nedefinované.

Funkce f : R; — R je asymptoticky nezaporna pokud pro ni plati:

(3ng > 0)(Vn > no)(f(n) > 0)

Poznamka: Pro n < ng, mize byt hodnota f(n) nedefinovana.

Ry ={xeR|x>0}
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Asymptotickd notace

Piiklady:
n € O(n?)
1000n € O(n)
2lce2n ¢ Q(n)
n> ¢ O(n%)
n* ¢ O(n)
n3 42" ¢ O(n?)

n3 € O(n*)

0.00001n% — 10'%n € ©(101%n2)

n3 — n?log3 n + 1000n — 10%%° € ©(n3)
n® 4 1000n — 10%% ¢ O(n3)

n +n? ¢ O(n?)

n! ¢ O(2")
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolnou funkci g : N — N plati:
g€ 0(g) g <Q(g) g €06(g)

@ Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N plati:
o f € O(g) pravé tehdy, kdyz g € Q(f)
o f € ©(g) pravé tehdy, kdyz g € O(f)
o f € ©(g) pravé tehdy, kdyz f € O(g) a f € Q(g)

@ Pro libovolné tfi funkce f, g, h: N — N plati:
o jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
o jestlize f € Q(g) a g € Q(h), pak f € Q(h)
9 jestlize f € ©(g) a g € O(h), pak f € ©(h)
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Asymptotickd notace

@ Existuji dvojice funkci f, g : N — N takové, ze

f ¢ 0(g) a g ¢ O(f),
napriklad

f(n)=n g(n) = nttsin(n),

@ O(1) oznacuje mnozinu vSech omezenych funkci, tj. funkci jejichz
funkéni hodnoty jsou shora omezeny néjakou konstantou.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N plati:
e max(f,g) € ©(f + g)
@ pokud f € O(g), pak f + g € O(g)

@ Pro libovolné ¢tyfi funkce f1, 1, g1, : N — N plati:

o pokud f; € O(f;) a g1 € O(g2), pak i + g1 € O(h + &) a
fi-g1 € 0(f g2)

o pokud 1 € O(H) a g1 € O(g), pak 1 + g1 € O(H + &) a
fi-g1€0(h-g)
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Asymptotickd notace

@ O funkci f fekneme, ze je:

logaritmicka, pokud f(n) € ©(log n)

linearni, pokud f(n) € ©(n)

kvadraticka, pokud f(n) € ©(n?)

kubicka, pokud f(n) € ©(n?)

polynomialni, pokud f(n) € O(n*) pro néjaké k >0
exponenciélni, pokud f(n) € O(c™) pro n&jaké ¢ > 1 a k > 0

@ Exponencialni funkce se v asymptotické notaci ¢asto uvadi ve
k v ey , v o ;s
tvaru 29(") | protoze potom jiz nemusime uvaZovat riizné zaklady
mocniny.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolnd k, £ > 0 takova, ze k < £, a libovolné ¢ > 1 plati:

nk € O(n%) n & O(n¥)
logk n € O(logt n) logt n & O(logk n)
c™ € 0(c™) " ¢ o(c™)

@ Pro libovolna k,¢ > 0 a libovolné ¢ > 1 plati:
logk n € O(n’) n’ & O(logk n)
nk € O(c™) e ¢ 0(n*)
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Asymptotickd notace

Pro libovolna a, b > 1 a libovolné n > 0 plati

_ logpn
log, a

log, n

Dukaz: Z n = a'°8:" plyne log;, n = log,(a'°8=").
Protoze log,(a'°8") = log, n - log, a, dostavame log, n = log, n - log, n,
z ¢ehoz plyne vySe uvedeny zavér. OJ

Pro libovolné konstanty a, b > 1 tedy plati log, n € ©(log,, n).

Z toho dlvodu se pri pouziti asymptotické notace zdklad logaritmu
obvykle vynechava: napriklad misto ©(nlog, n) mizeme napsat ©(nlog n).
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Asymptotickd notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g) a ©(g) oznaluji urité mnoziny
funkci.

V odbornych textech se vsak nékdy pouZzivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

@ zapis O(g), Q2(g) nebo ©(g) nereprezentuje danou mnozinu funkci,
ale néjakou funkci z dané mnozZiny.

Tato konvence se pouziva zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
Priklad:  3n% +5n? — 11n+2 = 3n3 + O(n?)

PFi pouziti této konvence je tedy mozné napriklad psit f = O(g) misto
fe 0(g).
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Asymptotickd notace

@ Asymptotickd notace se da primocare zobecnit pro funkce vice
argumenta:

Uvazujme napriklad funkci g : N x N — N. Pro funkci f : N x N — N
plati f(n, m) € O(g(n, m)) pravé tehdy, kdyz
(3¢ > 0)(3ng > 0)(Ime > 0)(Vn > ng)(Ym > mg)(f(n, m) < c g(n, m))

@ Kromé vyrazi O(g), Q(g) a ©(g) se pouzivaji jesté vyrazy o(g) a
w(g)-
e o(g) — mnoZina viech funkci, které rostou pomaleji neZ funkce g

@ w(g) — mnozina viech funkci, které rostou rychleji nez funkce g

Jejich presné definice zde nebudeme uvadét a nebudeme se jimi dale
zabyvat.
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SlozZitost algoritmi

Reknéme, e bychom chtéli analyzovat asovou slozitost t(n) né&jakého
algoritmu, ktery se sklada z instrukci 1, b, ..., I:

@ Pokud my, mo, ..., my jsou pocty provedeni jednotlivych instrukci pro
néjaky vstup x (tj. pro vstup x se instrukce /; provede m; krat), tak
celkovy pocet instrukci provedenych pro vstup x je

my + mo + - 4+ myg.

@ Vezméme si funkce fi, 1, ..., f, kde f; : N — N, pfi¢emz f;(n) je
maximum z poCtu provedeni instrukce /; pro vSechny vstupy
velikosti n.

@ Zjevné plati, ze pro libovolnou funkci f; je t € Q(f).

@ Zjevné také plati t € O(fi + o + - - - + fx).

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 299 / 401



SlozZitost algoritmi

@ Pripomenme si, ze pokud f € O(g), pak f + g € O(g).

@ Pokud tedy pro nékterou fukci f; plati, Ze pro vSechny f;, kde j # i, je
f € O(f), pak
t € O(f7).

o Casto se tedy pfi analyze celkové Casové slozitosti t(n) miizeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejcastéji provddéné
instrukce (pro vstup velikosti n je provedena maximalné f;(n) krat),
protoze plati

t € O(f;).
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SlozZitost algoritmi

Priklad: P¥i analyze sloZitosti vyhledavani Cisla v posloupnosti jsme zjistili,
Ze Casova slozitost daného algoritmu v nejhorSim pripadé je

f(n)=8n+8.

Kdybychom to nechtéli takto podrobné zjistovat a spokojili se s hrubsim
odhadem, mohli jsme urcit, Ze ¢asova slozitost tohoto algoritmu je ©(n),
protoze:

@ Algoritmus obsahuje jediny cyklus, ktery se provede nejvyse n krat,
pricemz pro nékteré vstupy se skute¢né miize az n krat provést.

@ V ramci jednoho priichodu cyklem se provede nékolik instrukci, jejichz
pocet je shora i zdola omezen néjakymi konstantami nezavislymi na
velikosti vstupu.

@ Ostatni instrukce se provedou maximalné jednou. K celkové slozitosti
tak prispivaji prictenim néjaké konstanty.
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SlozZitost algoritmi

Pokusme se analyzovat ¢asovou slozitost nasledujiciho algoritmu:

INSERTION-SORT(A, n):
for j :=2 to ndo
x = A[j]
i=j—1
while i > 0 and A[i/] > x do
Ali + 1] := A[f]
i=i—1
end while
Ali +1] :=x
end for

Tj. chceme najit funkci t(n) takovou, ze ¢asova sloZitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhorsim pripadé je v ©(t(n)).
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SlozZitost algoritmi

Uvazujme vstupy velikosti n:

©

Vnéjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

©

Vnitrni cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalné
(j— 1) krat.

(]

Existuji vstupy, pro které plati ze pro kazdou hodnotu j od 2 do n se
vnitfni cyklus while provede pravé (j — 1) krat.

(4]

V nejhors$im pripadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde

m:1+2+-~-—|—(n—1):(l—i—(n—l))-”%l:%nz—%n

(]

Celkova Casova slozitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhor$im
pripadé je tedy ©(n?).
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SlozZitost algoritmi

V predchozim pripadé jsme presné spocitali celkovy pocet priichodi
cyklem while.
Obecné to neni vzdy mozné spocitat takto presné nebo to mize byt hodné

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to ¢asto ani
neni nutné.
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SlozZitost algoritmi

Pokud bychom naptiklad neuméli spocitat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu nasledovné:

@ Vnéjsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
pri kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximalné n krat. Celkové se
tedy vnitini cyklus provede maximalné n? krat.

Plati tedy t € O(n?).
@ Pro nékteré vstupy se pfi poslednich [ n/2] priichodech cyklem for
provede cyklus while alespori [n/2] krat.

Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespon

|n/2|-[n/2] krat.
[n/2] - [n/2] > (n/2 = 1) - (n/2) = gn* = 3n
Plati tedy t € Q(n?).
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SlozZitost algoritmi

P¥i pouzivani asymptotickych odhadil casové slozitosti algoritm( bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:

@ Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste Cas s rostouci
velikosti vstupu.

@ Nerikaji nic o konkrétni dobé vypoctu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou slozitost nez
néjaky jiny algoritmus, mdze byt ve skuteCnosti rychlejsi az pro néjaké
hodné velké vstupy.

@ VEétsinou analyzujeme slozitost v nejhorsim pripadé. Pro nékteré
algoritmy muze byt doba vypoctu v nejhorSim pfipadé mnohem vétsi
nez doba vypoctu na ,typickych” instancich.
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SlozZitost algoritmi

@ MizZeme si to ilustrovat na algoritmech pro tfidéni.
Algoritmus ‘ Nejhorsi ‘ Primérny
Bubblesort | ©(n?) O(n?)
Heapsort | ©(nlogn) | ©(nlogn)
Quicksort | ©(n?) ©(nlog n)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou slozitost v nejhor$im pripadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném pripadé a
presto je v praxi nejrychlejsi.
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SlozZitost algoritmi

@ Zatim jsme uvaZovali, ze provedeni vSech instrukci trva stejné dlouho.

@ V praxi mohou byt nékteré instrukce ¢asové narocCnéjsi.

@ Pokud zname casy provedeni jednotlivych instrukci a mlzeme si
spocitat pocty jejich provedeni, ¢as béhu potom dostaneme jako

Z m;t;
i

kde m; je pocet provedeni instrukce i a t; je Cas potfebny k vykonani
této instrukce.
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SlozZitost algoritmi

Predpokladejme, Ze analyzujeme Casovou slozZitost néjakého algoritmu
realizovaného strojem RAM.

@ Zatim jsme pfi analyze pocitali jen pocet provedenych instrukci.
Tato se oznaduje jako pouziti tzv. jednotkové miry.

Odhady casové slozitosti v jednotkové mire odpovidaji dobé béhu na
skuteénych pocitacich za predpokladu, ze operace, které provadi stroj
RAM, mize skutecny pocitac provést v konstantnim case.

To plati, pokud disla, se kterymi algoritmus pracuje, jsou mala
(vejdou se napf. do 32 nebo 64 biti).

@ Pokud by stroj RAM pracoval s ,velkymi* isly (napf. 1000 bitovymi),
bude odhad casové slozitosti v jednotkové mire nerealisticky v tom
smyslu, Ze vypocet na skuteCném pocitacdi bude trvat mnohem déle.
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SlozZitost algoritmi

@ Proto se pfi analyze Casové slozitosti algoritmi, u kterych se
predpokladd prace s velkymi Cisly, pouziva tzv. logaritmicka mira,
kdy doba trvani jedné instrukce stroje RAM neni 1, ale je imérna
poctu bitovych operaci, které je tfeba pro provedeni dané instrukce
provést.

@ Doba trvani instrukce je tedy zavisla na aktualnich hodnotach jejich
operand.

@ Napriklad doba provadéni instrukci ADD a SUB je rovna souctu poctil
bit jejich operandd.

@ Doba provadéni instrukci MUL a DIV je rovna soucinu poctl bitd jejich
operandd.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o Cas, ktery potfebujeme k vypoctu

@ Nékdy byva kritickou velikost paméti potrebné k provedeni vypoctu.

MnozZstvim paméti stroje RAM M pouzitym pro vstup x rozumime pocet
bunék paméti, které stroj M béhem svého vypoctu nad vstupem x pouzije.

Prostorova slozitost stroje RAM M (v nejhorsim pfipadé) je funkce
s: N — N, kde s(n) udavd maximalni mnozstvi paméti pouzité strojem M
pro vstupy délky n.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém miizeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
md mensi prostorovou slozitost a druhy zase ¢asovou slozitost.

@ Je-li éasova slozitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n))
(pocet bunék navstivenych RAMem nemuze byt vétsi nez pocet
krokli, protoze v kazdém kroku pouzije kromé akumulatoru
maximalné jednu dalsi burku).
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Slozitost problému
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Slozitost problémil

@ Ukazuje se, ze rizné (algoritmické) problémy jsou rizné tézké.

vevs

@ Obtiznéjsi jsou ty problémy, k jejichz feSeni potfebujeme vice ¢asu a
paméti.
@ Obtiznost problémi chceme néjak posuzovat, a to jak

@ absolutné — kolik Casu a kolik paméti potfebujeme k jejich reseni, tak

sV vy

@ relativné — o kolik je jejich feSeni obtiznéjSi nebo naopak jednodussi
oproti jinym problémdm.

@ Proc se u nékterych problémi nedafi nalézt efektivni algoritmy?
Muze vibec néjaky efektivni algoritmus pro dany problém existovat?

@ Kde presné jsou limity toho, co je mozné prakticky zvladnout?
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Slozitost problémil

Je potreba odliSovat slozZitost algoritmu a slozitost problému.

Pokud napriklad zkoumame ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé, mohli
bychom neformalné Fict:

@ slozitost algoritmu — funkce, ktera vyjadfuje, kolik krokd maximalné
udéla dany algoritmus pro vstup velikosti n

@ slozitost problému — jaka je Casova sloZitost , nejefektivnéjsiho"
algoritmu, ktery reSi dany problém

Zavedeni pojmu ,sloZitost problému" ve vySe uvedeném smyslu nardzi na
znacné technické obtize. Pojem ,slozitost problému” se tedy jako takovy
nedefinuje, ale obchazi se zavedenim tzv. t¥id slozitosti.
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Tridy slozitosti

Tridy slozitosti jsou podmnoziny mnoziny vSech (algoritmickych)
probléma.

Dana konkrétni trida slozitosti je vzdy charakterizovana néjakou vlastnosti,
kterou maji problémy do ni patfici.

Typickym prikladem takové vlastnosti je vlastnost, ze pro dany problém
existuje néjaky algoritmus s urcitym omezenim (napf. ¢asové nebo
prostorové slozitosti):
@ Do dané tridy pak patfi vSechny problémy, pro které takovyto
algoritmus existuje.

@ Naopak do ni nepatfi problémy, pro které zZadny takovy algoritmus
neexistuje.
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu 7(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(f(n)).

Priklad:

@ T (n) — trida vSech problémi pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n)

@ T(n?) - t¥ida viech problémii pro nez existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n?)

@ T (nlogn) — tfida vSech problém0 pro nezZ existuje algoritmus
s ¢asovou slozitosti O(nlog n)
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu S(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(f(n)).

Priklad:

@ S(n) — tfida vSech problém0 pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(n)

@ S(n?) - t¥ida vech problémi pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(n?)

@ S(nlog n) — t¥ida vSech problému pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(nlog n)
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T¥idy slozitosti

Poznamka:

Vsimnéte si, ze u tfid 7(f) a S(f) mize to, které problémy do dané tfidy
patfi, zaviset na pouzitém vypocetnim modelu (zda je to stroj RAM,
jednopaskovy Turinglv stroj, vicepaskovy Turinglv stroj, ... ).
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T¥idy slozitosti

Pomoci tfid 7(f(n)) a S(f(n)) mizeme definovat tfidy PTIME a PSPACE
jako
PTIME = [ J 7(n*) PSPACE = | ] 8(n¥)

k>0 k>0

@ PTIME je trida vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti, tj. s Casovou slozitosti O(nk), kde k
je néjaka konstanta.

@ PSPACE je tfida v8ech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomidlni prostorovou slozitosti, tj. s prostorovou slozitosti
O(n¥), kde k je n&jaka konstanta.
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T¥idy slozitosti

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze vSechny (rozumné) vypocetni modely
jsou schopné se navzajem simulovat tak, ze pfi dané simulaci nevzroste
pocet krokd ani mnozstvi pouzité paméti vic nez polynomialné, neni
definice tfid PTIME a PSPACE z&visla na pouzitém vypodetnim modelu.
Pro jejich zadefinovani mizeme pouzit kterykoliv vypocetni model.

Rikame, Ze tyto t¥idy jsou robustni — jejich definice nezavisi na pouZitém
vypocetnim modelu.
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T¥idy slozitosti

Analogicky mizeme zavést dalsi tridy:

EXPTIME — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
. _ K D
s &asovou sloZitosti 2°(") | kde k je n&jaké konstanta

EXPSPACE — mnozina vsech problémti, pro které existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti 20(n") | kde k je néjaka konstanta

LOGSPACE — mnozina vSech problémii, pro které existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(log n)

Poznamka: Misto 2°(") bychom mohli psat také O(c™), kde ¢ a k jsou
néjaké konstanty.
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Pokud Turinglv stroj provede m kroki, tak pouzije maximalné m policek
na pasce.

Pokud tedy existuje pro néjaky problém algoritmus s Casovou slozitosti
O(f(n)), ma tento algoritmus pamétovou slozitost (nejvyse) O(f(n)).

Je tedy zfejmé, zZe plati nasledujici vztah.

Pozorovani
Pro libovolnou funkei f : N — N plati 7(f(n)) C S(f(n)).

Poznamka: Analogicky bychom mohli argumentovat napfiklad pro
stroj RAM.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho okamzité plyne:

PTIME C PSPACE
EXPTIME C EXPSPACE

Vzhledem k tomu, ze polynomialni funkce rostou pomaleji nez
exponencialni, zjevné plati:

PTIME C EXPTIME

LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

@ Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < €5 plati

S(n) & S(n)

©

LOGSPACE € PSPACE
PSPACE C EXPSPACE

(]

©

Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < e plati

T(n) € T(n)

[

PTIME C EXPTIME
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Vztahy mezi tridami slozitosti

P¥i zkoumani vztah(i mezi tfidami slozitosti se ukazuje jako uzitecny pojem
konfigurace.

Konfiguraci budeme rozumét celkovy stav, ve kterém se béhem jednoho
kroku nachazi stroj, provadéjici néjaky dany algoritmus.

@ U Turingova stroje je konfigurace dana stavem jeho fidici jednotky,
obsahem pasky (resp. pasek) a pozici hlavy (resp. hlav).

@ U stroje RAM je konfigurace ddna obsahem paméti, obsahem vsech
registrii (vCetné IP), obsahem vstupni a vystupni pasky a pozicemi
Cteci a zapisovaci hlavy.
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Mélo by byt jasné, Ze konfigurace (resp. jejich popisy) mizeme zapisovat
jako slova v né€jaké abecedé.

Navic mizeme konfigurace zapisovat tak, ze délka téchto slov bude zhruba
stejnd jako mnozstvi paméti pouzité algoritmem (tj. pocet poli¢ek na
pasce pouzitych Turingovym stojem, pocet bitl paméti pouZitych strojem
RAM apod.).

Poznamka: Pokud mdme abecedu ¥, kde |X| = ¢, tak:
@ Pocet slov délky n je ¢, tj. 29(7.

@ Pocet slov délky nejvyse n je

tj. také 2°(n),
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Je jasné, ze béhem vypoctu korektniho algoritmu se zadna konfigurace
nemiiZe zopakovat, protoze jinak by se algoritmus zacyklil a bézel by
donekonecna.

Pokud tedy vime, ze pamétova slozitost néjakého algoritmu je O(f(n)),
znamena to, zZe pocet rliznych konfiguraci dosazitelnych béhem vypoctu
je 20(f(m)

Protoze se konfigurace béhem zadného vypoctu neopakuji, je i ¢asova
slozitost daného algoritmu maximalng 20(f(n)

Pozorovani
Pro libovolnou funkci f : N — N plati, ze S(f(n)) C T(2f(").
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

LOGSPACE C PTIME
PSPACE C EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Shrnuti:

LOGSPACE C PTIME C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE

o PTIME C EXPTIME
o LOGSPACE C PSPACE
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Hornim odhadem slozitosti problému rozumime to, zZe slozitost problému
neni vyssi nez néjaka uvedena.

Vétsinou je to formulovano tak, ze dany problém patfi do néjaké urcité
tridy slozitosti.

Priklady tvrzeni, které se tykaji hornich odhad( slozitosti:
@ Problém dosazitenosti v grafu je v PTIME.

@ Problém ekvivalence dvou regularnich vyraz( je v EXPSPACE.

Pokud chceme zjistit néjaky horni odhad slozitosti problému, staci ukazat,
Ze existuje algoritmus s danou slozitosti.
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Dolnim odhadem slozitosti problému rozumime to, ze slozitost problému
je alespon takova jako néjakd uvedena.

Obecné je zjistovani (netrivialnich) dolnich odhadi slozitosti problému
mnohem obtizné;jSi nez zjistovani hornich odhadd.

Pro odvozeni dolniho odhadu musime totiz ukazat, ze kazdy algoritmus
fesici dany problém ma danou slozitost.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

6. Gnora 2014 332 / 401



Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Problém , Tridéni"

Vstup: Posloupnost prvkil aj, as, ..., a,.

Vystup: Prvky ai, ap, ..., a, setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

D3 se dokazat, Ze kazdy algoritmus, ktery resi problém “TFidéni” a na
prvcich tfidéné posloupnosti pouZiva pouze operaci porovnavani

(tj. nezkouma obsah téchto prvk(), ma ¢asovou slozist v nejhor$im pripadé
v Q(nlog n) (tj. pro kazdy takovy algoritmus existuji konstanty ¢ > 0 a

ng > 0 takové, Ze pro kazdé n > ng existuje vstup velikosti n, pro ktery
provede algoritmus nejmémé cnlog n operaci).
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Nedeterminismus
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Nedeterminismus

Nedeterministicky stroj RAM:
@ Je definovan velice podobné jako deterministicky RAM.

@ Navic ma instrukci NDJUMP x OR y, kterd umoziuje stroji vybrat si
jedno z moznych pokracovani.

@ Pokud ze v8ech moznych vypoctid takového stroje nad zadanym
vstupem alespoii jeden skonéi s odpovédi ANO, je odpovéd ANO.

@ Pokud vsechny vypocty skonéi s odpovédi NE, je odpovéd NE.

Podobné mizeme definovat nedeterministické verze jinych vypocetnich
modell, napf. nedeterministické Turingovy stroje.
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Nedeterminismus

e

[
[

ANO  NE NE ANO NE NE  ANO NE

o <— 00— 00— @

=
z
S

@ Doba vypoctu nedeterministického stroje RAM (nebo jiného
nedeterministického stroje) nad zadanym vstupem je definovana jako
délka nejdelSiho mozného vypoctu nad timto vstupem.
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Nedeterminismus
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@ Doba vypoctu nedeterministického stroje RAM (nebo jiného
nedeterministického stroje) nad zadanym vstupem je definovana jako
délka nejdelSiho mozného vypoctu nad timto vstupem.
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Nedeterminismus

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?
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Nedeterminismus
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Nedeterminismus

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Nedeterministicky algoritmus pracuje ndsledovné:
© Kazdému vrcholu grafu G nedeterministicky pfifadi jednu z k barev.
© Projde vsechny hrany grafu G a u kazdé z nich zkotroluje, Ze oba jeji

koncové vrcholy jsou obarveny riiznymi barvami. Pokud ne, skondi
s odpovédi NE.

© Pokud prosel vSechny hrany a u vech byly koncové vrcholy obarveny
riznymi barvami, skonéi s odpovédi ANO.
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Nedeterminismus

Problém ,,Isomorfismus grafi”
Vstup: Neorientované grafy Gy = (V4, E1) a Gp = (Va, B2).
Otazka: Jsou grafy G; a Gy isomorfni?

Poznamka: Grafy G; a Gy jsou isomorfni, jestlize existuje néjaka bijekce
f: Vi — V5, takova, ze pro libovolné dva vrcholy u, v € Vi plati
(u,v) € E; pravé kdyz (f(u), f(v)) € Ex.

Nedeterministicky algoritmus pracuje ndsledovné:

© Nedeterministicky zvoli hodnoty funkce f pro vsechny v € V;.
@ Deterministicky ovéri, ze f je bijekce a ze pro vSechny dvojice vrcholl
je splnéna vyse uvedena podminka.

© Pokud je nékterd z podminek porusena, skonci s odpovédi NE,
v opac¢ném pripadé s odpovédi ANO.
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Nedeterminismus

Na nedeterminismus miZeme nahlizet dvéma zplsoby:

@ Ve chvili, kdy ma stroj nedeterministicky zvolit mezi nékolika
moznostmi, tak ,,uhodne”, kterd z téchto moznosti povede
k odpovédi ANO (pokud takovd moznost existuje).

@ Ve chvili, kdy ma stroj nedeterministicky zvolit mezi nékolika
moznostmi, rozdéli se do tolika kopii, kolik je téchto moznosti, a
kazda z téchto kopii pokracuje ve vypoctu odpovidajici jedné
z moznosti, pficemz pracuji vsechny paralelné.

Odpovéd je ANO pravé tehdy, kdyz alespori jedna z kopii stroje
odpovi ANoO.
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Nedeterminismus

@ Z hlediska rozhodnutelnosti neprinasi nedeterministické algoritmy
oproti deterministickym nic dalSiho navic:
Pokud je néjaky problém mozné resit nedeterministickym strojem
RAM nebo TS, tak je ho mozné fesit i deterministickym, ktery
postupné vyzkousi viechny mozné vypoclty nedeterministického stroje
nad danym vstupem.

@ Nedeterminismus ma vyznam predevsim pfi zkoumani slozitosti
problém.
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Nedeterministické tridy slozitosti

Pro funkci f : N — N rozumime t¥idou &asové sloZitosti N7 (f) mnoZinu
téch problémd, které jsou feseny nedeterministickymi RAMy s ¢asovou
slozitosti v O(f(n)).

Pro funkci f : N — N rozumime t¥idou prostorové sloZitosti N'S(f)
mnozinu téch problémi, které jsou reSeny nedeterminictickymi RAMy s
prostorovou slozitosti v O(f(n)).
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Trida NPTIME

NPTIME = | J M7 (n*)

k=0

@ NPTIME (nékdy se pise jen NP) je tfida vSech problémd, pro které
existuje nedeterministicky algoritmus s polynomiani ¢asovou sloZitosti.

@ Do NPTIME tedy patfi problémy, u kterych je mozné pro dany vstup
rychle ovéfit, Ze odpovéd je ANO, pokud ndm ten, kdo nds o tom
chce presvédcit, doda néjakou dodatecnou informaci.

@ Je ziejmé, ze PTIME C NPTIME, nebot na deterministické algoritmy
se mlzeme divat jako na specidlni pripad nedeterministickych.
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Tridy slozitosti

@ Podobné mizZeme definovat tfidu NPSPACE.

@ Obdobné jako v deterministickém pripadé zfejmé plati

NPTIME C NPSPACE.

Nedeterministicky RAM muizeme simulovat deterministickym, ktery
zkusi vSechny mozné vypocty. Kazdy z moznych vypoctl pouzije
maximalné polynomidlné mnoho paméti a jednotlivé vypoclty si nic
nepredavaji, takze mlzeme pouzivat pro vSechny stejnou oblast
paméti. Plati tedy NPTIME C PSPACE.

Je rovnéz znamo, ze pokud je problém rozhodovan
nedeterministickym Turingovym strojem s prostorovou sloZitosti f(n),
tak je rozhodovan i néjakym deterministickym Turingovym strojem
s prostorovou slozitosti O((f(n))?). Z toho plyne, Ze

NPSPACE C PSPACE.

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE
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NP-aplIné problémy

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 344 / 401



Polynomialni prevod mezi problémy

Méjme néjaké dva rozhodovaci problémy A a B.
Problém A je preveditelny na problém B, jestlize existuje algoritmus P
takovy, ze:

@ Jako vstup mize dostat libovolnou instanci problému A.

@ K instanci problému A, kterou dostane jako vstup (ozna¢me ji x),

vyprodukuje jako svij vystup instanci problému B (oznaéme ji P(x)).
o Plati
xeEA = P(x)e B

tj. pro vstup x je v problému A odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz pro
vstup P(x) je v problému B odpovéd ANO.

Pokud je navic algoritmus P polynomidlni, pak fikime, ze problém A je
polynomialné preveditelny na problém B.
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Polynomialni prevod mezi problémy

vstupy problému A vstupy problému B
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Polynomialni prevod mezi problémy

Reknéme, e problém A je polynomidlné preveditelny na problém B,
tj. existuje (polynomidlni) algoritmus P realizujici tento prevod.

Pokud je problém B ve tridé PTIME, pak i problém A je ve tfidé PTIME. )

Regeni problému A pro vstup x:

@ Zavolame P se vstupem x, vrati ndm hodnotu P(x).

@ Zavolame algoritmus fesici problém B se vstupem P(x).
Hodnotu, kterou ndm vrati, vypiSeme jako vysledek.

Z toho plyne:

Pokud A neni v PTIME, tak ani B nemuze byt v PTIME. J
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Problém SAT

Definice problému SAT:

SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Booleovska formule ¢.

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Priklad:

Formule ¢1 = x1 A (—x2 V x3) je splnitelna:

napt. pfi ohodnoceni v, kde [x1], =1, [x2], =0, [x3], = 1, plati [p1], = 1.
Formule o3 = (x1 A =x1) V (=x2 A x3 A x2) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati [p2], = 0.
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Problém 3-SAT

3-SAT je varianta problému SAT, ve které se omezujeme na formule
urcitého specidlniho typu:

Vstup: Formule ¢ v konjunktivni normalni formé, kde kazda klauzule
obsahuje pravé 3 literaly.

Otéazka: Je ¢ splnitelna?

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 349 / 401



Problém 3-SAT

Nékteré pojmy:
o Literal je formule tvaru x nebo —x, kde x je booleovskd proménna.

o Klauzule je disjunkce literdld.
Priklady: x1 V —xo x5 V Xg V —X15 V —1X23 X6

@ Formule je v konjunktivni normalni formé (KNF), jestlize je
konjunkci klauzuli.
Priklad: (X1 V —|X2) A (—|X5 V xg V —x15 V —|X23) N X

V pripadé problému 3-SAT tedy vyZzadujeme, aby formule ¢ byla v KNF a
navic, aby kazda klauzule obsahovala pravé tfi literdly.

Ptiklad:
(1 Vx2Vxa)A(=x1Vx3Vx3)A(—xpVoxsVoxg) A(xe Voxs Voxa)
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Problém 3-SAT

Nasledujici formule je splnitelna:

(X1 V —=xo V X4) A (—|X1 V x3 V X3) A (—|X1 V —x3 V —|X4) A (X2 V —x3 V X4)

Napfr. pri ohodnoceni v, kde

[Xl]y =0
[x], =1
[X3]l, = 0
[xal, =1

je [Qol]u =1

Naproti tomu nasledujici formule neni splnitelna:

(X1 V x1 V X1) A (—|X1 V —=x1V —|X1)
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Problém nezavislé mnoziny (IS)

Problém nezavislé mnoziny (IS)

Vstup: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezdvisla mnozina velikosti k?

Poznamka: Nezavisla mnozina v grafu je podmnozina vrcholi grafu
takova, Ze zadné dva vrcholy z této podmnoziny nejsou spojeny hranou.
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Problém nezavislé mnoziny (IS)

Priklad instance, kde je odpovéd ANO:

Pfiklad instance, kde je odpovéd NE:
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Prevod 3-SAT na IS

Popiseme (polynomiélni) algoritmus, ktery bude mit nésledujici vlastnosti:

@ Vstup: Libovolnd instance problému 3-SAT, tj. formule ¢
v konjunktivni normalni formé&, kde kazda klauzule obsahuje pravé tfi
literaly.

@ Vystup: Instance problému IS, tj. neorientovany graf G a Cislo k.

@ Navic bude pro libovolny vstup (tj. pro libovolnou formuli ¢ ve vyse
uvedeném tvaru) zaruceno nasledujici:

V grafu G bude existovat nezdvisld mnozina velikosti k pravé tehdy,
kdyz formule ¢ bude splnitelna.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)
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Prevod 3- na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)

X3 e
e X2

X1 @

X2 X4
° °
°
X3
e X4
X3 e
e X1
X1
°
° °
X2 X4

Pro kaZdy literal prfidame do grafu jeden vrchol.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Prevod 3- na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)

X2 X4
—|X3
X3 X4
- X2 - X3
X1 X1
- X]_
X2 X4

Vrcholy odpovidajici literdliim patficim do stejné klauzule spojime
hranami.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)
X2 X4

Dvojice vrcholli odpovidajici literdlim x; a —x; spojime hranami.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)
X2 X4

Cislo k polozime rovno poctu klauzuli.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 355 / 401



Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)
X2 X4

Vytvoreny graf a Cislo k vyda algoritmus jako vystup.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)

N

X2 X4
v(x) =1
v(xp) =1
v(x3) =0
() = 1

X4

Jestlize je formule ¢ splnitelna, existuje ohodnoceni v, pfi kterém ma
v kazdé klauzuli alespon jeden literal hodnotu 1.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)

o~

v(x) =1
v(xp) =1
v(x3) =0

(xa) =1

X4

Z kazdé klauzule vybereme jeden literal, ktery ma pri ohodnoceni v
hodnotu 1, a do nezavislé mnoziny pfiddme odpovidajici vrchol.
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Prevod 3-SAT na IS

(aV-xVx3) A (V-ox3Vx) A (xaV-oxsV-oxg) A (5xVxeVxa)

v(x) =1
v(xp) =1
v(x3) =0
l/(X4) =1

Lehce ovéfime, ze vybrané vrcholy tvori nezavislou mnozinu.
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Vybrané vrcholy tvori nezavislou mnozinu, protoze:

@ Z kazdé trojice vrcholli odpovidajici jedné klauzuli byl vybran jen
jeden vrchol.

@ Nemohly byt soucasné vybrany vrcholy oznadené x; a —x;.
(Pfi daném ohodnoceni ¥ ma hodnotu 1 jen jeden z nich.)
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Prevod 3-SAT na IS

Na druhou stranu, pokud v grafu G existuje nezavisld mnozina velikosti k,
musi urcité splnovat nasledujici vlastnosti:

@ Z kazdé trojice vrcholli odpovidajici jedné klauzuli musi byt vybran
nejvyse jeden vrchol.

Protoze je ale klauzuli k a je vybrano k vrcholl, musi byt z kazdé
takové trojice vybran pravé jeden.

@ Nemohly byt soucasné vybrany vrcholy oznacené x; a —x;.

Ohodnoceni tedy zvolime podle vybranych vrchold, protoze z pfedchoziho
vyplyva, ze nehrozi, Ze by neexistovalo.
(Zbylym proménnym pfifadime libovolné hodnoty.)

Pri daném ohodnoceni ma formule ¢ urcité hodnotu 1, nebot v kazdé
klauzuli ma hodnotu 1 alespon jeden literal.
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Prevod 3-SAT na IS

Popsany algoritmus je urcité polynomialni:
Graf G a dislo k je mozné zkonstruovat k formuli ¢ v &ase O(n?), kde n je

velikost formule .

Navic jsme vidéli, Ze ve zkonstruovaném grafu G existuje nezavisla
mnozina velikosti k pravé tehdy, kdyz formule ¢ je splnitelna.

Popsany algoritmus tedy ukazuje, ze problém 3-SAT je polynomidlné
preveditelny na problém IS.
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NP-GpIné problémy

Vezméme si mnozinu vSech moznych rozhodovacich problémi.
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NP-GpIné problémy

Sipkou si zndzornime, Ze problém A je polynomialné preveditelny na
problém B.
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NP-GpIné problémy

Napriklad problém 3-SAT je polynomialné preveditelny na problém IS.
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NP-GpIné problémy

Vezméme si nyni tfidu NPTIME a néjaky problém P.
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NP-GpIné problémy

Problém P je NP-tézky, jestlize kazdy problém z NPTIME je
polynomialné preveditelny na P.
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NP-GpIné problémy

Problém P je NP-aplny, jestlize je NP-tézky a navic sdm patfi do
tfidy NPTIME.
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NP-GpIné problémy

Pokud bychom pro né€jaky NP-tézky problém P nalezli polynomialni
algoritmus, ziskali bychom tim polynomidlni algoritmus pro kazdy problém
P’ z NPTIME:

@ Na vstup problému P’ bychom nejprve aplikovali algoritmus realizujici
polynomidlni pfevod z P’ na P.

@ Na vytvorenou instanci problému P bychom aplikovali polynomidlni
algoritmus fesici problém P a vysledek bychom vratili jako odpovéd
pro danou instanci problému P’.

V takovém pripadé by tedy platilo PTIME = NPTIME, nebot pro kazdy
problém z NPTIME by existoval polynomidlni (deterministicky) algoritmus.
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NP-GpIné problémy

Na druhou stranu, pokud existuje alespon jeden problém z NPTIME, pro
ktery neexistuje polynomialni algoritmus, tak z pfedchoziho plyne, Ze pro
zadny NP-tézky problém nemze existovat polynomialni algoritmus.

Zda plati prvni nebo druhd moznost, je otevieny problém.
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NP-GpIné problémy

Neni tézké si rozmyslet ndsledujici:

Pokud je problém A polynomialné preveditelny na problém B a problém B
je polynomialné preveditelny na problém C, pak problém A je
polynomidlné preveditelny na problém C.

Pokud tedy o néjakém problému P vime, ze je NP-tézky a ze P je
polynomidlné pfeveditelny na problém P’, pak vime, Ze i problém P’ je
NP-t&Zky.
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NP-GpIné problémy

Problém SAT je NP-iplny.

_

D3 se ukazat, Zze SAT je polynomidlné preveditelny na 3-SAT a vidéli jsme,
Ze 3-SAT je polynomialné preveditelny na IS.

Z toho plyne, ze problémy 3-SAT a IS jsou NP-tézké.

To, ze 3-SAT i IS jsou v NPTIME je ocividné.

Problémy 3-SAT i IS jsou NP-Gplné. J
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NP-GpIné problémy

Polynomidlnimi prevody z jiz znamych NP-Gplnych problém( se da ukazat
NP-obtiznost celé Fady riiznych dalSich problémi:

vC

4 CLIQUE

/ IS \
SAT ——=> 3—SAT\ HC

3-CG

HK TSP

SUBSET-SUM

ILP
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3-CG — Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami“

Vstup: Neorientovany graf G

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit 3 barvami tak, aby Zadné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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3-CG — Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami“
Vstup: Neorientovany graf G

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit 3 barvami tak, aby Zadné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:

Odpovéd: NE
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IS — Nezdvislda mnozZina

IS - Problém ,Nezavisla mnozina“ (independent set)

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezévisld mnozina velikosti k (mnozina k
vrchold, které vzajemné nejsou propojeny hranou)?

Piiklad: k =5
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VC - Vrcholové pokryti

VC - vrcholové pokryti (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazda hrana ma alespon jeden svij vrchol v této mnoziné?

Priklad: k =6
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CLIQUE — problém kliky

CLIQUE — problém kliky

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Priklad: kK = 4
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Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Priklad: kK = 4

Odpovéd: ANO

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 368 / 401



Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus"

Vstup: Orientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovsky cyklus (orientovany cyklus
prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus"
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovska kruZnice (neorientovany
cyklus prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: NE

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 370 / 401



Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovska kruZnice (neorientovany
cyklus prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 370 / 401



Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otazka: Existuje v grafu G uzavreny sled prochdzejici vdemi vrcholy
takovy, ze soucet délek hran na tomto sledu (véetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otazka: Existuje v grafu G uzavreny sled prochdzejici vdemi vrcholy
takovy, ze soucet délek hran na tomto sledu (véetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70

Odpovéd: ANO, protoze byl nalezen sled se souétem 69.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM

Vstup: Sekvence prirozenych Cisel aj, as, . .., a, a pfirozené Cislo s.

Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, Ze ) ;. a;i =57

Jinak Feceno, ptdme se zda z dané (multi)mnoziny Cisel je mozné vybrat
podmnozinu, jejiz soulet je s.

Pfiklad: Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a ¢islem s = 15 je odpovéd
ANO, nebot 3+5+7 = 15.

Pro vstup tvoreny Cisly 3,5,2,3,7 a &islem s = 16 je odpovéd NE, nebot
zadna podmnozina téchto Cisel neddva soucet 16.
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SUBSET-SUM

Poznamka:
Poradi Cisel a1, ap, ..., a, na vstupu neni dllezité.

Vsimnéte si vsak urcitého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnozina {aj, az,...,a,} a Cislo s:

V mnoziné se Cisla neopakuji, zatimco v sekvenci se miZe totéz Cislo
vyskytnout vicekrat.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic pfirozenych cisel

(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn) a dvé pfirozena Cisla s a t.
Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, ze ) ;.,a; < s a
>ier bi > t7
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SUBSET-

Neformalné muizeme problém batohu formulovat takto:

Mame n predmétd, kde i-ty predmét vazi a; gram(i a ma cenu b; K&. Do
batohu se vejdou predméty o maximalni celkové vaze s grama.

Otazka zni, zda mlzeme z pfedmétl vybrat podmnozinu, ktera by vazila
maximalné s gram( a méla celkovou cenu alespon t K¢.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
Béznéjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém, kde je
cilem najit takovou mnozinu / C {1,2,..., n}, kde hodnota >, , b; je
maximalni, pficemz ovSem musi byt dodrzena podminka ) ;. ,a; <'s,
tj. vybrat predméty s maximalni celkovou cenou tak, aby nebyla
prekroCena kapacita batohu.
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SUBSET-SUM

To, ze SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu, vidime
z nasledujici (témé¥ trividlni) redukce:

Reknéme, 7e aj, a0, ..., ap, S1 je instance problému SUBSET-SUM.
Je ocividné, ze pro instanci problému batohu, kde mdme sekvenci
(a1, 1), (a2,a2),..., (an,an), s =s1 a t = s1, je odpovéd stejnd jako pro

ptvodni instanci SUBSET-SUM.
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SUBSET-SUM

Pokud chceme studovat slozitost problémi jako jsou SUBSET-SUM nebo
problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit, co povazujeme za velikost
vstupu.

Asi nejprirozenéjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet bitd,
ktery potrebujeme k zapisu instance.

Musime vsak urdit, jakym zplsobem jsou na vstupu zadana prirozena Cisla
— zda bindrné (pfipadné v jiné Ciselné soustavé o zdkladu alespon 2,
napr. desitkové nebo Sestnactkové) nebo undrné.

Pokud uvazujeme, Ze Cisla jsou na vstupu zaddna binarné, tj. Ze velikost
vstupu je imérnd souctu délek binarnich zapist jednotlivych Cisel na
vstupu, tak problém SUBSET-SUM je NP-tézky.

(D4 se ukazat polynomialni pfevod z 3-SAT.)
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SUBSET-SUM

Neni tézké se presvédéit, ze SUBSET-SUM i problém batohu (jeho
rozhodovaci varianta) patfi do tfidy NPTIME:

@ Nedeterministicky algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli
podmnozinu prvkil sekvence na vstupu a poté (deterministicky) ovéri,
zda spliiuje spliiuje danou podminku (resp. podminky).

Je zfejmé, Ze toto ovéreni je mozné provést v case polynomidlnim
vzhledem k velikosti instance.

Problémy SUBSET-SUM i problém batohu jsou tedy NP-Gplné.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselna matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celoliselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =25 8
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celociselné feseni nasledujici soustavy nerovnic:

3x1 —2xp +5x3 < 8
X1+ X3

<
2x1 +x2 <
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ILP — celociselné linedrni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2x2+5x3 < 8
x1+x3 < -3
2x1+x2 < 5
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)—-2-1+5-1 = -9 < 8
—4+1 = -3 < -3
2-(-4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Poznamka: Analogicky problém, kdy se pro danou soustavu linedlnich
nerovnic ptame, zda existuje jeji feseni v oboru realnych Ccisel, je mozné
resit v polynomidlnim case.
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Jak uz bylo zminéno, otazka, zda PTIME = NPTIME, je dlouhodobé
otevreny problém.

Obecné se ma za to, ze pravdépodobné PTIME # NPTIME, dosud to vsak
nikdo nedokazal.

Poznamka: Napriklad se da ukazat, ze PTIME # NPTIME je nutnou
(nikoli v8ak postadujici) podminkou pro to, aby viilbec mohly existovat
Sifrovaci algoritmy, které by nebyly snadno prolomitelné.

Pokud by se podafrilo nékomu najit polynomialni algoritmus pro alespon
jeden NP-0plny problém, okamzité bychom tim ziskali algoritmy pro rychlé
prolomeni vSech v soucasné dobé pouzivanych Sifer.
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Nerozhodnutelné problémy
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Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky resitelny je algoritmicky neresitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny je nerozhodnutelny.

Priklad: Nasledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otazka: Zastavi se stroj M po néjakém kone¢ném poctu kroki,
pokud dostane jako sviij vstup slovo w?
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Halting Problem

Alternativné bychom ho mohli formulovat treba takto:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kdéd programu P v jazyce C, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém konec¢ném poctu krok,
pokud dostane jako vstup data x?

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 385 / 401



Halting Problem

Predpokladejme, ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvorit podprogram H, deklarovany jako

boolean H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vrati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Reknéme, 7e podprogram H(P, x) by vracel false v pfipadé, Ze
P neni syntakticky spravny kéd programu.
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Halting Problem

S pouzitim podprogramu H bychom vytvofili program D, ktery bude
provadét ndsledujici kroky:

@ Nacte svij vstup do proménné x typu String.
@ Zavold podprogram H(x, x).
@ Pokud podprogram H vratil true, skoc¢i do nekone¢né smycky

loop: goto loop

V pripadé, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu predlozime jako vstup jeho vlastni kéd? )
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Halting Problem

Pokud D dostane jako vstup svij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

@ Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D skoci do nekone¢né
smycky. Spor!

@ Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vrati false a D se zastavi. Spor!

V obou pfipadech dospéjeme ke sporu a dalSi moznost neni. Nemuze tedy
platit predpoklad, ze H Fesi Halting problem.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

S jednim prikladem nerozhodnutelného problému uz jsme se setkali:

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a Gp.
Otéazka: Je L(G1) = L(G2)?

pripadné

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad
abecedou %..

Otazka: Je L(G) = £*?
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Redukce mezi problémy

Pokud mame o néjakém (rozhodovacim) problému dokazano, ze je
nerozhodnutelny, mizeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problém{

pomoci redukci.

Reknéme, Ze A a B jsou rozhodovaci problémy.
Redukce problému A na problém B je algoritmus P, ktery:

@ Dostane jako vstup instanci problému A (oznaéme ji x).
@ Jako sviij vystup (oznaéme jej P(x)) vyprodukuje instanci
problému B.

@ Pro kazdou instanci x problému A plati, ze pro vstup x je
v problému A odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz pro vstup P(x) je
v problému B odpovéd ANoO.
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Redukce mezi problémy

Reknéme, Ze existuje redukce P problému A na problém B.

Pokud by problém B byl rozhodnutelny, pak i problém A je rozhodnutelny.
Redeni problému A pro vstup x:

@ Zavolame P se vstupem x, vrati ndm hodnotu P(x).

@ Zavolame algoritmus fesici problém B se vstupem P(x).

@ Hodnotu, kterou ndm vrati vypiseme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud A je nerozhodnutelny, tak B nemlize byt
rozhodnutelny.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé rady
problémd, které se tykaji ovéfovani chovani programi:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

o ...
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typu kachlicek, jako treba:

L X

Otéazka je, zda je mozné pouzitim danych typi kachlicek pokryt kazdou
libovolné velkou konecnou plochu tak, aby vSechny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: Miizeme predpokladat, Ze mame v zadsobé neomezené
mnozstvi kachlicek vsech typd.

Kachlicky neni dovoleno otécet.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typt karticek, jako treba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otazka je, zda je mozné z téchto typl karti¢ek vytvofit neprazdnou
konecnou posloupnost, kde zretézenim slov nahore i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karticky je mozné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahore i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Redukci z predchoziho problému se da snadno ukazat nerozhodnutelnost
nékterych dalSich problémi z oblasti bezkontextovych gramatik:

Vstup: Bezkontextové gramatiky G a Gp.
Otazka: Je L(Gl) N L(G2) =07

Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacna?

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. Gnora 2014 396 / 401



Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzavrena formule PL1, ve které mohou byt pouZity jako
funkéni symboly + a * a celodiselné konstanty a jako
predikatové symboly = a <.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pfirozenych Eisel (pfi
prirozené interpretaci vSech funkcnich a predikatovych
symboli)?

Priklad vstupu:

Vx3yVz((x xy =z) A(y +5 = x))

Poznamka: Uzce souvisi s Gédelovou vétou o nelplnosti.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto pfirozenych Cisel
uvazujeme Cisla redlnd, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyz popis daného
algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou znaéné netrividlni).

Rovnéz pokud uvazujeme prirozenad nebo cela Cisla a stejné formule jako
v predchozim pfipadé, ale s tim, Ze v nich nesmi byt pouzit funkéni
symbol * (ndsobeni), tak je problém algoritmicky rozhodnutelny.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Pokud mizeme pouzivat *, je ve skuteCnosti je nerozhodnutelny uz velmi
omezeny pripad:

Desaty Hilbertlv problém

Vstup: Polynom f(x1,xa, ..., x,) vytvofeny z proménnych
X1,X2,-..,Xp a celoiselnych konstant.
Otazka: Existuji pfirozena Cisla xi, xo, . .., X, takova, Ze
f(x1,x2,...,xp) =07

Piklad vstupu: 5xy — 8yz +3z% — 15
Tj. ptdme se, zda
IxTyIz(5x xxx*xy + (—8)*y xz+3*z*z+ (—15) = 0)

plati v oboru prirozenych disel.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavrena formule ¢ PL1.
Otdzka: Plati = ¢?

Poznamka: Zipis = ¢ znamend, ze formule ¢ je logicky platnd,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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Castecné rozhodnutelné problémy

Problém je castecné rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery:

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd ANO, tak
se po konecném poctu krok( zastavi a vypise "ANQ".

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd NE, tak se
bud zastavi a vypide "NE" nebo se nikdy nezastavi.

Je odividné, Ze napriklad HP (Halting problem) je ¢aste¢né rozhodnutelny.

Nékteré problémy vsak nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné.
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