Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM

Vstup: Sekvence prirozenych Cisel a3, ap, ..., a, a pfirozené
Cislo s?
Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, Ze

Diciai =57

Jinak Feceno, ptdme se zda z dané (multi)mnozZiny Cisel je mozné
vybrat podmnozinu, jejiz soudet je s.

Priklad: Pro vstup tvoreny Cisly 3,5,2,3,7 a Cislem s =15 je
odpovéd ANO, nebot 3 +5+ 7 = 15.

Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a &islem s = 16 je odpovéd NE,
nebot zZddnd podmnozina téchto Cisel neddva soudet 16.
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Poznamka:
Poradi Cisel a;, a,...,a, na vstupu neni dileZité,

Vsimnéte si vSak urcitého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnoZina {a1,ay,...,a,} a Cislo s:
V mnoziné se Cisla neopakuji, zatimco v sekvenci se miiZze totéz
Cislo vyskytnout vicekrat.
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Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic prirozenych Cisel

(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, by) a dvé pfirozend Cisla s
at.
Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, Ze

Yoicrai<say i bi>t?
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Neformalné mizeme problém batohu formulovat takto:

Mdme n predmétil, kde i-ty predmét vazi a; grami a ma

cenu b; K& Do batohu se vejdou predméty o maximalni celkové
vdze s gramd.

Otazka zni, zda miZeme z prfedmétl vybrat podmnozinu, kterd by
se vesSla do batohu a méla celkovou cenu alespon t K&.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
Béznéjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém,
kde je cilem najit takovou mnoZinu | C {1,2,...,n}, kde hodnota
> ic; bi je maximadlni, pri¢emZ ovéem musi byt dodrzena podminka
Y ici @i <'s, tj. vybrat pfedméty s maximdlini celkovou cenou tak,
aby nebyla prekrocena kapacita batohu.
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To, ze SUBSET-SUM je speciadlnim pfipadem problému batohu,
vidime z ndsledujici (téméF trividlni) redukce:

Reknéme, e ai, as,...,an, 51 je instance problému
SUBSET-SUM. Je odividné, Ze pro instanci problému batohu, kde
mdme sekvenci (a1, a1), (a2,82),..., (an,an), S=s at =5, je

odpovéd stejnd jako pro pivodni instanci SUBSET-SUM.
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Pokud chceme studovat slozitost problémi jako jsou
SUBSET-SUM nebo problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit,
co povazujeme za velikost vstupu.

Asi nejprirozenéjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet
bitl, ktery potfebujeme k zadpisu instance.

Musime vSak urcit, jakym zplsobem jsou na vstupu zaddna
prirozend Cisla — zda bindrné (pfipadné v jiné &iselné soustavé

o zdkladu alespon 2, nap¥. desitkové nebo Sestndctkové) nebo
undrné,

V dalS$im vykladu budeme predpoklddat, Ze Cisla jsou na vstupu
zaddna bindrné, tj. Ze velikost vstupu je imérna souctu délek
bindrnich zapisi jednotlivych Cisel na vstupu.
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Neni téZké se presvédéit, ze SUBSET-SUM i problém batohu (jeho
rozhodovaci varianta) patfi do tfidy NPTIME:

@ Nedeterministicky algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli
podmnozinu prvki sekvence na vstupu a poté
(deterministicky) ovéfi, zda splfiuje spliiuje danou podminku
(resp. podminky).

Je zfejmé, Ze toto ovéreni je mozné provést v Case
polynomidlnim vzhledem k velikosti instance.

UkéZeme si, Ze problém SUBSET-SUM (a tim padem i problém
batohu) je NP-tézky.
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NP-obtiznost problému SUBSET-SUM ukézeme pomoci redukce
ze zndmého NP-ilplného problému 3-SAT:

Vstup: Booleovské formule ¢ v konjunktivni normalni formé,
kde kazdd klauzule obsahuje praveé tri literaly.

Otéazka: Je formule ¢ splnitelnd?
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Predpokladejme, Ze mame danu instanci problému 3-SAT,
tj. formuli ¢ tvaru

G ANGAN--- N C

kde C1, Gy, ..., Ck jsou jednotlivé klauzule, pri¢emz kazda
klauzule C; je tvaru

([—j,l V [—j,2 V [—j,3)
kde Lj1,Lj»,L;3 jsou jednotlivé literdly v této klauzuli, pficemz
kazdy z téchto literdld je bud tvaru x; nebo tvaru —x;, kde x; je
néjakd booleovskd proménna.

Predpokladejme déle, Ze mnozina vSech proménnych, které se
vyskytuji ve formuli ¢, je

{x1, X2, .-+, Xm}
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Priklad: Vezméme si tfeba nasledujici formuli ¢:
(X1 \/ﬂXz\/Xg) A (X2\/—|X3\/X4) A (Xl\/ﬂX3\/—|X4) A (—|X1 \/—|X2\/X4)
Tato formule obsahuje klauzule

G = ( V —xo V X3)
G = (X2 V —=x3V X4)
G = (x1V-x3V-xg)
G = (—|X1 V —=xo V X4)

Klauzule (x; V —x3 V —xq4) obsahuje literdly x1, —x3 a —1xg.

Mnozina vSech proménnych, které se vyskytuji ve formuli ¢ je
{Xla X2, X3, X4}-
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K dané formuli ¢ sestrojime instanci problému SUBSET-SUM,
kterd bude obsahovat multimnozinu &isel X a Cislo s.

Cisla v multimnoziné X i &islo s budeme popisovat tak, ze
popiseme, jak budou vypadat jednotlivé Cislice daného disla
zapsaného v Ciselné soustavé o zdkladu d = 10.

Poznamka: Ciselny zdklad d = 10 jsme zvolili pro vétsi nazornost,
konstrukce bude stejné dobre fungovat i s libovolnym jinym
zdkladem d > 7.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Jesté si pripomenme, Ze bybyx _1bx o --- biby je v Ciselné soustavé
o zadkladu d zadpisem Cdisla

k
b
i=0
V tomto zdpise by, bx_1, ..., by reprezentuji jednotlivé Cislice,

pri¢emz pro v8echna b; plati 0 < b; < d.

Budeme-li ddle mluvit o Cislici na pozici i, mame tim na mysli
hodnotu b; ve vyse uvedeném zdpise.

Priklad: V Cisle 732594 je na pozici 5 Cislice 7, na pozici 4 Cislice 3
a na pozici 0 dislice 4.
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Pripomefnime, ze predpokladdme, Ze formule ¢ obsahuje proménné
X1,X2, ..., Xm a skldda se z klauzuli G, Gy, ..., Ck.

V instanci problému SUBSET-SUM, kterou budeme vytvaret,
budeme jednotliva &isla zapisovat jako (m + k)-mistng &isla
v Ciselné soustavé o zakladu d = 10 s tim, Ze:
@ Kazdé proménné x; pridélime jednu pozici v téchto Cislech
(kazdé jinou).
o Kazdé klauzuli C; pridélime jednu ze zbylych pozic (kazdé
jinou).
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Jak konkrétné toto prirazeni provedeme, neni pro dalsi konstrukci
prilis podstatné.

Jednou z moznosti je napfriklad:
o Priradit proménnym xi,x2,...,xm pozice 0,1,..., m—1

(tj. proménné x; je pfifazena pozice i — 1).

o Prifadit klauzulim G, Gy, ..., Cx pozice
mm+1,.... m+k—1
(tj. klauzuli G je pfifazena pozice j + m — 1).

V dalSim vykladu budeme tedy hovorit o pozici odpovidajici
proménné x; Ci o pozici odpovidajici klauzuli C;.
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Pro prehlednéjsi vyklad zavedeme ndsledujici znadeni:
Reknéme, Ze y je néjaké Cislo, a Ze toto Cislo zapiSeme v Ciselné
soustavé o zdkladu d.

@ y[xi] bude oznacovat Cislici na pozici odpovidajici
proménné x;.

@ y[G;] bude oznaceni Cislici na pozici odpovidajici klauzuli C;.

Ve vySe popsaném konkrétnim prirazeni pozic bude tedy platit, Ze
Cislo y bude zapsano jako

Y[Ce] y[Ch-1] - y[G] y[xm] y[xm—1] -+ y[x]

neboli

m k
y=> ybl-d" T+ y[G]- T
i—1 =1
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Nyni popiSeme, jak vytvorit instanci problému SUBSET-SUM
s multimnozinou X a Cislem s:

@ Pro kazdou proménnou x; z mnoZiny {xi, X2, ..., Xxn} pfiddme
do X dvojici Cisel y; a y!, jejichz Cislice jsou definovany
ndsledovné:

e yi[xi] =yi[x] =1
@ Pro x; # x; je yi[xj] = y![x]] =0

@ Pro kazdou klauzuli C; je hodnota y;[Cj] rovna poctu vyskyti
literdlu x; v klauzuli G;.

o Pro kazdou klauzuli C; je hodnota y/[C;] rovna poctu vyskyti
literdlu —x; v klauzuli G;.
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@ Pro kazdou klauzuli G; z mnoziny {Cy, Gy, ..., G} priddme
do X dvojici &isel z; a zjf, jejichz Cislice jsou definovany
ndsledovné:

° z[G] =1
o Z[G] =2

@ VSechny ostatni Cislice v z; i z{ jsou 0.

@ Vytvorime hodnotu s, kde:
@ s[x;] = 1 pro véechny proménné x;.

o s[C;] = 4 pro vSechny klauzule C;.
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
yr [OMOMO 00
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
% 000000 —xi
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A —|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
v 0o 0oMO 0oO0OHMO
yy |1 001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —1X2 V X3) A X2 V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 0001 —1X1
>0 010 0010 Xo
V5 00 00 0| B2
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
ya |1 01 0 1000 Xa
v 10100 100 0| —x4
zz |0 001 O0O0O0TO G
z /00020000 G
z |0 010 0O0O0O0 Co
z, |0 0200000 (@)
zz |01 00 0O0O0TO C3
zZ |0 2000000 (&}
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Cy
s |4 4441111

Ca VBV ) AV xsVxa)A(aV-xsV-oxa)A (= VERY x)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 /000 oMo o0
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —x2 V) A (XQ V - x3 V Xa) A (X1 V —x3 V —|X4) A (—|X1 V =xo V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 0001 —1X1
>0 010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
v; |0 00 00| B2
ya |1 01 0 1000 Xa
v 10100 100 0| —x4
zz |0 001 O0O0O0TO G
z /00020000 G
z |0 010 0O0O0O0 Co
z, |0 0200000 (@)
zz |01 00 0O0O0TO C3
zZ |0 2000000 (&}
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Cy
s |4 4441111

(X1 V —x2 VX3) A (Xz VV Xa) A (X1 \A —x3 V—|X4) A (—|X1 V —xp VX4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
Va oMo@Mooo
v {0100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(aV=xeVxs)A(eV-xs VED A (aV-xsV-oxa)A(=xaV-x VE
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v, |omooHMOO0O
z7 {0 001 O0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —x2 VX3) A (XQ V —x3 VX4) A (X1 V —x3 V) A (—|X1 V —xp VX4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2
y1r |01 01 000 X1
y; |1 000 00O X1
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 4444111

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»{0 010 00 0 Xo
yy {1 00100 0| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |4 44411 1

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X3 BEl X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 0 0 1 0 00 X3
yé 01100 0 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |4 44141 11

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] PN X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
ya |1 01 0 000 Xa
yi |0 100 00 0| —xa
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |4 4 4 4 111

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v |0 1 0 000 1] x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy |1 00 001 0| =x
y3 |0 0 O 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v {0100 100 0| —x4
z7 {0 0 O 0000 (@]
z |0 00 0000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |4 44@1 111

(X1 \Y, —1X2 \Y, X3) A (X2 V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
v |0 0OMOO0O0T1O0]| x
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 01 0 01 00| —x3
ya |1 0 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z |00020000 G
z |00 0 00O0O G
z; |00 0 00O00O (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |4 44 1111

(X1 V —1X2 V X3) A (X2 \Y, —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)
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Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4CQ C] X4 X3 X2 X1
v [JOMMO1 000 1] x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0 1 0010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
vi |0 00 1000]| —xa
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 | 0 00 0O0O0CO G
zi |0 00 0O0O0CO G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s |44 41111

(X1 V —1X2 V X3) A (X2 V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 \Y, —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
v 000O0O0©O0T1]| —xg
y»10010 0010 Xo
V5 001 0010]| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
Va 01 01000| xq
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
2z 00O0OOTOO Cy
z, 00O0O0OOTOT O Gy
s |4 441111

(X1 V —1X2 V X3) A (X2 V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 \Y, X4)



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Priklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize
uvedené formuli:

C4 C3 CQ C] X4 X3 X2 X1
v ]01010001][ x
y; |1 000 000 1| —=x
y»10010 0010 Xo
yy {1001 00 10| —x
y3 |0 001 0100 X3
yé 0110010 0| —x3
y» |1 01 01000 Xa
v 10100 100 0| —x4
z7 {0 001 0O0O0O0 (@]
z /00020000 G
z |0 010 00O0O0O0 G
z, |0 0200000 (@)
z3 {01 00 0O0O0O G
zZ |0 2000000 G
zz |1 000 O0O0O0O Cy
z, /20000000 Gy
s 144441111

(X1 V —1X2 V X3) A (XQ V —X3 Vv X4) A (X1 Vv —X3 V —|X4) A (—|X1 Vv —1X2 V X4)



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Vyslednd instance vytvorena k formuli
(X1 \/ﬂXz\/Xg) A (X2\/—|X3\/X4) A (Xl\/ﬂX3\/—|X4) A (—|X1 \/—|X2\/X4)

bude tedy vypadat takto:

X = {1010001,10000001, 100010, 10010010, 10100, 1100100,
10101000, 1001000, 10000, 20000, 100000, 200000, 1000000,
2000000, 10000000, 20000000}

s = 44441111



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

e v v

popsat pomoci ndsledujicich vztahi:

k k
N d S ) T =g Y )
j:1 j:1
zj = gitm-1 zj{ — 9. gitm-1
m k
s=> dT+) 4t
i=1 j=1

kde c(i/,/) udavé pocet vyskyti literdlu x; v klauzuli C; a
c'(i,j) pocet vyskytt literdlu —x; v klauzuli G;.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Je zrejmé, Ze konstrukci je mozné provést v polynomidlnim Case.

Zbyva ukdzat, ze konstrukce je korektni, tedy, ze z X je mozné
vybrat podmozinu, jejiz prvky ddvaji soulet s, pravé tehdy, kdyz je
pdvodni formule ¢ splnitelnd.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Nez pristoupime k vlastnimu dikazu korektnosti, vSimnéme si
nejprve, jak vypadaji jednotlivé sloupce Cislic, kdyZz zapiSeme Cisla
v X pod sebou:

@ Ve sloupcich odpovidajicich proménnym x; jsou vZdy pravé
dvé jednicky (v yi a yi').

@ Ve sloupcich odpovidajicich klauzulim C; je soucet v daném
sloupci pres vSechna y; a y/ vzdy roven 3 (t]. je to celkovy
pocet literdlt v klauzuli C;), a ddle z; a zjf obsahuji vzdy
Cislice 1 a 2

@ Vsechny ostatni hodnoty jsou 0.
Vidime, Ze soulet v kazdém sloupci je maximalné 6, a Ze vzhledem

k tomu, ze d > 7, nikdy pfi sou¢tu zadné podmnoziny nedojde
k prenosu z jednoho sloupce do druhého.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Predpokladejme nejprve, Ze formule ¢ je splnitelna.

Pak tedy existuje néjaké ohodnoceni booleovskych proménnych v,
pFi kterém [¢], = TRUE.

Budeme vytvéret (multi)mnoZinu Y C X takovou, aby soudet
hodnot v Y byl roven s:

@ Pro kazdou proménnou x; takovou, Ze [x;], = TRUE, pfiddme
do Y dislo y;.

@ Pro kazdou proménnou x; takovou, Ze [x;], = FALSE, pfidame
do Y Cislo y!.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Kdyz neni seCteme hodnoty Cisel, které jsme zatim pridali do Y,
budou soucty v jednotlivych sloupcich vypadat takto:

@ Ve sloupcich odpovidajicich proménnym x; bude soucty
vzdy 1, nebot do Y jsme dali vidy pravé jednu z hodnot y;, y/.

V téchto sloupcich tedy soucet souhlasi s pozadovanou
hodnotou s.

@ Ve sloupcich odpovidajicich klauzulim C; bude vZdy soucet
roven poctu literdld v dané klauzuli, které maji pri
ohodnoceni v hodnotu TRUE.

Pfi ohodnoceni v pro viechny klauzule C; plati, Ze
[Ci], = TRUE a tedy alespon jeden literdl v klauzuli C; musi
mit pfi ohodnoceni v hodnotu TRUE.

Soucet v daném sloupci tedy bude &islo v intervalu 1 az 3.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pro kazdy sloupec odpovidajici néjaké klauzuli C; pfiddme do Y
jedno nebo pripadné obé z Cisel Zj,ZJ{ tak, abychom dorovnali
soucet v tomto sloupci na 4.

(VSiméte si, Ze vzhledem k tomu, Ze soulet je v intervalu 1 az 3,
tak je toto dorovnani na soucet 4 vidy mozné.)

Cisla zj i zjf maji na vSech ostatnich pozicich hodnoty 0, takze
soucty v ostatnich sloupcich neovlivni.

Vidime tedy, Ze pokud je formule ¢ splnitelnd, je mozné z X vybrat
podmnozinu, kterd ddva soucet s.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Predpoklddejme nyni, Ze existuje néjakd (multi)mnozina Y C X,
jez ddva soucet s.

Je zfejmé, Ze pro kazdé i € {1,2,..., m} musi Y obsahovat privé
jednu z hodnot y;, y!.

Zvolme tedy nasledujici ohodnoceni v:

@ Pokud Y obsahuje y;, poloZme [x;], = TRUE.

@ Pokud Y obsahuje y!, poloZme [x;], = FALSE.

Podobné jako v predchozim pripadé uddvaji soucty ve sloupcich
odpovidajicich klauzulim po odelteni prfipadnych z; a zjf, ktera se
mohou v Y vyskytovat, pocty literdld v dané klauzuli C;, které
maji pfi ohodnoceni v hodnotu TRUE.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pro kazdou klauzuli C; musi byt tento polet roven mimainé 1,
protoze pokud by byl 0, nebylo by ho moZné pomoci z; a z!
dorovnat na 4.

V libovolné klauzuli C; m3a tedy pfi ohodnoceni v alespon jeden
literdl hodnotu TRUE, takZe [¢], = TRUE a ¢ je tedy splnitelna.

Tim je dikaz korektnosti hotov.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

V problému SUBSET-SUM jde o to, rozdélit ¢isla v dané
multimnoziné do dvou podmnozin takovych, Ze soucet Cisel v jedné
je s a souet v druhé je s' = M — s, kde M je soulet viech Cisel

v dané multimnoziné.

Je olividné, ze podmozZinu se souctem s je mozné vybrat pravé
tehdy, kdyZ je mozné vybrat podmoZinu se souétem s'.



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Specidlnim prfipadem problému SUBSET-SUM je pripad, kdy
s = s, kdy je cilem rozdélit zadanou multimnoZinu do dvou
podmnozin se stejné velkym soucdtem:

Vstup: Sekvence prirozenych Cisel a1, as, .. ., a,.

Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, Ze

dicrdi = % doipai?




Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

| tento problém SUBSET-SUM-1/2 je NP-tézky, jak je vidét
z nasledujici snadné redukce ze SUBSET-SUM:

Do multimnozZiny X p¥iddme novy prvek v = s’ — s (pokud s < s')
nebo v = s — s’ (pokud s > §').
(Pokud s = s’, nemusime délat nic.)



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Je zfejmé, Ze pokud multimnoZinu X rozsifenou o novy prvek v
rozdélime na dvé podmnoziny se stejnym souctem, musi tento
prvek padnout do jedné z téchto podmnozin, a po jeho odebrani
nam zbydou podmnoZiny se soulty s a s’.

Vidime tedy, Ze FeSeni takto vytvorené instrance
SUBSET-SUM-1/2 existuje pravé tehdy, kdyZ existuje Feseni
plvodni instance SUBSET-SUM.



