
Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMProblém SUBSET-SUMVstup: Sekven
e pøirozený
h èísel a1; a2; : : : ; an a pøirozenéèíslo s?Otázka: Existuje mno¾ina I � f1; 2; : : : ; ng taková, ¾ePi2I ai = s ?Jinak øeèeno, ptáme se zda z dané (multi)mno¾iny èísel je mo¾névybrat podmno¾inu, její¾ souèet je s.Pøíklad: Pro vstup tvoøený èísly 3; 5; 2; 3; 7 a èíslem s = 15 jeodpovìï Ano, nebo» 3+ 5+ 7 = 15.Pro vstup tvoøený èísly 3; 5; 2; 3; 7 a èíslem s = 16 je odpovìï Ne,nebo» ¾ádná podmno¾ina tì
hto èísel nedává souèet 16.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Poznámka:Poøadí èísel a1; a2; : : : ; an na vstupu není dùle¾ité.V¹imnìte si v¹ak urèitého rozdílu oproti tomu, kdyby
hom problémformulovali tak, ¾e vstupem je mno¾ina fa1; a2; : : : ; ang a èíslo s:V mno¾inì se èísla neopakují, zatím
o v sekven
i se mù¾e toté¾èíslo vyskytnout ví
ekrát.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Problém SUBSET-SUM je spe
iálním pøípadem problému batohu(knapsa
k problem):Knapsa
k problemVstup: Sekven
e dvoji
 pøirozený
h èísel(a1; b1); (a2; b2); : : : ; (an; bn) a dvì pøirozená èísla sa t.Otázka: Existuje mno¾ina I � f1; 2; : : : ; ng taková, ¾ePi2I ai � s a Pi2I bi � t ?



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMNeformálnì mù¾eme problém batohu formulovat takto:Máme n pøedmìtù, kde i-tý pøedmìt vá¾í ai gramù a má
enu bi Kè. Do batohu se vejdou pøedmìty o maximální 
elkovéváze s gramù.Otázka zní, zda mù¾eme z pøedmìtù vybrat podmno¾inu, která byse ve¹la do batohu a mìla 
elkovou 
enu alespoò t Kè.Poznámka:Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodova
í problém.Bì¾nìj¹í je formulovat tento problém jako optimalizaèní problém,kde je 
ílem najít takovou mno¾inu I � f1; 2; : : : ; ng, kde hodnotaPi2I bi je maximální, pøièem¾ ov¹em musí být dodr¾ena podmínkaPi2I ai � s, tj. vybrat pøedmìty s maximální 
elkovou 
enou tak,aby nebyla pøekroèena kapa
ita batohu.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
To, ¾e SUBSET-SUM je spe
iálním pøípadem problému batohu,vidíme z následují
í (témìø triviální) reduk
e:Øeknìme, ¾e a1; a2; : : : ; an, s1 je instan
e problémuSUBSET-SUM. Je oèividné, ¾e pro instan
i problému batohu, kdemáme sekven
i (a1; a1); (a2; a2); : : : ; (an; an), s = s1 a t = s1, jeodpovìï stejná jako pro pùvodní instan
i SUBSET-SUM.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPokud 
h
eme studovat slo¾itost problémù jako jsouSUBSET-SUM nebo problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit,
o pova¾ujeme za velikost vstupu.Asi nejpøirozenìj¹í je de�novat velikost vstupu jako 
elkový poèetbitù, který potøebujeme k zápisu instan
e.Musíme v¹ak urèit, jakým zpùsobem jsou na vstupu zadánapøirozená èísla { zda binárnì (pøípadnì v jiné èíselné soustavìo základu alespoò 2, napø. desítkové nebo ¹estná
tkové) nebounárnì.V dal¹ím výkladu budeme pøedpokládat, ¾e èísla jsou na vstupuzadána binárnì, tj. ¾e velikost vstupu je úmìrná souètu délekbinární
h zápisù jednotlivý
h èísel na vstupu.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMNení tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e SUBSET-SUM i problém batohu (jehorozhodova
í varianta) patøí do tøídy NPTIME:Nedeterministi
ký algoritmus nejprve nedeterministi
ky zvolípodmno¾inu prvkù sekven
e na vstupu a poté(deterministi
ky) ovìøí, zda splòuje splòuje danou podmínku(resp. podmínky).Je zøejmé, ¾e toto ovìøení je mo¾né provést v èasepolynomiálním vzhledem k velikosti instan
e.Uká¾eme si, ¾e problém SUBSET-SUM (a tím pádem i problémbatohu) je NP-tì¾ký.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
NP-obtí¾nost problému SUBSET-SUM uká¾eme pomo
í reduk
eze známého NP-úplného problému 3-SAT:3-SATVstup: Booleovské formule ' v konjunktivní normální formì,kde ka¾dá klauzule obsahuje právì tøi literály.Otázka: Je formule ' splnitelná?



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøedpokládejme, ¾e máme dánu instan
i problému 3-SAT,tj. formuli ' tvaru C1 ^ C2 ^ � � � ^ Ckkde C1;C2; : : : ;Ck jsou jednotlivé klauzule, pøièem¾ ka¾dáklauzule Cj je tvaru (Lj;1 _ Lj;2 _ Lj;3)kde Lj;1; Lj;2; Lj:3 jsou jednotlivé literály v této klauzuli, pøièem¾ka¾dý z tì
hto literálù je buï tvaru xi nebo tvaru :xi , kde xi jenìjaká booleovská promìnná.Pøedpokládejme dále, ¾e mno¾ina v¹e
h promìnný
h, které sevyskytují ve formuli ', je fx1; x2; : : : ; xmg



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøíklad: Vezmìme si tøeba následují
í formuli ':(x1_:x2_x3) ^ (x2_:x3_x4) ^ (x1_:x3_:x4) ^ (:x1_:x2_x4)Tato formule obsahuje klauzuleC1 = (x1 _ :x2 _ x3)C2 = (x2 _ :x3 _ x4)C3 = (x1 _ :x3 _ :x4)C4 = (:x1 _ :x2 _ x4)Klauzule (x1 _ :x3 _ :x4) obsahuje literály x1, :x3 a :x4.Mno¾ina v¹e
h promìnný
h, které se vyskytují ve formuli ' jefx1; x2; x3; x4g.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
K dané formuli ' sestrojíme instan
i problému SUBSET-SUM,která bude obsahovat multimno¾inu èísel X a èíslo s.Èísla v multimno¾inì X i èíslo s budeme popisovat tak, ¾epopí¹eme, jak budou vypadat jednotlivé èísli
e daného èíslazapsaného v èíselné soustavì o základu d = 10.Poznámka: Èíselný základ d = 10 jsme zvolili pro vìt¹í názornost,konstruk
e bude stejnì dobøe fungovat i s libovolným jinýmzákladem d � 7.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMJe¹tì si pøipomeòme, ¾e bkbk�1bk�2 � � � b1b0 je v èíselné soustavìo základu d zápisem èísla kXi=0 bi � d iV tomto zápise bk ; bk�1; : : : ; b0 reprezentují jednotlivé èísli
e,pøièem¾ pro v¹e
hna bi platí 0 � bi < d .Budeme-li dále mluvit o èísli
i na pozi
i i , máme tím na myslihodnotu bi ve vý¹e uvedeném zápise.Pøíklad: V èísle 732594 je na pozi
i 5 èísli
e 7, na pozi
i 4 èísli
e 3a na pozi
i 0 èísli
e 4.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøipomeòme, ¾e pøedpokládáme, ¾e formule ' obsahuje promìnnéx1; x2; : : : ; xm a skládá se z klauzulí C1;C2; : : : ;Ck .V instan
i problému SUBSET-SUM, kterou budeme vytváøet,budeme jednotlivá èísla zapisovat jako (m + k)-místná èíslav èíselné soustavì o základu d = 10 s tím, ¾e:Ka¾dé promìnné xi pøidìlíme jednu pozi
i v tì
hto èísle
h(ka¾dé jinou).Ka¾dé klauzuli Cj pøidìlíme jednu ze zbylý
h pozi
 (ka¾déjinou).



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMJak konkrétnì toto pøiøazení provedeme, není pro dal¹í konstruk
ipøíli¹ podstatné.Jednou z mo¾ností je napøíklad:Pøiøadit promìnným x1; x2; : : : ; xm pozi
e 0; 1; : : : ;m � 1(tj. promìnné xi je pøiøazena pozi
e i � 1).Pøiøadit klauzulím C1;C2; : : : ;Ck pozi
em;m + 1; : : : ;m + k � 1(tj. klauzuli Cj je pøiøazena pozi
e j +m � 1).V dal¹ím výkladu budeme tedy hovoøit o pozi
i odpovídají
ípromìnné xi èi o pozi
i odpovídají
í klauzuli Cj .



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPro pøehlednìj¹í výklad zavedeme následují
í znaèení:Øeknìme, ¾e y je nìjaké èíslo, a ¾e toto èíslo zapí¹eme v èíselnésoustavì o základu d .y [xi ℄ bude oznaèovat èísli
i na pozi
i odpovídají
ípromìnné xi .y [Cj ℄ bude oznaèení èísli
i na pozi
i odpovídají
í klauzuli Cj .Ve vý¹e popsaném konkrétním pøiøazení pozi
 bude tedy platit, ¾eèíslo y bude zapsáno jakoy [Ck ℄ y [Ck�1℄ � � � y [C1℄ y [xm℄ y [xm�1℄ � � � y [x1℄neboli y = mXi=1 y [xi ℄ � d i�1 + kXj=1 y [Cj ℄ � d j+m�1



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMNyní popí¹eme, jak vytvoøit instan
i problému SUBSET-SUMs multimno¾inou X a èíslem s:Pro ka¾dou promìnnou xi z mno¾iny fx1; x2; : : : ; xmg pøidámedo X dvoji
i èísel yi a y 0i , jeji
h¾ èísli
e jsou de�noványnásledovnì:yi [xi ℄ = y 0i [xi ℄ = 1Pro xj 6= xi je yi [xj ℄ = y 0i [xj ℄ = 0Pro ka¾dou klauzuli Cj je hodnota yi [Cj ℄ rovna poètu výskytùliterálu xi v klauzuli Cj .Pro ka¾dou klauzuli Cj je hodnota y 0i [Cj ℄ rovna poètu výskytùliterálu :xi v klauzuli Cj .



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPro ka¾dou klauzuli Cj z mno¾iny fC1;C2; : : : ;Ckg pøidámedo X dvoji
i èísel zj a z 0j , jeji
h¾ èísli
e jsou de�noványnásledovnì:zj [Cj ℄ = 1z 0j [Cj ℄ = 2V¹e
hny ostatní èísli
e v zj i z 0j jsou 0.Vytvoøíme hodnotu s, kde:s[xi ℄ = 1 pro v¹e
hny promìnné xi .s[Cj ℄ = 4 pro v¹e
hny klauzule Cj .



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøíklad instan
e problému SUBSET-SUM odpovídají
í ní¾euvedené formuli: C4 C3 C2 C1 x4 x3 x2 x1y1 0 1 0 1 0 0 0 1 x1y 01 1 0 0 0 0 0 0 1 :x1y2 0 0 1 0 0 0 1 0 x2y 02 1 0 0 1 0 0 1 0 :x2y3 0 0 0 1 0 1 0 0 x3y 03 0 1 1 0 0 1 0 0 :x3y4 1 0 1 0 1 0 0 0 x4y 04 0 1 0 0 1 0 0 0 :x4z1 0 0 0 1 0 0 0 0 C1z 01 0 0 0 2 0 0 0 0 C1z2 0 0 1 0 0 0 0 0 C2z 02 0 0 2 0 0 0 0 0 C2z3 0 1 0 0 0 0 0 0 C3z 03 0 2 0 0 0 0 0 0 C3z4 1 0 0 0 0 0 0 0 C4z 04 2 0 0 0 0 0 0 0 C4s 4 4 4 4 1 1 1 1(x1 _ :x2 _ x3 ) ^ (x2 _ :x3 _ x4 ) ^ (x1 _ :x3 _ :x4 ) ^ (:x1 _ :x2 _ x4 )
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e problému SUBSET-SUM odpovídají
í ní¾euvedené formuli: C4 C3 C2 C1 x4 x3 x2 x1y1 0 1 0 1 0 0 0 1 x1y 01 1 0 0 0 0 0 0 1 :x1y2 0 0 1 0 0 0 1 0 x2y 02 1 0 0 1 0 0 1 0 :x2y3 0 0 0 1 0 1 0 0 x3y 03 0 1 1 0 0 1 0 0 :x3y4 1 0 1 0 1 0 0 0 x4y 04 0 1 0 0 1 0 0 0 :x4z1 0 0 0 1 0 0 0 0 C1z 01 0 0 0 2 0 0 0 0 C1z2 0 0 1 0 0 0 0 0 C2z 02 0 0 2 0 0 0 0 0 C2z3 0 1 0 0 0 0 0 0 C3z 03 0 2 0 0 0 0 0 0 C3z4 1 0 0 0 0 0 0 0 C4z 04 2 0 0 0 0 0 0 0 C4s 4 4 4 4 1 1 1 1(x1 _ :x2 _ x3 ) ^ (x2 _ :x3 _ x4 ) ^ (x1 _ :x3 _ :x4 ) ^ (:x1 _ :x2 _ x4 )
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í ní¾euvedené formuli: C4 C3 C2 C1 x4 x3 x2 x1y1 0 1 0 1 0 0 0 1 x1y 01 1 0 0 0 0 0 0 1 :x1y2 0 0 1 0 0 0 1 0 x2y 02 1 0 0 1 0 0 1 0 :x2y3 0 0 0 1 0 1 0 0 x3y 03 0 1 1 0 0 1 0 0 :x3y4 1 0 1 0 1 0 0 0 x4y 04 0 1 0 0 1 0 0 0 :x4z1 0 0 0 1 0 0 0 0 C1z 01 0 0 0 2 0 0 0 0 C1z2 0 0 1 0 0 0 0 0 C2z 02 0 0 2 0 0 0 0 0 C2z3 0 1 0 0 0 0 0 0 C3z 03 0 2 0 0 0 0 0 0 C3z4 1 0 0 0 0 0 0 0 C4z 04 2 0 0 0 0 0 0 0 C4s 4 4 4 4 1 1 1 1(x1 _ :x2 _ x3 ) ^ (x2 _ :x3 _ x4 ) ^ (x1 _ :x3 _ :x4 ) ^ (:x1 _ :x2 _ x4 )
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Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Výsledná instan
e vytvoøená k formuli(x1_:x2_x3) ^ (x2_:x3_x4) ^ (x1_:x3_:x4) ^ (:x1_:x2_x4)bude tedy vypadat takto:X = f1010001; 10000001; 100010; 10010010; 10100; 1100100;10101000; 1001000; 10000; 20000; 100000; 200000; 1000000;2000000; 10000000; 20000000gs = 44441111



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMV¹imnìme si je¹tì, ¾e vý¹e popsanou konstruk
i mù¾eme struènìpopsat pomo
í následují
í
h vztahù:yi = d i�1+ kXj=1 
(i ; j) �d j+m�1 y 0i = d i�1+ kXj=1 
 0(i ; j) �d j+m�1zj = d j+m�1 z 0j = 2 � d j+m�1s = mXi=1 d i�1 + kXj=1 4 � d j+m�1kde 
(i ; j) udává poèet výskytù literálu xi v klauzuli Cj a
 0(i ; j) poèet výskytù literálu :xi v klauzuli Cj .



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Je zøejmé, ¾e konstruk
i je mo¾né provést v polynomiálním èase.Zbývá ukázat, ¾e konstruk
e je korektní, tedy, ¾e z X je mo¾névybrat podmo¾inu, její¾ prvky dávají souèet s, právì tehdy, kdy¾ jepùvodní formule ' splnitelná.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMNe¾ pøistoupíme k vlastnímu dùkazu korektnosti, v¹imnìme sinejprve, jak vypadají jednotlivé sloup
e èísli
, kdy¾ zapí¹eme èíslav X pod sebou:Ve sloup
í
h odpovídají
í
h promìnným xi jsou v¾dy právìdvì jednièky (v yi a yi ').Ve sloup
í
h odpovídají
í
h klauzulím Cj je souèet v danémsloup
i pøes v¹e
hna yi a y 0i v¾dy roven 3 (tj. je to 
elkovýpoèet literálù v klauzuli Cj), a dále zj a z 0j obsahují v¾dyèísli
e 1 a 2V¹e
hny ostatní hodnoty jsou 0.Vidíme, ¾e souèet v ka¾dém sloup
i je maximálnì 6, a ¾e vzhledemk tomu, ¾e d � 7, nikdy pøi souètu ¾ádné podmno¾iny nedojdek pøenosu z jednoho sloup
e do druhého.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøedpokládejme nejprve, ¾e formule ' je splnitelná.Pak tedy existuje nìjaké ohodno
ení booleovský
h promìnný
h �,pøi kterém ['℄� = true.Budeme vytváøet (multi)mno¾inu Y � X takovou, aby souèethodnot v Y byl roven s:Pro ka¾dou promìnnou xi takovou, ¾e [xi ℄� = true, pøidámedo Y èíslo yi .Pro ka¾dou promìnnou xi takovou, ¾e [xi ℄� = false, pøidámedo Y èíslo y 0i .



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMKdy¾ není seèteme hodnoty èísel, které jsme zatím pøidali do Y ,budou souèty v jednotlivý
h sloup
í
h vypadat takto:Ve sloup
í
h odpovídají
í
h promìnným xi bude souètyv¾dy 1, nebo» do Y jsme dali v¾dy právì jednu z hodnot yi ; y 0i .V tì
hto sloup
í
h tedy souèet souhlasí s po¾adovanouhodnotou s.Ve sloup
í
h odpovídají
í
h klauzulím Cj bude v¾dy souèetroven poètu literálù v dané klauzuli, které mají pøiohodno
ení � hodnotu true.Pøi ohodno
ení � pro v¹e
hny klauzule Cj platí, ¾e[Cj ℄� = true a tedy alespoò jeden literál v klauzuli Cj musímít pøi ohodno
ení � hodnotu true.Souèet v daném sloup
i tedy bude èíslo v intervalu 1 a¾ 3.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPro ka¾dý sloupe
 odpovídají
í nìjaké klauzuli Cj pøidáme do Yjedno nebo pøípadnì obì z èísel zj ; z 0j tak, aby
hom dorovnalisouèet v tomto sloup
i na 4.(V¹imìte si, ¾e vzhledem k tomu, ¾e souèet je v intervalu 1 a¾ 3,tak je toto dorovnání na souèet 4 v¾dy mo¾né.)Èísla zj i z 0j mají na v¹e
h ostatní
h pozi
í
h hodnoty 0, tak¾esouèty v ostatní
h sloup
í
h neovlivní.Vidíme tedy, ¾e pokud je formule ' splnitelná, je mo¾né z X vybratpodmno¾inu, která dává souèet s.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMPøedpokládejme nyní, ¾e existuje nìjaká (multi)mno¾ina Y � X ,je¾ dává souèet s.Je zøejmé, ¾e pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ;mg musí Y obsahovat právìjednu z hodnot yi ; y 0i .Zvolme tedy následují
í ohodno
ení �:Pokud Y obsahuje yi , polo¾me [xi ℄� = true.Pokud Y obsahuje y 0i , polo¾me [xi ℄� = false.Podobnì jako v pøed
hozím pøípadì udávají souèty ve sloup
í
hodpovídají
í
h klauzulím po odeètení pøípadný
h zj a z 0j , která semohou v Y vyskytovat, poèty literálù v dané klauzuli Cj , kterémají pøi ohodno
ení � hodnotu true.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Pro ka¾dou klauzuli Cj musí být tento poèet roven mimálnì 1,proto¾e pokud by byl 0, nebylo by ho mo¾né pomo
í zi a z 0idorovnat na 4.V libovolné klauzuli Cj má tedy pøi ohodno
ení � alespoò jedenliterál hodnotu true, tak¾e ['℄� = true a ' je tedy splnitelná.Tím je dùkaz korektnosti hotov.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMV problému SUBSET-SUM jde o to, rozdìlit èísla v danémultimno¾inì do dvou podmno¾in takový
h, ¾e souèet èísel v jednéje s a souèet v druhé je s 0 = M � s, kde M je souèet v¹e
h èíselv dané multimno¾inì.
s s 0(M � s)

Je oèividné, ¾e podmo¾inu se souètem s je mo¾né vybrat právìtehdy, kdy¾ je mo¾né vybrat podmo¾inu se souètem s 0.



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMSpe
iálním pøípadem problému SUBSET-SUM je pøípad, kdys = s 0, kdy je 
ílem rozdìlit zadanou multimno¾inu do dvoupodmno¾in se stejnì velkým souètem:
s sSUBSET-SUM-1/2Vstup: Sekven
e pøirozený
h èísel a1; a2; : : : ; an.Otázka: Existuje mno¾ina I � f1; 2; : : : ; ng taková, ¾ePi2I ai = 12Pni=1 ai ?



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUMI tento problém SUBSET-SUM-1/2 je NP-tì¾ký, jak je vidìtz následují
í snadné reduk
e ze SUBSET-SUM:
s s 0(M � s)v

Do multimno¾iny X pøidáme nový prvek v = s 0 � s (pokud s < s 0)nebo v = s � s 0 (pokud s > s 0).(Pokud s = s 0, nemusíme dìlat ni
.)



Pøevod 3-SAT na SUBSET-SUM
Je zøejmé, ¾e pokud multimno¾inu X roz¹íøenou o nový prvek vrozdìlíme na dvì podmno¾iny se stejným souètem, musí tentoprvek padnout do jedné z tì
hto podmno¾in, a po jeho odebránínám zbydou podmno¾iny se souèty s a s 0.Vidíme tedy, ¾e øe¹ení takto vytvoøené instran
eSUBSET-SUM-1/2 existuje právì tehdy, kdy¾ existuje øe¹enípùvodní instan
e SUBSET-SUM.


