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λλ--kalkulkalkul

1930 1930 AlonzoAlonzo ChurchChurch
netypovaný netypovaný λλ--kalkulkalkul
matematickmatematickáá teorie funkcteorie funkcíí

ZZááklad vklad vššech funkcionech funkcionáálnlníích jazykch jazykůů

NNěěkterkteréé konstrukce i v imperativnkonstrukce i v imperativníích ch 
jazycjazycíích (napch (napřř. Python). Python)
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Syntaxe Syntaxe λλ--kalkulukalkulu
ProměnnéProměnné

x, y, z, f, g, …x, y, z, f, g, …
λλ--abstrakceabstrakce

((λλx . e)x . e)
AplikaceAplikace

(e(e11 ee22))
Konvence pro zKonvence pro záávorkyvorky
λλx . x . λλy . ey . e11 ee22 = (= (λλx . (x . (λλy . ey . e11 ee22))))
ee11 ee2 2 ee33 = ((e= ((e11 ee22) e) e33))
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ProměnnáProměnná

oznaoznaččuje libovolnou hodnotuuje libovolnou hodnotu
v danv danéém kontextu oznam kontextu označčuje vuje vžždy tutdy tutééžž
hodnotu (neexistuje mohodnotu (neexistuje možžnost pnost přřiiřřazenazeníí))

vázaná a volná proměnnávázaná a volná proměnná
λλ x . f xx . f x

vázaná volná
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λλ--abstrakceabstrakce

λλ xx . . ee
funkcfunkcee s parametrem s parametrem xx a tělem a tělem ee

λλ x y . ex y . e
funkce s parametry funkce s parametry xx,, y y a tělem a tělem ee
ekvivalentnekvivalentní zápisu í zápisu λλ xx . (. (λλ yy . . ee))

λλ e . e e . e ((λλ f x (f x x)f x (f x x)) () (λλ f x (f x x))f x (f x x))
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AplikaceAplikace

((ee11 ee22))
aplikace funkce aplikace funkce ee11 na argument na argument ee22

((f x yf x y))
aplikaceaplikace funkcefunkce ((f xf x) ) nana argument argument yy
aplikaceaplikace funkcefunkce ff nana argumentyargumenty xx a a yy
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SubstituceSubstituce

ee11 [[ee22/x]/x]
nahrazennahrazeníí vvššech volných výskytech volných výskytůů promproměěnnnnéé xx
ve výrazu ve výrazu ee11 za výraz za výraz ee22

substituce mussubstituce musíí být být platnplatnáá (voln(volnáá promproměěnnnnáá
ve výrazu ve výrazu ee22 se nesmse nesmíí ststáát vt váázanou)zanou)

((λλ x y . x y . f x y) [g z / f] = f x y) [g z / f] = λλ x y . x y . (g z) x y(g z) x y
((λλ x y . x y . f x y) [g z / f x y) [g z / xx] = ] = λλ x y . f x yx y . f x y
((λλ x y . x y . f x y) [g f x y) [g yy / / ff] = ] = nenneníí platnplatnáá substsubst..
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Vyhodnocování Vyhodnocování λλ--výrazvýrazůů
αα--redukceredukce
λλ x . e  x . e  ↔↔ λλ y . ey . e[ y / x ][ y / x ]
ppřřejmenovejmenováánníí vváázanzanéé promproměěnnnnéé
substituce mussubstituce musíí být platnbýt platnáá

ββ--redukceredukce
((λλ x . ex . e11) e) e22 ↔↔ ee11 [ e[ e22 / x ]/ x ]
““volvoláánníí funkcefunkce““ –– nahrazennahrazeníí parametru parametru 
hodnotou argumentu hodnotou argumentu 
substituce mussubstituce musíí být platnbýt platnáá
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Vyhodnocování Vyhodnocování λλ--výrazvýrazůů

ηη--redukceredukce
λλ x . f x x . f x ↔↔ ff
odstranodstraněěnníí abstrakceabstrakce
promproměěnnnnáá x x nesmnesmíí být volnbýt volnáá vv ff
Funkce jsou ekvivalentní, pokud pro všechny Funkce jsou ekvivalentní, pokud pro všechny 
hodnoty parametrů dávají tentýž výsledek.hodnoty parametrů dávají tentýž výsledek.
uumožňuje definovat možňuje definovat řezyřezy funkcífunkcí

(+1) = (+1) = λλ x . (x + 1)x . (x + 1)
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PříkladyPříklady
((λλ f x f x . f x x) (. f x x) (λλ x y . p y x) x y . p y x) 
==ββ λλ x . (x . (λλ x y . p y x) x x x y . p y x) x x 
==αα λλ z . (z . (λλ x y . p y x) z z x y . p y x) z z 
==ββ λλ z . (z . (λλ y . p y z) z y . p y z) z 
==ββ λλ z . p z zz . p z z

((λλ f x f x . f x x) (. f x x) (λλ x y . p y x)x y . p y x)
==ηη ((λλ f x f x . f x x) (. f x x) (λλ y . p y)y . p y)
==ηη ((λλ f x f x . f x x) p. f x x) p
==ββ λλ x. p x xx. p x x
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Normalizační teorémyNormalizační teorémy
redexredex ------ redreducibleucible exexpressionpression

výraz, kterývýraz, který lze dále redukovat; lze dále redukovat; αα--redexredex, , ββ--redexredex
normální formanormální forma vvýýrazurazu

vvýraz neobsahuje žádný ýraz neobsahuje žádný ββ--redexredex

ChurchChurch--RosserovyRosserovy teorémyteorémy
Pokud e1 Pokud e1 ↔↔ e2, pak existuje výraz e takový, žee2, pak existuje výraz e takový, že

e1 e1 →→ e    e    aa e2  e2  →→ ee
Pokud e1 Pokud e1 →→ e2 a  e2  je v normální formě, pak existuje redukční e2 a  e2  je v normální formě, pak existuje redukční 
posloupnost z e1 do e2 (posloupnost z e1 do e2 (normální redukční posloupnostnormální redukční posloupnost))

Pokud existuje normální forma, lze k ní dojít normální Pokud existuje normální forma, lze k ní dojít normální 
redukční posloupností (redukční posloupností (leftmostleftmost outermostoutermost redexredex))


