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Parametricky polymorfismus

Ptiklad:

Definition twice (A: Type) (f: A— A) (x: A): A = f (f x).

Typ funkce twice je
VA:Type, A— A 2 A— A
V syntaxi Rocqu je tento typ zapsan takto:

forall A : Type, (A -> A) -> A —> A

Funkci twice je moZné zavolat nap¥iklad takto:
twice nat succ b

(Funkce succ zde musi byt typu nat — nat a hodnota 5 typu nat.)
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Parametricky polymorfismus

Poznamky:

@ V teorii typl se varianta typovaného lambda kalkulu, ktery je rozsiten
o tento druh polymorfismu, oznaduje jako systém F.

@ V Rocqu (na rozdil od systému F) se nejednd o samostatnou
syntaktickou konstrukci, ale (podobné& jako v p¥ipad& ,oby&ejnych*
funkci) jde o specidlni pfipad dependentniho produktu.
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Implicitni argumenty

U ,typovych® argumentl &asto dava smysl nastavit je jako implicitni:

e pomoci specidlnich zévorek ({ ---} nebo [ ---]) nebo

@ pomoci pfikazu Arguments
Tyto implicitni argumeny se pak p¥i volani funkce neuvadi a Rocq sdm
zkusi doplnit jejich hodnotu pomoci typové inference.
P¥iklad:
Definition twice {A: Type} (f:A— A) (x: A): A= f (f x).
Funkci twice je pak moZné zavolat takto:

twice succ 5
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Implicitni argumenty

@ Implicitni argumenty nejsou v principu omezeny na ,typové"
argumenty (tj. argumenty typu Type, Set, apod.).

U argumentd ,,bé&znych” typl ale vétSinou neni mozné automaticky
dopotitat jejich hodnotu na zakladé hodnot a typl ostatnich
argumentl, které jsou explicitn& uvedeny.

@ Pokud chceme implicitni argumenty uvést explicitn& (coz je n&kdy
potfeba, protoZze Rocq nemusi byt vZdy schopen pomoci typové
inference doplnit jejich hodnotu), miiZzeme pouZit zépis jména funkce
se symbolem "Q":

@twice nat succ 5

Z. Sawa (V3B-TUO) IADKP 1. bezna 2026 5/33



Datové typy

o Typova universa

o hierarchie typovych univers je ddna v jadru systému ,napevno”

e uZivatel je nema moZnost definovat ani ménit

e jsou to jediné typy, které existuji jest& predtim, neZ se zalnou naditat
standardni knihovny

o Induktivni datové typy

o definuji se pomoci klitovych slov Inductive, Colnductive a Variant
o kazdd takovd definice zavadi novy typ (p¥ipadn& i vice typl)
e mohou se odkazovat k jiz d¥ive definovanym datovym typdm

o Dependentni produkt

o jeden konkrétni zplisob, jak ze dvou existujicich typl vytvofit novy typ
e typ funkci A — B z A do B je specialnim p¥ipadem dependentniho
produktu
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Induktivni typy

Seznam tvoreny pt¥irozenymi &isly:

Inductive natlist : Set :=
| nil : natlist
| cons:nat — natlist — natlist.
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Induktivni typy

Seznam tvoreny pt¥irozenymi &isly:

Inductive natlist : Set :=
| nil : natlist
| cons:nat — natlist — natlist.

Induktivni typy mohou byt parametrizovany:

Inductive list (A: Type) : Type =
| nil:list A
| cons: A — list A— list A.

Typy:

list : Type — Type nil : VA: Type,list A

cons : VA: Type, A — list A — list A
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Induktivni typy

Navratovy typ, ktery by mohl byt pouZit k reprezentaci vysledku vypottu,
ktery mize skoncit chybou:

Inductive Result (A: Type) : Type =

| OK:A — Result A
| Err: Errorlnfo — Result A.
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Induktivni typy

Reprezentace reguldrnich vyrazi:

Inductive RegExp (S : Set) : Set :=
| Empty : RegExp S
| Eps:RegExp S
| Symb:S — RegExp S
| Dot : RegExp S — RegExp S — RegExp S
|
|

Plus : RegExp S — RegExp S — RegExp S
Star : RegExp S — RegExp S.

Odpovidé standardni induktivni definici reguldrnich vyrazii nad

abecedou X: e = 0
| €
| a (kde ael)
| e
| e1 + )
| ef
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Induktivni typy

Nékteré standardni typy:

o Kartézsky soutin (A x B):

Inductive prod (A B : Type) : Type =
| pair: A— B — prod A B.

e Disjunktni sjednoceni (A + B):

Inductive sum (A B : Type) : Type =
| inl:A—sum AB
| inr: B— sum A B.
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Induktivni typy

@ Volitelnd hodnota typu A (tj. takovd, kterd nemusi existovat):

Inductive option (A: Type) : Type =
| Some: A — option A
| None : option A.

o Jednoprvkovy typ:

Inductive unit : Set =
| tt: unit.
o Prazdny typ:

Inductive Empty_set : Set = .
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Induktivni typy

M{zZe byt najednou definovano nékolik induktivnich typt, které odkazuji na
sebe navzdjem:

Inductive tree (A B : Type) : Type =
| leaf: B — tree A B
| node: A — forest A B — tree A B

with forest (A B : Type) : Type =

| one_tree:tree A B — forest A B
| cons:tree A B — forest A B — forest A B.
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Dependentni typy

Standardni funkce: Dependentni funkce:

f:S—T f:vx:5T

'Y

vyraz T mizZe obsahovat
volnou proménnou x
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Dependentni typy

Poznamka: V literatufe se v&tSinou misto zdpisu f :Vx : S, T pouZziva
zédpis f: [[x:S, T.

Poznamka: Nazev produkt pochazi pravdépodobné z nasledujici analogie:

e Na mnoZinu v&ech funkci typu S — T, kde napt. S ={a, b, c,d, e},
bychom se alternativné mohli divat jako na kartézsky soudin:

TxTxTxTxT

@ Na mnoZzinu vSech funkci typu N — T bychom se alternativné mohli
divat jako na ,,nekonelny kartézsky soudin®:
TXTXTXxTxTXx---
e Na mnozinu vZech funkci typu [[x: S, T, kde nap¥. S ={a, b, c,d, e},
bychom se alternativné mohli divat jako na kartézsky soudin:
Tla/x] x Tb/x] x Tlc/x] x T[d/x] x Tle/x]
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Dependentni typy

,Oby&ejné"” funkéni typy jsou specidlnim p¥ipadem dependentnich
produkti:

Funkéni typ S — T je to samé jako dependentni produkt
Vx:S5, T
kde se x nevyskytuje jako volnd proménnd v T.

V Rocqu jsou tedy ,,oby&ejné"” funk&ni typy reprezentovany jako pouhd
notaéni zkratka pro ptislusny dependentni produkt:

Notation "A — B" := (V_: A, B) : type.scope
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Dependentni typy

Specidlnim p¥ipadem dependentniho produktu je parametricky
polymorfismus — p¥ipad, kde typ S je typové universum:

Vx:S5, T
Naptiklad
VX : Type, X
VX : Type, X - X — X
VX : Type, (nat — X — X) — nat — list X
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Dependentni typy

Dependentni typy je moZné pouZzivat i jako typy konstruktorii
v induktivnich typech:

Inductive A : Type =
| c: VX :Type, (X — X) — A
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Dependentni typy

Jako induktivni typ je moZzné vyjadfit naptiklad tzv. dependent sum,
v literatufe v&tSinou oznaovany

> x:AB
kde se x miZe vyskytovat jako volnd proménnd v B:
Inductive dep_sum : Type =

| dep_pair: Vx: A, B — dep_sum.

Reprezentuje typ uspofddanych dvojic (a, b), kde a je typu A a b je
typu Bla/x].
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Logika
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Typové universum Prop

Jak uZ bylo uvedeno dFive, vyroky jsou v Rocqu reprezentovany jako prvky
specidlniho typového universa Prop:

@ z formalniho hlediska jsou vyroky specidlnim p¥ipadem typ(
@ prvky téchto typt jsou dikazy
Tj. pokud plati
EM+ A: Prop

znamena to, Ze term A reprezentuje vyrok.

Pokud pak navic plati
ETMEt:A

znamenad to, Ze t je ditkazem tvrzeni A (resp. Ze t je term, ktery
reprezentuje tento dikaz).

o plati Prop : Type
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Typové universum Prop

P¥edpoklddejme, Ze M je n&jaky typ (nap¥. z universa Set):

@ unarni predikat P reprezentujici n&jakou vlastnost prvkli z M bude
typu
M — Prop

Pokud bude E[T'lF x: M, bude E[I'lF P x:Prop.
@ bindrni predikat R reprezentujici n&jakou binarni relaci na prvcich z M

bude typu
M — M — Prop
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Typové universum Prop

@ binarni logické spojky jako konjunkce, disjunkce, implikace, atd.
budou typu

Prop — Prop — Prop

@ univerzalni a existen¢ni kvantifikator nad prvky typu M budou typu

(M — Prop) — Prop

Poznamka: Véci jako logické spojky a kvantifikatory nejsou ,natvrdo*
zabudovény v jazyce Rocqu ani v jeho formalnim typovém systému.

Tyto vé&ci jsou nadefinovany v jazyce Rocqu v rdmci standardnich knihoven.

Pokud uZivatel chce, miZe si nadefinovat vlastni alternativy téchto definic.
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o Implikace:

Taktika intro h. .. ,h:AFB
- FA—S B

Taktika apply h.

o h:AS BEFA
- h:A>BFB

- h:A-B—CFA -+ yh:A-B—-CFB
- yh:A=B—=CEC
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o Konjunkce:

Taktika split. A ... B
---FAANAB

Taktika destruct h as [h1 ho].

ceoyh1 A hy : BEC
-+ h:AANBEC
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o Disjunkce:

Taktika left. . FA
---FAVB

Taktika right. ...EB
---FAVB

Taktika destruct h as [hy | ho].

o hi i AR C o h:BFC
- h:AVBFC
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o Ekvivalence:

Taktika split. ..EASB ...FBS A
---FAo B

Taktika destruct h as [h1 ho].

o m A= B, h:B—AFC
 hiAoBFEC

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 1. bfezna 2026 27/33



o Negace:
Taktika intro h. o hi AR L
F—-A

Taktika apply h.
- h:—AEA
e yh:—AER L

- h:A—>—BFA -+ h:A——-BFB
o vh:A—=—BF L
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o False:

Taktika exfalso h. =
- FA

Taktika contradition.
Taktika contradict h.
Taktika destruct h.

. h:lFA

o True:

Taktika apply .
Taktika exact I.
Taktika constructor. T
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@ Univerzalni kvantifikator:

Taktika intro x. .. ,x:AFB
- FVx: A B

Taktika apply h.

<o+ h:Vx: A BF Blt/x]

Taktika generalize t.
- FVx:AB
-+ Blt/x]
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o Existenc¢ni kvantifikator:

Taktika exists t. - B[t/x]
- F3dx A B

Taktika destruct h as [x h1].
yx:Ah:BEC

e yh:3x A BEC
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@ Rovnost:
Taktika reflexivity. ﬁ
Taktika symmetry.
‘Fth=1t
=t
Taktika transitivity t.
bkt =t Ft=1t
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o Diikaz pomocného tvrzeni:

Taktika assert (h: A).

- FA -y h:AFB
-+ B
Taktika enough (h: A).
-, h:A+B - FA
-+ B
Taktika cut A.
---FA—> B - FA
-+ B
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