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PoZadavky na zapocet

@ V prib&hu semestru budou na nasledujici adrese zvefejiiovany
problémy, za jejichZ (dsp&snd) ¥edeni budete dostdvat body:
http://www.cs.vsb.cz/sawa/spr/problems.html

o U kazdého problému bude uveden pocet bodi, ktery za jeho vyteSeni
muiZete ziskat, a termin, do kterého je moZné ¥eSeni daného problému
odevzdavat.

Regeni posilejte e-mailem na adresu zdenek.sawa@vsb.cz.
O kazdém vy¥e¥eném problému stru€¢né& poreferujete vyulujicimu.

Pro ziskani zapottu je tfeba ziskat alespoii 51 bodd.

Body je moZné téz ziskat za problémy vyfeSené v ramci soutéze
v programovani CTU Open 2023
(20 bodl za kazdy problém vy¥eZeny v rdmci sout&ze).
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Obsah pfedmétu

Cilem je seznamit se podrobnéji s problematikou ndvrhu a implementace
algoritm.

Konkrétné&:

o zakladni obecné metody pouZivané p¥i tvorb& algoritmi (rekurzivni
algoritmy, dynamické programovani, greedy algoritmy)

nékteré grafové algoritmy
algoritmy pro praci s (velkymi) &isly

s

°

°

@ feSeni né&kterych kombinatorickych problémi

@ feSeni né&kterych problémi z oblasti vypocetni geometrie
°
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Algoritmy a problémy

R4 s

Algoritmy slouZi k ¥eSeni problémi.

P¥i formulaci problému by mé&lo byt uvedeno:
@ Co je vstupem.
o Co je vystupem.

o Jak vystup zavisi na vstupu.

Poznamka: Konkrétnimu vstupu problému se Fika instance problému.
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P¥iklad problému

Vstup: Seznam mé&st a silnic spojujicich tato mésta.
U kaZdé silnice je uvedeno, z kterého mésta do kterého vede,
a jaka je jeji délka (v km).
Déle pak dvé mésta ze seznamu mést — oznaéme je mésto A
a mésto B.

Vystup: Nejkrat$i cesta z mésta A do mésta B.
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Pro¢ téz vznikl tento predmét

@ Organizace ACM (Association for Computing Machinery) poradsd
uz od roku 1977 kaZdoro¢né soutéZ v programovani ACM
International Collegiate Programming Contest (ICPC).

@ Souté&Ze se t&astni t¥iclenné tymy studentl z univerzit z celého svéta.

o Celosvétovému findle predchazi regiondlni kola (nap¥. stfedoevropské
regionalni kolo), kterym mohou pfedchézet narodni predkola.

@ Neékolik let je porfadano Cesko-slovenské predkolo pod nazvem CTU
Open. Byvé pofadano distribuovan& (Praha — Brno — Ostrava — Plzen
— Bratislava — Zilina — Banskd Bystrica — Kosice).

@ Jedna z motivaci pro vznik tohoto pfedmétu: P¥ipravit nase studenty
na ¥fedeni dloh typu, jaké se objevuji v této soutézi.
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Server Online Judge

P¥i soutéZich v programovani ACM byvaji ¥e$eni vyhodnocovana
automaticky — systém pro vyhodnocovani posle jako vstup programu
testovaci data a vyhodnoti jeho vystup.

s

Podobné systémy jako se pouZivaji pfi téchto soutézich jsou
k dispozici i na Internetu. Asi nejvétsi a nejzndméjsi z nich je na
adrese

https://onlinejudge.org/

Na tomto serveru je k dispozici nékolik tisic problémi.
V ramci SPR budou zadavany na adrese

http://www.cs.vsb.cz/sawa/spr/problems.html

N4

problémy z vySe uvedeného serveru a za (ispé$né FeSeni problému bude
povaZovan vas program, ktery mi poslete do stanoveného terminu pro
dany problém, a ktery bude pFijat timto serverem.
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Pro odesilani problémi na server je tfeba se zaregistrovat.

Problémy jsou &islovany.

K odesilani ¥eSeni slouZi webovy formula¥, na ktery se dostanete p¥es
tla&itko ,,Submit" u zadani daného problému.

Systému se posild zdrojovy kdd, nikoliv p¥eloZeny binarni soubor.

Cely program musi byt v jediném souboru.

o Je mozné pouzit nasledujici programovaci jazyky:
C

C++

C++11

Java

Pascal

Python
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

@ VSechna zadani jsou toho typu, Ze:

e program &te data ze standardniho vstupu
e program zapisuje data na standardni vystup

@ Soulasti zadani je pfesny popis toho, jak bude vstup a vystup
programu vypadat.

@ Ve vSech ptipadech je vstup i vystup programu Cisté textovy.

@ Na serveru se testuje pouze to, zda pro dané vstupy dava vas program
spravny vystup.

@ Soulasti zadani byva vzdy ukazkovy vstup a odpovidajici ukazkovy
vystup.
Pozndamka: To, Ze vam vas program funguje na ukazkovém vstupu
v zaddni jeSté neznamend, Ze je vaSe YeSeni sprdvné a Ze bude
serverem prijato.
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P¥iklad problému: Minesweeper (10189)

Ukol: zjistit pro kazdé prazdné poli¢ko polet sousednich min
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P¥iklad vstupu a vystupu

Ptiklad vstupu

Ptiklad vystupu

4 4 Field #1:
*. .. *100

e 2210

XL 1%10

SN 1110

35

*k ., .. Field #2:
..... *%100
LKL 33200
00 1%x100
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Prib&h vyhodnocovani na serveru Online Judge:
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Pomoci webového formula¥e odeSlete vas program na server.
Program je pteloZen.

Program je spustén a na jeho standardni vstup jsou poslana testovaci
data.

Pokud program neskon&i ve stanoveném ¢asovém limitu, je ndsilné
ukoné&en.

Pokud program (spésné skondi, je vystup, ktery program
vyprodukoval, porovnan s pozadovanym vystupem (pozn. n&kdy je

k tomuto ulelu vytvoren specidlni program, pokud miZe existovat
vice rliznych spravnych vystupi).

Vysledek (tj. zda bylo va%e ¥eZeni p¥ijato nebo ne) zjistite na strance
pristupné z menu pomoci polozky ,,My submissions”, na které se
zobrazuji odpovédi serveru.



Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

MoZné odpovédi serveru (Online Judge):
o Accepted — problém byl lisp&sn& vyfesen
@ Compile Error — program se nepodaf¥ilo preloZit
@ Restricted Function — program pouZzivd né&jakou nepovolenou funkci
°

Runtime Error — program skondil chybou za béhu
(nap¥. Segmentation Fault)

o Time Limit Exceeded — program bé&Zel p¥ili§ dlouho a byl nasiln&
ukonéen

o Wrong Answer — program vydal chybny vystup

o Presentation Error — vystup vypada sprdvné, ale neodpovida pln&
pozadovanému formatu vystupu
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Pro programy posilané na server plati uréita omezeni ohledné toho, jaké
typy operaci program miiZe provadét.

Program nesmi:
@ pracovat se soubory (kromé& standardniho vstupu a vystupu)
komunikovat po siti
spoustét jiné procesy
komunikovat s jinymi procesy

pouZivat jakakoliv jind volani operaéniho systému

Naopak ndsledujici &innosti program provadét mize:
@ (ist ze standardniho vstupu a zapisovat na standardni vystup
@ alokovat pamé&t (maximdlni mnoZstvi paméti, které ma program
k dispozici, je v8ak omezeno (fddové 10-20 MB))

@ pouzivat funkce ze standardnich knihoven (matematické funkce, prace
s Fetézci, datové struktury, ...)
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Nékolik poznamek:

@ V zadani je pfesné popsan format vstupu. Program nemusi Fesit
situace, kdy data na vstupu neodpovidaji uvedenému formatu.

@ Program by nemél o vstupnich datech ptedpokladat nic, co neni
uvedeno v zadani.

@ V zaddni je pfesn& popsan format vystupu. Vystup musi pfesné
odpovidat tomuto formatu.

@ Systém neposkytuje Zaddné informace o konkrétnich testovacich
datech. Neni mozné ziskat data, kterd zpisobuji, Ze dostdvam
odpovéd Wrong Answer.

@ Potet pokusl o vyfeSeni problému (tj. polet odeslani programu na
server) neni omezen.

Zadani je tfeba &ist pozorné!
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Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Jesté nékolik dalSich poznamek:

@ Vstupni data byvaji toho typu, Ze umoZiiuji otestovat program pro
mnoho riznych instanci problému. Zadani specifikuje, jak jsou
jednotlivé instance od sebe ve vstupu odd&leny (nap¥. prazdnym
fadkem).

o Testovaci data byvaji zna&n& velkad (¥adov& i MB dat).

@ Je tfeba ddvat pozor na okrajové ptipady, které jsou podle zadani
pFipustné.

17 /303

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023



Vyhodnocovani problémi na serveru Online Judge

Né&kolik pozndmek k programiim v Javé:
@ Program se posild jako jediny soubor.

@ Program miiZe obsahovat vice tfid, Zddnd z nich v8ak nesmi byt
public.

o Na za¢dtku souboru nesmi byt uveden pt¥ikaz package, tj. v8echny
t¥idy definované v programu pat¥i do defaultniho bezejmenného
package.

@ Program musi obsahovat tfidu nazvanou Main.

o T¥ida Main musi obsahovat statickou metodu
public static void main(String[] args)

jejimz zavolanim bude program spustén.
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Posilani feSeni problémi

o Redeni posilejte e-mailem na adresu zdenek . sawaQusb. cz.
e Zdrojovy kéd prikladejte k mailu jako p¥ilohu (attachment).

@ Soubor se zdrojovym kédem pojmenujte (cislo_problemuy).{priponay,
kde:
o (cislo_problemu) — &islo problému,
o (pripona) — p¥ipona urlujici pouZity programovaci jazyk (.c, .cpp,
.cl1, .java, .pas, .py)
Napfiklad: 10189.c, 10189.cpp, 10189.c11, 10189. java,
10189.pas, 10189.py

@ Do textu mailu napiste Vase jméno, p¥ijmeni, login a &isla a ndzvy
problémd, jejichZ FeSeni posilate.

@ Nebalte posilané soubory do archivu ani je nekomprimujte.

@ Kromé zdrojovych kédd neposilejte Zadné dalsi soubory
(nap¥. preloZené programy).
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Bodovani

@ Body uvedené u zadanych problémi jsou maximem bodd, které za
vyteseni daného problému miiZete ziskat.

@ Definitivni polet ziskanych bodi bude uréen az po referovani.

¥ v ¥ s

@ Strhavani bodi p¥i zjisténi, Ze ¥e¥eni bylo zkopirovano:
e prvni p¥ipad: —20 bodu
e druhy p¥ipad: =50 boda

o treti pFipad: neudé&leni zdpoltu

Poznamka: Za zkopirované je povazovano i feSeni vzniklé dpravami
n&jakého existujiciho ¥e¥eni (p¥ejmenovani identifikatort, zmé&na
formatovani, pfehdzeni funkci nebo metod ve zdrojovém kédu, apod.).
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Soutéz CTU Open

Souté&Z v programovani
CTU Open Contest 2023
20. a 21. ¥ijna 2023

Info pro sout&¥ici z VSB-TU Ostrava:
http://acm.vsb.cz

Oficialni stranky soutéze, registraéni formula¥:
http://contest.felk.cvut.cz/23prg
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Soutéz CTU Open

v

o Sout&Zi t¥itlenné tymy, které ¥esi zadané llohy (byvé Fadové 5-10

dloh)
o Na YeZeni dloh je omezeny ¢as (5 hodin).

@ Bude probihat distribuovan& (soutasné& v Praze, Brng&, Ostrav&, Plzni,
Bratislavé, Ziling, Banské Bystrici a Kosicich).

o Nejlepsi tym (resp. tymy) z kaZdé skoly postoupi do regiondlniho
stfedoevropského kola, které se letos bude konat v Lublani ve
Slovinsku (8.-10. prosince 2023).
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Poznamky k implementaci
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Standardni vstup a vystup

V b&zné& pouzivanych operacnich systémech (MS Windows, viechny mozné

odnoZe Unixu) je moZné v p¥ikazové Fadce pfi spoudténi pfesmérovat
standardni vstup a vystup.

7

@ Standardni vstup je moZné &ist ze souboru misto z klavesnice:
./program < input.txt
program.exe < input.txt

@ Standardni vystup je moZné zapisovat do souboru misto na obrazovku:

./program > output.txt
@ Oboji je moZné zarovefi:

./program < input.txt > output.txt
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Ctenf ze standardniho vstupu v C

o Cteni po jednotlivych znacich (bytech):

int getchar(void);

o Naposledy ptecteny znak lze vratit zpét:
int ungetc(int c, FILE %stream);
Pouziti:

ungetc(c, stdin);
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Ctenf ze standardniho vstupu v C

Ctenfi po ¥adcich:
charx gets(char xs);

Silné se nedoporucuje pouzivat!

Lepsi varianta:

charx fgets(char s, int size, FILE %stream);
Pouziti:
#define BUF_SIZE 1024

char buffer[BUF _SIZE];
char xs = fgets(buffer, BUF_SIZE, stdin);
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Ctenf ze standardniho vstupu v C

Formatovany vstup:

int scanf(const char xformat, ...);

P¥iklad pouziti:
int m, n;

while (scanf("%d %d", &m, &n) == 2) {

Funkce scanf() vraci polet lsp&n& prettenych parametri. P¥i chyb& vraci
EOF.
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Ctenf ze standardniho vstupu v C

Ctenfi po blocich:

size.t fread(void *ptr, sizet size, size.t nmemb, FILE xstream);

Pouziti:

#define BUF_SIZE 1024
char buffer[BUF _SIZE];
size_t ret = fgets(buffer, 1, BUF_SIZE, stdin);
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Zapis na standardni vystup v C

Jeden znak:

int putchar(int c);

Jeden ¥adek (automaticky p¥idava na konec "\n'):

int puts(const char xs);

Formatovany vystup:

int printf (const char xformat, ...);

Po blocich:

size.t fwrite (const void *p, sizet sz, sizet nmemb, FILE %stream);
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Funkce gsort

Deklarace

#include <stdlib.h>

void gsort(void xbase, size_.t nmemb, size_t size,
int(xcompare)(const void *, const void x));

Ndvratova hodnota funkce compare:
< 0 — prvni argument je mensi neZ druhy
= 0 — prvni a druhy argument se rovnaji

> 0 — prvni argument je vétsi nez druhy
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Funkce gsort

int a[LEN];

int compare(const void *xv, const void *yv) {
const int *x = (int x)xv;
const int xy = (int *)yv;
if (xx < *y) return —1;
else if (xx > xy) return 1;
return 0;

}

gsort(a, n, sizeof(int), compare);
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Funkce gsort

int a[LEN];

int compare(const void *x, const void *y) {
return x(const int *)x — x(const int x)y;
}

gsort(a, n, sizeof(int), compare);

Pozn.: Pro porovnavani fetézci se hodi funkce strcmp.
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ASCII znaky

o V C, C++ ani v Javé se nedéla rozdil mezi znakem a jeho ASCII
(resp. Unicode) hodnotou. Se znaky je moZzné dé&lat stejné operace
jako s &isly.

for (inti ="A"i<="7Z;i++) {
: alil = . ..

for (int i = 65; i <= 90; i++) {
: afi = . ..
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ASCII tabulka

~

0 NUL 16 DLE 32 48 0 64 0 80P 96 112 p
1 SOH 17 DC1 33 ! 49 1 656 A 81Q 97 a 113 q
2 STX 18 DC2 34 " 502 66 B 82R 98 b 114 r
3 ETX 19DC3 35 # 5B513 67C 838 99 ¢ 115 s
4 EOT 20DC4 36 $ 524 68D 84T 100d 116 t
5 ENQ 21 NAK 37 % 535 69 E 85U 101 e 117 u
6 ACK 223YN 38& 546 70F 86V 102 £ 118 v
7 BEL 23 ETB 39’ 567 71 G 87 W 103 g 119w
8 BS 24 CAN 40 ( 56 8 72 H 88X 104 h 120 x
9 HT 25 EM 41 ) 579 73 I 89Y 1051 121 y
10 LF 26 SUB 42 * 58 : 74 J 90 Z 106 j 122 z
11 VT 27 ESC 43 + 59 ; 75 K 91 [ 107 k123 {
12 FF 28 FS 44 , 60 < 76 L 92\ 108 1 124 |
13 CR 29 GS 45 - 61 = 77T M 93] 109 m 125 }
14 SO 30 RS 46 . 62> 78N 94 ° 110 n 126 ~
15 SI 31 US 47/ 637 790 95 _ 111 o 127 DEL
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P¥iklady vyuziti vlastnosti ASCII tabulky

@ PYevod ¢islice na odpovidajici hodnotu:
char c; // c obsahuje znaky '0’, '1’, '2', ..., '9’
intx=c—"0;

@ PYevod hodnoty x v intervalu 0-9 na znak:
charc =x +'0";

o Pfevod pismen 'A’, 'B’, ..., 'Z'naéislaO, 1, ..., 25:
intx=c—"A";

@ Zjisténi, zda proménna c obsahuje malé pismeno a pokud ano, tak

jeho prevedeni na velké pismeno:

if (c>="a"&& c<="7"){
C — C _ Yal + YAV;
}
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P¥iklady vyuziti vlastnosti ASCII tabulky

@ Ptevod hexadecimalni &islice na odpovidajici hodnotu:

int hex2num(char ¢) {
if (c>='0 && c<="9") returnc — '0’;
if (c >="'A" && ¢ <="F’) return c — 'A’ + 10;
if (c >="a' && c <="f") return c — 'a’ + 10;
return —1;

}

int x = hex2num(c);
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P¥iklady vyuziti vlastnosti ASCII tabulky

Varianta 2: ptipravit si tabulku
int hex_table[256];

int init() {
for (int i = 0; i < 256; i++) {
if (i >='0' && i <='9’) hex_table[i] =i — '0’;
else if (i >="'A’ && i <= 'F’) hex_table[i] =i — 'A" + 10;
else if (i >= 'a’ && i <= 'f') hex_table[] = i — 'a’ + 10;
else hex_table[i] = —1;
}

}

int x = hex_table[c];

Poznamka: V tomto p¥ipadé& tabulka p¥ili§ velky efekt nema. Ma smysl
napfiklad u Unicodu pFi pfevodech mezi malymi a velkymi pismeny apod.
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Funkce strlen v C

Je n&co divného na nasledujici konstrukci?

char xs;

for (int i = 0; i < strlen(s); i++) {

// néco udélej s si]
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Funkce strlen v C

Je n&co divného na nasledujici konstrukci?

char xs;

for (int i = 0; i < strlen(s); i++) {

// néco udélej s si]

Funkce strlen vyzaduje ¢as imérny délce Fetézce!
Pokud n je délka Fetézce, pak ma vySe uvedend smycka asovou sloZitost
O(n?), nikoliv O(n).
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Funkce strlen v C

Jednoduché Feseni:

char xs;

int | = strlen(s);
for (inti=0;i<I;i++) {

// néco udélej s si]
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PouZiti t¥idy String v Javé

Je néco $patné na nasledujicim cyklu?

String][] a;

String s ="";

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
s += ali];

}

return s;
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PouZiti t¥idy String v Javé

Je néco $patné na nasledujicim cyklu?

String][] a;

Strings ="";

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
s += alil;

}

return s;

Pokud pole a ma délku n, zbytetn& se vytva¥i n instanci t¥idy String.
Pokun m je soutet délek vSech ¥et&zcl v poli a, kopirovani obsahu mezi
instancemi tfidy String miZe vyZadovat aZz ¢as O(m - n).
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PouZiti t¥idy String v Javé

Lep$

String][] a;

StringBuilder s = new StringBuilder();

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
s.append(ali]);

return s.toString();

Celkovy &as je v tomto p¥ipadé O(m), kde m je soulet délek viech Fetézci
v poli a.
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Datové struktury

P¥ipomenime si nejdlleZitéjsi datové struktury a specidlné pak ¢asovou
sloZitost jednotlivych operaci provadénych na téchto datovych strukturdch
(vkladani, odstraiiovani, vyhleddvani prvki):
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Datové struktury

P¥ipomeiime si nejdileZitéjsi datové struktury a specidlné pak ¢asovou
sloZitost jednotlivych operaci provadénych na téchto datovych strukturdch
(vkladani, odstraiiovani, vyhleddvani prvki):

Pole:

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13

Seznam:

[T BT 3T 1
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Datové struktury

Hashovaci tabulka:

Strom:
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Abstraktni datové typy

Datové struktury slouZi k implementaci abstraktnich datovych typi
(ADT), jako jsou nap¥iklad:
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Abstraktni datové typy

Datové struktury slouZi k implementaci abstraktnich datovych typi
(ADT), jako jsou nap¥iklad:

@ mnoZina (set)

sekvence (list, array, vector)
asociativni pole (associative array, map, mapping, hash, dictionary)
zasobnik (stack)

fronta (queue, deque)

prioritni fronta (priority queue)

ADT je dan svym rozhranim (tj. jaké operace s nim miZeme provadét).
Jeden a tentyZ ADT miZe byt implementovdn pomoci riiznych datovych
struktur.
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Uplny bindrni strom

Efektivni uloZeni Gplného binarniho stromu v paméti:

’l‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘
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Uplny bindrni strom

Efektivni uloZeni Gplného binarniho stromu v paméti:

’l‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘

Potomci vrcholu s indexem i maji indexy 2/ a 2i + 1.
Rodi¢ vrcholu s indexem i md index [i/2].
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Bitova pole

Misto booleovského pole délky n jako napfiklad

bool b[1000];

N 24

je n&kdy vhodng&jsi pouzit bitové pole délky [n/k]| tvorené hodnotami
typu int, kde k je pocet bitl v &isle typu int:

int a[32];
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Bitova pole

Misto booleovského pole délky n jako napfiklad

bool b[1000];

je n&kdy vhodng&jsi pouzit bitové pole délky [n/k]| tvorené hodnotami
typu int, kde k je pocet bitl v &isle typu int:

int a[32];

Poznamka: Hodnotu [n/k] Ize spotitat jako (n+ k — 1) /k,
naptiklad [n/32] Ize spotitat jako (n + 31)/32.
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Bitova pole

e Pretteni hodnoty prvku b[i]:
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Bitova pole

e Pretteni hodnoty prvku b[i]:
ali / 32] & (1 << (i % 32))
nebo trochu efektivngji

afli >> 5] & (1 << (i & 0x1F))

e Nastaveni prvku b[i] na 1:
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Bitova pole

e Pretteni hodnoty prvku b[i]:
ali /32] & (1 << (i % 32))
nebo trochu efektivngji
ali >> 5] & (1 << (i & 0x1F))
e Nastaveni prvku b[i] na 1:

afi >> 5] |= (1 << (i & Ox1F))

e Nastaveni prvku b[i] na 0:
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Bitova pole

e Pretteni hodnoty prvku b[i]:
ali /32] & (1 << (i % 32))
nebo trochu efektivngji
ali >> 5] & (1 << (i & 0x1F))
e Nastaveni prvku b[i] na 1:
ali >> 5] |= (1 << (i & 0x1F))
e Nastaveni prvku b[i] na 0:

ali >> 5] &= "(1 << (i & Ox1F))
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Reprezentace &isel v poditadi

Typické velikosti celogiselnych datovych typi v jazycich C a C++ na

32-bitovych systémech:

Typ Min Max Biti
signed char —128 127 8
unsigned char 0 255 8
short —32768 32767 16
unsigned short 0 65535 16
int —2147483648 2147483647 32

unsigned int 0 4294967295 32
long —2147483648 2147483647 32

unsigned long 0 4294967295 32
long long  —9223372036854775808  9223372036854775807 64
unsigned long long 0 18446744073709551615 64
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Datovy typ long long

Datovy typ long long reprezentujici 64-bitovy integer je souéasti ISO C99,
ale ne ISO C89 (ANSI C) ani C++, ale prekladate ho &asto podporuji.

P¥iklad pouziti

#include <stdio.h>

int main()
{
long long a, b, c;
scanf(" %lld %lld", &a, &b);
c=a-+b=x*16LL;
printf(" %lld\n", c);
return 0;
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Prace s velkymi &isly

Pokud ani 64-bitovy integer nepostaduje, musime si jednotlivé operace pro
praci s &isly implentovat sami nebo pouZit vhodnou knihovnu.

Jednotlivé Eislice ¢isla uloZime do pole.

Napfiklad &islo 8562381908293472934827384 pfi pouziti zdkladu 10:

24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

[8[5]e]2]s]e]z[e[e]e[2]s[3[4[7]2]s]s]4]e[2[7[3]8][4]

Nebo p¥i pouZiti zakladu 10000:

6 5 4 3 2 1 0
] 8 \ 5623 \ 8190 \ 8293 \ 4729 \ 3482 \ 7384 \
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Prace s velkymi &isly

Struktura reprezentujici velké &islo:

#define NUM_LEN 1000
#define NUM_BASE 10000

struct Number {
int len;

short a[NUM_LEN];
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Prace s velkymi &isly

Inicializace struktury (malym) celym &islem:

void num_init(Number #a, int x)
{
int len = 0;
while (x > 0) {
a—>a[len++] = x % NUM_BASE;
x /= NUM_BASE;
}

a—>len = len;
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Prace s velkymi &isly

Soucet dvou &isel

void num_add(Number xsrcl, Number *src2, Number xdest) {
int 11 = srcl—>len;
int [2 = src2—>len;
int [;
short xpa = srcl—>a; short *pb = src2—>a;
short *pc = dest—>a;
if (11 <12){
| = 12;
memset(pa+11, 0, (I—I1)*sizeof(short));
} else {
| = I1;
memset(pb+12, 0, (I—12)*sizeof(short));
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Prace s velkymi &isly

int carry = 0;

for (inti=0;i<l;i++){
carry += *pa++ + *pb++;
xpc++ = carry % NUM_BASE;
carry /= NUM_BASE;

}
if (carry > 0) {
if (I >= NUM_LEN) overflow();

*xpC = carry;
++;

}

dest—>len = |;
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Prace s velkymi &isly

Pokud m a n jsou pocty Z&islic &isel se kterymi pracujeme, pak:
e Soucet a rozdil maji sloZitost O(m + n)
(velikost vysledku je nanejvys max{m, n} + 1 &islic).
e Soutin ma sloZitost O(mn)
(velikost vysledku je nanejvy¥ m + n &islic).

e Podil (a vypotet zbytku po d&leni) maji slozitost O(mn).

Poznamka: Napfiklad pro ndsobeni a déleni existuji i algoritmy, které maji
asymptotickou sloZitost mensi nez O(mn). Pro praktické d&ely je vak
vétsinou jednoduchy algoritmus se sloZitosti O(mn) nejrychlejsi.

Poznamka: Pokud v nékterych p¥ipadech bude vzdy jeden z operandi
,malé" &islo (vejde se do jedné &islice), miZe se vyplatit implementovat
specidlni jednodu$si funkci pro tento p¥ipad misto pouZiti obecného
algoritmu.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 55 /303



Vypocet odmocniny

Ndasledujici funkce ilustruje, jakym zpisobem se da vypoditat pro dané celé
kladné &islo x hodnota |+/x|. SloZitost algoritmu je O(n?), kde n je potet
bit ¢isla x.

SQRT(x)
1 n< pocet bitu ¢isla x > n musi byt sudé
2 y+0
3 b+1«(n-2)
4  while b >0
5 doif x>y+b
6 then x < x — (y + b)
7 y+—((y>1)|b
8 else y<—y>1
9 b+ b>?2

10 return y
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Knihovny pro praci s velkymi &isly

V C a C++ napfiklad knihovna GMP (GNU MP Bignum Library), kterd
podporuje:

@ praci s libovoln& velkymi celymi &isly
@ praci s libovoln& velkymi raciondlnimi &isly (zlomky)
@ praci s floting point &isly s libovolnou p¥esnosti

Poznamka: Knihovna GMP neni souéasti standardnich knihoven jazyka C.

V Javé jsou soulasti standardnich knihoven t¥idy:
@ java.math.BigDecimal — decimaln& reprezentovana desetinnd &isla

@ java.math.Biglnteger — bindrn& reprezentovand libovolné velka celd
¢isla
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Rekurzivni algoritmy
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Hanojské véze

Ukol: Premistit disky z A na B, p¥icemy:
@ V jednom okamZiku je mozné presouvat jen jeden disk.

@ Neni dovoleno poloZit vétsi disk na mensi.
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Hanojské véze

n —
A— B
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Hanojské véze

n —=
A C
A— B A— B

C—B
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Hanojské véze

n —

C -+ B
A— B
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Hanojské véze

n —

A— C

A— B

C—B

A= C

A— B B— A

A C B C

n=1.1: A— C B— C A— C
A— B A— B A— B A— B
C—B C—A Cc—B

C—+B C— A

A— B B— A

C—B

A— C

A— B

C—> B
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Hanojské véze
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Hanojské véze
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Hanojské véze
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Hanojské véze
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Hanojské véze

void hanoi(int n, char src, char dst, char tmp)

{
if (n == 0) return;
hanoi(n—1, src, tmp, dst);
printf(" %oc —> %c\n", src, dst);
hanoi(n—1, tmp, dst, src);

}

int main()

{
int n;
scanf(” %d", &n);
hanoi(n, 'A’", 'B’, 'C");
return 0;
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Hanojské véze

Oznatme P(n) polet taht, které provede algoritmus pro n diska.

Tvrzeni
P(n) =2"—1.

Diikaz:
@ Pron=0:P(n)=0=2°-1
e Pro n > 0: Predpokldddme, e P(n —1) =21 —1.

P(n) = 2P(n—1)+1=

= 202"l -1 +1=
= 2.1 _9241=
= 2"—1
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Hanojské véze

Tvrzeni

Pro pfesun n diski je tfeba minimalné 2" — 1 tah.

Dukaz:
Indukei.

Uvedeny algoritmus nalezne tedy optimalni FeSeni.

Poznamka

Otazka: Jak dlouho by trvalo ptesunuti 64 diskil, pokud by pfesunuti
jednoho disku trvalo 1s7?
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Hanojské véze

Tvrzeni

Pro pfesun n diski je tfeba minimalné 2" — 1 tah.

Dukaz:
Indukei.

Uvedeny algoritmus nalezne tedy optimalni FeSeni.

Poznamka

Otazka: Jak dlouho by trvalo ptesunuti 64 diskil, pokud by pfesunuti
jednoho disku trvalo 1s7?

Odpovéd: 18446744073709551615s, tj. asi 585 miliard let.
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Jezdec na $achovnici

Problém: Najit cestu, na které jezdec navstivi kazdé politko na
Sachovnici pravé jednou.
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Jezdec na $achovnici

Jedno z moZnych FeSeni:
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int h[MAX][MAX];

int n, m;

bool found;

int moves|[8][2] = {
{1,-2},{2, -1}, {21}, {12},
{-r2}{-21}{-2-1}{-1-2}

I8

void init()
{
for (inti=0;i<n;i++){
for (int j = 0; j < n; j++) {
hilg] = o
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Jezdec na $achovnici

int main()
{
scanf(" %d", &n);
init();
if (search(1, 0, 0)) {
print_solution();
} else {

printf(" No solution\n");
}

return O;
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Jezdec na $achovnici

bool search(int k, int x, int y)

{

hlyl[x] = k;
if (k == m) return true;
for (inti=0;i<8;i++) {
int x2 = x + movesi][0];
int y2 =y + moves|i][1];
if (x2<0]|x2>=n]||y2<0]|y2>= n) continue;
if (h[y2][x2] != 0) continue;
if (search(k+1, x2, y2)) return true;
}
hiyl[x] = 0;
return false;
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Rekurzivni algoritmy

Rekurzivni algoritmus je algoritmus, ktery prevede feSeni plivodniho
problému na FeSeni nékolika podobnych problémd pro mensi instance.

Obecné schéma rekurzivnich algoritmd:

Pokud se jedna o elementarni p¥ipad, vy¥e$ ho p¥imo a vrat vysledek.

V opaéném pFipadé vytvoF instance podproblémd.

Zavolej sam sebe pro kazdou z téchto instanci.

Z vysledki pro jednotlivé podproblémy sloZ ¥eseni pivodniho
problému a vrat ho jako vysledek.

Poznamka: Instance podproblémi musi vzdy byt v né&jakém smyslu mensi
neZ instance plvodniho problému. Casto (ne viak vzdy) se zmen3uje
velikost instance.
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Rekurzivni algoritmy

Vypocet rekurzivniho algoritmu je mozné znazornit jako strom:
@ vrcholy stromu odpovidaji jednotlivym podproblém(im
@ koten je pivodni problém

@ potomci vrcholu odpovidaji podproblémiim daného problému
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P¥istup, kdy do rekurzivnim algoritmu doplnime néjaké vhodné testy, které
zplsobf, Ze se rekurzivni procedura nebude volat pro nékteré podproblémy,
u kterych je jisté, Ze jejich vyfeSeni nepovede k FeSeni celého problému, se
nazyvd pruning.

Cim vice vétvi stromu timto zplsobem odstranime, tim Iépe.
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Problém osmi dam

Problém: Najit v8echny moZnosti, jak rozmistit n dam na 3achovnici
velikosti n x n tak, aby se Zadné dvé damy navzajem
neohroZovaly.
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Problém osmi dam

Jedno z moZnych FeSeni.
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Problém osmi dam

int y[MAX];

bool a[MAX]; // afi] — radek i je obsazeny
bool b[2xMAX]; // b[i] — diagonala 1
bool c[2«xMAX]; // c[i] — diagonala 2

int n;

int main()

{

search(0);

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023



Problém osmi dam

void search(int k)

{
if (k==n) {
print_solution();
return;
}
for (inti=0;i<n;i++){
int i2 = k+i; int i3 = k—i+n;
if (a[i] || b[i2] || c[i3]) continue;
ylk] = i;
ali] = 1; b[i2] = 1; [i3] = 1;
search(k+1);
ali] = 0; b[i2] = 0; c[i3] = 0;
}
}
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Problém osmi dam

01 2 3 0 2 3
0/0]1]2]3 0|0 213
1112|334 1-1/0]1|2
21213415 21-2|-1]0]1
3|3]4|5]|6 3|=3]-2|-1]0

Xty X=y
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Generovani permutaci

Permutace prvkl uréité mnoZiny je jeden moZny zpisob, jak mohou byt
tyto prvky usporadany do posloupnosti.

Napftiklad pro prvky 1,2, 3,4 jsou v8echny jejich permutace:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Celkovy pocet v8ech permutaci n prvki je n!.
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Generovani permutaci

__=[1]2]3 @
~—~ I2E
- [A3PE
T>[1]3[4E
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D 2 ;
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PP
~—~ ZIE
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~— PEEE
- PETE
~— PEEE
312k

g
/ BENEIFIE 2
3|21

B2 K |

/.

12 3 o ORENE) 2 4|

/.

2 — 2
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void gen(int k)
{
if (k==n) {
print_perm();
return;
}
gen(k+1);
for (int i = k+1;i < n;i++){
int tmp = alil; afi] = a[u]; ak] = tmp;
gen(k+1);
}
int tmp = alk];
for (inti=k+1;i <n;i++) {
ali—1] = ali];

a[n—1] = tmp;
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Generovani permutaci

Ozna&me S(n) dobu, kterou stravi algoritmus praci na podproblému
velikosti n bez zapocteni doby stravené YeSenim jeho podproblémi.
Oznatme T(n) dobu, kterou stravi algoritmus praci na podproblému
velikosti n v&etné prace na jeho podproblémech.

Zjevné& plati, Zze S(n) < an+ b pro n&jaké konstanty a a b.

Tvrzeni
Pokud S(n) < an+ b pro n&jaké konstanty a a b, pak T(N) € O(n!- n).
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Generovani permutaci

Tvrzeni

Pokud S(n) < an+ b pro n&jaké konstanty a a b, pak T(N) € O(n! - n).

Dikaz: Indukci ukdzeme, ze T(n) < (a+ b)-n
e Pron=1:T(1)=5(1)<a-1+b=(a+b)-1
@ Pron>1:

T(n) n-T(n—1)4 S(n) <

n-(a +b) (n—=1)!-(n—1)4+an+b<
(a+b)-nt-(n=1)+(a+b)-n=
(a+ b)(nI (n—=1)+n) <

(a+ b)(n! ("—1)+"')

(a+b)-n

AN I IANIA
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Generovani permutaci

Permutace je moZzné generovat i nerekurzivn& (n — pocet prvki):

intx a = new int|n|;

for (inti=0;i < n;i++) {
afi] = i+1;

}

print_perm(a, n);
while (next_perm(a, n)) {
print_perm(a, n);

}

delete a;
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bool next_perm(int al], int n) {
inti =n-2;
while (i >= 0) {
if (a[i] < a[i+1]) break;

}
if (i < 0) return false;
int j =n—1;

while (afj] < a[i]) j——;

Fnt tmp = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = tmp;

I+,

j =n-—1;

while (i < j) {
tmp = afi]; a[i] = a[i]: a[i] = tmp;
I+ J—

}

return true;

}
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Odstranéni rekurze

Piavodni funkce pouZivajici rekurzi:

void f(Node *v)

{
if (v == NULL) return;
f(v—>left);
print(v—>value);
f(v—>right);
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Odstranéni rekurze

Odstranéni tail rekurze:

void f(Node *v)

{

L1: if (v == NULL) return;
f(v—>left);
print(v—>value);

v = v—>>right;
goto L1;
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Odstranéni rekurze

Nahrazeni goto cyklem while:

void f(Node *v)

{
while (v I= NULL) {

f(v—>left);
print(v—>value);
vV = v—>>right;
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Odstranéni rekurze

Odstranéni ,oby&ejné" rekurze pouZitim zasobniku:

void f(Node *v)

{
Stack s;
L1: while (v = NULL) {
s.push(v);
v = v—>|eft;
goto L1;
L2: v = s.pop();
print(v—>value);
v = v—>right;
}
if (!s.is_empty()) goto L2;
}
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Odstranéni rekurze

P¥eusporadani kédu, nahrazeni goto pomoci cykli:

void f(Node xv)
{
Stack s;
while (true) {
while (v != NULL) {

s.push(v);

v = v—>left;
}
if (s.is_.empty()) return;
v = s.pop();
print(v—>value);
v = v—>right;
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Problém ,How Big Is It?* (10012)

Vstup: MnoZina kruht (jejich polomé&ri).

Vystup: Minimalni $itka obdélnika, do kterého se vejdou viechny
kruhy tak, aby se viechny dotykaly spodniho okraje
obdélnika.
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Problém ,How Big Is It?* (10012)
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Problém ,How Big Is It?* (10012)

n—nrn r
X
x* = (n+n)P-(n—-n)?=
= r12—|—2r1r2+r22—(r12—2r1r2+r22) =
= 4r1r2
X = +A4nn
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Problém , Bigger Square Please ... " (10270)

Ukol: Najit zplsob, jak rozdé&lit ¢tverec velikosti n x n (2 < n < 50) na co
nejmensi polet Ctvercil, jejichz velikosti mohou byt 1 x 1,2 x 2, ...,
(n—1)x (n—1).

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023



Problém , Bigger Square Please ... " (10270)

Ukol: Najit zplsob, jak rozdé&lit ¢tverec velikosti n x n (2 < n < 50) na co
nejmensi polet Ctvercil, jejichz velikosti mohou byt 1 x 1,2 x 2, ...,
(n—1)x (n—1).
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Greedy algoritmy
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Shoemaker’s Problem (10026)

@ Obuvnik nabral od zdkazniki mnoho zakazek.

o U kazdé zakdzky je predem zndmo, jak dlouho bude trvat prace na
této zakazce (¢as T; pro i-tou zakazku).

@ Obuvnik je schopen pracovat najednou jen na jedné zakdzce.

o U kaZdé zakazky plati obuvnik dohodnuté penéle za kaZdy den
zpoZzdéni, kdy na zakdzce nepracuje (¢astku S; pro i-tou zakazku).

Vstup: Polet zakdzek N a hodnoty T; a S; pro zakazky 1 az N.

Vystup: Optimalni po¥adi zakazek, kdy obuvnik zaplati na penale
minimalni ¢astku.
(Pokud existuje vice optimalnich ¥eSeni, zvolit z nich
lexikograficky nejmensi.)
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Shoemaker’s Problem (10026)

Ty

I 7,
: K
: - T, =~

-. Te
BN
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Shoemaker’s Problem (10026

T

7,

s:7 [ T,

S3Th .53T2 - Ts =

SaTi §S4T2 :S4T3- Ts

s ST 55T ST [ T,

SeT1 Se T2 ;557—35 SeTa S6Ts - T,

STy 51 T2 (ST SiTa S Ts ST -
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Shoemaker’s Problem (10026

T, T

siTe I T,

st s, [ T,

STy S3T1 ST -

-

SsTa : SsT1 @ Ss5To 5557'3- Te

S6Ta Se T1 S6 T2 ES6T3§ S6Ts - T2

SiTa 1 ST1 ST (5 Ts 5iTs 0 SiTe -
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Shoemaker’s Problem (10026)

Zvolme K takové, Ze S
vi- 2K > i
Tk — T;
z &ehoZ plyne, ze
VI' : SKT,' Z SfTK
neboli
Vi . SKT,' — SiTK Z 0

Oznatme S plvodni &astku. Pokud zakdzku K pF¥esuneme na prvni misto,
zaplatime &3stku S':

S'=5-Y SkTi+> SiTk=5-> (SkTi—-SiTk) < S

i<K i<K i<K
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Greedy algoritmy

Definice

Greedy algoritmy jsou algoritmy, které hledaji globalng& optimalni ¥eseni
pomoci posloupnosti lokdln& optimalnich voleb.

Navrh greedy algoritmu:
© Urdit strukturu problému, uréit co jsou podproblémy.
@ Navrhnout rekurzivni ¥eSeni.
© Dikaz, ze v kazdém kroku je moZné urcit optimalni volbu.

@ lterativni implementace.

Poznamka: Na greedy algoritmy se Ize divat jako na do extrému dotaZeny
pruning, kde ndm v kaZdém kroku zbyva jedind volba.
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The Grand Dinner (10249)

Na zavér soutéZe se kona slavnostni velefe, které se tiastni ¢lenové viech
tymi.

Chceme je rozesadit tak, aby u Zadni dva &lenové jednoho tymu nesedéli
u stejného stolu.

Problém:
Vstup: Pocet tymi, pocet stolil, poéty €Elent jednotlivych tym( a
pocty mist u jednotlivych stold.

Vystup: Rozesazeni viech &lent vSech tymi, tak aby Zadni dva
¢lenové jednoho tymu nesedéli u téhoZ stolu, nebo informace
o tom, Ze feSeni neexistuje.
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Dynamické programovani
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Dynamické programovani

Vstup: Cisla a1, a2, ..., a, a Cislo m.
Otazka: Existuje n&jaka podmnoZina &isel ai, ap, ..., a, takova, Ze

soulet C&isel v této podmnoZiné je m?

Poznamka: Spravnéjsi by bylo mluvit o multimnozZiné.

Priklad: {8,5,12,9,5}, m = 34
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Dynamické programovani

Vstup: Cisla a1, a2, ..., a, a Cislo m.
Otazka: Existuje n&jaka podmnoZina &isel ai, ap, ..., a, takova, Ze

soulet C&isel v této podmnoZiné je m?

Poznamka: Spravnéjsi by bylo mluvit o multimnozZiné.
P¥iklad: {8,5,12,9,5}, m = 34

8+12+9+5=34
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Dynamické programovani

Problém
Vstup: Cisla a1, a2, ..., a, a Cislo m.
Otazka: Existuje n&jaka podmnoZina &isel ai, ap, ..., a, takova, Ze

soulet C&isel v této podmnoZiné je m?

Poznamka: Spravnéjsi by bylo mluvit o multimnozZiné.
P¥iklad: {8,5,12,9,5}, m = 34
8+12+9+5=34

Problém budeme chtit ¥edit v kratkém &ase (feknéme do 1 sekundy) pro
vstupy, kde n < 1000 a m < 32000.
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Dynamické programovani

Spravné, ale neefektivni rekurzivni ¥eSeni (hrubou silou):

bool solve(int i, int j) {

bool result;

if i==0){
result = (j ==0)?1:0;

} else {
result = solve(i — 1, j);
if (Iresult && afi — 1] <=j){

result = solve(i — 1, j — afi — 1]);

}

}

return result;
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Dynamické programovani

Idea: Ukladat si feSeni podproblémii, které jsem uz vyfesil, do tabulky.

bool solve(int i, int j) {
if (table[i][j] >= 0) return table[i][j];
bool result;
if (i ==0){
result = (j ==0) 7 1:0;
} else {
}
tableli][j] = result;
return result;

Poznamka: Prvky pole table jsou inicializovany na —1.
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Nerekurzivni YeSeni — systematicky fesime v8echny moZné podproblémy od
nemensich po nejvétsi.

bool solve(int n, int m) {

table[0][0] = 1

for (int k = 1; k <= m) table[0][k] = 0;

for (inti=1;i <=n;i++) {

for (int j =0; j <=m; j++) {
bool result = table[i — 1][j];
if (Iresult && afi — 1] <=j) {
result = table[i — 1|[j — a[i — 1]];

}

table[i][j] = result;

}

return table[n][m];

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 105 /303



Dynamické programovani

Moznd vylepseni pfedchoziho programu:
@ Program si nemusi pamatovat celé pole table, sta&i, kdyZ si pamatuje
aktudlni a jeden predchozi ¥adek — Set¥i pamét.
@ Vzhledem k tomu, Ze prvky pole table jsou jen 0 a 1, pouZit bitova
pole — et¥ pamét i &as.
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Dynamické programovani

a={8,512,9,5}, m=34

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

g~ W N RO

i
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Dynamické programovani - memoization

Pro dynamické programovani je charakteristické pouZiti n&jaké vhodné
datové struktury (nej¢astéji pole), kam si ukldddme ¥eseni jiz vyfe¥enych

problém.
Memoization — postup shora dolii (od v&tsich podproblémi k mensim)
jako u rekurzivnich algoritmi spolu s ukladanim vysledkl pro jednotlivé

podproblémy.
@ Je nutné né&jak evidovat, které podproblémy jsou uZ vyFeené.

o Resi se jen ty podproblémy, jejich Yedenf jsou tieba.
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Dynamické programovani

Dynamické programovani — postup zdola nahoru (od mengich
podproblém(i k v&tim):
@ Misto rekurzivniho volani se jen rovnou saha pro vysledek
podproblému do tabulky.

@ Podproblémy je tfeba FeSit ve vhodném potadi, aby bylo zaruceno, Ze
jiz byly vyfeSeny mensi podproblémy, jejichZ YeSeni je tfeba k vyFeseni
podproblému, ktery se aktudlné Yesi.

o Reii se i podproblémy, které nejsou pro spotitani celkového vysledku
nutné.

N4

o Nékdy umoziiuje efektivn&j$i implementaci nez memoization.
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The 3n+1 problem (100)

UvaZujme nésledujici program:

print n
while n > 1:
ifn%2==0:
n=n/2
else:
n=3x%xn+1
print n

Naptiklad pro n = 22 vypise:

22 11 34 17 52 26 13 40 20 10 5 16 8 4 2 1
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The 3n+1 problem (100)

Definujeme f(n) jako potet &isel, které program vypie pro vstup n.
Napt¥iklad f(22) = 16.

Problém , The 3n+1 problem*:
Vstup: Dvé celd kladnd &isla i a j (0 < i,j < 1000000).
Vystup: Maximum z hodnot f(i), f(i +1), ..., f(j)
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The 3n+1 problem (100)

Neefektivni rekurzivni ¥eSeni:

int f(int n)
{
if (n == 1) return 1,
return (n % 2 ==0) ? f(n/2) + 1 : f(3xn+1) + 1;
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The 3n+1 problem (100)

ReSeni s pouZitim memoizace:

int f(int n)

{
if (n < MAX && a[n] != 0) return a[n];
intx=(n%2==0)7f(n/2) + 1:f(3*n+1) + 1;
if (n < MAX) a[n] = x;
return x;

Poznamka: Pole a je inicializovdno na hodnoty 0, pouze a[1] = 1.
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The 3n+1 problem (100)

0..15

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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The 3n+1 problem (100)

Pozorovani
Bindrni strom, ktery ma n listl a kde ostatni vrcholy maji vZdy dva
potomky, ma celkem 2n — 1 vrchold.

Dukaz: Indukci.
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Problém ,,Expressions" (10157)

Ozname X mnoZinu vSech dob¥e utvofenych vyrazi tvofenych pouze
znaky "(" a")":

0eceX

e Pokud A € X, pak (A) € X.

o Pokud A, B € X, pak AB € X.

Naptiklad " ()(())()" € X, "(0(())" € X, ale "())(" & X.

Délka vyrazu E je polet znak( v E.
Hloubka vyrazu E, oznatend d(E), je definovéna takto:
e de)=0
o d(E) = d(A) + 1, jestlize E = (A), kde A € X.
e d(E) = max{d(A),d(B)}, jestlize E = AB, kde A, B € X.
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Problém ,,Expressions" (10157)

Vstup: Délka vyrazu n a hloubka vyrazu d (kde 2 < n < 300 a
1 < d < 150).

Vystup: Pocet viech dobfe utvofenych vyrazi délky n a hloubky d.

Natiklad pro n =6 a d = 2 je odpovéd 3:
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Problém , Piggy-Bank” (CERC 1999)

Mame prasatko (pokladnitku), které je pIné pen&z. Chceme zjistit
(minimalni) ¢astku, kterou obsahuje, ale nechceme ho rozbit. Zndme vahu
plného i prdzdného prasatka a vime, jaké jsou r{izné typy minci — zndme
jejich vahu a cenu.

Vstup: Vaha prazdného prasidtka E a vaha plného prasatka F
(1 < E < F <10000).
Popis N typi minci, pro kazdy typ mince jeji vdha a cena
(1 < N <500).
Vystup: Minimalni &astka, kterou prasatko obsahuje, nebo informace,
Ze YeSeni neexistuje.
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Problém | Is Bigger Smarter?" (10131)

Chceme vyvratit hypotézu, Ze &im je slon t&Z8i, tim vy3si je jeho 1Q. Mame
informace o néjaké mnoZing& slonti, kde u kazdého slona zname jeho vahu

a lQ.

Ukolem je najit co nejdelsi posloupnost slonli, kde postupné roste vadha a
klesa 1Q.

Problém

Vstup: Hodnoty W[i] a S[i] pro i € {1,...,n} (kde n < 1000).
Vystup: Posloupnost a[1], a[2], ..., a[m] takova, Ze

Wia[l]] < Wia2]] <--- < Wla[m]
S[a[1]] > S[a[2]] > -+ > S[a[m]]

a kde m je maximalni.
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Problém ,Weights and Measures" (10154

Vr$ime na sebe Zelvy. U kazdé Zelvy zndme jeji vdhu a vime kolik kazda
Zelva unese. Pocet Zelv je maximalné 5607.

Otazka zni, jaky je maximalni polet Zelv, které miZeme na sebe navrsit
tak, aby Zadna Zelva nenesla vétsi vahu nez unese.
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Cutting Sticks (10003)

Mame za kol rozfezat ty¢ v uréenych mistech.

Za kazdy Fez platime cenu, kterd je umérna délce kusu tyce, ktery pravé
rozfezadvame.

Rezy miiZzeme provadét v libovolném poradi.

Problém , Cutting Sticks"

Vstup: Délka tyle /, poet fezli n a pozice jednotlivych Fezi.
(n < 50)

Vystup: Minimalni &astka, kterou je nutné zaplatit za rozfezani tyce.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 121 /303



Cutting Sticks (10003)

0 500 1200 1700 2000
! L L . |

2000 + 1200 + 800 = 4000
2000 + 1700 + 1200 = 4900
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Adventures in Moving — Part 1V (10201)

Ndkladni auto se potfebuje dostat z mésta A do mésta B, pFi¢emz chceme

utratit co nejméné za naftu.
Auto ma 200 litrovou nddrZ a spotfebu 1 litr nafty na kilometr. Ve mésté
A obsahuje nadrz 100 litrd nafty, p¥i dojeti do mésta B musi obsahovat

alespori 100 litra.

Problém , Adventures in Moving — Part IV*

Vstup: @ Vzddlenost mezi mésty A a B v km (max. 10000).
@ Informace o n erpacich stanicich (n < 100):
jejich pozice na cesté a cena za 1 litr nafty.
Vystup: Minimalni &astka, kterou je tfeba zaplatit, nebo informace
o tom, Ze za danych podminek nelze z mésta A do mésta B
dojet.
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Ferry Loading (10261)

najizdéni aut je pevn& ddno).
e Auta se fadi do dvou ¥ad. V kaZdé Yadé se ¥adi t&sné za sebou (mezi
auty nejsou mezery).

o U kaZdého auta mizeme urdit, zda ma jet do jedné nebo do druhé
fady.

Problém , Ferry Loading"

Vstup: Délka lod& v metrech (maximaln& 100 m) a délky
jednotlivych aut v centimetrech (v rozmezi 100-3000 cm).

Vystup: Instrukce pro jednotliva auta, zda maji jet vlevo nebo vpravo,
které zajisti, Ze se na trajekt vejde co nejvétsi pocet aut.
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Grafové algoritmy
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Reprezentace grafu

[ -3
EYGn
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1 2 3 4 5 6
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Reprezentace grafu
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Prohleddvani do Sitky

Nalezeni nejkratsi cesty v grafu, kde hrany nejsou ohodnoceny:

@ Algoritmus pro prohledavani grafu do Sitky
@ Vstupem je graf G (s mnoZinou vrcholi V) a po&éateéni vrchol s.
@ Algoritmus pro vSechny vrcholy najde nejkratsi cestu z vrcholu s.

@ Pro graf, ktery ma n vrcholG a m hran je doba vypoctu tohoto
algoritmu ©(n + m).
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Prohleddvani do Sitky

Algoritmus prohledavani do Sitky (breadth-first search):

BFS(G,s)

1 for each vertex u € V[G] — {s}
2 do color[u] - WHITE
3 du] + o0
4 m[u] + NIL
5 color[s] - GRAY
6 d[s]« 0

7 7[s] < NIL

8 Q10

9 ENQUEUE(Q,s)
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Vs s

Prohleddvani do Sitky

rt 10 while Q # 0

11 do u <~ DEQUEUE(Q)

12 for each v € Adj[u]

13 do if color[v] = WHITE

14 then color|v] < GRAY
15 dv] < d[u] +1

16 m[v] + u

17 ENQUEUE(Q, v)

18 color[u] - BLACK

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 130/303



Ve

Prohleddvani do Sitky

Implementace fronty:
e Operace Q + 0:

gstart = 0;
gend = 0;

o Operace ENQUEUE(Q, u):
queue[gend++] = u;

e Operace u <+ DEQUEUE(Q):
u = queue[gstart-+-+];

@ Test, zda je fronta neprazdnd (Q # 0):

gstart < gend
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The New Villa (321)

@ Pan Black se vraci do své vily pozdé v noci, a chce se dostat ze
vstupni haly do své loznice.

@ Pan Black se velice boji tmy a nikdy nevstoupi do mistnosti, kde nenf
roznuté svétlo.

@ V domé jsou podivné rozmistény vypinace. Vypina¢ v jedné mistnosti
slouZi k ovladani svétla v n&jaké Gplné jiné mistnosti.
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The New Villa (321)

o Na zadatku se sviti jen ve vstupni hale a vSude jinde je zhasnuto.

@ Na konci musi byt sv&tlo roZznuto v loZnici a vSude jinde musi byt
zhasnuto.

NN s

@ Zajima nds kolik kroki m3a nejkrat3i ¥eSeni (jeden krok je jeden
prechod z jedné mistnosti do druhé nebo jedno stisknuti vypinace).

Vstup: Potet mistnosti N (1 < N < 10, mistnost 1 je vstupni hala,
mistnost N je loZnice),
seznam v3ech dvefi (informace, které mistnosti spojuji),
seznam v3ech vypina&i (informace, ve které mistnosti se
vypina& nachazi a svélo které mistnosti ovlada).

Vystup: Pocet kroki nejkrat$iho ¥eSeni nebo informace, Ze ¥eSeni
neexistuje.
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The Monocycle (10047)

Q

Artista jezdi na jednokolce po plo3e tvofené kachli¢kami.
Velikost jedné kachli¢ky presn& odpovidd 1/5 obvodu kola.
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The Monocycle (10047)

o Ptejeti z jedné kachli¢ky na druhou trva 1 sekundu.

@ Otoleni se 0 90° trva 1 sekundu.

o Artista zalind na kachli¢ce S, které se dotyka zelenou &3sti kola. Na
zatdtku je natoleny smérem na sever.

o Cilem je dostat se na kachlicku T tak, aby se ji dotykal zelenou &asti

kola, pfi¢emz na natoleni nezaleZi.

Vstup: Popis plochy, poate¢ni pozice S a cilova pozice T.

Vystup: Minimalni &as, za ktery se miZe artista dostat z pozice S na
pozici T p¥i dodrzeni vySe uvedenych podminek, nebo
informace, Ze feSeni neexistuje.
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Hang or not to hang (CEPC 2003)

Mdme program sklddajici se z n instrukei (1 < n < 16) a pracujici s pamé&ti
tvofenou 32 jednobitovymi butikami oznatenymi MEM][0] .. MEM[31]:

Instrukce Sémantika

AND ab | MEM][a] := MEM{[a] and MEM]b]
OR ab MEM]|a] := MEM][a] or MEM]b]
XOR a b MEM]a] := MEM]|a] xor MEM]b]
NOT a MEM]a] := not MEM]a]

MOV a b | MEM][a] := MEM][b]

SET a c MEM]|a] := ¢

RANDOM a | MEM]a] := random value (0 nebo 1)
JMP x skok na instrukci ¢islo x

JZ x a skok na instrukei ¢islo x, pokud MEM[a] =0
STOP ukonceni programu

0<ab<320<x<n, ce{0,1}
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Hang or not to hang (CEPC 2003)

Vstup: Kéd programu
Vystup: Nejmensi polet instrukci, které program provede nez se
zastavi nebo informace, Ze program se nikdy nezastavi.

Poznamka: Posledni instrukce programu je vzdy instrukce STOP.
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Problém ,,Bicoloring" (10004)

Vstup: Neorientovany graf G = (V/, E) (souvisly).

Otdzka: Je moZné graf G obarvit dvéma barvami?
(Je mozné kazdému vrcholu pfitadit jednu z dvojice barev
tak, aby Zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny stejnou
barvou?)

Chceme najit ¥eeni s &asovou slozitosti O(| V| + |E|).
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Nalezeni dvou nejvzdalenéjsich vrcholi ve stromu

Problém
Vstup: Neorientovany souvisly acyklicky graf (strom).

Vystup: Dvojice vrcholl u, v takova, Ze vzdélenost z u do v je
maximalni.

Chceme najit algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(n), kde n je poZet vrcholi
grafu.
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Nalezeni dvou nejvzdalenéjsich vrcholi ve stromu

Reseni:
@ Zvol libovolny list A.
@ Najdi nejvzdalengjsi vrchol od A, ozname ho B.
© Najdi nejvzdalengjsi vrchol od B, oznaéme ho C.

@ Vystupem je dvojice B, C.

Poznamka: B i C jsou urdité listy.
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Nalezeni dvou nejvzdalenéjsich vrcholi ve stromu

Korektnost FeSeni:
P¥edpokladejme, ze D, E jsou dva nejvzdalenéjsi vrcholy.
Stali ukdzat, Ze existuje vrchol F takovy, ze d(B, F) > d(D, E).

b+c+e>d+e
b+c+e>d+c+e (b> c+d)
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Problém , The Necklace” (10054)

@ Mame hromadu dvoubarevnych koralkd.

@ Chceme z nich udélat nahrdelnik tak, Ze sousedni koralky se budou
navzajem dotykat stejnou barvou.

o Musime pouzit viechny kordlky, Zadny nesmi zbyt.

Vstup: Seznam kordlkd (barvy jsou oznaleny &isly 1 az 50).

Vystup: Potadi, ve kterém mame navléct koralky na nit, nebo
informace, Ze FeSeni neexistuje.
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Prohleddvani do hloubky

Prohleddvani do hloubky je zdkladem celé ¥ady grafovych algoritmil, které
zji$tuji n&jaké informace o struktute grafu.

Casovs slo¥itost té&chto algoritmii je v&tsinou stejnd jako u prohleddvéni do
hloubky, tj. O(|V| + | E|).

VyuZitim prohleddvani do hloubky Ize v ¢ase O(|V/| + |E|)) ¥esit nap¥iklad
nasledujici problémy:
@ Zzjisténi, zda graf obsahuje cyklus
topologické uspofadani orientovaného grafu
nalezeni silné souvislych komponent orientovaného grafu
nalezeni artikulaci v neorientovaném grafu

nalezeni mostl v neorientovaném grafu

nalezeni 2-souvislych komponent v neorientovaném grafu
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Prohleddvani do hloubky

Algoritmus prohledavani do hloubky (depth-first search):

DFS(G)

1 for each vertex u € V[G]
2 do color[u] +— WHITE
3 m[u] < NIL

4 time <+ 0

5 for each vertex u € V[G]

6 do if color[u] = WHITE

7 then DF'S-VisiT(u)
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Prohleddvani do hloubky

DFS-VisiT(u)

O ~NO Ol W

color[u] < GRAY > Bily vrchol u byl pravé objeven.
d[u] < time «+ time +1
for each v € Adj[u] > Prozkoumani hrany (u, v).

do if color[v] = WHITE
then 7[v] < u
DFS-VisiT(v)
color[u] <— BLACK > Obarveni u na &erno; byl dokon&en.
flu] < time + time +1

d[u] — &as, kdy byl vrchol u poprvé objeven (a obarven ¥edé&)

flu] — &as, kdy byl vrchol u dokon&en (a obarven &erng&)
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 146 /303



Prohleddvani do hloubky

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 146 /303



Prohleddvani do hloubky

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 146 /303



Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky

u Y,
C
F B
B
X y z
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Prohleddvani do hloubky
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Prohleddvani do hloubky

y z s t
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Prohleddvani do hloubky

y z s t
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Prohleddvani do hloubky

Oznatme /(u) interval pfisludejici vrcholu u, tj. od d[u] do f[u].

Pozorovani

Pro libovolné dva vrcholy u a v vZdy plati pravé jednd z podminek:

e intervaly /(u) a I(v) jsou disjunktni a u neni potovkem v ani v neni
potomkem u, nebo

e interval /(u) je podintervalem intervalu /(v) a u je potomkem v, nebo

e interval /(v) je podintervalem intervalu /(u) a v je potomkem u.

Dusledek

Vrchol v je potomkem vrcholu u pravé kdyz d[u] < d[v] < f[v] < f[u].

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 150 /303



Prohleddvani do hloubky

Pozorovani

Sedé vrcholy tvo¥i cestu vi, va, . . ., vk, kde pro i < j plati, ze

dlvil < dly] < f[y;] < Flv]

Véta (White-path theorem)

Vrchol v je potomkem vrcholu u pravé tehdy, kdyz v ase d[u] plati, Ze
vrchol v je dosaZitelny z u po cesté tvorené pouze bilymi vrcholy.
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Prohleddvani do hloubky

Klasifikace hran:

e Stromové hrany (tree edges) — p¥i prichodu t&mito hranami byl
objeven novy vrchol

e Zpétné hrany (back edges) — hrany z potomki do pfedchiidci

e Dopredné hrany (forward edges) — hrany z pfedchidci do
potomki, které nejsou stromovymi hranami

e P¥iEné hrany (cross edges) — v3echny zbyvajici hrany
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Prohleddvani do hloubky

P¥i priichodu hranou (u, v) Ize jeji typ ur&it podle barvy, kterou je obarven
vrchol v:

@ WHITE — stromova hrana
@ GRAY — zpétna hrana

@ BLACK — doptedna (pokud d[u] < d[v]) nebo
pri¢na (pokud d[u] > d[v])
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Prohleddvani do hloubky

P¥i priichodu hranou (u, v) Ize jeji typ ur&it podle barvy, kterou je obarven
vrchol v:

@ WHITE — stromova hrana
@ GRAY — zpétna hrana

@ BLACK — doptedna (pokud d[u] < d[v]) nebo
pri¢na (pokud d[u] > d[v])

Poznamka

V neorientovaném grafu je typ hrany uréen p¥i prvnim prichodu hranou.

Pozorovani

Neorientovany graf obsahuje pouze stromové a zp&tné hrany.
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Prohleddvani do hloubky

Vstup: Orientovany graf G.
Otazka: Obsahuje graf G cyklus?
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Prohleddvani do hloubky

Vstup: Orientovany graf G.
Otazka: Obsahuje graf G cyklus?

Graf obsahuje cyklus pravé tehdy, kdyZ algoritmus prohledavani do hloubky
najde alespon jednu zp&tnou hranu.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 154 /303



Prohleddvani do hloubky

Vstup: Orientovany graf G.
Otazka: Obsahuje graf G cyklus?

Graf obsahuje cyklus pravé tehdy, kdyZ algoritmus prohledavani do hloubky
najde alespon jednu zp&tnou hranu.

Diikaz: Je zfejmé, Ze pokud graf obsahuje zpétnou hranu, pak urdit&
obsahuje cyklus.

Pro libovolnou hranu (u, v), kterd neni zp&tna (tj. je stromovd, dop¥ednd
nebo p¥i¢nad), plati f[u] > f[v] (naopak pro zp&tnou plati f[u] < f[v]).
Pokud by v grafu, ve kterém neexistuje Zadna zpétna hrana, existoval
cyklus, pro vechny hrany (u, v) na tomto cyklu by muselo platit

flu] > f[v], to ale neni moZné.
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Topologické usporadani grafu

- =
e

?
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Topologické usporadani grafu

- =
e

?

Postup: P¥i prohledavani do hloubky pfidat na zadatek seznamu vrchol
v okamZiku, kdy je obarven na &erno.

Zdenék Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 155 /303



Topologické usporadani grafu

Vstup: Acyklicky orientovany graf a dva jeho vrcholy s a t.

Vystup: Pocet vSech cest z s do t.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 156 /303



Silné souvislé komponenty

Definice

Silné souvisla komponenta grafu G = (V, E) je maximalni mnoZina
vrcholli C C V takova, Ze pro libovolné dva vrcholy u, v € C existuje cesta
zudo vicestazvdou.

Poznamka: Siln& souvislé komponenty tvofi rozklad na mnoZin& vrcholi
grafu G.

Ke grafu G miZzeme sestrojit graf komponent G%°¢ = (V/3°C ESCC),
jehoZ vrcholy jsou siln& souvislé komponenty grafu G (ozna¢me je

G, G, ..., Ck), akde (G, G) € E°C pravé kdyz G obsahuje n&jakou
hranu (x, y) takovou, Ze x € G a y € C;.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 157 /303



Silné souvislé komponenty
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Silné souvislé komponenty

Algoritmus
© zavolat DFS(G) a pro kaZzdy vrchol uréit f[u]
Q vytvorit GT
© zavolat DFS(GT), p¥itemz vrcholy v hlavni smy&ce jsou probirany
v sestupném potadi podle f[u] (spo&itaném v kroku 1)

@ vrcholy kaZzdého stromu vytvoreného v kroku 3 tvofi jednu silné
souvislou komponentu grafu G

Poznamka: Graf G7 = (V, ET) vznikne z grafu G ototenim sm&ru hran,

4. ET = {(u,v) | (v.u) € E}.
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Tarjaniiv algoritmus

Tarjantv algoritmus pro nalezeni silné souvislych komponent:

DFS(G)
for each vertex u € V|[G]

do visited[u] < FALSE
time <— 0
stack < ()
SCC <+ 10
for each vertex u € V[G]

do if not visited|u]

then DFS-VisiT(u)

0O NO Ol WN
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DFS-VisiT(u)

1 visited[u] < TRUE;

2 rlu] « d[u] < time < time +1

3 inComponent[u] < FALSE

4 pUSH(stack, u)

5 for each v € Adj[u]

6 do if not visited[v] then DFS-VisiT(v)

7 if not inComponent[v]  then r[u] < MIN(r[u], r[v])
8 if rlu] = d[u]

9 then C < ()
10 repeat v = POP(stack)
11 inComponent|v] < true
12 C <+ Cu{v}
13 until v =u
14 SCC + SCCU{C}
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Problém , Tourist Guide" (10199)

Problém
Vstup: Popis mésta — seznam k¥iZovatek a cest mezi nimi.

Vystup: Seznam k¥iZovatek, na kterych jsou umist&ny kamery.

Vime, Ze na k¥iZovatce C je kamera umisténa pravé kdyz existuji n&jaké
dvé k¥izovatky A a B takové, Ze p¥i cest& z A do B (nebo z B do A)
musime projet k¥izovatkou C.
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Problém
Vstup: Popis mésta — seznam k¥iZovatek a cest mezi nimi.

Vystup: Seznam k¥iZovatek, na kterych jsou umist&ny kamery.
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Artikulace, mosty a 2-souvislé komponenty

Necht G je souvisly neorientovany graf.

Definice

Vrchol v je artikulaci grafu G, jestlize jeho odstranénim se graf G
rozpadne na vice komponent.

Hrana e je mostem, jestlize jejim odstranénim se graf G rozpadne na dvé
komponenty.

2-souvisla komponenta grafu G je maximalni podgraf grafu G takovy, ze
libovolné dvé jeho hrany leZi na spole¢ném cyklu.
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Hledani artikulaci

Necht G je souvisly neorientovany graf a necht G, je strom, ktery vznikne
p¥i prohleddvani grafu G do hloubky.

Tvrzeni
KoFen stromu G, je v G artikulaci pravé kdyz ma v G, alespoii dva pfimé
potomky.
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Hledani artikulaci

Tvrzeni

Pro kazdy vrchol v, ktery neni v G, kofenem, plati, Ze v je artikulaci pravé
kdyZ md né&jakého (pfimého) potomka s takového, Ze z s ani ze Zadného
jeho potomka nevede zpétna hrana do Zadného z ptredchidcii vrcholu v.

Definujeme

d[v]
low[v] = min¢ d[w] : existuje zpétna hrana (u, w),
kde u néjaky potomek v
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Hledani artikulaci

void dfs()
{
time = 0;
for (inti=0;i<n;i++) {
Node *xu = &nodes]i;
if (u—>color == WHITE) {
dfs_visit(u);
u—>articulation = (u—>children > 1);
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int dfs_visit(Node *u) {
u—>color = GRAY; u—>d = ++time;
int ret = u—>d;
for (Edge xe = u—>edges; e; e = e—>next) {
Node xv = e—>node;
if (v—>color == WHITE) {
v—>parent = u; u—>children+-+;
int r = dfs_visit(v);
if (r <ret) ret=r;
if (u—>d <= r) u—>articulation = true;
} else if (v—>color == GRAY && u—>parent = v) {
if (v—>d < ret) ret = v—>d;
}
}

u—>color = BLACK;
return ret;

}

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) SPR 18. ¥ijna 2023 167 /303



Problém , The Problem with the Problem Setter” (10092)

Mame danu zdsobu problémi a nasim (kolem je vybrat nékteré z nich.
o Kazdy problém pat¥i do jedné nebo vice kategorii.

@ Pro kaZdou kategorii je uréeno, kolik problém{ z dané kategorie mame
vybrat.

@ Vybrané problémy musi byt pFitazeny do jednotlivych kategorii tak, ze
Zadny problém neni pfitazen souasné do vice kategorii.

Problém

Vstup: Seznam kategorii, pficemZ u kazdé kategorie je uvedeno,
kolik problém{ z dané kategorie musime vybrat, a seznam
problémd, pfi¢emZ u kazdého problému je uvedeno, do
kterych kategorii patfi.

Vystup: Seznamy problému vybranych do jednotlivych kategorii.
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Problém , The Problem with the Problem Setter” (10092)

kategorie problémy
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Problém , The Problem with the Problem Setter” (10092)

Problém je mozné formulovat jako problém hledani maximalniho toku
v siti:

kategorie problémy
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Hledani maximalniho toku v siti

Sit je orientovany graf G = (V/, E), kde je kazdé hran& (u,v) € E
pfitazena kapacita c(u,v) > 0. (Pro (u,v) € E je c(u,v) =0.)
V siti se vyskytuji dva specialni vrcholy: zdroj s a stok t.

Tok je funkce f : V x V — R splfiujici:
@ Pro vdechny u,v € V je f(u,v) < c(u,v).
@ Pro viechny u,v € V je f(u,v) = —f(v, u).
@ Proviechny uc V —{s,t} je > . f(u,v)=0.
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Hledani maximalniho toku v siti

Pro tok f definujeme velikost toku |f| jako

=) f(s,v)

vev

Vstup: Sit G.
Vystup: Tok f takovy, Ze |f| je maximalni.
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Hledani maximalniho t

O 12/12

28
<0

1/4

Q

11/14
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Hledani maximalniho toku v siti

Fordova-Fulkersonova metoda

FORDOVA-FULKERSONOVA-METODA(G, s, t)

1 inicializuj tok f na 0
2 while existuje zlepsujici cesta p
3 do zvys tok f podél cesty p
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Hledani maximalniho toku v siti

M&jme sit G a tok f.

Pro dvojici vrcholil u a v definujeme residualni kapacitu

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v)

Poznamka: Pokud v siti G neexistuje hrana (u, v) ani (v, u), pak je vZdy
cr(u,v) =0.

Pro sit G = (V, E) a tok f definujeme residudlni sit Gr = (V, Ef), kde

Ef ={(u,v) € Vx V|cr(u,v) >0}
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Hledani maximalniho toku v siti

0/10

11/14

Pro uvedenou sit a tok dostavdme nasledujici residudlni sit:

18. ¥ijna 2023 176 /303

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)



Hledani maximalniho toku v siti
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11/14
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Hledani maximalniho toku v siti

11/14

Pro uvedenou sit a tok dostavdme nasledujici residudlni sit:
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Hledani maximalniho toku v siti

Véta
Tok f je maximalni pravé kdyz v Gf neexistuje zlep3ujici cesta.

Pokud blize nespecifikujeme, jakym zplsobem hledame zlepSujici cesty, je
Casova sloZitost Fordovy-Fulkersonovy metody O(|E||f*|), kde f* je
maximalni tok nalezeny algoritmem.

Pokud pro hledani zlep3ujici cesty pouZijeme prohledavani do Sitky a
nalezneme tedy v kazdém kroku vzdy nejkratsi zlepSujici cestu z s do t,
bude ¢asova slozitost algoritmu O(|V||E|?).

Poznamka: Existuji i efektivn&jsi (ale komplikovan&jsi) algoritmy.
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Kombinatorické problémy
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Kombinatorické problémy

Vstup: Cisla m a n.

Vystup: Po&et riznych cest z bodu (0,0) do bodu (m, n), jestlize se
miZeme pohybovat jen doprava a nahoru.

S B N W A~ 00 O N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Vs

Kombinaéni &isla

Kombinaéni &islo udava, kolika zplsoby Ize vybrat k prvki z n prvkové

mnoziny:
ny n!
k) ki(n—k)!
Regeni predchoziho problému:
m-+n
n

P¥iklad: UvaZzujme vyraz vznikly rozndsobenim vyrazu (a + b)". Koeficient
u &lenu a¥b"* bude (7).
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Pro k > n plati
n
=0
(8

Pro vypolet lIze pouzit téZ nasledujici vztah:

()= ()
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Vs

Kombinaéni &isla

Pascaliiv trojuhelnik:

10|10 5 | 1
15(20(15| 6 | 1
21(35|35|21| 7 |1

~N o o0 A W N P O
I—‘I—‘I—‘I—‘HHHI—‘|O
N |[o|loa| s~ Ww|N|PFP

o

IS

[
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Vs

Kombinaéni &isla

Rychlejsi metoda vypoctu je zaloZena na ndsledujicim vztahu:

(kL):(Z)-Zl’I

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 183 /303



Problém , Complete Tree Labeling™ (10247)

Problém
Vstup: Cisla k, d takovd, e k - d < 21.

Vystup: Kolika zplisoby miizeme prifadit vrcholim k-arniho stromu
hloubky d &isla {1,2,...,n}, kde n je po&et vrchold stromu
tak, aby &islo pFifazené vrcholu bylo vZdy mensi nez &isla
pfirazend jeho potomkiim.

Q x
I
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Problém ,,Pairsumonious Numbers* (10202)

Pro danych n &isel a1, ap, ..., a, miZeme snadno spoditat pro viech
n(n —1)/2 dvojic a;, aj, kde i < j, soulty a; + a.

Problém

Vstup: Cislo na m = n(n—1)/2 &isel s1,s2,...,5m.
Vystup: Cisla a1, ap, ..., a, takova, Ze soucty jejich dvojic jsou
S1,52,---,Sm, pripadné informace, Ze feSeni neexistuje.

Poznamka: U daného s, vime, Ze s, = a; + a; pro n&jakd a; a aj, ale
nevime o kterd a; a a; se jedna.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 185 /303



Problém ,Queue” (10128)

Ve fronté stoji N lidi, pficemz kazdy je jinak vysoky.
Clovék vidi doleva jen pokud nalevo od n&j nestoji nékdo vy&i nez on a
doprava jen pokud napravo od né&j nestoji nékdo vy3si nez on.

Problém

Vstup: Cisla N, L, R.

Otazka: Kolika zpisoby lze frontu N lidi sefadit tak, aby pravé L lidi
vidélo doleva a pravé R lidi vidélo doprava?
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Problém ,Queue” (10128)

Ve fronté stoji N lidi, pficemz kazdy je jinak vysoky.
Clovék vidi doleva jen pokud nalevo od n&j nestoji nékdo vy&i nez on a
doprava jen pokud napravo od né&j nestoji nékdo vy3si nez on.

Problém

Vstup: Cisla N, L, R.

Otazka: Kolika zpisoby lze frontu N lidi sefadit tak, aby pravé L lidi
vidélo doleva a pravé R lidi vidélo doprava?

aln][lrl = aln =1/ = 1][r] +
aln—1][N[r-1] +
(n—2)-a[n—1][N[r]
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Problém ,,Polynomial Coefficients" (10105)

UvaZujme rozvoj polynomu (x3 + x2 + ... + xx)".

Problém

Vstup: Cisla n,k a ni, mo, ..., n, takovd, 2e 0 < n, k < 13 a
n+ny+ ...+ ng=n.

s . a N ny n ng
Vystup: Koeficient u €lenu x;'xp% - - - x. .
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UvaZujme rozvoj polynomu (x3 + x2 + ... + xx)".

Problém

Vstup: Cisla n,k a ni, mo, ..., n, takovd, 2e 0 < n, k < 13 a
n+ny+ ...+ ng=n.

s . a N ny n ng
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Problém ,War" (10158)

Tajny agent sleduje agenty dvou navzdjem znep¥atelenych stath, pficemz
ov8em nevi, kdo pat¥i ke které strané.

Z obcasnych schiizek dvojic agentl je schopen vypozorovat, kdy dand
dvojice pat¥i ke stejné stran& (jsou p¥atelé) a kdy k opatnym strandm
(jsou neptatelé).

Chceme vyhodnocovat vztahy mezi agenty.
UvaZujme posloupnost ndsledujicich operaci:
e setFriends(x,y) — zjistili jsme, Ze x a y pat¥i ke stejné stran&
o setEnemies(x, y) — zjistili jsme, Ze x a y patfi kazdy k jiné strang&
e areFriends(x, y) — dotaz, zda je jisté, Ze x a y pat¥i ke stejné strang&
°

areEnemies(x, y) — dotaz, zda je jisté, Ze x a y pat¥i kazdy k jiné
strané
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Problém ,War" (10158)

Operace setFriends a setEnemies musi byt ignorovany, jestliZze jsou
v rozporu s doposud ziskanymi informacemi, p¥icemZ musi byt vypsano
odpovidajici chybové hlaseni.

Operace areFriends a areEnemies musi vypsat odpovéd na danou otazku.

Relace , byt prateli”, oznaéend ~, a , byt nepfateli*, oznalena *, maji
ndsledujici vlastnosti:
@ ~ je ekvivalence:
o X~ X
o Pokud x ~ y, pak iy ~ x.
o Pokud x ~yay~z pakixn~ z.
@ * je symetricka a ireflexivni:
o Pokud x x y, pak y * x.
o Nikdy neplati x * x.
o Navic:
o Pokud x*y ayx*z pak x ~ z.
e Pokud x ~ y a yxz, pak x x z.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 189 /303



Problém ,War" (10158)

Vstup: Pocet agentl n a posloupnost operaci setFriends,
setEnemies, arefriends a areEnemies.

Vystup: Odpovidajici vystupy pro kaZdou z t&chto operaci.

Poznamka: Agenti jsou oznaceni &isly 0,1,...,n— 1.
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny

Chceme udrzovat informace o prvcich xi, xo, .

.., Xn, které jsou rozdéleny
do disjunktnich mnoZin 51, 5,, ..., 5.

Kazdd mnoZina ma jednoho reprezentanta.

Chceme provadét nasledujici operace:

e MAKE-SET(x) — vytvoFeni nové mnoZiny obsahujici pouze prvek x
(x nesmi byt prvkem Zadné jiz vytvofené mnoZziny).

e UNION(x, y) — sjednoceni mnoZin obsahujicich prvky x a y.

e FIND-SET(x) — nalezeni reprezentanta mnoziny obsahujici prvek x.
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny

Jednotlivé mnoZiny mohou byt reprezentovany jako stromy, pfi¢emz koten
stromu je reprezentantem dané mnoziny:

g @
PaN oy
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny

MAKE-SET(x)

1 pl[x] +x
2 rank[x] <0

FIND-SET(x)

1 if x # p[x]
2 then p[x] < FIND-SET(p[x])
3 return p[x]
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny

UNION(x, y)

1 v« FIND-SET(x)
2 w < FIND-SET(y)
3 if rank[v] > rank[w]

4 then p[w] < v

5 else plv] + w

6 if rank[v] = rank[w]
7

then rank[w] < rank[w] + 1
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Datova struktura pro disjunktni mnoZiny

Tvrzeni

Sekvence m operaci MAKE-SET, UNION a FIND-SET, z nichZ n operaci je
MAKE-SET, vyZaduje v nejhordim p¥ipad& ¢as O(ma(n)).

Poznamka: «(n) je extrémné pomalu rostouci funkce, kterd se pro

jakékoliv ,,rozumné" hodnoty n chové jako konstantni funkce (nap¥iklad
pro n < 10%0 je a(n) < 4).

PY¥esnd definice funkce a(n):  «(n) = min{k : Ax(1) > n}

Alj) = Jj+1 pokud k=0
=Y AU (Y pokud k> 1
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Teorie cCisel
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Zakladni pojmy

Cela tisla Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
P¥irozena ¢isla N={0,1,2,3,4,...}

Notace d | a oznaluje, Ze d déli a, coz znamend, Ze existuje n&jaké k € Z
takové, Ze a = kd.

Pokud d | a, ¥ikdme také, Ze a je nasobkem d.

Pokud d nedé&li a, piseme d 1 a.

Pokud d | a a d >0, ¥ikdme, Ze d je délitelem a.
Naptiklad délitelé &isla 24 jsou 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 a 24.

Kazdé &islo a je délitelné trivialnimi déliteli 1 a a.
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Prvodisla

Definice

Prvocislo je takové celé &islo a > 1, které je délitelné pouze trividlnimi
déliteli 1 a a.

Prvnich 20 prvocisel:

2,3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71

Celé ¢&islo a > 1, které neni prvotislem, se nazyva &islo slozené.

Poznamka: Cisla 0 a 1 nejsou ani prvoéisla ani &isla sloZena.
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Eratosthenovo sito

Eratosthenovo sito (Sieve of Eratosthenes) je algoritmus umoziiujici
pomérné rychle vygenerovat viechna , mald" prvolisla, p¥ipadné pro
»mald" slozena &isla najit jejich délitele:

void init_sieve() {
for (int i = 2; i < MAX; i++)
if (afi] = 0)
for (int j =i; j < MAX; j +=1)
alj] =i

Poznamka: Prvek a[i] obsahuje nejv&tsi prvotiselny délitel &isla .
Cislo i je prvotislo, pravé kdyz a[i] = i.
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Eratosthenovo sito

Pocet provedenych operaci pro pole velikosti n je mensi nez

LTRSS S I S R
n —_ _ _ — =n —_ _ — —
2 3 4 n 2 3 4 n

Pro libovolné n > 0 je n-té harmonické ¢islo H, definovano jako
H—1+1+1+1+ —l—l—il
"7 273 4 no =k

Pro libovolné H, plati: Inn+ 1< H,<Inn+1

Polet provedenych operaci je tedy maximaln& O(nlog n).
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Prvodislelnost a faktorizace

Problém prvociselnosti je problém zjistit, zda je dané x prvod&islem.

Problém faktorizace je problém najit pro dané x rozklad na prvodisla
(v zddadg stal&i umét najit n&jaky netriviadlni délitel).

Pro ,mald" x se daji oba problémy snadno Fesit:
Stali vyzkouset jako potencidlni dé&litele viechna &isla od 2 do |/x].
(MiZeme vynechat sudd &isla v&tsi nez 2.)

Pokud n je pocet bitli &isla x, provede tento algoritmus zhruba 27/2
operaci déleni.
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Prvodislelnost a faktorizace

Problém prvotiselnosti se dd fesit v ¢ase polynomidlnim vzhledem k n:

o Deterministicky algoritmus (se sloZitosti O(n'?*<)) byl nalezen teprve
v roce 2002 (Agrawal-Kayal-Saxena).
(Pozdgji se podafilo sloZitost o n&co sniZit.)

e Randomizované algoritmy byly zndmy d¥ive: Solovay-Strassen (1977),
Miller-Rabin (1978)

Pro problém faktorizace neni zndm polynomidini algoritmus.
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Problém , Factovisors* (10139)

Vstup: Cisla m, n (0 < m, n < 231).
Otazka: Déli m hodnotu n! ?

Poznamka: 0! =1, nl=n-(n—1)! pron >0
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Problém , Factovisors* (10139)

Vstup: Cisla m, n (0 < m, n < 231).
Otazka: Déli m hodnotu n! ?

Poznamka: 0! =1, nl=n-(n—1)! pron >0

Stadi vyuZzit nasledujici v&tu:

Véta (Legendre)

Pocet vyskytl prvodisla p v rozkladu &isla n! na prvodisla je

>

k>1
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Operace déleni a modulo

Pro libovolné celé &islo a a libovolné kladné celé &islo n existuje pravé jedno
celé &islo g a pravé jedno celé Cislo r takové, Ze 0 < r<naa=gqgn+r.

Hodnota g = |a/n| se nazyva podil.
Hodnota r = a mod n se nazyva zbytek po déleni.

7 %7

Zbytkova tfida modulo n obsahujici celé &islo a je
[aln ={a+ kn: k e Z}.

Na¥iklad [3]; = {...,—11,-4,3,10,17,...}.

Poznamka: TutéZ tfidu mizeme oznalit naptiklad téz [—4]; nebo [10]7.
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Zbytkové tFidy

Misto a € [b], piseme téZ a = b (mod n).

MnoZina vSech téchto t¥id je
Zn=A{[a]n:0<a<n}
Casto pigeme jen
Zn=1{0,1,...,n—1}

kde O reprezentuje [0],, 1 reprezentuje [1], atd.

Poznamka: Musime vSak mit stdle na paméti, Ze se jedna o zbytkové
t¥idy. Natiklad —1 jako prvek Z, reprezentuje [n — 1],, protoze

—1=n-1 (mod n)
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Modularni aritmetika

Neformalné se da Fict, Ze moduldrni aritmetika je stejnd jako aritmetika na
celych ¢&islech s tim rozdilem, Ze pracujeme modulo n:

e Pracujeme pouze s &isly {0,1,2,...,n—1}.

@ Pokud je vysledek n&jaké aritmetické operace x (v oboru celych &isel),
nahradime ho hodnotou (x mod n).

Napftiklad pokud pracujeme modulo 7:

5+4=2 3—4=6 3:-5=1 0-2=0
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Modularni aritmetika

ProtoZe plati, Ze pokud a = 4’ (mod n) a b= b" (mod n), pak

a+b = a+V (mod n)
ab = ab (mod n)

muZeme definovat na Z, s€itdni a nasobeni modulo n, ozna&ené +, a -,
jako
[a]n +n [b]ln = [a+b]s
[a]n -n [b]ln = [ab]n

Poznamka: Podobné muZeme zavést i od&itani.
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Umocrovani v moduldarni aritmetice

Problém
Vstup: P¥irozena Cisla a, b, n.

Vystup: Hodnota a® mod n.

2i _ 5i i g 2 — 444

VyuZijeme toho, Ze a
MODULAR-EXPONENTIATION(a, b, n)

1 d«1

2 (by,bk_1,...,bo) je bindrni reprezentace b
3 for i < k downto 0

4 do d < (d-d) mod n

5 if b=1

6 then d < (d-a) mod n

7 return d
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Umocrovani v moduldarni aritmetice

Alternativné miZeme postupovat zprava doleva:

int modular_exponentiation(int a, int b, int n) {
intd =1,
while (b > 0

return d;
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Umocrovani

Algoritmus pro umocriovani se da vyuZit pro rychlé nalezeni n-tého prvku

posloupnosti xp, x1, X2, . . ., kde mdme zaddny hodnoty ag, ai,...,ak_1 a
bo, b1, ey bk—ly a kde:

] a pro i < k
" | bk—1Xi—1+ brk—axj—2+ - -+ boxi—x Pproi >k

P¥iklad: Pro k =2, 290 =0, a1 =1, bp =1 a by = 1 dostavame
Fibonacciho posloupnost.
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Umocrovani

VSimnéme si, Ze

b1 bk b1 bo Xi—1 Xi

1 0 s 0 0 Xj—2 Xi—1

0 1 0 0 Xi—3 — Xj—2

0 0 1 0 Xi_k Xi—k+1

a tedy
n—k
bx—1 bk—2 b1 bo e Xn

1 0 0 0 Xk—2 Xn—1
0 1 0 0 Xk—3 — Xpn—2
0 0 1 0 X0 Xn—k+1
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Spoleé¢ni délitelé

Pokud d | a a d | b, pak d je spolecny délitel a a b.
Napftiklad spoleéni délitelé 24 a 30 jsou: 1, 2, 3, 6

Zd|aad|bvyplyvad|(a+b)ad|(a—b).
Obecné plati:

Pokud d | a a d | b, pak d | (ax + by) pro libovolné x,y € Z.

Pokud a | b, pak bud |a] < |b| nebo b =0,

Pokud a | ba b | a, pak a = +b.
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Nejvétsi spolecny délitel

Nejvétsi spoleény délitel (greatest common divisor) dvou celych &isel a a
b takovych, Ze alespoii jedno z nich neni 0, je nejvétsi &islo z mnoziny
spole¢nych déliteld a a b. Oznalujeme ho gcd(a, b).

Napt¥iklad: gcd(24,30) =6 ged(5,7) =1 gcd(0,9) =9

Pokud a # 0 a b # 0, pak gcd(a, b) je &islo mezi 1 a min(|al, |b|).
Definujeme gcd(0,0) = 0.

Nékteré jednoduché vlastnosti:

) = gcd(b,a)
) = gcd(—a,b)
ged(a, b) = ged(lal, |b])
)
)
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Eukleiddv algoritmus

EucLip(a, b)

1 ifb=0
2 then return a
3 else return EucLID(b, a mod b)

Poznamka: Z¥ejm& asi nejstarsi popsany algoritmus (zhruba 300 let
pred n.l.)

Ptiklad:
Eucrip(30,21) = EucLip(21,9) = EucLip(9, 3) = EucLID(3,0) = 3
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Eukleiddv algoritmus

Poznamka: S vyjikou prvniho volani vzdy plati a > b > 0. Pokud a < b,
zavold se EucLID(b, a), a pokud a = b, zavold se EucLID(b, 0).

Nerekurzivni implementace:

EucLID(a, b)

1 while b >0

2 do c + amod b
3 a<+ b

4 b+ c

5 vreturn a
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Eukleiddv algoritmus

Fibonacciho ¢isla: Fo =0, L =1, Ff=F,_1+ F;_> proi > 2
Posloupnost 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Fibonacciho ¢&isla souvisi s tzv. zlatym fezem ¢:

1+45 1-5
2

= —0.61803...
> 0.61803

= 1.61803... ¢=

o=

Indukci se da ukazat, Ze

¢ —df

V5
Vzhledem k tomu, %e |¢| < 1, je |¢/|/v/5 < 1/v/5 < 1/2, tak¥e F; je rovno
¢'/+/5 zaokrouhleno na nejbliz&i celé &islo. Fibonacciho &isla tedy rostou
exponencialné.

Fi =
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Eukleiddv algoritmus

Pokud a > b > 1 a EucLID(a, b) vykona k > 1 rekurzivnich voldni, pak
asz+23bZFk+1.

Duikaz: Indukci podle k.
Véta (Lamé)

Pro libovolné k > 1 plati, Zze pokud a > b >1a b < Fiyq, pak
EucLiD(a, b) provede méné& nez k rekurzivnich volani.

Navic miZzeme indukci podle k ukdzat, ze EUCLID(F41, Fx) provede
pravé k — 1 rekurzivnich volani.
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Eukleiddv algoritmus

Polet rekurzivnich voldni pro libovolné a, b, kde a > b, je O(log b).

Pokud oba operandy maji n bitdi, a predpokldddme, Ze Casova sloZitost
operace d&leni je O(n?), dostavdme celkovou &asovou sloZitost O(n3).

Podrobn&j&i analyzou se d4 ukazat, e celkova Casova sloZitost je O(n?).
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Rozsiteny Eukleidiiv algoritmus

Problém
Vstup: Nazdporna celd kladnd &isla a, b.

Vystup: Celd &isla d, x, y takova, Ze d = gcd(a, b) a d = ax + by

EXTENDED-EUCLID(a, b)

1 ifb=0

2 then return (a,1,0)

3 (d',x,y’) + EXTENDED-EUCLID(b, a mod b)
4 (daX7y)F(d,7yI>X/_ La/beI)

5 return (d,x,y)
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Rozsiteny Eukleidiiv algoritmus

e Pokud b = 0: Funkce vrati (a,1,0). Zjevné plati a = gcd(a,0) a
a=a-140-0.

@ Pokud b > 0: P¥edpoklddame, Z%e funkce vrati (d’, x’, y’) takové, Ze
d" = gcd(b,a mod b) a d’ = bx’ + (a mod b)y’.
Zjevn& je d = ged(a, b) = d’ = ged(b, a mod b).

Dosazenim za (a mod b) dostavdme
d = bx'+(a—|a/b]b)y’ = ay' + b(x' — |a/b]y’)

takze x =y ay =x'—|a/bly’.
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Rozsiteny Eukleidiiv algoritmus

Tvrzeni

Pokud a > 0 a b > 0, pak EXTENDED-EUCLID(a, b) vrati d, x, y takova,
Ze |x| < b/d a |y| < a/d.

Duikaz: Indukci podle poctu rekurzivnich volani.
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Modularni linedrni rovnice

Problém

Vstup: Celd ¢isla a, b, n, kde a > 0a n> 0.

Vystup: Vechna x takovd, Ze ax = b (mod n).

Poznamka: Reseni nemusi existovat nebo miiZe existovat jedno nebo vice
feSeni.

Protoze v Z, je (a) = {a®) : x > 0} = {ax mod n : x > 0}, Fedenf existuje
pravé kdyz b € (a).
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Modularni linedrni rovnice

Véta

Pro libovolna cela kladna &isla a a n plati v Z,, Ze

(a) = (d) ={0,d,2d,...,((n/d) —1)d}, kde d = gcd(a, n), a tedy
(a)| = n/d.

Diikaz: Plati d € (a), protoze EXTENDED-EUCLID(a, n) vrati x', y’
takovd, Ze ax’ + ny’ = d, takze ax’ = d (mod n).

Z d € (a) plyne, Ze (a) obsahuje {0,d,2d,...,((n/d) —1)d}, takZe
(d) C (a).

UkaZeme, Ze (a) C (d). Jestlize m € (a), pak m = ax mod n pro n&jaké x,
neboli m = ax + ny pro n&jaké y. Oviem z d | a a d | n plyne d | m, takze
m € (d).
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Modularni linedrni rovnice

Dusledek

Rovnice ax = b (mod n) ma YeSeni pravé kdyz ged(a, n) | b.

Dusledek

Pokud ma rovnice ax = b (mod n) YeSeni, pak ma d riznych ¥eseni
modulo n.

Dakaz: Sekvence ai mod n, kde i = 0,1,2,... je periodickad s periodou
ord(a) = [(a)| = n/d.

Jestlize b € (a), pak se b vyskytne v posloupnosti ai mod n, kde
i=0,1,2,...,n—1 pravé d krét.

(Indexy i, kde ai mod n = b jsou ¥e¥enimi.)

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 225 /303



Modularni linedrni rovnice

Tvrzeni

Pokud d = gcd(a, n), d = ax’ + ny’ a d | b, pak jedno z ¥eSeni rovnice
ax = b (mod n) je xo = x'(b/d) mod n.

Diikaz:
axg = ax/'(b/d) (mod n)
= d(b/d) (mod n) (protoze ax’ =d (mod n))
= b (mod n)
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Modularni linedrni rovnice

Tvrzeni

Pokud néjaké xg je YeSenim rovnice ax = b (mod n), pak x; = xo + i(n/d),
kde i=0,1,...,d — 1 a d = gcd(a, n), je d riznych ¥eSeni této rovnice.

Dikaz: Je zfejmé, Ze hodnoty i(n/d), a tedy i hodnoty x; jsou navzdjem

riizné modulo npro i =0,1,...,d — 1.
Navic plati
ax;modn = a(xp+i(n/d)) mod n
= (axp + ain/d) mod n
= axg mod n (protoze d | a)
= b

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 227 /303



Modularni linedrni rovnice

Algoritmus

MODULAR-LINEAR-EQUATION-SOLVER(a, b, n)
1 (d,x,y’) + EXTENDED-EUCLID(a, n)

2 ifd|b

3 then xo < x'(b/d) mod n

4 fori< O0Otod—1

5 do print (xo + i(n/d)) mod n
6 else print “no solutions”
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Modularni linedrni rovnice

Dusledek

Pokud gcd(a, n) = 1, pak ma rovnice ax = b (mod n) pravé jedno ¥edeni

modulo n.

Disledek
Pokud gcd(a, n) = 1, pak ma rovnice ax =1 (mod n) pravé jedno Feseni

YN s

modulo n, a v opaéném pfipadé nema Zadné Yeseni.

Poznamka: ReZeni rovnice ax = 1 (mod n) oznatujeme (a~! mod n).
MiZeme ho spocitat pomoci EXTENDED-EUCLID, protoZe
gcd(a, n) =1 = ax + ny znamend, ze ax =1 (mod n).
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Problém , Marbles* (10090)

Mdme n sklenének a chceme nakoupit krabice, do kterych je uloZime.
Krabice jsou dvou typi:

@ jeden typ stoji c; K& a vejde se do né&j ny sklenének,
o druhy typ stoji co K& a vejde se do néj ny sklenének.

Nakoupené krabice musi byt zcela zaplnény.

Problém

Vstup: P¥irozend &isla n, ny, na, 1, c» (vdechna mensi nez 231).
Vystup: Pocet krabic prvého a druhého typu, tak aby zaplacend
¢astka byla minimalni, p¥ipadné& odpovéd, Ze YeSeni
neexistuje.
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Vypocetni geometrie
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Vypocetni geometrie

Bod v roving (2-D) je zaddn dvojici soutadnic (x, y), bod v prostoru (3-D)
trojici soutadnic (x, y, z).

Dvojice bodl p; = (x1,y1,21) a p2 = (X2, y2, z2) tvoFi vektor p1p3, jehoz
soufadnice jsou (x,y,z), kde x =xp —x1, y =yo» —y1az =2 — 2.

Poznamka: Stu&néji zapisujeme p1ps = p> — p1.

P2

p1

Délka vektoru p = (x, y, z) je |p| = /X2 + y2 + z2.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023



Skaldrni soudin

Skalarni soutin a- b vektorli a = (ax,ay,a;) a b = (b, by, b;) je hodnota

a-b=axbs+ayb,+ab,

a

Plati a- b =a| - |b| - cos~y, z &hoZ plyne cos~y = ﬁ.

Vektory a a b jsou navzdjem kolmé pravé kdyz a- b = 0.

Plati a-a = a® = |a|°.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023



Skaldrni soudin

Pramét vektoru a do vektoru s

a-
las| = a-cosy = ——

5]

Plati
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Vektorovy soucin

Vektorovy soutin a x b vektorii a = (ax,ay,a;) a b= (bx, by, b,) je
vektor ¢ = (cy, ¢y, Cz), kde

¢ = ayb, —bya,
¢, = azbx— bsax
c; = axb, — bxay,
coz lze také zapsat jako
i j  k
axb=det| ax a, a;
by b, b,

kde i = (1,0,0), j = (0,1,0) a k = (0,0, 1).

Vektor ¢ je kolmy k vektoriim a i b, a plati |c| = |a| - |b]| - sin~.
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Vektorovy soucin

Specidln& v roving, tj. pokud a, =0a b, =0, platic, =0, ¢, =0 a

ax a
¢, = det X y>:axb — bya
< be b, y y

@ Pokud ¢, > 0, pak se b nachazi proti smé&ru hodinovych ruci¢ek od a.
@ Pokud ¢, < 0, pak se b nachazi ve sméru hodinovych rudi¢ek od a.
@ Pokud ¢, = 0, pak a a b sm&uji bud stejnym nebo opa&nym smérem.

A
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Vektorovy soucin

Pro dvojici po sobé& jdoucich vektorii popi a p1ps mizZeme snadno uréit,
zda druhy z nich zatd&i doleva nebo doprava:

Stali spotitat vektorovy soutin (p2 — po) X (p1 — po).

p2 9 P2

P1 P1

Po Po

Vypocet vzdalenosti d bodu py od p¥imky pgp1:

4 — [PoPt X pop3|
—_— T
| popi]
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Problém , Useless Tile Packers" (10065)

Balime né&jaké zboZi do obalu a chceme spoditat kolik procent tvofi
nevyuzity prostor.

obal —_ nevyuZity prostor

zbozi

Problém

Vstup: Sou¥adnice krajnich bodl zboZi.

Vystup: MnoZtvi nevyuZitého prostoru v procentech.
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Vypocet obsahu mnohouhelnika

X

Vstup: Sou¥adnice krajnich bodi mnohothelnika.

Vystup: Obsah mnohothelnika.
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Vypocet obsahu mnohouhelnika

y
(x2, y2)
(Xlayl)
x
S=(x— X1)y1 J2r)/2
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Vypocet obsahu mnohouhelnika

y
RENCRZ)
o)
x
+
S — (X2 . X1)y1 . Y2
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Vypocet obsahu mnohouhelnika

YA

x Y
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika
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Vypocet obsahu mnohouhelnika

Algoritmus pro vypolet obsahu mnohothelnika:
n — pocet bodi
x — pole x-ovych soufadnic bodl 1..n

y — pole y-ovych soufadnic bodii 1..n

POLYGON-AREA(n, x, y)

1 §«0

2 fori=1ton-—1

3 do S« S+ (x[i+ 1] — x[1]) - (y[]] + y[i +1])
4 S S+ (x[1] —x[n]) - (v[n] + y[1])

5 5§+ 5)/2

6 return S

Doba bé&hu algoritmu je v O(n).
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Konvexni obal

Konvexni obal (convex hull) dané mnoZiny bodi Q je nejmensi konvexni

mnohothelnik P takovy, Ze véechny body z Q le# bud na hranici P nebo
uvnitf P.

Vstup: MnoZina bodli P = {p1,p2,...,pn}-
Vystup: Konvexni obal mnoZiny bodl P.
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Konvexni obal

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 244 /303



Konvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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nvexni obal
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Konvexni obal
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Konvexni obal

GRAHAM-SCAN(Q)

1 necht po je bod s minimalni y-ovou soufadnici
(a s minimalni x-ovou sou¥adnici, jestlize existuje vic takovych bodi)

2 necht (p1,p2,...,pm) jsou zbyvajici body z Q sefazené ve sméru
hodinovych rudi¢ek podle thld, které sviraji vzhledem k bodu pg
(pokud vice bodii svird stejny dhel, odstranime viechny krom& toho,
ktery je od po nejvzdalengjsi)

3 PuUsH(S, po); PusH(S, p1); PUsH(S, p2)

4 fori<+3tom

5 do while thel tvofeny body NEXT-T0O-ToP(S), Topr(S) a p;
nezatadi doprava

6 do Por(S)

7 PusH(S, pi)

8 return S
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Konvexni obal

Doba b&hu algoritmu GRAHAM-SCAN(Q) je O(nlogn), kde n = |Q).

o Nalezeni bodu pg vyZzaduje €as O(n).
@ Setazeni bodi podle Ghli vyZaduje &as O(nlogn).
e Vyfazeni bodd, které sviraji stejny thel, vyzaduje &as O(n).

e Provedeni hlavni smy&ky vyZzaduje &as O(n).

Poznamka: Operace PUSH je provedena nejvyse n krét.
Operace POP je provedena nejvy3e tolikrat, kolikrat byla provedena
operace PUSH.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava) 18. ¥ijna 2023 246 /303



Problém ,,Chocolate Chip Cookies”

Vykrajujeme kulaté zdkusky o priméru 5cm z napeceného odelnikového
plechu.

Celd plocha, ze které vykrajujeme, je nepravidelné posypana kousky
Cokolady (jeden kousek je jeden bod). Chceme vykrojit takovy zdkusek, na
kterém bude co nejvice kouskd Cokolady.

Problém

Vstup: Sou¥adnice jednotlivych kouskil €okolady.

Vystup: Maximalni pocet kouskil ¢okolddy, které se mohou nachazet
na jednom zakusku.

Poznamka: Problém je moZné vytesit v ¢ase O(n?log n), kde n je potet
kouskl ¢okolady.
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Problém , Trees on My Island" (10088)

Chceme na ostrové vysazet stromy.
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Problém , Trees on My Island" (10088)

Ostrov je zadan jako mnohotihelnik, jehoZ vrcholy maji celo&iselné
soufadnice.

Poznamka: Stromy se nesmi nachdzet na hranicich mnohouhelnika.

Problém

Vstup: Sou¥adnice vrcholG mnohotihelnika, ktery popisuje tvar
ostrova.

Vystup: Pocet stromd, které se vejdou na ostrov.

Chceme algoritmus, jehoZ €asova sloZitost je O(nlog m), kde n je potet
vrchold mnohothelnika a m je maximalni hodnota soufadnic.
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Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

Problém

Vstup: MnoZina n bodi v roving.

vaves

Vystup: Vzdalenost dvou nejbliZzsich bodl z této mnoZiny.

Jednoduchy algoritmus, ktery vyzkousi v8echny dvojice bodil, ma ¢asovou
slozitost O(n?).

Existuje algoritmus s &asovou sloZitosti O(nlog n).

Tento algoritmus je rekurzivni a jeho vstupem je mnoZzina bodi P a
dvojice poli X a Y, kde:
@ X obsahuje body z mnoziny P sefazené podle x-ové soutadnice.

@ Y obsahuje body z mnoziny P sefazené podle y-ové soufadnice.
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Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

Pokud je |P| < 3, vyzkousi se viechny dvojice bodl z P.

Pokud je |P| > 3:
@ Najdeme svislou pt¥imku /, kterd rozdéli mnozinu P na dvojici
podmnozin P, a Pg, kde |P.| = [|P|/2] a |Pgr| = ||P|/2], pFitemz:
o P; obsahuje body lezZici nalevo od / (p¥ipadné na /).
o Pg obsahuje body leZici napravo od | (pfipadn& na /).
Odpovidajici zptsobem rozdélime pole X na X; a Xg,
apole YnaVY,aVYkg.

@ Zavolame proceduru rekurzivné nejprve s argumenty P, X, Y;, a pak
s argumenty Pgr, Xgr, Yr.
JesliZe tato dvé voldni vrati vysledky 6; a g, poloZime
0= min(éL, 5R)
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Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

@ Prozkoumdame body v pruhu $itky 20 kolem p¥imky /:

P, <= Pr

* PR

o
a |

o |l

Pokud je vzdalenost mezi body p; € P; a pr € Pgr mensi nez §, pak
se musi oba nachazet v n&jakém obdélniku velikosti ¢ x 26
vycentrovaném podél pfimky /.
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Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

@ Vytvorime pole Y’, obsahujici véechny body z Y nachdzejici se
v pruhu $itky 26 kolem /, sefazené podle y-ovych sou¥adnic.
@ Pro kazdy bod p z pole Y’ zkontrolujeme jeho vzdalenost

k nasledujicim 7 bodiim v tomto poli. Minimalni vzdalenost
udrzujeme v proménné ¢'.

@ Vritime hodnotu min(d, ).

Poznamka: Pokud Zadné body nekoinciduji, stadi provéfovat ndsledujicich
5 bodd.

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)

18. ¥ijna 2023 253 /303



Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

/

V kazdém z obou &tvercl velikosti & X d se mohou nachazet nanejvys
4 body (v rozich &tverce).

V nejhor3im p¥ipadé se tedy v obdelniku velikosti § x 20 nachdzi 8 bodii
(resp. 6 bodii, pokud Zddné body nekoinciduji).
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Problém , The Closest Pair Problem" (10245)

Algoritmus je tfeba implementovat tak, aby doba b&hu byla
T(n)=2T(n/2) + O(n).

Je tedy t¥eba zajistit, aby jedno rekurzivni volani vyZadovalo &as O(n), kde
n je velikost daného podproblému.

Asi nejslozitéjsi je rozdéleni pole Y na Y} a Yg:

1 length[Y.] < length[YR] < O

2 for i < 1 to length[Y]

3 do if Y[i] € P,

4 then length[Y] < length[Y,] + 1
5 Yi[length[Y(]] < Yi]

6 else length[YR] < length[Yg] + 1
7 Yr[length[YR]] < Y]
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Permutace
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Problém , Pixel Shuffle* (CEPC 2005)

UvaZujeme bitmapu velikosti n x n (kde n je sudé).

Mdme danu uritou transformaci ¢, kterd né&jaky zadanym zplisobem
prohodi pixely bitmapy (nap¥. oto&i bitmapu o 90° proti smé&ru hodinovych
rutitek).

A<V > A

Kolikrat musime transformaci ¢ zopakovat, abychom dostali plvodni
obrazek?
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Problém , Pixel Shuffle* (CEPC 2005)

Tranformace ¢ je zaddna posloupnosti nasledujicich kli¢ovych slov, ktera
popisuji elementarni transformace, ze kterych je transormace ¢ sloZena:

id -

rot —
sym —
bhsym —
bvsym —
div —

mix —

identita, bitmapu nezméni

otodi bitmapu o 90° stupfid prosti sméru hodinovych ruci¢ek
pFetodi bitmapu podél svislé osy

pretodi dolni polovinu bitmapy podél svislé osy

otod&i dolni polovinu bitmapy vzhiru nohama

fadky 0,2,...,n — 2 se stanou ¥adky 0,1,...,n/2 -1 a
fadky 1,3,...,n— 1 se stanou ¥adky n/2,n/2 +1,....,n—1
prolnuti v8ech dvojic ¥adkl k a k + 1: nejprve vytvofime
tadek délky 2n, pfi¢emz do néj st¥idavé zafazujeme pixely

z ¥adkl k a k + 1, a tento ¥adek pak v poloviné rozdélime na
vadky ka k+1
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Problém , Pixel Shuffle* (CEPC 2005)

Poznamka: Pokud je kli¢ové slovo ndsledovano znakem ‘—', oznaluje
transformaci inverzni k dané operaci (nap¥. rot— — otoZeni 0 90° ve sméru
hodinovych ruticek).

Problém

Vstup: Sudé &islo n (2 < n < 1024) a posloupnost klitovych slov
(max. 32) popisujici transformaci ¢.
Vystup: Minimdln{ &islo m > 0 takové, Ze pokud na bitmapu velikosti

n x n aplikujeme m-krat transformaci ¢, dostaneme ptvodnf{
bitmapu.
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Permutace

Permutace na mnozin€ M je libovolné bijektivni zobrazeni P : M — M.

Napt¥iklad na mnozing M = {1,2,3,4,5}:

P
1 1
b °
L4 2 ®:>
2] 2
3|5 3 ®:
4| 3
] 4 4
51 ®
5 @5

Poznamka: Budeme uvaZovat pouze permutace na kone¢nych mnoZinach.
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1 P ol
2 'Y
3 @3
4 | Y
5 @5

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)

1 Q o!
2 t Y
3 @3
4 o4
5 @5

Skladani permutacfi

Permutace je moZné skladat: R = P o Q, kde Vx : R(x) = Q(P(x))

1 R ol
2 @2
3 @3
4 X
5 @5

18. ¥ijna 2023



P
1 @1
2:><.2

3@——=@3

1@g——01

2 Y
3 @3

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)

1@Q—@1

2 ®:?

3:><.3
P

1 o

2:><.2

3@——— -@3

18. ¥ijna 2023

[

Q2

[

@2

@3

Skladani permutacfi

Skladani permutaci je asociativni, ale neni komutativni:
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Permutace

Y4

MnoZina vSech permutaci na dané mnoZiné M spolu s operaci skladani
permutaci tvoFi grupu.

Jednotkovym prvkem této grupy je identicka permutace / (Vx : I(x) = x):

/
11— -@1

2@——=@2
3@——=@3
1 @Q—@4

@ -@5

Zjevné pro libovolnou permutaci P plati Pol/ =10 P = P.
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Permutace

Inverznim prvkem k permutaci P je inverzni permutace P! takova, Ye
P~1(x) = y prav& kdyz P(y) = x:

1 P [ ! 1 P 0!
2 @:?2 2 @2
3 @3 3 @3
4 | X 4 L X
5 @5 5 @5
Zjevn& plati Po P =P lopP =1,
Také je zjevné, ze (ProPro---oP,) L =P o Pt oo Py L.
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Permutaci P na mnoZiné M lze znadzornit jako orientovany graf
G =(V,E), kde V=M, a kde (x,y) € E pravé kdyz f(x) = y.

P LR RERRE:]
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Permutace

FIND-CYCLES(P, n)

1 Cycles < 0
2 fori<1ton
3 do mark[i] <— FALSE

4 fori<1ton

5 do if not mark|i]
6 then C « ()
7 J—i
8 repeat mark|[j] < TRUE
9 C+ CU{j}
10 j < P[j]
11 until mark|j]
12 Cycles + Cycles U{C}

13 return Cycles
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Permutace

Pro danou permutaci P na mnoziné M je mozné najit v8echny jeji cykly
v &ase O(n), kde n = |M|.

Regen{ problému ,Pixel Shuffle":
Spotitat nejmensi spole¢ny nasobek délek viech cykli.
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Transpozice

Transpozice je permutace, kterd prohodi pravé dva n&jaké prvky x a y
(pFicemz x # y).

P¥iklad: Transpozice na mnozin& M = {1,2,3,4,5}, ktera prohodi prvky
2ab:

1@g—— @1

N LRI

3 @3
4 Y > 5
5 @5

Libovolnou permutaci P je mozné sloZit z transpozic.

Pro libovolnou transpozici T zjevn& plati T-1 = T.
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Trojcykly

Trojcyklus je permutace, kterd prohodi pravé t¥i néjaké prvky x, y a z
(pficemz x £y, x £z ay # z).

P¥iklad: Trojcyklus na mnozing M = {1,2,...,10}, ktery prohodi
prvky 3, 7 a O:

R R

1 2

3./_\9

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Problém , Algebra“ (CTU Open 2001)

Vstup: Cislo n a permutace &isel 1,2, ..., n, kde 3 < n < 1000000.

Otazka: Je moZné zadanou permutaci sloZit z posloupnosti trojcykli?
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Trojcykly a transpozice

Tvrzeni

Necht P je permutace na konené mnoziné M takové, ze |[M| > 3.
Permutaci P je moZné sloZit z trojcyklli pravé kdyZ je mozné slozit P ze
sudého poctu transpozic.

Dikaz: (=) Kazdy trojcyklus je moZzné nahradit dvojici transpozic:

‘ev ‘e ,
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Trojcykly a transpozice

(«=) KaZdou dvojici transpozic Ize nahradit 0, 1 nebo 2 trojcykly.

@ Dvojici transpozic, kde prvni z nich prohodi prvky a a b a druha také
a a b, Ize vypustit (nahradit 0 trojcykly).

@ Duvojici transpozic, kde prvni z nich prohodi prvky a a b a druha
prohodi prvky b a c, lze nahradit 1 trojcyklem:

.(5/. ) Q / ) @

@ Dvojici transpozic, kde prvni z nich prohodi prvky a a b a druha
prohodi prvky c a d, Ize nahradit 2 trojcykly:

e 3 Qo re—ar e Q
3 i ﬁ/z : I\

N Y c
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Sudé a liché permutace

Tvrzeni

Libovolnou permutaci P je mozné sloZit bud pouze ze sudého pottu
transpozic nebo pouze z lichého po&tu transpozic.

Permutace, které je mozné sloZit pouze ze sudého poltu transpozic, se
nazyvaji sudé permutace.

Permutace, které je mozné sloZit pouze z lichého pottu transpozic, se
nazyvaji liché permutace.

Dakaz tvrzeni:
UvaZujme libovolnou permutaci P a libovolnou transpozici T na néjaké
kone¢né mnoziné M:

o Jak se lisi potty cykld permutaci Pa Po T7?
o Jak se lisi pocty cykld sudé délky?
o Jak se lisi pocty cykli liché délky?
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Sudé a liché permutace

Pt¥edpokladejme, Ze transpozice T prohodi prvky a a b. Mohou nastat dva
pFipady:
@ Prvky a a b leZi v permutaci P kazdy na jiném cyklu:

[rae [ ZON 0T ) ore) |

@ Prvky a a b lezi v permutaci P na spole¢ném cyklu:

a @ orh) A @ ~@Pb)
fr—
P @ o> PFO@— @5
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Sudé a liché permutace

e Pokud prvky a a b neleZely na spole¢ném cyklu (G + G = C):

Gl |G| |€| AN AS AL
S S S -1 -1 o0
S L L -1 -1 0
L S L -1 -1 0
L L S -1 +1 -2

@ Pokud prvky a a b leZely na spoletném cyklu (C = G + G):

IC| |G| |Gl AN AS AL
S S S 41 +1 0
S L L 41 -1 +2
L S L +1 41 0
L L S +1 +1 0

Zdengk Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Sudé a liché permutace

Provedenim jedné transpozice se:

o celkovy pocet cyklli zméni o —1 nebo +1,
@ pocet cykld sudé délky zmé&ni o —1 nebo +1,
@ pocet cykld liché délky zm&ni o —2, 0 nebo +2.

Provedenim sudého poctu transpozic se celkovy polet cykll i poet cykli
sudé délky zméni o sudé &islo.
Provedenim lichého po&tu transpozic se celkovy pocet cykli i polet cykld
sudé délky zméni o liché &islo.

Sudost nebo lichost po&tu cykli liché délky se nikdy neméni.
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Sudé a liché permutace

UvaZzujme permutaci P nad mnoZinou M. Oznaéme n celkovy po&et cykli
v P.

Permutace P je suda prav& kdyzZ je hodnota |M| — n suda.
Permutace P je licha pravé kdyz je tato hodnota licha.

Permutace P je suda pravé kdyz obsahuje sudy pocet cykli sudé délky.
Permutace P je licha pravé kdyz obsahuje lichy podet cykli sudé délky.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Cilova pozice:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nahodna pozice:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nahodna pozice:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nahodna pozice:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nahodna pozice:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Vstup: Né&jakd ndhodna pozice.
Vystup: Co nejkratsi posloupnost tahl takovd, Ze po jejim provedeni
dostaneme cilouvou pozici, nebo informace, Ze feSeni

neexistuje.

Poznamka: Problém muZeme zobecnit na hlavolam velikosti m x n,
pfipadné& na hlavolam ve vice rozmérech (nap¥. tfirozmé&rny).

MaZeme také uvaZovat libovolnou poéateéni i cilovou pozici.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Pozorovani: Mezera se presouva v kazdém tahu bud z bilého pole na
&erné nebo z erného pole na bilé.

Po sudém poctu tahl tedy musi byt mezera na poli stejné barvy jako na
zatatku, a naopak po lichém poctu tahl na poli opaéné barvy.

MizZeme tedy snadno urit, zda ¥eSeni (pokud existuje) musi sestavat
z lichého nebo ze sudého poctu tahd.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Na jednotlivé pozice se miZeme divat jako na permutace:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Kazdy tah je transpozici.

V zdvislosti na tom, zda jsou permutace reprezentujici poc¢ate¢ni a cilovou
pozici sudé nebo liché, miZeme urdit, zda ¥eSeni musi sestavat z lichého
nebo sudého poctu tahi.

Mame dvé& kritéria, kterd urluji, zda polet tahl v ¥eSeni musi byt sudy
nebo lichy:

@ kritérium zaloZené na stfidani bilych a &ernych poli

@ kritérium zaloZené na sudosti a lichosti permutaci

Pokud jsou tato dvé kritéria v rozporu, ¥eSeni urité neexistuje.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

P¥iklad pozice, kterd nema ¥eseni:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Chceme ukdzat nasledujici tvrzeni:

Pokud obé kritéria nejsou v rozporu, pak feSeni existuje.

P¥edpokladejme, Ze mezera se v pocatedni i cilové pozici nachdzi na
tomtéz misté.

(Pokud ne, nejprve s ni z potateéni pozice najedeme na misto, kde se ma
nachdazet v cilové pozici.)

Zjevné stadi ukdzat, Ze kazdy trojcyklus, ktery neméni pozici mezery, Ize
realizovat néjakou posloupnosti tah.

Regeni (ne nutn& optimalni) Ize pak slozit z jednotlivych trojcykli.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nejprve ukdZzeme, Ze alespoii jeden né&jaky trojcyklus je mozné realizovat
néjakou posloupnosti tahd:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nejprve ukdZzeme, Ze alespoii jeden né&jaky trojcyklus je mozné realizovat
néjakou posloupnosti tahd:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nejprve ukdZzeme, Ze alespoii jeden né&jaky trojcyklus je mozné realizovat
néjakou posloupnosti tahd:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nejprve ukdZzeme, Ze alespoii jeden né&jaky trojcyklus je mozné realizovat
néjakou posloupnosti tahd:

B
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nejprve ukdZzeme, Ze alespoii jeden né&jaky trojcyklus je mozné realizovat
néjakou posloupnosti tahd:
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nyni ukaZeme, jak realizovat libovolny trojcyklus:

@ Nejprve néjakou posloupnosti tahii P pfemistime A, B a C na mista,
na kterych uZ trojcyklus realizovat umime ...
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nyni ukaZeme, jak realizovat libovolny trojcyklus:

@ Posloupnosti tahl T realizujeme trojcyklus . ..
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nyni ukaZeme, jak realizovat libovolny trojcyklus:

@ Posloupnosti P~1 (tj. posloupnosti P ,pozpatku") vratime vée
(krom& A, B a C) na pivodni misto . ..
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Nyni ukaZeme, jak realizovat libovolny trojcyklus:

@ ...a jsme hotovi.
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Problém ,,15-Puzzle Problem" (10181)

Pro nalezeni nejkrat$iho ¥eSeni |ze pouZit napfiklad rekurzivni algoritmus,
ovSem jen pro hlavolamy malé velikosti, napfiklad 4 x 4.

Je moZné pouZit pruning zaloZeny na nasledujicim pozorovani:
Kazdé pozici P p¥itad me hodnotu D(P) definovanou jako
D(P)=) di(P)
ieM

kde M je mnoZina v3ech kostek, a d;(P) je vzdélenost kostky i
v permutaci P do mista, kam / patfi v cilové permutaci C:

di(P) = [xi(P) = xi(C)| + |yi(P) — yi(C)

Pozorovani: Abychom se z P dostali do C, je zjevné tfeba provést alespofi
D(P) tahd.
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vl

Hra , Kotka a mys

@ Hraje se na hraci ploSe reprezentované orientovanym grafem
G = (V,E), kde jeden z vrcholii je oznaten jako mysi dira.

o Jeden hra¢ hraje s figurkou ptedstavujici ko¢ku a druhy s figurkou
predstavujici mys.

o Na za&dtku se figurky nachazi kazda na né&jakém vrcholu grafu G.

@ Hréci se st¥idaji v tazich. V jednom tahu musi hra¢ pfesunout svou
figurku nachazejici se na vrcholu u na néktery vrchol v takovy, Ze
(u,v) € E.

e Mys3 vyhraje, pokud se ji podafi dosdhnout my3i diry. (Kotka nesmi
do my3i diry vstupovat.)

o Kocka vyhraje, pokud se ji poda¥i dosdhnout situace, Ze se koc¢ka i
my$ nachdzi na stejném vrcholu.

@ Pokud se b&hem hry néjaka situace zopakuje, pfiéemzZ na tahu je
tentyZz hra¢, vysledkem je remiza.
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vl

Hra , Kotka a mys

Poznamka: Pfedpokladdme, Ze kaZdy vrchol kromé& mysi diry ma alespofi
jednoho naslednika.

Problém
Vstup: Graf G = (V/, E), vrchol vg4 € V, kde se nachdzi my3i dira,
vrcholy vi a v, na kterych se nachazi figurky ko¢ky a mysi,
a informace, ktery hra¢ je momentalné na tahu.

Otazka: Ktery hra¢ ma v dané situaci vitéznou strategii?

Poznamka: Mozné odpovédi jsou mys, koc¢ka a Zadny.
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Hry

UvaZujme hry, jako jsou napf¥iklad 3achy, ddma, NIM (odebirani zapalek),
piskvorky nebo d¥ive uvedend hra s kockou a mysi, kde:

@ hraji proti sobé dva hradi, ktefi se st¥idaji v tazich,

@ nehraje zde Zadnou roli ndhoda,

@ oba hrac¢i maji dplné informace o aktudlni situaci ve hte,

o jediné zmény ve hte jsou ty, které provedou hradi p¥i provadéni tahi,

@ né&které situace jsou koncové a je v nich uréeno, ktery z hraci vyhral
(p¥ipadng, zda nastala remiza), p¥itemz nelze vyhrét jinak nez
dosazenim takovéto koncové situace.
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Hry

Na kazdou takovouto hru se miZeme divat jako na Ctvefici
A = (G, player, F, win), kde:
e G = (V,E) je orientovany graf, kde V je mnoZina viechn moznych
situaci ve h¥e, a kde (u, v) € E pravé kdyZ se situace u je moZny tah
do situace v.
e Funkce player : V. — {I, I’} urtuje, ktery hra& je v dané situaci na
tahu.
@ F C V je mnozina koncovych situaci.
e Funkce win: F — {I, 11} urluje, ktery hraZ v dané koncové situaci
vyhral.

Poznamka: Ctvefice A se nékdy nazyva aréna.
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Hry

Hra (game) je dvojice (A, vs), kde A = (G, player, F, win) je aréna a
vs € V je pocdteni situace.

Pt¥edpokladejme, Ze vy, vi, ..., vk je dosavadni priibéh hry, tj. plati pro néj
vo = vs, déle (vj, vj11) € E pro v8echna 0 </ < k, a také v; ¢ F, pokud
i< k.

Strategie hrae I je funkce, kterda kazdému takovému dosavadnimu
prab&hu hry, pro ktery plati player(vx) = | a vx & F p¥ifazuje n&jaké v € V
takové, Ze (v, v) € E (tj. tah, ktery ma hra¢ | v dané situaci provést).

U daného typu her se miiZeme omezit na strategie nezdvisejici na historii,
tj. na strategie, kde zvoleny tah zavisi pouze na vy.

Strategii hrate p, kde p € {/, I}, budeme rozumét funkci f : V, — V, kde
Vo ={v e V|player(v) =p, v &F}.
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Hry

Strategie hrae p je vitézna (vyhravajici) pokud hrd€ p p¥i pouZiti této
strategie vZdy vyhraje, bez ohledu na to, jak hraje jeho protihrac.

Definujme mnoZinu W, C V jako mnoZinu v8ech vrchold v, kde hra¢ | ma
vyhravajici strategii ve hte (A, v). (Podobn& definujeme i W),.)

Poznamka: Zjevn& plati W, N W), = (.

Problém

Vstup: Aréna A = (G, player, F, win).
Vystup: MnoZina W;.
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Hry

Ozna&me W; mnoZinu vrcholi, ve kterych ma hra& | strategii, kterd mu
zaruduje, Ze vyhraje do i tahi.

Zjevné plati Wo = {v € F | win(v) = I},
Diéle je zjevné, Ze W C W1 C WL C - - -,

Pokud ma kazdy vrchol z V jen konetny polet nésledniki (a specidlng,
pokud je mnoZina V konetnd), plati

W= Jw
i>0
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Hry

Pro libovolny vrchol u € W;, kde i > 0, musi platit:
e Pokud player(u) = I, pak existuje alespoii jeden vrchol v € Succ(u)
takovy, Ze v € W, pro né€jaké j < i.
o Pokud player(u) = Il, pak pro kazdy vrchol v € Succ(u) plati, Ze
v € W, pro n&jaké j < i.

Poznamka: Succ(u) oznauje mnoZinu nasledniki vrcholu u,
tj. Succ(u) ={ve V| (u,v) € E}.

VyZe popsané vztahy ndm davaji ndvod jak mnozinu W, (a p¥ipadné
odpovidajici vyhravajici strategii) spocitat.
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Hry

MnoZinu W, je moZné spotitat v &ase O(|V| + |E|):

WINNING-SET(G, player, F, win)

for each vertex u € V[G]

do count[u] «+ |Succ(u)|
Q0
W« 0

for each vertex u € F such that win(u) =/
do W « WU {u}
ENQUEUE(Q, u)

~NOoO ok~ W N

Poznamka: Succ(u) a Pred(u) ozna&uji mnoZiny nasledniki a predchidci
vrcholu v v grafu G.
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Hry

... Doc-Start

8 while Q #0

9 do v <~ DEQUEUE(Q)
10 for each u € Pred(v)
11 do if player[u] = |
12 thenif ug W
13 then W < W U {u}
14 ENQUEUE(Q, v)
15 else > Tj. player[u] = Il
16 count[u] < count[u] — 1
17 if count[u] =0
18 then W + W U {u}
19 ENQUEUE(Q, u)
20 return W
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Problém ,, A Multiplication Game" (847)

Dva hraci hraji nasledujici hru:

Nejprve zvoli (ndhodng&) n&jaké celé &islo n v&tsi nez 1.

Hra zadind hodnotou p = 1. Hradi se st¥idaji v tazich. Jeden tah vypada
tak, Ze hra¢g, ktery je momentdlné na tahu, vynasobi &islo p néjakym celym
&islem v intervalu 2 az 9 (v&etné&).

Vyhrava hra, ktery jako prvni dosahne hodnoty p takové, Zze p > n.

Vstup: Cislo n (kde 1 < n < 232).
Otdzka: Ktery z hrd¢d ma v této h¥e vyhravajici strategii?
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Problém ,, A Multiplication Game" (847)

esent:

charx solve(unsigned int n)

{
while (1) {

n=(n+38)/09;
if (n <= 1) return " Prvni";
n=(n+1)/2

if (n <= 1) return " Druhy";
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Problém ,, A Multiplication Game" (847)

Diikaz korektnosti je jednoduchy.

Jediny problematicky p¥ipad je, kdyZ vime, Ze na intervalu [x/2],...,x—1
prohrava hrag, ktery je pravé na tahu, a chceme ukazat, Ze na intervalu
[[x/2]/9],...,[x/2] — 1 vyhrdva hra¥, ktery je pravé na tahu.

Stati ukazat, Ze pro kazdé y z intervalu [[x/2]/9],...,[x/2] — 1 existuje
n&jaké k € {2,3,...,9} takové, Ze [x/2] <y -k < x.

Pokud by tomu tak nebylo, muselo by existovat né&jaké celé &islo k > 1
takové, Ze y - k < [x/2] a soufasn& x <y - (k +1).

Zy-k<|[x/2] plyne y - k < x/2, neboli 2yk < x.

ProtoZe 2yk < x <y - (k 4+ 1), musi platit 2k < k 4+ 1, neboli k < 1, coz
je spor.
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Problém ,Stone Game" (10165)

Dva hréci hraji hru:
o Na zadatku maji N hromadek kamend, které obsahuji Py, P», ..., Py
kamend.
@ Hrég, ktery je na tahu, zvoli libovolnou hroméddku a z ni odebere
libovolny (ale nenulovy) polet kameni.
@ Hradi se v tazich stfidaji.

o Vyhravd hrdg, ktery odebere posleni kimen (resp. kameny).

Vstup: Polet hromadek N a polty kamenl Py, P>, ..., Py.

Otdzka: M3 hrag, ktery tdhne jako prvni, vyhravajici strategii?
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Problém ,Stone Game" (10165)

Poznamka: Hra je zndma pod ndazvem NIM.

Uloha ma prekvapivé jednoduché Feseni:

Hrag, ktery je pravé na tahu, ma vyhravajici strategii, pravé kdyz

P1 xor P, xor --- xor Py # 0
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