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4. Rozhodovani za rizika a pri vice kriteriich

Az dosud jsme se zabyvali vyhradné hrami s uplnou informaci. V této kapitole se budeme strucné
zabyvat dvéma typy rozhodovacich situaci s neuplnou informaci:

e rozhodovani za situace, kdy vysledek zavisi nejenom na volbé raciondlniho rozhodovatele, ale i na
okolnostech, které jsou rozhodovateli znamé jen castecné (a nebo viibec ne),

e rozhodovani za situace, kdy usilujeme o dosazeni nékolika cilti soucasné, pricemz tyto cile jsou obtizné
kvantifikovatelné, obtizné porovnatelné a ¢asto i protichiidné.

Prvy typ rozhodovaci situace budeme modelovat pomoci specialniho typu hry dvou hraci: jednoho
motivovaného (a racionalniho) rozhodovatele a a druhého nemotivovaného (indiferentniho) hrace, kterému na
vysledku hry nezalezi. Hry tohoto druhu se vétSinou oznacuji jako hry proti prirodé.

U druhého typu rozhodovacich situaci jde o nalezeni preferen¢niho systému nebo uzitkové funkce pro
rozhodovatele, ktery hleda optimalni kompromis pfi sledovani celého komplexu cilii. Zavedeni preferen¢niho
systému nebo uzitkové funkce na mnoziné vysledkt rozhodovaci situace je nezbytné pro to, aby rozhodovatel
mohl jednat jako raciondlni subjekt v slozitéjSich rozhodovacich situacich (napf. jako racionalni hrac¢ ve hrach
riznych druhu).

4.1. Hry proti prirodé

Definice 4.1.1:
(Koneéna) hra proti prirodé je specidlnim pripadem hry v normalnim tvaru (viz def. 1.1.2)
<L{A;iel},{H;: iel}>,
kde I={1,2}, A;=X ={x,Xp,...x,,}, Ap=Y ={y[,¥2,-.s¥}> H1=H=(hij) je matice typu mxn a matice H, neni
definovana. Hrac¢ 1 je motivovany raciondlni hra¢ s mnozinou strategii (voleb) X a vyplatni matici H, hrac 2 je
indiferentni hra¢ (“pfiroda”) s mnozinou strategii Y (“stavy” pfirody) a bez vyplat.

Jestlize pfiroda “voli” své stavy v souladu se znamym pravdépodobnostnim rozdélenim
q =(Qp‘]2,~-~,qn)a Z Qj=1, qu17
kde qj=Prob(y=yj), pak rozhodovani 1. hrace nazyvame rozhodovdnim za rizika a jestlize takové rozdéleni
neexistuje a nebo neni o ném nic zndmo, pak rozhodovéni 1. hrace nazyvame rozhodovdnim za neurcitosti.

Poznamky 4.1.1:

1. Uloha rozhodovéni za rizika je pIné zadédna matici H a vektorem g, tloha rozhodovani za
neurcitosti je plné popsana matici H.

2. Reseni hry proti proti pfirodé miizeme vzdy zjednodusit (a to jak pii rozhodovéni za rizika, tak pfi
rozhodovani za neurcitosti) vylou¢enim dominovanych strategii 1.hrace, pokud tyto existuji.
Piipomerime, Ze strategie x;€ X je dominovdna strategii x, X , jestlize plati

(%)) [hy < Iyl

3. Kazda volba rozhodovatele predstavuje loterii na mnoziné vysledkt Y a v odpovidajicim fadku
matice H jsou uvedeny vyhry pfislusejici rtiznym vysledkiim z Y (a nebo i prohry pfi zapornych
hodnotéch prvku v fadku). Pfi rozhodovani za rizika nebo neurcitosti jde o to zvolit z mnoziny
loterii X nabizenych danou hrou tu nejlepsi.

Rozhodovani za rizika

Normativni feSeni této ulohy je velmi jednoduché: za optimalni volbu rozhodovatele povazujeme tu
volbu (tj. strategii neboli odpovidajici fadek matice H), kterd maximalizuje stfedni (o¢ekavanou) hodnotu
vyplaty. Radek i*, odpovidajici optimélni strategii, spliuje podminku

max;{ 2y 45} = 2 b
neboli, stru¢néji zapsano,



Markl: Rozhodovadni za rizika a pri vice kriteriich /TEH_4_2006/ Strana 2

i* = arg max; 2 hy; q; -

Priklad 4.1.1 (sizky):

Rozhodnéte, ktera ze dvou sazek (loterii), definovanych vyplatni matici v silné zaramované ¢asti tabulk
y 4.1.1, je pro sazejiciho vyhodnéjsi.

prohra vyhra stfedni
mald prostredni velka hodnota
Po=0.9 p;=0.09 p,=0.009 p5=0.001 vyhry
sazka A -10 50 200 1000 -1.7
sazka B -10 10 200 5000 -1.3
obecna saz. Vo=-C v vy V3 zi DYy
Tab. 4.1.1

Prohru chépejme jako zapornou vyhru jejiz velikost je rovna cené sdzenky c, tj. vy=-c. Potom
ocekavana (stfedni) hodnota vyhry je
2 DiVi = PoVo *+ P1-V] + PaVy *P3.V3 .-
Vysledky vypoctu pro varianty A, B jsou uvedeny v poslednim sloupci tabulky. Vétsi stfedni hodnotu vyhry
(mensi stfedni hodnotu prohry) ma varianta B, obé varianty jsou vSak pro sazkafe ve stfedni hodnoté ztratové.
Raciondlni rozhodovatel fidici se kriteriem stfedni hodnoty - mtze-li - odmitne obé varianty sazky, musi-li vS§ak
sazet, pak voli variantu B.

Priklad 4.1.2 (vystupni kontrola):
Vyrobce ma rozhodnout mezi dvéma alternativami:
a) neprovadét vystupni kontrolu vyrobku (vadné vyrobky odhaluje az zékaznik a jejich oprava se fesi
v reklamacénim fizeni),
b) pred expedici vyrobku provadét vystupni kontrolu (vyrobky se zjisténymi vadami se opravuji a pak teprve
zafazuji do expedice).
Jsou znamy hodnoty nasledujicich parametrt (vSechny parametry maji kladnou hodnotu):
.. podil vadnych vyrobku z celkové produkce (100.q ... procento vadnych vyrobki),
.. zisk za jeden prodany dobry vyrobek,
.. primérné ndklady spojené s provedenim jedné zarucni opravy,
.. primérné naklady spojené s vystupni kontrolou jednoho vyrobku,
.. prumérné naklady spojené s opravou jednoho vadného vyrobku pied expedici, 6 < f3.

=R ™R

Rozhodovaci problém vyrobce 1ze formulovat jako problém nalezeni feSeni hry proti piirodé s vyplatni
matici H a vektorem p=(1-g, ) zadanymi v tu¢né zaramovanych ¢astech nasledujici tabulky 4.1.1.

dobry vyrobek vadny vyrobek stfedni zisk na jeden
1-q q vyrobeny vyrobek
bez vystupni kontroly a o a-B K, =(-¢).a + q.(o-p)
s vystupni kontrolou b o -y a-y-9 Ky, =1-q).(a-y) +q.(a-v-9)
Tab. 4.1.2

Je zfejmé, Ze vyrobci se nevyplati provadét vystupni kontrolu jestlize K, > K} a vystupni kontrola se m
u vyplati jestlize K, < K. Dosadime-li do posledniho vztahu z tab. 4.1.2 dostavdme
(I-g).a + g.(a-B) < (1-g).(a-7) +g.(a-7-9)
a po upravach
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q.(B-8) > y.
Vzhledem k tomu, zZe -8 > 0, miizeme podminku efektivnosti vystupni kontroly zapsat v ndzornéjsim tvaru

q > v/(B-0).
Vsimnéme si, ze v podmince ekonomické efektivnosti vystupni kontroly nevystupuje veli¢ina o, tj. rozhodnuti
o zavedeni vystupni kontroly nezavisi na vysi zisku za prodany vyrobek.

Poznamky 4.1.2:

1. O raciondlnim rozhodovateli predpokladame, Ze se fidi kriteriem maximalizace stfedni hodnoty
uzitkové (vyplatni) funkce, tj. ze vSech alternativ, které ma k dispozici voli tu, pfi které
ocekavana (stfedni) hodnota vyplaty (zisku) je nejvyssi. V mnoha pripadech se vsak lidé timto
principem nefidi a to jak z dGvodu iracionalnich (napf. sézeni na nahodu v sazkovych kancelarich
presto, ze stredni hodnota vyhry je vzdy zapornd), tak i zdavodu racionalnich (napt. pojisténi
ruznych druhti - pfesto, Ze ve stfedni hodnoté je kazdé pojisténi prodélecné).

2.  Deskriptivni teorie rozhodovani se snazi nalézt a zdivodnit kriteria jimiz se 1idé, rozhodujici
se v rizikovych situacich, skutecné fidi. Timto problémem se poprvé zabyval N. a D.Bernoulliovi
v prvé poloviné 18. stoleti v dobé jejich pobytu v Petrohradé. N. Bernoulli formuloval priklad
rozhodovaci situace v niZ se lidé evidentné nefidi principem stfedni hodnoty (tento pfiklad vesel
do literatury jako tzv. Petrohradsky paradox) a a D.Bernoulli navrhl teorii, ktera jejich chovani
vysvétluje - viz nasledujici pfiklad 4.1.3.

Priklad 4.1.3 (St. Petersburg Paradox):
Zadani hry (rozhodovacti situace):

Hra spociva v tom, Ze hra¢ opakované vrha minci tak dlouho dokud poprvé nepadne “hlava” (=lic
mince). JestliZze se “hlava” poprvé objevi v n-tém hodu, pak hra¢ vyhrava 2 (rubli) a hra kongi.
Rozhodovatel musi volit jednu z nasledujicich moznosti:

a) Hrat vySe popsanou hru.
b) Vzdat se hrani popsané hry s tim, Ze za vzdani se prava hrat tuto hru dostane vyplacenu
jakoukoliv jim pozadovanou ¢astku (konecnou) .
Otazky zni:
1. Jakou z alternativ a), b) voli realni rozhodovatelé?
2. Jaka je cena prava zahrat si jednu partii vyse popsané hry? Kolik jsou ochotni realni
rozhodovatelé zaplatit za moznost hrat jednu partii této hry?

Reseni hry redinymi rozhodovateli:

Empirické vyzkumy ukazuji, Ze realni rozhodovatelé voli vzdy alternativu b) a za jednu partii jsou
ochotni zaplatit ¢astku v rozmezi 2 - 40 (rubli).

Realni rozhodovatelé jednaji v rozporu s kriteriem stredni hodnoty a tedy z pohledu klasické teorie
iracionalné. Stfedni hodnota vyhry popsané hry je totiz

(1/2)-2 + (1/4).2% + (1/8).23 + ... = zi=1“w (1/2)i2f =1+1+1+...=
a tedy zadna jakkoliv vysoka konecnd castka nemuze prevysit nekonec¢nou ocekavanou hodnotu. Z pohledu
stfedni hodnoty je tedy rozumné volit alternativu a) a hru hrat. Teoreticky spravedliva cena hry je oo, ale zadny
rozhodovatel z realného svéta nebude chtit (a ani nemize) tuto cenu zaplatit.

Teoretické vysvetleni (D.Bernoulli):

D.Bernoulli pfisel s nasledujicimi dvémi revolu¢nimi idejemi:

(i) Uzitkova funkce u, kterou ve skutecnosti uzivaji lidé pii praktickém rozhodovani, nezavisi na
bohatstvi w (vyjadfeném napf. penézni ¢astkou) linedrné; tato funkce je sice rostouci, ale rychlost
jejiho rastu postupné klesa (diminishing marginal utility). Vyjadfeno matematicky, pro derivace
funkce u(w) plati:

u’(w)>0, u’’(w)<0.
Dale predpokladdme #(0)=0, lim,,_, , u(w) < 0.
(i) Lidé (realni rozhodovatelé) vyhodnocuji riskantni (ndhodné) vysledky nikoliv podle ocekdvané
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sttedni hodnoty, ale podle uzitkové funkce s vlastnostmi podle bodu (i).
S uzitim Bernoulliho uzitkové funkce je cena vyse popsané hry

(1/2)-2 + (1/4).u(2?) + (1/8).u(23) + ... = ZHNOO (1/2)Lul) =...<o

konecna, diky stale se zmensujicimu prirdstku uzitku s linedrné rostouci financni ¢astkou.

Konkrétni tvar uzitkové funkce odvodil D.Bernoulli z predpokladu, ze prirustek uzitku Au(w), pripadaji
ci na prirastek penéz Aw, je nepfimo umérny ¢astce w, tj.

Au(w)[Aw = a/w, a>0.
Limitnim pfechodem Aw —0 ziskavame diferencidlni rovnici u’(w) = a/w. Jejim feSenim dostdvame uzitkovou
funkci ve tvaru
u(w) =alnw) +c .

Pro integra¢ni konstantu plati u(1)=c, ¢ili integracni konstanta ma vyznam hodnoty uzitku z jednotkové financni
¢astky. Definujeme-1i u(1)=1, pak je také c=1. Konstanta a muze byt pro rizné rozhodovatele a rizné
rozhodovaci situace riznd. Pfedpokladdme-li navic a=1, pak u(w)=In(w)+1 a u(e)=In(e)+1=2, coz znamen4, ze
uzitek z financ¢ni castky e = 2.718 je roven 2.

S pouzitim odvozeného tvaru uzitkové funkce dostavame pro stfedni hodnotu Bernoulliho uzitku vyse
uvazované hry

zi=1“w (1/2)0u) =2,  (1/2).(@In2i+c) =...=2aln2 +c.
Volime-li specidlné c=1 (uzitek z jednotkové céstky je roven 1) a a=1 (uzitek z castky e = 2.718 je roven 2),
pak stfedni hodnota Bernoulliho uzitku hry je

it oo (1/2)L(020+1) = ... =2.In2 + 1 = 2.386.
Podle Bernoulliho teorie je spravedlivéa cena, pro ziskani moznosti zahrat si jednu partii uvazované hry, ¢astka w
pro kterou plati u(w)=In(w)+1 = 2.1n2 + 1 = 2.386. Odtud plyne podminka In(w) = 2.In2 a odtud dale w=4.

Rozhodovadni za neurditosti

Rozhodovani za neurcitosti je podstatné obtiznéjsi nez rozhodovani za rizika. Neexistuje zde zadné
exaktné zduvodnitelné rozhodovaci kriterium. K dispozici je nekolik kriterii (definic optimality) mezi kterymi
vybirame podle intuice a s ohledem na konkrétni obsah rozhodovaci ulohy (napi. podle miry zdvaznosti
dusledku nespravného rozhodnuti).

1. Leibniz - Bernoulliho kriterium:

Toto kriterium vychdzi z principu nedostate¢né evidence: kdyz nezname nic o
pravdépodobnostech stavu piirody, pak neni zadny divod predpokladat, ze néktery stav je vice
pravdépodobny nez jiny. Predpokladame tedy, ze vSechny stavy jsou stejné pravdépodobné.

i* = arg max; 2 by; . 1/n = arg max; (1/nX; hy) = arg 1/n.(max; 2; )= arg max; X, hy; .
2. Maximinové (pesimistické) kriterium:
Rozhodovatel voli takovou strategii pri které minimum vyplaty vzhledem k stavim pfirody je
maximalni. Rozhodovatel tedy pfedpokladd, ze pfiroda se bude “snazit” jej co nejvice poskodit.
Toto kriterium vyhovuje pesimisticky zalozenému rozhodovateli.

i* = arg max; min; f;;.

3. Maximaxové (optimistické) kriterium:

Rozhodovatel voli takovou strategii pfi které je maximum vyplaty (vzhledem k stavim
prirody) je maximalni. Rozhodovatel tedy predpokldda, ze pfiroda se bude “snazit” co nejvice
mu pomoci. Toto kriterium vyhovuje optimisticky zalozenému rozhodovateli.

i* = arg max; max; h;;.

4.  Hurwiczovo (smiSené) kriterium:

Rozhodovani podle maximinového kriteria byva vétSinou nepfijatelné opatrné a podle
maximaxového naopak nepfijatelné davérivé. Hurwitzovo kriterium je konvexni
kombinaci obou téchto kriterii a volbou hodnoty parametru umoznuje nastavit vhodny
kompromis mezi obéma krajnostmi.

i* = arg max; (X.maxj hyj+ (I-X).minj hij) =
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= arg (A.max; max; hj; + (1-A).max; min; hij) ,
kde Ae<0; 1> je parametr vyjadiujici miru optimismu, je-li A=0 pfechazi Hurwitzovo kriterium

v pesimistické (maximinové) a je-li A=1 piechdzi v optimistické (maximaxové) kriterium.

5.  Savageovo kriterium (maximinové kriterium ztrdt):

Rozhodovatel voli takovou strategii, kterda minimalizuje ztratu oproti vyplaté pfi strategii,
kterou by rozhodovatel volil, kdyby pred volbou své strategie znal stav piirody. Pouziti této
strategie chrani rozhodovatele pfed kritikou téch, ktefi jsou “po bitveé generaly”. Urceni
optimalni strategie podle tohoto kriteria probiha ve dvou krocich: 1) na zakladé vyplatni matice
H =(hl-j) vypocitame matici ztrat Z =(zij), 2) na matici ztrat aplikujeme maximinové kriterium

(ve vyse uvedeném maximinovém kriteriu nahradime vyplaty hij ztratami Z;j)-
Zij = hl] -maxi hlj .

i* = arg max; min; z;; .

Priklad 4.1.3:

Uvazujme ulohu rozhodovani za neurcitosti s vyplatni matici H zapsanou v tu¢né zaramované casti
tabulky 4.1.3. Ulohu budeme fesit pro viechna vyse uvedend alternativni kriteria. Reeni pro Leibn.-Bernoulliho
a Hurwiczovo kriterium je provedeno pfimo v tabulce 4.1.3 (pesimistické a optimistické kriterium je zafazeno
jako specialni piipad Hurwiczova kriteria), feSeni pro Savageovo kriterium je provedeno v tabulce 4.1.4. V levé
Casti této tabulky je zopakovana vyplatni matice (jen pro nedominované strategie), v pravé ¢asti je tato matice
transformovana na ztratovou matici a v poslednim sloupci je na matici ztrat aplikovano maximinové
(pesimistickée) kriterium.

Z obou tabulek je patrno, Ze strategie x5 je optimalni z hlediska vSech uvaZovanych krierii a tedy
o volbé rozhodovatele neni pochyb. Z pohledu maximinového kriteria je optimalni také strategie x;.
Poznamenejme jeste, ze u vétsiny redlnych uloh neni volba zddné strategie optimadlni podle vSech kriterii.

Leibniz- Hurwicz dominujici
Yi | Y2 | y3 |Bemoul | nes 50 | optA=1 | A=0.5 | strategie
X1 5 3 4 4 3 5 4 {X3,Xs5}
Xy 2 4 7 4.33 2 7 4.5 %)
X3 7 4 5 5.33 4 7 5.5 %)
X4 3 6 4 4.33 3 6 4.5 {X5}
Xs 5 8 4 5.67 4 8 6 %)
Tab. 4.1.3
H Z pes
Xy 2 4 7 -5 -4 0 -5
X3 7 4 5 0 -4 -2 -4
X5 5 8 4 2 0 -3 -3
Tab. 4.1.4

Priklad 4.1.4 (vystupni kontrola - pokracovéni piikladu 4.1.2):

V tomto prikladé fesime stejnou ulohu jako v prikladé 4.1.2, pouze s tim rozdilem, Ze nemame
predstavu o podilu vadnych vyrobku na celkové produkci, tj. v pfipadé, kdy neni dostupné zddna informace
o hodnoté parametru q.

. Podle Leibniz-Bernouliho kriteria pfedpokldddame g = 1-g = 1/2. Potom
K, =o-B2, K, = o-y-6/2
a podminka K; < K} efektivnosti zavedeni vystupni kontroly ma tvar
B-8)2>7.
. Pouzijeme-li maximinové (pesimistické, opatrné) kriterium, jest
K, = min{a, a-B} = a-B, K, = min{o-y, a-y-8} = a-y-6
a podminka K, < K; efektivnosti zavedeni vystupni kontroly m4 tvar
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B-d)>v.
. Pouzijeme-li maximaxové (optimistické, duvefivé) kriterium, jest
K, = max{o, a-B} = o, K, = max{a-y, a-y-6} = a-y
a podminka K, < K efektivnosti zavedeni vystupni kontroly ma tvar
0>vy.
Tato podminka neni nikdy splnéna, coz znamena, ze duvetivy, optimisticky rozhodovatel
nebude v zZddném pripadé (pfi zadnych hodnotich parametrti o, B, y, 8) vystupni kontrolu zavadét.
eV pripadé pouziti obecného Hurwiczova kriteria s parametrem optimismu A dostdvame
K, = Lo+ (1-A).(a-B), Ky, = A.(a-y) + (1-A).(a-y-0)
a podminka K, < K} efektivnosti provadéni vystupni kontroly ma tvar
(1-2).(3-8)> 7 .
Vsimnéme si, Ze posledni podminka zahrnuje v sobé predchozi dvé podminky, volime-li specialné

A=0 a A=I.

4.2. Multikriterialni rozhodovani

Definice 4.2.1:

Model vicekriterialniho (multikriterdlniho) rozhodovdni je trojice <X,Y,Z>, kde X je mnoZina
alternativ (variant), Y je mnoZina kriterii a Z je zobrazeni XxY — R, kde R je mnozina redlnych ¢isel. Funkci Z,
pfifazujici ke kazd¢ alternativé xe X a ke kazdému kriteriu ye Y hodnotu tohoto kriteria pro tuto alternativu,
nazyvame kriteridlni funkci.

Jsou-li mnozina alternativ i mnoZina kriterii konecné, tj. je-li X={x,x,,....x,}, Y={y1,95,....ys}, pak
zobrazeni Z miizeme zadat matici Z = (z;) typu rxs, kde 2z = Z(x;,y))- Matici Z nazyvame kriterialni matici; tat
o matice jednoznacné¢ zadava kone¢ny model vicekriteridlniho rozhodovéni: mnozinou alternativje mnozina

radkid, mnozinou kriterii je mnozina sloupct a prvek z;na praseciku i-tého fadku a j-tého sloupce udava
hodnotu j-tého kriteria pro i-tou alternativu - viz tabulka 4.2.1 .
Kazdy sloupec kriterialni matice reprezentuje jisté kriterium pro hodnoceni alternativ a hodnoty prvka
v kazdém sloupci predstavuji jistou uzitkovou funkci definovanou na mnoziné alternativ. Ulohou vicekriteridln
iho rozhodovdni je prevést systém vsech dil¢ich kriterii na jedno souhrnné kriterium, neboli prevést systém vsec
h dil¢ich uzitkovych funkci na jednu souhrnnou uzitkovou funkci.

Y1 Y2 Vs

X1 211 212 s

x2 271 %) R

Xy 2] 29 Zrg
Tab. 4.2.1

Poznamky 4.2.1:

1. Bez ujmy na obecnosti budeme vzdy predpokladat, Ze optimalizace znamena maximalizaci, tj. Ze vSechna
kriteria ye Y maji byt maximalizovana. Pokud by realna interpretace problému vyzadovala nékteré kriterium
y minimalizovat, pfejdeme k ekvivalentnimu kriteriu k.y+q, k<0, které vyjadfuje totéz jako puvodni
kriterium az na to, Ze minimalizace se zméni na maximalizaci.

2. Model vicekriteralniho rozhodovani lze zjednodusit vylou¢enim dominovanych alternativ (fadka) v kriterial
ni matici. Alternativa x; dominuje alternativu x;, jestlize je lepsi z pohledu vsech kriterii (silnd dominance),
tj. jestlize (Vj)[zij > ij]- Jestlize plati (Vj)[zij > ij] A (Elj)[z,-j > zkj], pak hovorime o slabé dominanci nebo
prosté o dominanci.

3. U modelu vicekriteridlniho rozhodovéni s nekonecnou mnozinou alternativ je alternativa xe X popsana
zpravidla vektorem hodnot redlnych parametri x=(£;,&....,&,), pfi¢emZ mnoZina téchto vektorit miiZe byt
navic omezena systémem podminek (nejcastéji ve tvaru nerovnosti). Kriteria jsou pak redlnymi funkcemi
téchto parametri

y1=f1(§17&427""éu)’ y2=f2(é17é29‘"9§u): :ys=fs(§17&427'"’éu)'
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Tyto modely jsou identické s modely vicekriterialniho matematického programovani.
4. Metody vicekriteridlni optimalizace mizeme rozdélit do dvou skupin:
0 prevod na skaldrni optimalizaci
= metoda vahové kriteridlni funkce
= lexikografickd metoda
*  maximinovd metoda
O vektorovd optimalizace ("prava” vicekriterialni optimalizace)

Skaldrni optimalizace

Jsou-li vSechna kriteria vyjadfena veli¢inami téhoz typu (Ize je tedy pfevést na vyjadieni ve stejnych
jednotkach) a nebo dokazeme-li kvantifikovat relativni vyznamnost jednotlivych kriterii, pak nejvhodné;jsi
metodou konstrukce souhrnného kriteria je metoda vdahové kriteridlni funkce. Misto mnoziny kriterii
Y={y1,¥5,.-.,¥s} pracujeme pak s jedinym kriteriem

y =k +hoyy + e ks
kde kj jsou tzv. vahové koeficienty (vahy) spliiujici podminky
25k =1, k20,
Jsou-li relativni zdvazZnosti kriterii y;,y,,...,y; v poméru m;:m,: ... :mg , pak pro vahové koeficienty plati

kl = ml/zj:ls m] 5 i =1,2,...,S .

Piedpokladejme nyni, Ze kriteria y,,y,,...,y; jsou usporddana podle své zdvaznosti, tj. m>my> ... >mg
a ze zdvaznosti kriterii se fadové 1isi, tj. m, je fddové vétsi nez m, , m, je fddové vétsi nez ms, ..., my_; je fadoveé
vétsi nez mg. V tomto specialnim pfipadé mizeme pievést vicekriteridlni optimalizaci na posloupnost
jednokriterialnich optimalizaci. V prvém kroku optimalizujeme podle prvého kriteria: existuje-li jen jedna
optimalni alternativa pak cela optimalizace skoncila, je-li optimalnich alternativ vice (vSechny maji stejnou
hodnotu kriteria), pak v§echny postupuji do druhého kroku, ve kterém optimalizujeme podle druhého kriteria.
Vysledek optimalizace v druhém kroku oSetfujeme stejnym zpiisobem jako v prvém. Tak postupujeme od
kriteria ke kriteriu tak dlouho, dokud nam nezbude jedina alternativa a nebo dokud jsme neprosli vSechna
kriteria. Tato metoda, pfipominajici vyhleddvani podle abecedy, se nazyva lexikografickd.

Pfi maximinové optimalizaci aplikujeme na kriteridlni matici maximinové kriterium (podobné jako
jsme aplikovali toto kriterium na vyplatni matici pfi rozhodovani v podminkach neurcitosti). Tato metoda je
vhodna jen ve velmi specidlnich situacich, kdy ndm zalezi na tom, aby zadné z kriterii nedosahovalo extrémné
nizkych hodnot.

Vektorova optimalizace

Pouziti metod vektorové optimalizace je nezbytné tehdy, kdyz kriteria jsou navzajem nesouméfitelna
(jsou vyjadrena veli¢inami rznych typt) a kdyz nejsme schopni kvalifikované posoudit relativni zavaznost
kriterii.

Prvym krokem je normalizace kriteridlni matice, pti které se vyporadavame s riznosti typu velic¢in
vyjadfujicich jednotliva kriteria. Vychodiskem je tabulka 4.2.2, vznikla z tabulky 4.2.1 rozsifenim o dvé fiktivni
(hypotetické) alternativy
d=(d,d,,..dy), d] = minj {z;;h,
h = (hy,hy,....h), hj = max; {zij}.
Alternativa d (“dolni”, bazdlni alternativa) je infimum a alternativa k ("horni”, idedlni alternativa) je supremum
mnoziny vSech realnych alternativ {x;,x,,...,x,.}. Vektor (d;,d,,...,dy) je tvofen nejhorsimi moznymi hodnotami je

dnotlivych kriterii a vektor (hy,h,,...,h ) je tvofen jejich nejlepsimi moznymi hodnotami.

yl y2 yS
X1 211 212 21
Xy 21 2 g
X 2r] 22 Zrs
d d, d, d,
h Iy h, hy

Tab. 4.2.2
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Nyni prejdeme od pivodni kriteridlni matice (z;) k nové normalizované matici (n i) - viz tab. 4.2.3 -

pomoci transformace

Ny = @g-dithi-d;), i=12,..r, j=12,..s.

YI YZ YS

X1 N1 Nio Nis

X Moy by} Nog

xr nrl an nrv

d=0 0 0 0

h=1 1 1 1
Tab. 4.2.3

Vsimnéme si, ze veli¢iny n ij nejsou vyjadfeny v zadnych jednotkach (jsou “bezrozmérné”), protoze
vznikly podélenim veli¢in stejného typu (téhoz rozméru). Hodnoty kazdého kriteria v normalizované
matici (n i) jsou vsechny v intervalu <0, 1> a pfitom jsou ve stejném vzajemném pomeéru jako v ptivodni
matici (zij), tj.
21t Zg)t e S L SN Mgt e My > J=L2,008
V druhém kroku hledame optimdlni alternativu jako tu realnou alternativu, ktera ma od idedlni

alternativy minimalni “vzdalenost” a nebo jako tu, ktera ma od bazélni alternativy maximalni “vzdélenost”.
Vzdélenost mezi alternativami chapeme jako vzdélenost mezi fadkovymi vektory v normalizované kriteridlni
matici. Tyto vektory (alternativy) lze nazorné graficky zobrazit pomoci hvézdice nebo polygonu
(mnohouhelniku) uvnitf jednotkové kruznice - viz obr. 4.2.1 a 4.2.2. V obou pfipadech rozdélime jednotkovy
kruh na tolik stejnych segmentt kolik je kriterii, tj. na s segmentt (na obrazcich s=6). Jednotlivé radidly (useck
yspojujici stfed kruznice s obvodem kruhu) odpovidaji jednotlivym kriteriim a nand$ime na né ze stredu kruhu
usecky o délce rovnajici se velikosti toho ¢i onoho kriteria. Ziskame tak “hvézdu” reprezentujici danou

alternativu (obr. 4.2.1). V pripadé polygonalniho zobrazeni pospojujeme nestredové konce radidl a ziskdme tak
mnohouhelnik reprezentujici alternativu (obr. 4.2.2). Fiktivni bazalni varianta se zobrazi hvézdou nebo
polygonem “scvrklého” do jediného bodu - do stfedu kruznice. Fiktivni idealni varianta se zobrazi maximalni
hvézdou, jejiz vSechny paprsky dosahuji az na obvod kruznice a nebo polygonem, ktery je pravidelnym
s-uhelnikem vepsanym do jednotkové kruznice.

-
< n,
‘ :
n< o
e
Obr. 4.2.1 Obr.4.2.2

Alternativa x; je charakterizované vektorem (1;;,1;5,... ,1;¢), bazalni alternativa vektorem
0 = (0,0,...,0) a idedlni alternativa vektorem 1 = (1,1,....1). Je zfejmé, Ze pro méfeni optimality alternativ je
vyhodnéjsi pouzivat vzdélenost od bazalni alternativy nez blizkost k idedlni alternativé.
V prvém piipadé je vzddlenost ddna pfimo velikosti vektoru (n;;,M;,... ,N;¢), ktera je, ve srovnani s druhou
moznosti, snadnéji pocitatelnd a navic poskytuje jednoduchou mirou vyhodnosti (optimality) té ¢i oné
alternativy.

Budeme uzivat nasledujici ¢tyfi kriteria pro vyhodnoceni vyhodnosti alternativ x;€ X a pro nalezeni
optimalni alternativy x;. :
e)) Zj= 1.sMjj (predpokladame n;>0)

Pro index i* alternativy optimalni podle tohoto kriteria plati:

ko
i" = arg max; Zj:l..snij-
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2 Zj-: 1._Snij2 (kvadrat euklidovské vzdalenosti)

Pro index i* alternativy optimalni podle tohoto kriteria plati:

% _
i*= argmax; 2, _; ;n;?

(3) sqrt (Zj: Is (nij2 )) (euklidovska vzdalenost, “sqrt” oznacuje funkci druhé odmocniny)

Pro index i* alternativy optimalni podle tohoto kriteria plati:

i* = arg max; sqrt (Zj:]..s i) -

4 1/2.sin(2n/s).zj: 1.sMij Mije> pficemZ m; 1= 1; (geometrickd motivace a odvozeni kriteria jsou dale

uvedeny v poznamce 4.2.1.2). Pro index i* alternativy optimalni podle tohoto kriteria plati:

ko ye . _
i" = arg max; zj:J,.snij N, j+1> PHICEMZ M; 00 1= My -

Poznamky 4.2.1:

1.

Nazorny vyznam kriterii (1) - (3) je zfejmy z grafické hvézdicové interpretace - viz obr. 4.2.1. Podle kriteria
(1) je mirou optimality soucet velikosti vSech usecek mificich ze stfedu kruhu po radialach k jeho obvodu.
Minimalni hodnotou kriteria je 0 a maximalni hodnotou je s.

Podle kriteria (2) je mirou optimality soucet ¢tverct velikosti téchto usecek. Minimalni a maximalni hodnot
a kriteria jsou stejné jako v pripadé (1).

Podle kriteria (3) je mirou optimality druhd odmocnina ze souctu ¢tverct velikosti téchto usecek. Minimalni
hodnota kriteria je opét O amaximalni hodnota je sqrt(s) (druha odmocnina z poctu kriterii).

Nazorny vyznam kriteria (4) souvisi s grafickou polygonovou reprezentaci - viz obr. 4.2.2. Hodnota kriteria
pro danou variantu (alternativu) je rovna plosnému obsahu mnohothelnika zobrazujiciho tuto variantu.
Plosny obsah jednoho trojihelnikového segmentu je

1/2'hijhi i+ 15in(2m/s)
a plosny obsah celého polygonu

Z]:]S 1/2.T]U T]lJ+ISin(2TC/S) = 1/2Sin(2ﬂ:/s).zj:]s nlj nl,]"’l’ pfiéemi ni,s+1= nl,l'
Pro optimdlni alternativu x;. tedy mdme:
i*= arg maxi1/2.sin(27c/s).zj:1..s N;M;,j+1= Arg max; zj:]“snijniﬁl, pficemz 1; ¢, 1="; ;-
Minimalni hodnota kriteria (4) pro bazélni variantu je 0 a maximalni hodnota pro idealni
variantu je (1/2).s.sin(27/s) , coz je obsah pravidelného s-uhelnika vepsaného do jednotkové
kruznice.

Priklad 4.2.1:

Uvazujme ulohu vicekriteridlniho rozhodovani zadanou kriteridlni matici zapsanou v tu¢né zardmované

¢asti tabulky 4.2.4. Pfedpoklddejme, Ze zdvaZnosti kriterii y;, y,, ¥3, 4 (v tomto pofadi) jsou v poméru 2:1:4:1.

1/4 1/8 1/2 1/8
Y1 Y2 e Y4 2 ky;
X 6 8 4 5 5.125
X, 4 12 3 4 45
X 5 10 2 12 5
Tab. 4.2.4

Ulohu budeme fesit pfevodem na skalarni optimalizaci metodou véhové kriteridlni funkce. Nejprve vypoéteme
vahové koeficienty (horni fddek tabulky): k;=2/(2+1+4+1)=2/8=1/4, k,=1/8, k3=4/8=1/2, k,=1/8 a potom
vazené pruméry hodnot kriterii v fadcich, tj. hodnoty vahové kriteridlni funkce pro jednotlivé alternativy
(posledni sloupec tabulky). Nejvyssi hodnota 5.125 odpovida 1. fadku kriteridlni matice a tedy optimalni
variantou je alternativa x;.
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Priklad 4.2.2:

Uvazujme ulohu vicekriteridlniho rozhodovani s kriteridlni matici zapsanou v tu¢né zaramované ¢asti ta
bulky 4.2.5. Tuto ulohu feSme za pfedpokladu, Ze kriteria predstavuji rizné typy veli¢in a Ze miru relativni vyzn
amnosti jednotlivych kriterii nejsme schopni posoudit.

puvodni kriteridlni matice normalizovand kriter. mat. kriteria
M 2 |3 4 I | M | M3 e | Dy | 2y | sat @)
X 7 5 6 3 1 02 | 05 0 1.7 1.29 1.14
X, 4 5 7 4 04 | 02 [0.67] 0.2 1.47 0.68 0.82
X3 2 9 3 6 0 1 0 0.6 1.6 1.36 1.17
Xy 5 4 9 7 0.6 0 1 0.8 24 2.00 141
X5 2 8 4 8 0 0.8 | 0.17 1 1.97 1.67 1.29
d 2 4 3 3 0 0 0 0 - - -
h 7 9 9 8 1 1 1 1 - - -
h-d 5 5 6 5 1 1 1 1 - - -
Tab. 4.2.5

Vypocet optimalni varianty podle tfi zvolenych kriterii probiha v tabulce 4.2.5. Nejdfive se stanovi
fiktivni varianty: bazalni d = (dj) a idealni h = (hj). Pro vypocet prvkii normalizované kriterialni matice podle
vzorce

M=~ I - d)
je uzitecné je vypocitat také rozdil d-h = (hj - dj). Pak nasleduje vlastni vypocet normalizované kriteridlni matice
(M) a posléze vypocet kriterii podle nadepsanych vzorct.

Nejlepsi variantou je podle vSech tii poc¢itanych kriterii alternativa x,. Skutecnost, ze pofadi alternativ
podle 2. a 3. kriteria jsou totozna je zdkonité (vzhledem k vlastnostem funkce sqrt - druhé odmocniny). Pofadi
alternativ (a tedy i optimalni alternativa) podle kriterii 1. a 2. (a tedy i kriterii 1. a 3.) vSak mohou byt riizna,
napi. podle 1. kriteria je varianta x; hodnocena lépe neZ varianta x5, zatimco podle kriterii 2. a 3. je tomu
naopak.



