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Cvičeńı 1

Př́ıklad 1: Zformulujte, co to je (algoritmický) problém a pak speciálně co je to rozhodo-

vaćı (neboli Ano/Ne) problém a co je to optimalizačńı problém.

Pokuste se co nejpřesněji specifikovat několik následuj́ıćıch problémů. Pro každý z těchto
problémů uved’te př́ıklady vstupńıch instanćı a jim odpov́ıdaj́ıćı př́ıklady výstup̊u, přičemž
u rozhodovaćıch problémů uved’te vždy př́ıklad instance, kde je odpověd’ Ano, a př́ıklad
instance, kde je odpověd’ Ne:

a) Prvoč́ıselnost.

b) Faktorizace přirozeného č́ısla na prvoč́ısla.

c) Násobeńı matic.

d) Nalezeńı minimálńı kostry grafu.

e) Nejdeľśı společná podsekvence dvou řetězc̊u.

f) Ekvivalence determistických konečných automat̊u.

g) Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u.

h) Určeńı toho, zda daná bezkontextová gramatika generuje neprázdný jazyk.

i) Ekvivalence bezkontextových gramatik.

j) Jednoznačnost bezkontextové gramatiky.

U těch z výše uvedených problémů, které nejsou rozhodovaćı, se zkuste zamyslet, jestli by se
daly zformulovat nějakým zp̊usobem jako rozhodovaćı problémy.

Zformulujte definici algoritmicky řešitelného problému a (algoritmicky) rozhodnutelného
problému.

Pokuste se určit, které z výše uvedených problémů jsou rozhodnutelné či algoritmicky řešitelné
a které ne. Pro problémy, u kterých si mysĺıte, že jsou rozhodnutelné či algoritmicky řešitelné,
popǐste algoritmus, který je řeš́ı.

Př́ıklad 2: Znázorněte následuj́ıćı algoritmus zapsaný pseudokódem pomoćı grafu ř́ıd́ıćıho
toku:

Algoritmus 1: Tř́ıděńı př́ımým vkládáńım

Insertion-Sort (A,n):
for j := 1 to n − 1 do

x := A[j]

i := j − 1

while i ≥ 0 and A[i] > x do

A[i+ 1] := A[i]

i := i− 1

A[i+ 1] := x

Určete konkrétńı počet krok̊u provedených t́ımto algoritmem, pokud dostane jako vstup dvo-
jici hodnot A = [5, 2, 1, 4, 3] a n = 5. (Jedna hrana v grafu ř́ıd́ıćıho toku odpov́ıdá jedné
instrukci a tedy jednomu kroku algoritmu.)
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Př́ıklad 3: Zjistěte, co dělaj́ı dva ńıže uvedené fragmenty programů pro stroje RAM.

Poznámka: Oproti základńı definici zde už́ıváme symbolická návěšt́ı.

R0 := read ()

R1 := 2

goto entry

loop: R0 := R0 − 1

R1 := R1 ∗ R1

entry : if (R0 > 0) goto loop

write (R1)
halt

R3 := R0 + R1

R3 := R3 − 1

R2 := [R3]

goto entry

loop: R4 := [R3]

if (R4 ≤ R2) goto entry

R2 := R4

entry : R3 := R3 − 1

if (R3 ≥ R0) goto loop

write (R2)
halt

Př́ıklad 4: Sestavte program pro stroj RAM, který přečte ze vstupu dvě č́ısla x a k a na
výstup vyṕı̌se hodnotu k-tého bitu č́ısla x (tj. 0 nebo 1), přičemž bity jsou č́ıslovány od 0

a 0-tý bit je nejméně významný bit. Můžete předpokládat, že x ≥ 0 a k ≥ 0 (tj. nemuśıte
řešit situace, kdy x < 0 nebo k < 0).

Př́ıklad 5: Uvažujme variantu stroje RAM, která z aritmetických instrukćı má pouze in-
strukce pro sč́ıtáńı a odč́ıtáńı a nav́ıc instrukci pro bitový posun doprava o jeden bit (tj. in-
strukce typu (Ri := ⌊Rj/2⌋). V této variantě tedy nejsou k dispozici instrukce pro násobeńı
a děleńı. (Ostatńı instrukce — př́ıstup do paměti, skoky, větveńı, atd. jsou stejné jako u de-
finice RAMu uvedené na přednášce.)

Ukažte, že činnost instrukce pro násobeńı je možné touto variantou stroje RAM simulovat.
Pro jednoduchost nav́ıc můžete předpokládat, že násobené hodnoty jsou nezáporné.

Navrhněte tedy program pro výše uvedenou variantu stroje RAM, který načte ze vstupu dvě
č́ısla x a y (kde x ≥ 0 a y ≥ 0) a na výstup vyṕı̌se jejich součin x · y.

a) Jaká je časová složitost vámi navrženého algoritmu, tj. jaký bude celkový počet instrukćı
provedených vaš́ım programem v závislosti na počtu bit̊u nutných pro zápis č́ısel x a y?

b) Navrhněte program tak, aby jeho časová složitost byla vzhledem k počtu bit̊u č́ısel x a y

polynomiálńı.

c) Zkuste navrhnout variantu programu, která nebude použ́ıvat instrukci pro bitový po-
sun doprava a přitom jej́ı časová složitost bude vzhledem k počtu bit̊u č́ısel x a y stále
polynomiálńı.

Př́ıklad 6: Navrhněte zp̊usob, jak lze Turing̊uv stroj s obecnou páskovou abecedou Γ simu-
lovat Turingovým strojem s páskovou abecedou {0, 1,�}.

Jak se při této simulaci změńı počet provedených krok̊u?
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Př́ıklad 7: Navrhněte zp̊usob, jak Turing̊uv stroj se dvěma páskami simulovat pomoćı Tu-
ringova stroje s jednou páskou.

Jaký je vztah mezi počtem krok̊u, které během výpočtu vykoná p̊uvodńı dvoupáskový stroj,
a počtem krok̊u, které na stejném vstupu vykoná jednopáskový stroj sestrojený vámi navrženou
konstrukćı?

Zobecněte navržený postup tak, aby fungoval pro stroje s libovolně velkým (ale konečným)
počtem pásek — tj. pro stroje se třemi páskami, čtyřmi páskami, atd.

Př́ıklad 8: Navrhněte a detailně popǐste zp̊usob, jak může stroj RAM efektivně simulovat
činnost Turingova stroje:

a) Uvažujte nejprve Turing̊uv stroj s jednou páskou, která je jednostranně nekonečná.

b) Uvažujte Turing̊uv stroj s jednou páskou, která je nekonečná na obě strany.

c) Uvažujte Turing̊uv stroj s v́ıce páskami a s v́ıce hlavami na každé pásce, přičemž tyto
pásky mohou být nekonečné na obě strany.


