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Cviceni 3
Piiklad 1: Necht a,b > 1. Ukazte:

o al°gv™ = nlo9gv ¢ (ngvod: aplikujte na obé strany funkci logy)

e Jc:Vx:log,x =c-logyx (tedy log,n € O(log, n))

Priiklad 2: Pripomerite si, jak se pouziva a co vyjadiuje znaceni O, Q, ©, 0, w a presné jej
zadefinujte.

Pak sefad'te ndsledujici funkce podle rychlosti jejich ristu a uréete, které ze vztahti typu
fe O(g), f € Q(g), f€O(g), feolg) afe w(g) prouvedené funkce plati a které ne.

a) n g) logpn m) 2V

b) n? h) (log, n)? n) 2"

¢) n3 i) 2" 0) 22"

d) y/n-3n j) n* n?  pokud je n liché
e) n?log;n k) nlos2n p) 2" pokud je n sudé
f) log,n 1) (log;n)"

Priklad 3: Popiste néjaky polynomidlni algoritmus fesici nasledujici problém:

VstuP: Orientovany graf G = (V,E) a dvojice vrcholi s,t € V.

VYsTUP: Nejkratsi cesta z vrcholu s do vrcholu t nebo informace, Ze Zaddn4 takova
cesta neexistuje.

Pozndmka: V grafu muze existovat vice nez jedna nejkratsi cesta. Vystupem muze byt libo-
volnd z téchto nejkratsich cest.
ZapiSte algoritmus feSici tento problém ve formé pseudokddu a analyzujte co nejpresnéji jeho
¢asovou a prostorovou slozitost.

Priklad 4: Priipomenme, ze sled v neorientovaném grafu G = (V, E) je posloupnost vrcholu
a hran

V0, €1, V1, €2, V2y ...y Vr 1, €1y Vry
kde vo,...,vy € Vaey,...,e; € E, pricemz pro kazdé e; (kde 1 <1i < r) plati, Ze e; je hrana
z vrcholu vi_1 do vrcholu v;. (Jak vrcholy, tak hrany se mohou v této posloupnosti opakovat.)
Tah je specidlnim piipadem sledu, kde se sice mohou opakovat vrcholy, ale nesmi se opakovat
hrany. (Tj. hrany eq,..., e, v této posloupnosti musi byt vSechny navzdjem ruzné.)
Tah se nazyvé Fulerovsky (resp. Euleriv), jestlize obsahuje vSechny hrany grafu G. Eule-
rovsky tah tedy popisuje, jak projit cely graf G jednim tahem tak, abychom kazdou hranou
prosli praveé jednou.
Uvazujme nasledujici problém:
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NAzEV: EULER-PATH
VsTuP: Neorientovany graf G = (V, E).

VYsTUP: Eulerovsky tah prochézejici véemi hranami grafu G nebo informace, Ze
zadny takovy tah neexistuje.

(Pozndmka: Eulerovskych taht muze pro dany graf G existovat vice. Vystupem muze byt
libovolny z nich.)

a) Ukazte, ze problém EULER-PATH je algoritmicky fesitelny. Jaka je vypocetni slozitost
vami navrzeného algorimu?

b) Ukazte, ze existuje polynomidlni algoritmus fesici problém EULER-PATH.

Piiklad 5: Uvazujme problém hleddni mazimdlniho toku v siti (MAX-FLow).
Pojmem sit se zde rozumi orientovany graf G = (V, E), kde je kazdé hrané (u,v) € E piifazena
jeji kapacita c(u,v), coz je nezaporné ¢islo. Pro jednoduchost to miuzeme brat tak, ze pokud
mezi danou dvojici vrcholi nevede hrana, je to v principu to samé, jako by mezi danymi
vrcholy vedla hrana s kapacitou 0, tj. pokud (u,v) € E, tak c(u,v) = 0. Formélné tedy
muzeme kapacity definovat pomoci funkce ¢ : V x V. — Rxo. Déle jsou v siti vyclenény dva
specidlni vrcholy s (zdroj) a t (stok).

Tok v siti G s kapacitami hran ¢ se zdrojem s a stokem t je funkce f:V x V — R spliujici
nasledujici dvé podminky:

e Tok tece jen hranami daného grafu a neni pfekrocena kapacita zadné hrany, tj. pro
kazdé u,v € V plati
0 < f(u,v) <clu,v)

(Pokud (u,v) ¢ E, tak c(u,v) =0, a nutné tedy plati f(u,v) =0.)

e Pro kazdy vrchol s vyjimkou zdroje a stoku plati, ze co do néj vtéka, to z néj vytéka,
tj. pro kazdé u € (V —{s,t}) plati

Z f(\), LL) = Z f(u,v)

vev vev

Hodnota toku f, oznacovana zapisem |[f|, je dana jako soucet toho, co ze zdroje s vytéka,
minus to, co do néj vtéka, tj.

|f| = Z f(S,V) - Z f(\), S)

veVv vev

Tok f je maximdlni, jestlize pro jakykoli jiny tok f’ plati [f| > [f’|.
Problém MaX-FLOW je definovan nésledovné:

NAzEV: Max-FLow

Vstup: Sit G = (V,E) s kapacitami hran ¢ : V x V — R, zdrojem s a stokem t
(kde s,t € V).
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VyYsTuP: Maximélni tok f v dané siti.

(Pozndmka: Maximéalnich toku muze v dané siti existovat vice. Vystupem muze byt libovolny
z nich.)

Pro jednoduchost predpokladejte, ze v néasledujicich zadanich jsou kapacity hran dany jako
prirozend ¢isla.

a) Ukazte, ze problém MAX-FLOW je algoritmicky fesitelny, tj. popiste néjaky algoritmus
feSici tento problém.

Ndpovéda: Pro danou sit G s kapacitami hran ¢ a dany tok f je mozné sestrojit rezidudlng
sit G’ s kapacitami hran ¢’ vyjadiujicimi, o kolik je mozné tok jednotlivymi hranami
puvodni sité v jednom & druhém sméru meénit (tj. zvysit ¢i snizit) bez toho, aby byly
prekroceny kapacity hran. Da se ukazat, ze dany tok f je maximalni pravé tehdy, jestlize
v rezidudlni siti odpovidajici tomuto toku neexistuje cesta z s do t.

b) Ukazte, ze pokud bychom vzali jednoduchy algoritmus zalozeny na vyse uvedené myslence,
kde bychom vzdy jen zjistili, jestli v dané rezidudlni siti existuje zlepsujici cesta z s do t,
a pokud ano, tak bychom zvysili tok podél dané cesty, pticemz bychom tento krok bychom
opakovali tak dlouho, dokud by existovala néjaka zlepsujici cesta, tak pii nevhodném vo-
leni téchto zlepSujicich cest muze nastat situace, kdy pocet téchto iteraci muze odpovidat
hodnoté maximalniho toku, coz je hodnota, kterd muze byt mnohem vyssi nez pocet
vrcholu a hran dané sité.

¢) Navrhnéte néjakou modifikaci vyse uvedeného piistupu, kterd zaruci, ze pocet iteraci
bude polynomialni vzhledem k poctu vrcholu a hran dané sité a bude tedy shora omezen
néjakou hodnotou, kterd nebude zaviset na konkrétnich hodnotach kapacit.

Jakd je vypocetni slozitost vami navrzeného algoritmu?

Priiklad 6: Uvazujme problém nalezeni pdrovdni s maximdlnim poétem hran v bipar-
titnim grafu.

Bipartitni graf G = (U, V,E) je tvofen dvéma navzijem disjunktnimi mnozinami vrcholi
U= {w,...,un} a V= {v,...,vp} (kde UNV = () a mnozinou hran E C U x V.
Pdrovdni M v grafu G je libovolnd podmnozina hran M C E, kde pro kazdé dvé ruzné
hrany (u,v), (u/,v') € M plati, u #u’ av #v'. Pdrovani M s maximdlnim poc¢tem hran je
takové, kde pro kazdé dalsi parovani M’ v grafu G plati |IM'| < |M|.

NAzEV: Nalezeni parovani s maximalnim po¢tem hran v bipartitnim grafu
VsTuP: Bipartitni graf G = (U, V, E).

VYSTUP: Parovéani s maximdalnim po¢tem hran v grafu G.

(Pozndmka: Parovani s maximédlnim poctem hran muze v grafu G existovat vice. Vystupem
muze byt libovolné z nich.)
Navrhnéte algoritmus pro tento problém s polynomidlni ¢asovou slozitosti.

Ndpovéda: Tento problém se je mozné prevést na problém hleddni maximalniho toku v siti.
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Piiklad 7: Pfipomenme problém obchodniho cestujiciho (TSP— travelling salesmen
problem).

Instanci tohoto problému je mnozina n mést V ={1,...,n} a vzdalenosti pro kazdou dvojici
téchto mést. Zépisem d(i,j) ozna¢me vzdélenost z mésta i do mésta j. Muzeme predpokladat,
ze pro kazdé i € V plati d(i,1) = 0 a pro kazdou dvojici i,j € V plati d(i,j) = d(j, 1).
Ukolem je najit okruzni cestu, ktera projde kazdym méstem praveé jednou a skonéi ve stejném
mésté, kde zacala, pricemz celkova délka této cesty bude nejmensi mozna mezi vSemi ta-
kovymito okruznimi cestami.

Je ziejmé, Ze cesta muze vzdy zacit a skonc¢it ve mésté 1. Muzeme se tedy omezit na tento
piipad. Ve vyse uvedené varianté také neni povoleno navstévovat mésta opakované (s vyjimkou
meésta 1, které je navstiveno dvakrat — na zac¢dtku a na konci). Ukolem je tedy najit permutaci
(11y...,1n) meést {1,...,n}, kde i; = 1 a kde soucet

d(ir,i2) + d(iz,13) + - - + d(in_1,in) + d(in,11)
je nejmensi mozny.

a) Navrhnéte néjaky algoritmus fesici tento problém. Jakd je ¢asové a prostorova slozitost
vaseho algoritmu?
b) Navrhnéte algoritmus zalozeny na nésledujici myslence:

Pro kazdou podmnozinu S C (V —{1}) a kazdé j € S definujme c[S,j] jako délku nejkratsi
cesty, kterd zacne ve mésté 1, navstivi kazdé mésto z S pravé jednou (a nenavstivi zadna
dalsi mésta) a skonéi ve mésté j.

Vsechny hodnoty c[S,j] je mozné spocitat pouzitim dynamického programovdni, kdy
tyto hodnoty pocitame v poradi podle velikosti mnoziny S (od nejmensich po nejvétsi),
pricemz pii pocitani hodnot pro vét§i mnoziny muzeme vyuzivat difve spoc¢itané hodnoty
pro mensi mnoziny.

Ukazte, Ze tento algoritmus je mozné implementovat tak, aby jeho casova slozitost byla
O(n?2"). Jak4 je prostorova slozitost tohoto algoritmu?

Jak vychazi ¢asova a prostorova slozitost tohoto algoritmu v porovnani s vami navrzenym
algoritmem v predchozim bodé. Je lepsi, horsi nebo stejna?

Priklad 8: Pouzijte master theorem pro odvozeni ¢asové slozitosti rekurzivnich algoritm,
u nichz je tato slozitost ddna nésledujicimi rekurentnimi vztahy:

a) T(n) =3T(n/2) +n
b) T(n) =4T(n/2) +n?
c) T(m) =5T(n/2) +n?



